IV.4. Orthonormalbasen

Das Vektorprodukt

Die folgende Konstruktion funktioniert nur fur R® mit dem Standardskalarpro-
dukt. Das Vektorprodukt ist definiert als

x: R x R — R?

S1 t Sz-tz—Sg-tz
(vyw) = 2 |H| & | os3cti =10t
S3 t3 S]'tz—Sz't]

Auf den Standardbasisvektoren wird das Vektorprodukt durch die folgende Ver-
kntipfungstabelle beschrieben:

x| e e e
e 0 e; —e
e | —e3 0 e’
e3 e; —e 0

Eigenschaften IV.4.13. i) Das Vektorprodukt verhdilt sich bilinear, d.h., fiir Vek-
toren u,v,w € R? gilt

(U+VvV)XWw=uxw+vxw,

ux (v+w)=uxv+uxw,
und fiir eine Zahl A € R und Vektoren v,w € R3

A-v)xw=A-(vxw),

v (A-w)=A-(vxw).
ii) Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch, d.h.,
YwaweR: wxv=—(vxw).

iii) Das Vektorprodukt ist orthogonal zu den Ausgangsvektoren, d.h., fiirv,w €
R* hat man

vli(vxw) und w L (vxw).
iv) Frir zwei Vektoren v,w € R® gilt genau dannv x w = 0, wennv und w linear
abhdingig sind.

v) Fiir zwei Vektoren v,w € R3 ist die Norm ihres Vektorprodukts durch die
Formel

v > wl* = vl wl* = (v, w)?

bestimmt.
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Den Nachweis tiberlassen wir der Leserin bzw. dem Leser als Ubungsaufga-
be.

Beobachtung IV.4.14. Es seienv,w € R3\ {0}. Dann gilt
v < wll = [v]l - [wl]| - sin(£ (v, w)).

Beweis. Geméf3 Definition in Bemerkung IV.3.9, a), gilt fiir vyiw € R3 und 9 :=
£(v,w), dass

(vyw) = [v]| - [wl| - cos(9).
Zusammen mit Eigenschaft IV.4.13, v), ergibt sich

v x i = (v [[w]* = (v, w)?

= [v[I* - [wll* - (1 — cos?(9))
= [[v]I* - [w]* - sin*(9).

Da 9 € [0, 7], gilt sin(d) > 0, so dass man die Behauptung durch Wurzelziehen
ableiten kann. O

Die gerade hergeleitete Formel hat eine geometrische Interpretation. Es sei
P C R? ein Parallelogramm mit den Seitenldngen a und b und 9 der Winkel, der
von zwei Seiten eingeschlossen wird. Dann ist der Flacheninhalt F des Paralle-
logramms P durch die Formel

F=a-b-sin(d)

gegeben. Wenn 9 # nt/2, dann ist 9 nicht eindeutig bestimmt. Der andere mogli-
che Wert ist aber nach dem Satz tiber Stufenwinkel durch m—9 gegeben. Wegen

sin(t —9§) = sin(d)

spielt diese Ungenauigkeit aber keine Rolle, und wir durfen fiar die Herleitung
der Formel 9 € (0,7/2) annehmen. Dann kann man Sie aber dem Bild

sin(d) - a

N /]

entnehmen.

Fur zwei linear unabhéngige Vektoren v,w € R3 gibt die Norm ||v x w| des
Vektorprodukts also den Flacheninhalt des von v und w aufgespannten Paral-
lelogramms (in der von v und w aufgespannten Ebene) an.
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Bemerkung IV.4.15. Man kann sich schlief3lich noch davon tiberzeugen, dass
fiir zwei lineare unabhéngige Vektoren v,w € R?

Det(viwlv x w) > 0

gilt, d.h., (v,w,v x w) ist eine positiv orientierte Basis von R>.

In diesem Fall ist das Vektorprodukt also durch folgende Bedingungen festge-
legt:

* Der Vektor v x w ist orthogonal zu der Ebene E, die von v und w aufge-
spannt wird.

* Det(v,w,v x w) > 0.
 [lvxwl =l [[w]-sin(£(v,w)).

In der Tat bestimmt die erste Bedingung die Gerade durch den Ursprung, auf
der v x w liegt. Die zweite Bedingung legt fest, auf welcher Seite der Ebene E
der Vektor v x w liegt, und die dritte Bedingung gibt die Lange von v x w an.

Ebenen in R3

Wir kénnen mit dem Vektorprodukt Gleichungen fur Ebenen in R? finden. Dazu
seien v, wi,w, € R® Vektoren, so dass v = 0 und w; und w, linear unabhingig
sind oder v, w;, w; linear unabhéangig sind. Wir mochten eine lineare Gleichung
fiir die Ebene

E=v+R-wi+R-w,

183



Kapitel IV. Euklidische und unitidre Vektorraume

finden. Dazu beobachten wir, dass
E:{uERﬂ(u ) w1><wz}
:{ueRﬂ(u VW X Wy ) = O}

:{ueR“”‘(u,vw xwy) = (v, w xwz)}.

v+ (W x wy)

Wi
Setzen wir
aq
a | :=w;xw;, und b:=(v,w; xw,),
as
dann gilt also
W
E= w) ER |- w+a-w+az-u;=>
Uz

Beispiel 1V.4.16. Wir mochten eine Gleichung fiir die Ebene E C R? finden, die
die drei Punkte

1 2 1
vi= 0l, vi=|1 und v, = | 3
-1 0 8
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enthalt. Mit

wyi=vi—v=1| 1 und wy:=v;—v =

N W o

sind die Vektoren v, w;,w, linear unabhéngig, und
E2:V+R-W1 +R'Vz

ist in der Tat die einzige Ebene, die v, vi =v +w; und v, = v + w, enthalt.
Mit

Det 13
1 9 ‘
w; X wy; = | —Det } g =1 —9
Det 1o ’

1 3

und
(vywy; x wy ) =3

erkennen wir, dass
Uy

E:= u; 2-u1—3-u2+u3=1
us

Zum Abschluss diskutieren wir noch den Durchschnitt zweier Ebenen. Dazu
seien v, v/, wy, wj, wy, wj € R? Vektoren, so dass

E=V+R-W1+R-W2
und
E'=v +R-wj+R-wj

Ebenen sind. Wir nehmen an, dass E # E’ und ENE’ # @. Das ist gleichbedeu-
tend mit W # W', W := R-w;+R-w,, W' := R-w]+R-wj. Mit der Dimensionsformel
far Unterrdume ([33], Aufgabe I11.5.49) folgt W +W’ = R® und Dim,( WNW') = 1.
Daher gibt es insbesondere Vektoren w € W und w’ € W/, so dass

/ /

v—v =w—w' dh, u=v—w=v' —w.

Da der Vektor v —w zu E und der Vektor v —w’ zu E’ gehort, folgt u € ENE/,
und die Gerade g := ENE’ ist durch

g=u+WwWnw’
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gegeben. Um eine Basis fiir WNW’ zu finden, d.h., einen Vektor t € WNW’ mit
W N W’ = (t), bilden wir
/

s:=w; xw, und s’ :=w;xw,.

Damit haben wir
Wh=(s) und W' =(s).

Wegen W # W’ gilt auch W' # W', so dass s und s’ linear unabhéngig sind
und t :=s x s’ # 0. Es gilt weiter

te wHHnwtt —wnw'.

Also gilt (t) =WnNW und G=u+R-t.

IV.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Es sei (V, (-, -)) ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Ein Endomorphis-
mus f: V — V wird orthogonal bzw. unitér genannt, wenn

w,weV: (f(v),f(w)) = (v,w).

Eigenschaften IV.5.1. FYir einen orthogonalen bzw. unitéiren Endomorphismus
f: V — V eines euklidischen bzw. unitédiren Vektorraums gelten folgende Aussa-
gen:

i) Vv e Vi [[f(v)]| = v.

ii) Yoy2w e V:v L w & f(v) L f(w).

iii Fiir jeden Eigenwert A von f gilt |A| = 1.
iv) f ist injektiv.

v) Falls V endlichdimensional ist, ist f bijektiv, und der inverse Endomorphis-
mus f~' ist ebenfalls orthogonal bzw. unitdir.

Beweis. Die Teile i) und ii) ergeben sich unmittelbar aus der Definition eines
orthogonalen bzw. unitiren Endomorphismus.

Zu iii). Es seien A € k ein Eigenwert und v € V \ {0} ein nichttrivialer Eigen-
vektor. Dann gilt

HVHZ = <\),V> = <f(\)),f(\))> = <7\ "V A V> =A-A- <V,V> = |Nz' ”VHZ
Da |[v]| # 0 und ]\ € R, folgt I\ = 1.
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Zu iv). Es gilt Ker(f) = {0}, denn fiur v € Ker(f) hat man nach Teil i) ||v| =
If(v)|| = ||0]] = 0 und damit v = 0.

Zu v). Wenn V endlichdimensional ist, ist f laut [33], Folgerung I11.5.41, iii),
bijektiv. Die Umkehrabbildung f~': V — V ist linear ([33], Satz II1.5.8) und

waweV: ('), (w)) = <f(f*‘ (v)), f(f' (w))> = (v, w).

Somit ist f~! orthogonal bzw. unitér. O
Aus den Formeln in Bemerkung IV.3.6 schlief3en wir weiter.

Satz IV.5.2. Ein Endomorphismus f: V — V eines orthogonalen bzw. unitéiren
Vektorraums ist genau dann orthogonal bzw. unitdr, wenn

weV: |[fV)| = vl

Bemerkung 1V.5.3. Das Standardbeispiel fiir einen euklidischen Vektorraum
ist R" zusammen mit dem Standardskalarprodukt und das fiir einen unitiren
Vektorraum C" mit dem Standardskalarprodukt. In beiden Beispielen bezeich-
nen wir das Standardskalarprodukt (s. Beispiel IV.1.2, a), IV.1.9, b) mit (-, -). Es
seien nun (V,(,,-)y) ein endlichdimensionaler orthogonaler bzw. unitarer Vek-
torraum und n := Dimy (V). Gemaf3 Satz IV.4.5 besitzt V eine Orthonormalba-
sis B = (by,...,by). Die lineare Abbildung ®5: V — k", die b, auf e, schickt,
u=1,...,,n, ist dann ein orthogonaler bzw. unitcirer Isomorphismus, d.h.

Yw,weV: (Dpv),0g(w)) = (v,w)y.
Endlichdimensionale orthogonale und unitiare Vektorrdume werden also eben-

falls nur durch ihre Dimension klassifiziert.

Die Symmetriegruppen euklidischer und unitarer Vektorrdume endlicher
Dimension spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle. Auf Grund der vor-
angegangenen Bemerkung sind sie isomorph zu den Symmetriegruppen von k"
mit dem Standardskalarprodukt, k =R, C.

Es sei n € N. Eine Matrix A € Mat(n;R) ist orthogonal, wenn

A-A'=E,
gilt, d.h., wenn A € GL,(R) und A~' = A'. Wir setzen

O(n) := { A € GL.(R)| A orthogonal },
SO(n) := { A € SL.(R) | A orthogonal }
={A €0O(n)|Det(A)=1}.
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Dementsprechend heif3t eine Matrix A € Mat(n;C) unitéir, wenn
A-A"=E,
gilt, d.h., wenn A € GL,(C) und A~' = A*, und wir definieren

U(n) := { A € GL,(C) | A unitar },
SU(n) := { A € SL,(C) | A unitéar }
={A eUMn)|Det(A)=1}.

Bemerkung 1V.5.4. Eine Matrix A € Mat(n;k) ist genau dann orthogonal bzw.
unitar, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis fur (k" (-, -)) bilden.

Lemma IV.5.5. Es sein € N. Die zuvor definierten Mengen O(n) und SO(n) sind
Untergruppen von GL,,(R), und U(n) und SU(n) sind Untergruppen von GL,(C).

Man nennt O(n) die orthogonale Gruppe, SO(n) die spezielle orthogonale
Gruppe, U(n) die unitédre Gruppe und SU(n) die spezielle unitére Gruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass U(n) eine Untergruppe von GL, (C) ist. Man beachte,
dass dann auch SU(n) = U(n) N SL,(C) eine Untergruppe von GL,(C) ist ([27],
I1.4.8 Beispiel). Ebenso folgt, dass O(n) = U(n) N GL,(R) und SO(n) = SU(n) N
GL,(R) Untergruppen von GL,, (R) sind.

Wir priifen die in [33], Definition I1.2.7, geforderten Eigenschaften nach.

a) Fur die Einheitsmatrix E, gilt Ex = E, =E.', so dass E, € U(n).

b) Es sei A € U(n). Es gilt A7 = A =A" = A" und deshalb A~' € U(n).
c) Es seien A,B € U(n). Dann gilt (A-B)"'=B'-A"=B*-A* = (A-B)* und
A-B e U(n). O

Satz IV.5.6. Es seien (V, (-, -)y) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum, B =
(by, ..., by) eine durchnummerierte Orthonormalbasis von (V, (-,-)y) und f: V. — V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist orthogonal bzw. unitdr.
b) Die Darstellungsmatrix Mg (f) ist orthogonal bzw. unitdir.

Beweis. Wir beweisen den unitaren Fall und benutzen den zu der Orthonor-
malbasis B gehorigen linearen Isomorphismus ®gz: V — C", der b, auf e, ab-
bildet, 1 =1, ...,n. Fiir die Darstellungsmatrix A := Mj(f) gilt nach [33], Bemer-
kung IV.1.22, i), und Definition III.5.11, die Identitit

WweV: @Op(f(v)) =A- Op(v). (Iv.3)
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Es gilt daher

— )t

W, weV:  (f(v),f(w)) = @g(f(v)) - Op(f(w))
= (A~ D5(v)) - (A- Dp(w)) = Dp(v) - (A*- A) - D(w).

Da @y wie in Bemerkung IV.5.3 beschrieben ein unitarer Isomorphismus ist,
gilt weiter

Y,weV:  (vwhy = (0p(v), Dy(w)) = Dp(v) - Dy(w).
Da die @3 bijektiv ist, gilt
{ (@g(v), Pg(w)) € C* x C™ |v,w € V} =C" x C™

Damit erkennt man, dass f genau dann unitar ist, wenn A* - A = E,, gilt. O

Wir diskutieren nun weitere Resultate zur Struktur orthogonaler und uni-
tarer Endomorphismen. Wie bei der jordanschen Normalform unterscheidet
sich die Theorie tiber R von der tiber C. Daher behandeln wir die beiden Falle
getrennt und beginnen mit dem einfacheren Fall tiber den komplexen Zahlen.
Zuvor machen wir noch eine Beobachtung, die sich in beiden Fallen als ntitzlich
erweisen wird.

Lemma IV.5.7. Es seien (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. uni-
tdrer Vektorraum, f: V. — V ein orthogonaler bzw. unitdrer Endomorphismus
und U C V ein f-invarianter Teilraum, d.h., f(U) C U. Dann ist auch das orthogo-
nale Komplement U+ von U invariant unter f, i.e., f(U') C U*.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir einen induzierten Endomorphismus
fu: U — U, u+— f(u). Wegen Eigenschaft IV.5.1, iv), ist fy injektiv und daher
nach [33], Folgerung I11.5.41, auch surjektiv. Es gilt folglich f(U) = U. Es seien
u € Uund w € U'. Es sei u’ € U der Vektor mit f(u’) = u. Damit finden wir

(1, F(w)) = (F(u), f(w)) = (w/, w) =0.

Daraus leiten wir die Behauptung ab. O

Unitiare Endomorphismen

Der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen (Satz III.1.1).
Fur jeden Endomorphismus f eines endlichdimensionalen C-Vektorraums zer-
fallt sein charakteristisches Polynom x(t) vollstandig in Linearfaktoren und f
ist trigonalisierbar ([33], Satz V.6.2). Fur unitire Endomorphismen gilt noch
mehr.
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Satz IV.5.8. Gegeben seien ein endlichdimensionaler unitéirer Vektorraum (V; (-,
-)), ein unitdrer Endomorphismus f: V — V, und es seien A\, ..., \,, die Eigenwerte
von f. Dann existiert eine durchnummerierte Orthonormalbasis B = (b, ..., b,,) von
(V; (-,-)), in der b, ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ist, u = 1,...,n. Insbesondere
gilt

A 0
MB(f) = ’
0 An
und f ist diagonalisierbar.
Bemerkung IV.5.9. a) Es seien A € U(n) eine unitdre Matrix und A4, ..., A, ihre
Eigenwerte. Laut Satz IV.5.8 existiert eine durchnummerierte Orthonormalba-
sis B = (by, ..., by) fir (C*, (-, -)), in der b, ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ist,
u=1,..,n. Setzt man
S:= (b1| coe ’bn))
dann gilt also
A 0
S*-A-S= .
0 An

b) In Satz IV.5.8 ist V mit zwei Zusatzstrukturen versehen, einem Skalar-
produkt und einem Endomorphismus. Mit Hilfe einer geeigneten Basis B von V
konnen beide Strukturen simultan vereinfacht werden. Fur die Darstellungs-
matrix des Skalarprodukts gilt M ((,-)) = E,, und die Darstellungsmatrix des
Endomorphismus ist eine Diagonalmatrix.

c) In der Situation von Satz IV.5.8 seien Ay, ...,A; die verschiedenen Eigen-
werte von f. Aus dem Satz folgt, dass

Eig(f,A,) L Eig(f,Ay)

fir 1 < p < v < s. Diese Tatsache kann man sich unabhangig vom Satz auf
folgende Weise klar machen: Es seien 1 < p < v < s, v € Eig(f,A;) und w €
Eig(f,A,). Da f unitar ist, haben wir

(vyw) = (FV), FO0)) = (A - v Ay - w) = R Ay - vy W

Wenn (v,w) # 0, dann muss A, - A, = 1 gelten. Nach Eigenschaft IV.5.1, iii), gilt

A. - A, = 1. Beide Beobachtungen zusammen ergeben A, = X? = A, und fuhren
somit zum Widerspruch.

Beweis von SatzIV.5.8. Wir fiihren eine vollstindige Induktion tber die Di-
mension n von V. Fur n =1 ist nichts zu zeigen.
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Fur den Induktionsschritt n — n + 1 wihlen wir einen nichttrivialen Ei-
genvektor v zum Eigenwert A; und setzen b, := v/||v||. Damit ist U := (b;) ein f-
invarianter Teilraum. Nach Lemma IV.5.7 ist W := U+ ebenfalls f-invariant und
hat nach Folgerung IV.4.7 die Dimension n. Es seien fy,: W — W, w — f(w),
der induzierte Endomorphismus und By = (b;,...,b,.;) eine durchnummerierte
Basis von W. Die Darstellungsmatrix von f bzgl. der durchnummerierten Basis
B = (by, by, ..., b,.y1) nimmt dann die Gestalt

MO o0
0

Mg(f) =
O M)
0
an. Die Eigenwerte von fy, sind Ay, ..., Aq;1. Auf Grund der Induktionsvorausset-
zung kénnen wir eine durchnummerierte Orthonormalbasis By = (b, ..., by.1)
finden, in der b, ein Eigenvektor von fy zum Eigenwert A, ist, p = 2,..,n 4 1.
Dann ist B = (b, by, ..., byy1) €ine durchnummerierte Orthonormalbasis von V
mit der geforderten Eigenschalft. O

Orthogonale Endomorphismen

Wir beschreiben erst einmal die spezielle orthogonale Gruppe SO(2) und die
orthogonale Gruppe O(2). Sei also

A:(‘g 3)60(2).

a?+c? a-b+c-d
a-b+c-d b24+d?

Wegen a? + b> =1 und ¢? + d* = 1 liegen die Vektoren u := (a,c)' und v := (b, d)
auf dem Einheitskreis. Weiter bedeutet a-b+c-d =0, dassu L v. Da u # 0, gilt
v =A-(—c,a) fur eine geeignete Zahl A. Aus 1 = ||v|| = A - ||u]| = |A| folgt A = £1.
Zudem gilt

Es gilt
EzzAt-A=<

Det(A) = A.

Lemma IV.5.10. Fiir reelle Zahlen a,c € R mit a? + ¢* = 1 existiert eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl « € [0, 2 - 7t) mit

a=cos(x) und c=sin(«).

Fur den Beweis verweisen wir auf [29], Beispiel 3.2.4, iv). Aus diesen Dis-
kussionen ergibt sich unmittelbar das folgende Resultat.
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Satz IV.5.11. i) Eine (2 x 2)-Matrix A gehért genau dann der speziellen orthogo-
nalen Gruppe SO(2) an, wenn es eine reelle Zahl « € (0,2 - 7t) gibt, so dass

A—D. — ( cos(a) —sin(«) )

sin(x)  cos(«)

ii) Eine (2 x 2)-Matrix A liegt genau dann in O(2) \ SO(2), wenn es eine reelle
Zahl o« € [0,2 - ) gibt, so dass

sin(x) —cos(«)

A—S ( cos(a)  sin(«x) )

Mit Hilfe der folgenden Skizze vergewissert man sich der Tatsache, dass die
Matrix D, die Drehung um den Winkel « beschreibt, « € [0, 27).

5]

Doc(e1)

cos(x)

7 -
7’ .

/\ :
R :
, e

cos(«)

Man rechnet nun aus, dass A, dann und nur dann einen reellen Eigenwert hat,
wenn « = 0 oder « = 7. Die Matrix A, ist die Einheitsmatrix, und jeder Vektor
ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Die Matrix A, beschreibt die Drehung um
den Winkel n. Es gilt A, = —E,. Damit beschreibt A, die Multiplikation mit —1.
Diese Abbildung ist auch als Punktspiegelung am Ursprung bekannt. Jeder
Vektor ist Eigenvektor zum Eigenwert —1.

Die Matrix S, gehort zu der Spiegelung o,/, an der Geraden g, die mit der
x-Achse den Winkel «/2 einschlief3t, « € [0, 27).
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G(X/Z(el )

Die Gerade g ist der Eigenraum zum Eigenwert 1. Die zu g orthogonale Gerade
gt ist der Eigenraum zum Eigenwert —1.

Wir werden im Folgenden einen allgemeinen orthogonalen Endomorphismus
beschreiben. Seien dazu (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor -
raum, n = Dimg(V) und f: V — V ein orthogonaler Endomorphismus. Da 1
und —1 nach Eigenschaft IV.5.1, iii), die einzig moglichen reellen Eigenwerte
von f sind, gibt es nattirliche Zahlen v,, v_ und m, so dass

n=v,+v_+4+2-m
sowie normierte Polynome
pu(t) =t + By t+v. € R
vom Grad 2, u=1,...,m, so dass

Xe(t) = (=1 - (t+1)" - pm(t)----- pi(t).

Satz IV.5.12. In der obigen Situation existieren reelle Zahlen «, ..., ¢, € (0,7),
so dass

pu(t) =t +2-cos(e,)-t+1, p=1,..,m,
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und eine durchnummerierte Orthonormalbasis B = (by, ..., b, ), so dass
1
1 0
—1
Mg(f) =
—1
0 D,
Da,,

Das bedeutet insbesondere, dass b, ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, p =
1,..., vy, und b, einer zum Eigenwert —1,v=v, + 1,..,v, +Vv_.

Beweis. Wir fihren wieder Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Im Induktionsschritt n — n + 1 kénnen wir wie im Beweis von Satz IV.5.8
argumentieren, falls f einen reellen Eigenwert hat. Wir kénnen also annehmen,
dass dies nicht der Fall ist. In diesem Fall muss n + 1 gerade sein.

Behauptung. Es gibt einen zweidimensionalen Teilraum U C V, der invariant
unter f ist.

Es sei m := (n + 1)/2. Nach Abschnitt III.4 existieren normierte Polynome
P1(t)y ey P (t) € R[t] vom Grad 2, so dass

Xr(t) = pm(t) - - - pr(t).
Nach dem Satz von Cayley—Hamilton ([33], Satz V.5.4) gilt
0 =xX¢(f) = pm(f) o---opi(f).
Wir wahlen einen Vektor v € V \ {0} und setzen
mo=min{p=1,..,m|(pu(f)o---opi(f))(v)=0}
sowie

W { v, falls my =1
(Pme-1(f) o+ 0opi(f))(v), falls my> 1

Der Vektorraum U := (u,f(u)) ist nun invariant unter f. Um das einzusehen,
schreiben wir p,,,(t) =t + B - t +y. Wegen

0 = pPm,(F)(u) = f(f(w) + B - flu) +v-u
folgt f(f(u)) € U. Offenbar gilt auch f(u) € U. v
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IV.5. Orthogonale und unitdare Endomorphismen

Es sei W := U'. Der Endomorphismus f induziert Endomorphismen f:
W — W und fy: U — U. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir eine
durchnummerierte Orthonormalbasis By = (by,...,b,_;) wihlen, so dass die
Matrix Mg, (fw) die im Satz behauptete Gestalt annimmt. Wir wahlen eine Or-
thonormalbasis By = (b, b,4;) fiir U. Da fy nach Satz IV.5.11 und den darauf
folgenden Bemerkungen eine Drehung ohne Eigenvektor ist, gibt es ein « €
(0, 27t) mit Mg, (fy) = D4. Man beachte, dass man fur B{, = (—b,, b,41) die Dar-
stellungsmatrix D,,_, erhalt. Nun gilt entweder « € (0,7) oder 2n— « € (0, 7), so
dass wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit « € (0, 7r) voraussetzen kénnen.
Das charakteristische Polynom der Matrix D, ist durch t* +2 - cos(x) -t + 1 ge-
ben. Bzgl. der durchnummerierten Orthonormalbasis B = (by,...,b,_1, by, byi1)
hat die Darstellungsmatrix die behauptete Gestalt. 0

Bemerkung IV.5.13. Wie in Bemerkung 1V.5.9, a), gibt es ein entsprechendes
Resultat fliir Matrizen A € O(n).

Aufgabe 1V.5.14. Zeigen Sie, dass jedes Element aus SO(3) eine Drehung um
eine geeignete Achse beschreibt.

z

4

Y
x%
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