
IV
Euklidische und unitäre
Vektorräume

Das Standardskalarprodukt auf Rn erlaubt es, Winkel zwischen sich schnei-
denden Geraden und Abstände von Punkten zu messen. Mit Hilfe des Stan-
dardskalarprodukts lassen sich die Sätze der euklidischen Geometrie analy-
tisch beweisen. Ein reeller Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt verse-
hen ist, wird daher auch euklidischer Vektorraum genannt. Ein Skalarprodukt
ist eine spezielle Bilinearform. In diesem Kapitel werden wir daher zunächst
das allgemeine Konzept einer Bilinearform auf einem Vektorraum vorstellen. In
der endlichdimensionalen Situation besteht wieder ein enger Zusammenhang
zu Matrizen, und die Klassifikation von Paaren, die aus einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum und einer Bilinearform bestehen, führt zu interessanten
Normalformproblemen. Die Klassifikation von endlichdimensionalen euklidi-
schen Vektorräumen ist dabei wieder sehr einfach. Ein n-dimensionaler eukli-
discher Vektorraum ist zu Rn mit dem Standardskalarprodukt isomorph. Dies
wird mit Hilfe von Orthonormalbasen und des Gram1–Schmidt2-Prozesses–
Schmidt bewiesen. Das Klassifikationsproblem für endlichdimensionale reel-
le Vektorräumen, die mit einer symmetrischen Bilinearform ausgestattet sind,
wird durch den Trägheitssatz von Sylvester3 gelöst. Hier treten der Rang und
die Signatur als entscheidende Invarianten auf. Von Interesse ist weiter die
Symmetriegruppe eines euklidischen Vektorraums. Für Rn mit dem Standards-
kalarprodukt ist dies die orthogonale Gruppe. Mit Hilfe von Skalarproduk-

1Jrgen Pedersen Gram (1850 - 1916), dänischer Mathematiker.
2Erhard Schmidt (1876 - 1959), deutscher Mathematiker.
3James Joseph Sylvester (1814 - 1897), britischer Mathematiker.
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ten lassen sich auch die Konzepte der adjungierten linearen Abbildungen und
selbstadjungierten Endomorphismen einführen. Der Spektralsatz zeigt insbe-
sondere, dass selbstadjungierte Endomorphismen eines endlichdimensionalen
euklidischen Vektorraums diagonalisierbar sind. Besonders die Verallgemeine-
rung dieses Ergebnisses auf unendlichdimensionale Vektorräume ist für die
Quantenphysik von großer Bedeutung. Für komplexe Vektorräume sind Bili-
nearformen nicht geeignet, eine Längen- oder Abstandsmessung zu definie-
ren. Zu diesem Zweck werden sogenannte SesquilinearformenSesquilinearform
benötigt. Ihre Theorie wird daher in diesem Kapitel parallel zur Theorie der Bi-
linearformen entwickelt.

IV.1 Bilinearformen, Sesquilinearformen
Es seien k ein Körper und V ein k-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung

β : V × V −→ k

(v,w) 7−→ β(v,w),

so dass gilt:

a) Für jeden Vektor w ∈ V ist die Abbildung β(·, w) : V −→ k, v 7−→ β(v,w),
k-linear, d.h.

∀λ ∈ k, v ∈ V :
∀v1, v2 ∈ V :

β(λ · v,w) = λ · β(v,w),
β(v1 + v2, w) = β(v1, w) + β(v2, w).

b) Für jeden Vektor v ∈ V ist die Abbildung β(v, ·) : V −→ k, w 7−→ β(v,w),
k-linear, d.h.

∀λ ∈ k, w ∈ V :
∀w1, w2 ∈ V :

β(v, λ ·w) = λ · β(v,w),
β(v,w1 +w2) = β(v,w1) + β(v,w2).

Im Fall des Grundkörpers C der komplexen Zahlen benötigen wir ein weiteres
Konzept, das es einem gestattet, eine Norm auf dem entsprechenden Vektor-
raum einzuführen. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Sesquilinearform auf V ist
eine Abbildung

σ : V × V −→ k

(v,w) 7−→ σ(v,w),

so dass gilt:
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a) Für jeden Vektor v ∈ V ist die Abbildung σ(v, ·) : V −→ k, w 7−→ σ(v,w),
k-linear.

b) Für jeden Vektor w ∈ V ist die Abbildung σ(·, w) : V −→ k, v 7−→ σ(v,w),
semilinear, d.h.

∀v1, v2 ∈ V :
∀λ ∈ k, v ∈ V :

σ(v1 + v2, w) = σ(v1, w) + σ(v2, w),

σ(λ · v,w) = λ · σ(v,w).

Dabei ist λ = α− i ·β die zu λ = α+ i ·β ∈ C komplex konjugierte Zahl (s. S. 116),
α,β ∈ R.

Bemerkung IV.1.1. Nach Eigenschaft III.2.1 ist die komplexe Konjugation

· : C −→ C
λ 7−→ λ

ein Automorphismus des Körpers C, d.h. eine bijektive Abbildung, so dass

• ∀λ, µ ∈ C: λ+ µ = λ+ µ,

• ∀λ, µ ∈ C: λ · µ = λ · µ.

Wenn k ein beliebiger Körper ist, γ : k −→ k ein Automorphismus von k und V
ein k-Vektorraum, dann nennt man eine Abbildung L : V −→ V γ-linear, wenn

• ∀v,w ∈ V: L(v+w) = L(v) + L(w),

• ∀λ ∈ k, v ∈ V: L(λ · v) = γ(λ) · L(v).

Beispiel IV.1.2. a) Es seien k ein Körper, n ∈ N und A ∈ Mat(n;k). Durch

βA : k
n × kn −→ k

(v,w) 7−→ vt ·A ·w

ist eine Bilinearform auf kn gegeben. Für die Einheitsmatrix nennt man die
resultierende Bilinearform

βEn : k
n × kn −→ k

 s1
...
sn

 ,
 t1

...
tn


 7−→ (s1 · · · sn) ·

 t1
...
tn

 =

n∑
µ=1

sµ · tµ

auch das Standardskalarprodukt.
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b) Es seien n ∈ N und A ∈ Mat(n;C) eine komplexe Matrix. Die Vorschrift

σA : k
n × kn −→ k

(v,w) 7−→ vt ·A ·w

definiert eine Sesquilinearform auf kn.

Lemma IV.1.3. i) Es seien k ein Körper, n ∈ N und A,B ∈ Mat(n;k). Dann gilt:

βA = βB ⇐⇒ A = B.

ii) Es seien n ∈ N und A,B ∈ Mat(n;C). Dann gilt:

σA = σB ⇐⇒ A = B.

Beweis. Wir zeigen Teil ii). Der Beweis von Teil i) verläuft analog. Die Implikati-
on ”⇐=“ ist dabei offensichtlich. Es seien A = (aµν)µ,ν=1,...,n und B = (bµν)µ,ν=1,...,n.
Wenn σA = σB gilt, dann finden wir

∀µ, ν ∈ { 1, ..., n } : aµν = e
t
µ ·A · eν = σA(eµ, eν) = σB(eµ, eν) = etµ · B · eν = bµν.

Somit gilt A = B.

Im Folgenden werden wir einige Zusatzeigenschaften von Bilinearformen
und die entsprechenden Begriffe für Matrizen erklären.

Es seien k ein Körper, V ein k-Vektorraum und n ∈ N. Eine Bilinearform
σ : V × V −→ k ist symmetrisch, wenn

∀v,w ∈ V : β(w, v) = β(v,w).

Eine Matrix A ist symmetrisch, wenn sie

At = A

erfüllt. Das bedeutet, dass die Matrix A invariant unter der Spiegelung ihrer
Einträge an der Diagonalen ist.

Für einen komplexen Vektorraum V wird eine Sesquilinearform σ : V ×V −→
k hermitesch4 genannt, wenn

∀v,w ∈ V : σ(w, v) = σ(v,w).

Für n ∈ N wird eine komplexe Matrix A ∈ Mat(n;C) hermitesch genannt, wenn

A? := A
t
= A

gilt.
4Nach Charles Hermite (1822 - 1901), einem französischen Mathematiker.
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Bemerkung IV.1.4. a) Für n ∈ N und A ∈ Mat(n;C) haben wir

A? = At.

b) Aus Bemerkung IV.1.1 und den Eigenschaften der Transposition folgt

(A · B)? = B? ·A?

für l,m,n ∈ N, A ∈ Mat(l,m;C) und B ∈ Mat(m,n;C).
c) Es seien V ein komplexer Vektorraum und σ : V×V −→ k eine hermitesche

Sesquilinearform. Da für einen Vektor v ∈ V definitionsgemäß

σ(v, v) = σ(v, v)

gilt, muss σ(v, v) reell sein. Ebenso ergibt sich für n ∈ N und eine hermitesche
Matrix A = (aµν)µ,ν=1,...,n ∈ Mat(n;C), dass

aµµ ∈ R, µ = 1, ..., n.

Lemma IV.1.5. i) Es seien k ein Körper, n ∈ N und A ∈ Mat(n;k). Dann ist die
Bilinearform βA genau dann symmetrisch, wenn die Matrix A es ist.

ii) Es seien n ∈ N und A ∈ Mat(n;C). Dann ist die Sesquilinearform σA genau
dann hermitesch, wenn die Matrix A es ist.

Beweis. Wir zeigen abermals nur ii). Wir schreiben A = (aµν)µ,ν=1,...,n. Wenn σA
hermitesch ist, dann finden wir mit Hilfe von Eigenschaft III.5.2, dass

aµν = e
t
µ ·A · eν = σA(eµ, eν) = σA(eν, eµ) = etν ·A · eµ = etν ·A · eµ = etν ·A · eµ = aνµ

für µ, ν ∈ { 1, ..., n } gilt. Das besagt gerade, dass A hermitesch ist.
Wenn umgekehrt A hermitesch ist, dann berechnen wir

σA(w, v) = w
t ·A · v = (wt ·A · v)t = vt ·At ·w = vt ·At ·w = vt ·A ·w = σA(v,w)

für v,w ∈ V. Somit ist σA eine hermitesche Sesquilinearform.

Bemerkung IV.1.6. a) Es seien k ein Körper und n ∈ N. Die Teilmenge

Symn(k) :=
{
A ∈ Mat(n;k) |At = A

}
der symmetrischen (n× n)-Matrizen ist ein k-linearer Teilraum von Mat(n;k).

b) Für n ∈ N ist die Teilmenge

Hermn(C) :=
{
A ∈ Mat(n;C) |A? = A

}
der hermiteschen (n × n)-Matrizen zwar ein R-linearer Teilraum von Mat(n;C)
aber kein C-linearer. Dazu beachte man:
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• Für A,B ∈ Hermn(C) gilt (A+ B)? = A? + B? = A+ B, so dass A ∈ Hermn(C).

• Für λ ∈ R und A ∈ Hermn(C) gilt (λ · A)? = λ · A? = λ · A und daher
λ ·A ∈ Hermn(C).

• Es gilt En ∈ Hermn(C) aber i ·En 6∈ Hermn(C), denn (i ·En)? = −i ·En 6= i ·En.

Wir kommen nun zu den zentralen Objekten dieses Kapitels. Eine symme-
trische Bilinearform β : V×V −→ R auf einem reellen Vektorraum V wird positiv
definit genannt, wenn

∀v ∈ V \ {0} : β(v, v) > 0. (IV.1)

Eine positiv definite und symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektor-
raum ist ein Skalarprodukt.

Nun sei σ : V × V −→ C eine hermitesche Sesquilinearform auf dem komple-
xen Vektorraum V. Nach Bemerkung IV.1.4, c), ist σ(v, v) ∈ R, v ∈ V. Wir nennen
σ : V × V −→ C positiv definit, wenn

∀v ∈ V \ {0} : σ(v, v) > 0. (IV.2)

Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform wird ebenfalls Skalarpro-
dukt genannt.

Beispiel IV.1.7. a) Es sei n ∈ N. Dann ist das Standardskalarprodukt βEn offen-
bar ein Skalarprodukt auf Rn.

b) Ebenso ist für n ∈ N die Sesquilinearform σEn ein Skalarprodukt auf Cn.
Dazu berechnet man für a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ R, dass

σEn


 a1 + i · b1

...
an + i · bn

 ,
 a1 + i · b1

...
an + i · bn


 =

n∑
ν=1

(aν−i·bν)·(aν+i·bν) =
n∑
ν=1

(a2ν+b
2
ν) ≥ 0.

Dabei wird der Ausdruck genau dann null, wenn a1 = · · · = an = b1 = · · · = bn.

IV.2 Darstellungsmatrizen von Bilinear- und
Sesquilinearformen

Bisher haben wir erklärt, wie man Bilinear- und Sesquilinearformen auf kn,
k ein Körper, bzw. Cn mit (n × n)-Matrizen beschreiben kann, n ≥ 1. Dassel-
be ist wie üblich für beliebige Vektorräume über den entsprechenden Körpern
möglich, wenn man zuvor eine Basis gewählt hat. Das soll nun explizit formu-
liert werden.
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Es seien k ein Körper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, B = (b1, ...,
bn) eine durchnummerierte Basis von V und β : V × V −→ k eine Bilinearform.
Die Darstellungsmatrix von β bzgl. der Basis B ist gegeben als

MB(β) =
(
β(bµ, bν)

)
µ,ν=1,...,n

.

Für einen endlichdimensionalen komplexen Vektorraum V, eine durchnumme-
rierte Basis B = (b1, ..., bn) von V und eine Sesquilinearform σ : V × V −→ k ist
die Darstellungsmatrix von σ bzgl. der Basis B definiert als

MB(σ) =
(
σ(bµ, bν)

)
µ,ν=1,...,n

.

Lemma IV.2.1. i) Es seien k ein Körper, V ein endlichdimensionaler k-Vektor-
raum, B = (b1, ..., bn) eine durchnummerierte Basis von V und β : V × V −→ k eine
Bilinearform. Für Vektoren v = α1 ·b1+ · · ·+αn ·bn und w = γ1 ·b1+ · · ·+γn ·bn gilt

β(v,w) = (α1, ..., αn) ·MB(β) ·

 γ1
...
γn

 .
Das folgende Diagramm kommutiert also:

(v,w) V × V k

(
ΦB(v), ΦB(w)

)
kn × kn k

β

βMB(β)

.

ii) Die Bilinearform β in i) ist genau dann symmetrisch, wenn die MatrixMB(β)
symmetrisch ist.

iii) Es seien V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, B = (b1, ..., bn) eine
durchnummerierte Basis von V und σ : V × V −→ k eine Sesquilinearform. Für
Vektoren v = α1 · b1 + · · ·+ αn · bn und w = γ1 · b1 + · · ·+ γn · bn gilt

σ(v,w) = (α1, ..., αn) ·MB(σ) ·

 γ1
...
γn

 .
Damit ist das folgende Diagramm kommutativ:

(v,w) V × V C

(
ΦB(v), ΦB(w)

)
Cn × Cn C

σ

σMB(σ)

.

iv) Die Sesquilinearform σ in iii) ist genau dann hermitesch, wenn die Matrix
MB(σ) hermitesch ist.
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Beweis. Punkt ii) bzw. iv) ist angesichts des kommutativen Diagramm in i) bzw.
iii) und Lemma IV.1.5, i) bzw. ii), offensichtlich.

Wir beweisen weiter iii). Auf Grund der Sesquilinearität haben wir

σ(α1 · b1 + · · ·+ αn · bn, w) =
n∑
µ=1

αµ · σ(bµ, w)

=

n∑
µ=1

αµ · σ(bµ, γ1 · b1 + · · ·+ γn · bn)

=

n∑
µ=1

αµ ·
n∑
ν=1

γν · σ(bµ, bν)

=

n∑
µ,ν=1

αµ · γν · σ(bµ, bν).

Wegen MB(σ)µ,ν = σ(bµ, bν), µ, ν = 1, ..., n, stimmt dieser Ausdruck mit

(α1, ..., αn) ·MB(σ) ·

 γ1
...
γn


überein.

Wir fixieren einen Körper k und einen endlichdimensionalen k-Vektorraum
und setzen

Bilk(V) :=
{
β : V × V −→ k |β ist Bilinearform

}
.

Mit Hilfe der Addition

+: Bilk(V)× Bilk(V) −→ Bilk(V)

(β1, β2) 7−→ (
β1 + β2 : (v,w) 7−→ β1(v,w) + β2(v,w)

)
wird Bilk(V) zu einer abelschen Gruppe und durch die Skalarmultiplikation

· : k× Bilk(V) −→ Bilk(V)

(λ, β) 7−→ (
λ · β : (v,w) 7−→ λ · β(v,w)

)
zum k-Vektorraum.

Für eine durchnummerierte Basis B = (b1, ..., bn) sind

MB : Bilk(V) −→ Mat(n;k)
β 7−→Mβ
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und

βB : Mat(n;k) −→ Bilk(V)

A 7−→ βB(A) : (v,w) 7−→ (
βA
(
ΦB(v), ΦB(w)

))
nach Lemma IV.2.1, i), zueinander inverse lineare Abbildungen.

Entsprechend kann man für einen endlichdimensionalen komplexen Vek-
torraum V die Menge

Sesq(V) :=
{
σ : V × V −→ C |σ ist Sesquilinearform

}
mit der Struktur eines C- Vektorraums ausstatten. Für eine durchnummerierte
Basis B = (b1, ..., bn) sind

MB : Sesq(V) −→ Mat(n;C)
σ 7−→Mσ

und

σB : Mat(n;C) −→ Sesq(V)

A 7−→ σB(A) : (v,w) 7−→ σA
(
ΦB(v), ΦB(w)

)
zueinander inverse C-lineare Abbildungen. Zum Abschluss möchten wir das
Verhalten von Darstellungsmatrizen unter Basiswechsel beschreiben.

Satz IV.2.2 (Transformationsformel). i) Es seien k ein Körper, V ein endlichdi-
mensionaler k-Vektorraum, β : V ×V −→ k eine Bilinearform und B,C zwei durch-
nummerierte Basen von V. Mit

S :=MB
C(IdV)

gilt
MB(β) = S

t ·MC(β) · S.

ii) Für einen endlichdimensionalen C-Vektorraum V, eine Sesquilinearform σ :
V ×V −→ C, zwei durchnummerierte Basen B,C von V und die Basiswechselma-
trix

S :=MB
C(IdV)

gilt
MB(σ) = S

? ·MC(σ) · S.
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Beweis. Wie üblich zeigen wir ii). Man erinnere sich daran, dass nach [33],
Definition IV.1.26,

V V

Cn Cn

IdV

ΦB ΦC

fS

kommutativ ist. Weiter verwenden wir die kommutativen Diagramme aus Lem-
ma IV.2.1, iii), zu den Basen B und C und erhalten

Cn × Cn C

V × V C

Cn × Cn C

σMB(σ)

(ΦB,ΦB)

(ΦC,ΦC)

σ

σMC(σ)

.

Für Vektoren v,w ∈ Cn erkennen wir damit

vt ·MB(σ) ·w = (ΦC ◦Φ−1
B )(v)︸ ︷︷ ︸

=S·v

t

·MC(σ) · (ΦC ◦Φ−1
B )(w)︸ ︷︷ ︸

=S·w

= (vt · St) ·MC(σ) · (S ·w)

= vt · (St ·MC(σ) · S) ·w.

Wegen S? = S
t
können wir daraus die Behauptung folgern.

IV.3 Normierte Vektorräume
Normierte Vektorräume verbinden lineare Algebra und Analysis. In der Funk-
tionalanalysis [14] sind die auftretenden Vektorräume allerdings meist unend-
lichdimensional. In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe eingeführt und
gezeigt, wie durch Skalarprodukte Normen induziert werden. In diesem Ab-
schnitt ist der Körper k entweder der Körper R der reellen Zahlen oder der
Körper C der komplexen Zahlen. In beiden Fällen bezeichnen wir mit | · | den
üblichen Absolutbetrag auf k.

Es sei V ein k-Vektorraum, endlich- oder unendlichdimensional. Eine Norm
auf V ist eine Abbildung

‖ · ‖ : V −→ R
v 7−→ ‖v‖,

so dass gilt:
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(N1) ∀v ∈ V∀λ ∈ k: ‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖.

(N2) ∀v,w ∈ V: ‖v+w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

(N3) ∀v ∈ V: ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0.

Axiom (N2) wird als Dreiecksungleichung bezeichnet.

Bemerkung IV.3.1. Es sei v ∈ V. Dann gilt ‖0‖ = ‖0 · v‖ = |0| · ‖v‖ = 0 · ‖v‖ = 0.
Weiter erkennen wir 0 = ‖0‖ = ‖v − v‖ ≤ ‖v‖ + ‖ − v‖ = ‖v‖ + ‖v‖ = 2 · ‖v‖, d.h.,
‖v‖ ≥ 0.

Ein normierter k-Vektorraum ist ein Paar (V, ‖ · ‖), das aus einem k-Vektor-
raum V und einer Norm ‖ · ‖ auf V besteht.

Mit einer Norm kann man die Länge von Vektoren messen. Dies induziert
auch eine Abstandsmessung. Dieses Konzept erläutern wir zunächst allgemein.

Es sei A eine Menge. Eine Metrik auf A ist eine Abbildung

d : A×A −→ R
(x, y) 7−→ d(x, y),

die folgende Bedingungen erfüllt:

(M1) ∀x, y ∈ A: d(x, y) = d(y, x).

(M2) ∀x, y, z ∈ A: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

(M3) ∀x, y ∈ A: d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

Axiom (M2) wird wieder Dreiecksungleichung genannt.

Bemerkung IV.3.2. a) Es seien A eine Menge und d eine Metrik auf A. Für
x, y ∈ A gilt dann 0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = d(x, y) + d(x, y) = 2 · d(x, y), so
dass d(x, y) ≥ 0.

b) Auf R2 ist der euklidische Abstand durch

d

((
a1
a2

)
,

(
b1
b2

))
:=
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2,

(
a1
a2

)
,

(
b1
b2

)
∈ R2,

gegeben. Die Dreiecksungleichung besagt, dass in einem Dreieck in der Ebene
die Länge einer Seite kleiner gleich der Summe der Länge der beiden anderen
Seiten ist. (Wann gilt Gleichheit?)

Beispiel IV.3.3. a) Es sei A eine Menge. Dann ist

d0 : A×A −→ A

(x, y) 7−→ { 0, falls x = y
1, falls x 6= y
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eine Metrik. Diese Metrik stellt lediglich fest, ob zwei Punkte in A gleich sind
oder nicht.

b) Es sei (V, ‖ · ‖) ein normierter k-Vektorraum. Man setze

d : V × V −→ R
(v,w) 7−→ ‖v−w‖.

Die ist eine Metrik auf V. Man beachte, dass die Metrik d0 aus a) nicht durch
eine Norm induziert ist, wenn V 6= 0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, 〈·, ·〉), in dem V ein reeller Vek-
torraum ist und 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf V. Das Gegenstück über den kom-
plexen Zahlen ist ein unitärer Vektorraum, d.h., ein Paar (V, 〈·, ·〉), das sich aus
einem komplexen Vektorraum V und einem Skalarprodukt 〈·, ·〉 auf V zusam-
mensetzt.

Bemerkung IV.3.4. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder ein unitärer Vektor-
raum und U ⊂ V ein linearer Teilraum. Dann ist (U, 〈·, ·〉U) mit

〈·, ·〉U : U×U −→ k

(u1, u2) 7−→ 〈u1, u2〉
ebenfalls ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum.

Satz IV.3.5. Es sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder ein unitärer Vektorraum. Dann
wird durch

‖ · ‖ : V −→ R

v 7−→√
〈v, v〉

eine Norm auf V definiert.

Wir erinnern in diesem Zusammenhang an (IV.1) und (IV.2). Dadurch ist
garantiert, dass der Ausdruck unter der Wurzel niemals negativ ist.

Bemerkung IV.3.6. Das Skalarprodukt kann aus der Norm zurückgewonnen
werden. In Fall k = R hat man

∀v,w : 〈v,w〉 = 1

4
·
(
‖v+w‖2 − ‖v−w‖2

)
.

Für k = C gilt die kompliziertere Formel

∀v,w : 〈v,w〉 = 1

4
·

4∑
k=1

ik · ‖v+ ik ·w‖2.

Weitere interessante Beobachtungen sind in Bemerkung IV.3.9 enthalten.
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Im Beweis von Satz IV.3.5 werden wir das folgende wichtige Hilfsmittel be-
nutzen.

Satz IV.3.7 (Cauchy5–Schwarz6-Ungleichung). Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer
oder ein unitärer Vektorraum und v,w ∈ V. Dann gilt:∣∣〈v,w〉∣∣ ≤ ‖v‖ · ‖w‖.
Beweis. Wir notieren zuerst, dass für λ ∈ k die Abschätzung

0 ≤ 〈v− λ ·w, v− λ ·w〉
= 〈v, v− λ ·w〉+ 〈−λ ·w, v− λ ·w〉
= 〈v, v〉+ 〈v,−λ ·w〉− λ · 〈w, v− λ ·w〉
= 〈v, v〉− λ · 〈v, ·w〉− λ · 〈w, v〉− λ · 〈w,−λ ·w〉
= 〈v, v〉− λ · 〈v, ·w〉− λ · 〈w, v〉+ λ · λ · 〈w,w〉

gültig ist. Falls w = 0, dann ist die Cauchy–Schwarz-Ungleichung offensichtlich
erfüllt, und es gilt sogar Gleichheit. Andernfalls können wir

λ :=
〈v,w〉
〈w,w〉

setzen. Die obige Ungleichung wird dann zu

0 ≤ 〈v, v〉− |〈v,w〉|2

〈w,w〉
−

|〈v,w〉|2

〈w,w〉
+

|〈v,w〉|2

〈w,w〉
.

Nach Multiplikation mit der positiven reellen Zahl 〈w,w〉 wird daraus

0 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉−
∣∣〈v,w〉∣∣2,

so dass ∣∣〈v,w〉∣∣2 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉.
Da auf beiden Seiten der Gleichung nicht negative reelle Zahlen stehen, können
wir die Wurzel ziehen und erhalten somit die Cauchy–Schwarz-Ungleichung wie
sie im Satz formuliert wurde.

Bemerkung IV.3.8. Es sei w 6= 0. Die erste Ungleichung im obigen Beweis zeigt,
dass der Fall der Gleichheit genau auftritt, wenn v = λ · w gilt. Somit wird die
Cauchy–Schwarz-Ungleichung genau dann zur Gleichung, wenn v und w linear
abhängig sind.

5Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), französischer Mathematiker.
6Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), deutscher Mathematiker.
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Beweis von Satz IV.3.5. Es seien v ∈ V und λ ∈ k. Es gilt

‖λ · v‖ =
√
〈λ · v, λ · v〉 =

√
λ · λ · 〈v, v〉 =

√
|λ|2 · 〈v, v〉 = |λ| ·

√
〈v, v〉 = |λ| · ‖v‖.

Damit ist Bedingung (N1) erfüllt.
Bevor wir (N2) beweisen, bemerken wir, dass für reelle Zahlen a, b und die

komplexe Zahl z = a+ i · b

|z| =
√
z · z =

√
a2 + b2 ≥

√
a2 = |a| ≥ a =

1

2
· (z+ z)

gilt. Mit dieser Beobachtung folgt, dass

‖v+w‖2 = 〈v, v〉+ 〈v,w〉+ 〈v,w〉+ 〈w,w〉 ≤ 〈v, v〉+ 2 ·
∣∣〈v,w〉∣∣+ 〈w,w〉

für v,w ∈ V gilt. Setzen wir nun die Cauchy–Schwarz-Ungleichung IV.3.7 ein,
dann finden wir

‖v+w‖2 ≤ 〈v, v〉+2·
√
〈v, v〉 · 〈w,w〉+〈w,w〉 = ‖v‖2+2·‖v‖·‖w‖+‖w‖2 =

(
‖v‖+‖w‖

)2
.

Nach ziehen der Wurzel wird daraus die Dreiecksungleichung (N2).
Wenn v ∈ V\{0}, dann gilt 〈v, v〉 > 0, denn ein Skalarprodukt ist positiv definit.

Es folgt ‖v‖ =
√
〈v, v〉 > 0. Damit ist auch Eigenschaft (N3) nachgewiesen.

Bemerkung IV.3.9. a) Es sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer Vektorraum. Aus der Cau-
chy–Schwarz-Ungleichung IV.3.7 folgt

∀v,w ∈ V : −1 ≤ 〈v,w〉
‖v‖ · ‖w‖

≤ 1.

Deshalb kann man

](v,w) := arccos
(
〈v,w〉
‖v‖ · ‖w‖

)
∈ [0, π]

definieren. Wir nennen ](v,w) den Winkel zwischen v und w. Man beachte, dass
bei dieser Winkelmessung genau dann ](v,w) = π/2 (=̂90◦) gilt, wenn 〈v,w〉 = 0.

Zur Motivation dieser Begriffsbildung schauen wir uns R2 mit dem Stan-
dardskalarprodukt aus Beispiel IV.1.2, a), an. Es seien v,w ∈ R2 zwei von (0, 0)t

verschiedene Vektoren. Da ](v,w) = ](λ · v, µ · w) für λ, µ ∈ R>0, können wir v
durch v/‖v‖ und w durch w/‖w‖ ersetzen. Mit anderen Worten, es reicht, die
Situation

v,w ∈ S1 :=
{(

s

t

)
∈ R2

∣∣∣∣ s2 + t2 = 1}
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zu betrachten. Es gibt dann eindeutig bestimmte Zahlen ([29], 3.2.4 Beispiele,
iv) α,β ∈ [0, 2 · π), so dass

v =

(
cos(α)
sin(α)

)
und w =

(
cos(β)
sin(β)

)
.

Es gilt folglich
〈v,w〉 = cos(α) · cos(β) + sin(α) · sin(β).

Gemäß der Additionstheoreme ([28], 4.10.13 Folgerung, b) stimmt dieser Aus-
druck mit

cos(α− β) = cos(β− α)

überein, und wir schließen

](v,w) =

{
|β− α|, falls 0 ≤ |β− α| ≤ π
2 · π− |β− α|, sonst .

b) In einem euklidischen oder unitären Vektorraum (V, 〈·, ·〉) mit zugehöriger
Norm ‖ · ‖ gilt der Satz von Pythagoras7

∀v,w ∈ V : ‖v+w‖2 = ‖v‖2 + 〈v,w〉+ 〈w, v〉+ ‖w‖2.

Falls 〈v,w〉 = 0 und damit 〈w, v〉 = 〈v,w〉 = 0, dann wird dies zu

‖v+w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2.

In Teil a) der Bemerkung hatten wir dazu bereits festgehalten, dass 〈v,w〉 = 0

für von Null verschiedene Vektoren bedeutet, dass sie aufeinander senkrecht
stehen.

c) Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und ‖ · ‖ die
zugehörige Norm. Dann gilt die Parallelogrammgleichung

∀v,w ∈ V : ‖v+w‖2 + ‖v−w‖2 = 2 ·
(
‖v‖2 + ‖w‖2

)
.

Gilt in einem normierten Vektorraum (V, ‖ · ‖) die Parallelogrammgleichung,
dann ist die Norm ‖ · ‖ wie in Satz IV.3.5 beschrieben durch ein Skalarprodukt
induziert ([14], Lemma 20.6, [36], Satz 1.19).

IV.4 Orthonormalbasen
Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und v,w ∈ V. Wir
sagen, dass v orthogonal zu w ist, wenn 〈v,w〉 = 0, und schreiben v ⊥ w. Diese

7Pythagoras von Samos (um 570 - 510 v.u.Z.), griechischer Philosoph und Mathematiker.
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Begriffsbildung ist durch die Winkelmessung in der euklidische Ebene moti-
viert (s. Bemerkung IV.3.9, a). Der lineare Teilraum U ⊂ V ist orthogonal zu
dem linearen Teilraum W ⊂ V, wenn u ⊥ w für alle Vektoren u ∈ U und w ∈ W
gilt. Wir schreiben dann ebenfalls U ⊥W. Weiter ist für einen linearen Teilraum
U ⊂ V sein orthogonales Komplement durch

U⊥ =
{
v ∈ V |∀u ∈ U : v ⊥ u

}
gegeben.

Bemerkung IV.4.1. a) Man überprüft leicht, dass U⊥ ebenfalls ein linearer Teil-
raum von V ist.

b) Es gilt U ∩ U⊥ = 0, denn für u ∈ U ∩ U⊥ gilt u ⊥ u, d.h., 〈u, u〉 = 0. Da 〈·, ·〉
ein Skalarprodukt ist, bedeutet dies u = 0.

c) Es gilt U ⊂ U⊥⊥.

Ein Orthogonalsystem ist eine Familie (vµ)µ∈I von Vektoren in V, so dass
vµ ⊥ vν für alle µ, ν ∈ I mit µ 6= ν gilt. Ein Orthogonalsystem (vµ)µ∈I, in dem
zusätzlich ‖vµ‖ = 1, µ ∈ I, für die durch 〈·, ·〉 induzierte Norm ‖ · ‖ (Satz IV.3.5)
gilt, ist ein Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem (vµ)µ∈I, das gleichzeitig
eine Basis für V ist, ist eine Orthonormalbasis für V

Bemerkung IV.4.2. i) Eine Basis B = (b1, ..., bn) ist genau dann eine Orthonor-
malbasis für V, wenn die Darstellungsmatrix des Skalarprodukts bzgl. der Ba-
sis B die Einheitsmatrix En ist.

ii) Für ein Orthogonalsystem (vµ)µ∈I mit vµ 6= 0, µ ∈ I, ist { vµ |µ ∈ I } eine
linear unabhängige Teilmenge von V. In der Tat gilt für eine Linearkombination∑
i∈I
λµ · vµ und µ0 ∈ I, dass

〈∑
µ∈I

λµ · vµ, vµ0

〉
= λµ0 · ‖vµ0‖.

Ferner ist (v ′µ)µ∈I mit v ′µ := vµ/‖vµ‖, µ ∈ I, ein Orthonormalsystem.

Beispiel IV.4.3. Für k = R oder k = C bezeichne 〈·, ·〉 das Standardskalarpro-
duktStandardskalarprodukt auf kn (Beispiel IV.1.2, a). Dann ist die Standard-
basis (e1, ..., en) eine Orthonormalbasis für V.

Satz IV.4.4. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitä-
rer Vektorraum und U ⊂ V ein linearer Teilraum. Dann lässt sich jede Orthonor-
malbasis B ′ = (b1, ..., bm) von (U, 〈·, ·〉U)8 zu einer Orthonormalbasis B = (b1, ..., bn)
fortsetzen. Insbesondere besitzt (V, 〈·, ·〉) eine Orthonormalbasis.

8s. Bemerkung IV.3.4
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Beweis. Die Existenz einer Orthonormalbasis für (V, 〈·, ·〉) ergibt sich durch An-
wendung der vorherigen Aussage auf den linearen Teilraum 0. Dieser hat ver-
einbarungsgemäß die leere Menge als Orthonormalbasis.

Die erste Aussage wird mit dem Orthonormalisierungsverfahren von Gram
und Schmidt bewiesen. Formal handelt es sich um einen Induktionsbeweis.
Die Induktion läuft dabei über die Kodimension κ := Dimk(V) − Dimk(U). Aus
κ = 0 folgt U = V, und die Aussage ist in diesem Fall trivial. Nun sei sie für κ
bereits bewiesen, und U ⊂ V sei ein linearer Teilraum der Kodimension κ + 1.
Wir wählen einen Vektor v ∈ V \ U und definieren mit Hilfe der vorliegenden
Orthonormalbasis B ′ für (U, 〈·, ·〉U) die Vektoren

v ′ := 〈b1, v〉 · b1 + · · ·+ 〈bm, v〉 · bm, b ′ := v− v ′ und bm+1 :=
b ′

‖b ′‖
.

Für j ∈ { 1, ...,m } berechnen wir nun

〈bν, b ′〉 = 〈bν, v〉− 〈bν, v ′〉

= 〈bν, v〉−
m∑
µ=1

〈bµ, v〉 · 〈bν, bµ〉︸ ︷︷ ︸
=δµν

= 〈bν, v〉− 〈bν, v〉 = 0.

Somit sind (b1, ..., bm, b
′) ein Orthogonalsystem und (b1, ..., bm, bm+1) ein Ortho-

normalsystem. Der lineare Teilraum U ′ := 〈b1, ..., bm+1 〉 hat die Dimension m +
1 = Dimk(U)+1, s.d. Dimk(V)−Dimk(U

′) = Dimk(V)−Dimk(U)−1 = κ+1−1 = κ.
Nach Induktionsvoraussetzung lässt sich die Orthonormalbasis (b1, ..., bm+1)
von (U ′, 〈·, ·〉U ′) zu einer Orthonormalbasis B = (b1, ..., bm, bm+1, ..., bn) von (V, 〈·, ·〉)
ergänzen. Offenbar ist B auch eine Ergänzung von B ′.

Folgerung IV.4.5. Es seien k = R bzw. k = C und A ∈ Mat(n;k) eine positiv
definite symmetrische bzw. hermitesche Matrix. Dann existiert eine Matrix S ∈
GLn(k), so dass

St ·A · S = En bzw. S? ·A · S = En.

Beweis. Die Matrix A definiert ein Skalarprodukt 〈·, ·〉A auf kn. Es seien (b1, ...,
bn) eine Orthonormalbasis für (kn, 〈·, ·〉A) und S := (b1| · · · |bn). Für k = C gilt

S? ·A · S = (b
t

µ ·A · bν)µ,ν=1,...,n =
(
〈bµ, bν〉A

)
µ,ν=1,...,n

= En.

Der reelle Fall wird analog gelöst.

Folgerung IV.4.6. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer oder
unitärer Vektorraum und U ⊂ V ein linearer Teilraum. Dann gilt
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i) V = U⊕U⊥,

ii) U = U⊥⊥.

Beweis. i) Wie in Bemerkung IV.4.1, b), beobachtet, gilt U ∩U⊥ = 0.
Es gilt Dimk(U

⊥) ≥ Dimk(V) − Dimk(U). Denn sei (b1, ..., bm) eine Orthonor-
malbasis von (U, 〈·, ·〉U), dann existiert nach Satz IV.4.4 eine Orthonormalbasis
der Form (b1, ..., bm, bm+1, ..., bn) für (V, 〈·, ·〉). Dabei gilt

〈bm+1, ..., bn 〉 ⊂ U⊥.

Wir argumentieren weiter

Dimk(V) ≥ Dimk(U+U⊥) = Dimk(U⊕U⊥) = Dimk(U) + Dimk(U
⊥)

≥ Dimk(U) + Dimk(V) − Dimk(U) = Dimk(V).

Es gilt folglich in jedem Schritt Gleichheit und damit insbesondere

V = U+U⊥ = U⊕U⊥.

ii) Nach Teil i) für die linearen Teilräume U und U⊥ haben wir

V = U⊕U⊥ und V = U⊥ ⊕U⊥⊥,

so dass Dimk(U) = Dimk(U
⊥⊥). Da auch U ⊂ U⊥⊥ (Bemerkung IV.4.1, c), folgt in

der Tat U = U⊥⊥.

Bemerkung IV.4.7. Das Gram–Schmidt-Verfahren wird üblicherweise folgen-
dermaßen durchgeführt: Gegeben seien ein euklidischer oder unitärer Vektor-
raum (V, 〈·, ·〉) und eine Basis (v1, ..., vn) von V. Dann setze man

• b1 :=
v1

‖v1‖
,

• uµ+1 := vµ+1 −
µ∑
ν=1

〈bν, vν+1〉 · bµ, bµ+1 :=
uµ+1

‖uµ+1‖
, µ = 1, ..., n− 1.

Man beachte, dass bei diesem Verfahren stets

〈b1, ..., bµ 〉 = 〈 v1, ..., vµ 〉, ν = 1, ..., n,

gilt.
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Beispiel IV.4.8. Wir behaupten, dass die Matrix

A :=

 4 −2 0

−2 2 0

0 0 5


ein Skalarprodukt auf R3 definiert. Sie ist offenkundig symmetrisch, und für
s = (s1, s2, s3)

t ∈ R3 berechnet man

st ·A · s = (s1, s2, s3) ·

 4 · s1 − 2 · s2
−2 · s1 + 2 · s2

5 · s3


= 4 · s21 − 4 · s1 · s2 + 2 · s22 + 5 · s23
= (2 · s1 − s2)2 + s22 + 5 · s23.

Man erkennt, dass dieser Ausdruck stets nichtnegativ ist und genau dann ver-
schwindet, wenn s1 = s2 = s3 = 0. Das Tripel (v1, v2, v3) mit

v1 :=

 1

0

0

 , v2 =

 0

1

0

 und v3 :=

 0

1

1


ist eine Basis für R3. Wir berechnen9

‖v1‖ = 2 und b1 =
v1

‖v1‖
=

 1
2

0

0

 .
Weiter finden wir

u2 = v2 − 〈b1, v2〉A · b1 =

 0

1

0

−

(1
2
, 0, 0

)
·

 −2
2

0

 ·
 1

2

0

0

 =

 1
2

1

0

 .
Wegen ‖u2‖ = 1 erhalten wir

b2 = u2 =

 1
2

1

0

 .
9Es sei daran erinnert, dass ‖ · ‖ für die durch 〈·, ·〉A definierte Norm steht.
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Schließlich gilt

u3 = v3 − 〈b1, v3〉A · b1 − 〈b2, v3〉A · b2

=

 0

1

1

−

(1
2
, 1, 0

)
·

 −2
2

5

 ·
 1

2

1

0

−

(1
2
, 0, 0

)
·

 −2
2

5

 ·
 1

2

0

0


=

 0

1

1

−

 1
2

1

0

+

 1
2

0

0

 =

 0

0

1

 .
Diesmal gilt

‖u3‖ =
√
5 und b3 =

u3

‖u3‖
=

 0

0
1√
5

 .
Das Verfahren liefert somit die Orthonormalbasis

b1 =

 1
2

0

0

 , b2 =

 1
2

2

0

 , b3 =

 0

0
1√
5

 .
Zur Probe verifiziert man noch die Gleichung 1

2
0 0

1
2
1 0

0 0 1√
5

 ·
 4 −2 0

−2 2 0

0 0 5

 ·
 1

2
1
2

0

0 1 0

0 0 1√
5

 = E3.
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Mathematische Leitfäden, B. G. Teubner, Stuttgart, 2003, 404 S.

[38] Der Fundamentalsatz der Algebra, https://de.wikipedia.org/wiki/
Fundamentalsatz_der_Algebra.

[39] Triangulierung (Topologie), https://de.wikipedia.org/wiki/
Triangulierung_(Topologie)#Hauptvermutung.

212

https://doi.org/10.1080/03081087.2021.1983512
https://doi.org/10.1080/03081087.2021.1983512
https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra
https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra
https://de.wikipedia.org/wiki/Triangulierung_(Topologie)#Hauptvermutung
https://de.wikipedia.org/wiki/Triangulierung_(Topologie)#Hauptvermutung
https://doi.org/10.1080/03081087.2021.1983512
https://doi.org/10.1080/03081087.2021.1983512
https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra
https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra
https://de.wikipedia.org/wiki/Triangulierung_(Topologie)#Hauptvermutung
https://de.wikipedia.org/wiki/Triangulierung_(Topologie)#Hauptvermutung

	Euklidische und unitäre Vektorräume
	Bilinearformen, Sesquilinearformen
	Darstellungsmatrizen von Bilinear- und Sesquilinearformen
	Normierte Vektorräume
	Orthonormalbasen

	Literaturhinweise

