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I
Grundlegende Begriffe der
Darstellungstheorie von Köchern

Graphen und gerichtete Graphen, die auch Köcher genannt werden, können
verwendet werden, um komplizierte Prozesse und Gebilde auf einfache Weise zu
veranschaulichen. Ein bekanntes Beispiel sind Liniennetzpläne im ÖPNV. Die
mit der Darstellung verbundene Vereinfachung ermöglicht oft tiefere Einblicke
in die entsprechende Struktur. Das klassische Beispiel ist Eulers1 Lösung des
königsberger Brückenproblems [12], die allgemein als Geburtsstunde der Gra-
phentheorie angesehen wird. In Abschnitt I.1 führen wir die Grundbegriffe der
Graphentheorie ein und stellen als Motivation Eulers Lösung des Brückenpro-
blems vor. Anschließend wenden wir uns den gerichteten Graphen zu, die wir
wie in der Darstellungstheorie üblich als Köcher bezeichnen. Eine Darstellung
eines Köchers ist ein Objekt der linearen Algebra. In Abschnitt I.4 besprechen
wir die Grundlagen der Klassifikation von Köcherdarstellungen. Die Klassifi-
kation von endlichdimensionalen Vektorräumen und der Satz über die jordan-
sche Normalform sind Beispiele. Der Satz von Krull–SchmidtI.4.16 reduziert
das Klassifikationsproblem auf die Klassifikation von unzerlegbaren Darstel-
lungen. In den Abschnitten I.6 und I.7 erklären wir schließlich die Klassifikati-
on von unzerlegbaren Darstellungen von Köchern vom Typ A.

1Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker, Physiker, Astronom, Geograph,
Logiker und Ingenieur.
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

Hinweise zur Literatur.

Eine Einführung in die Graphentheorie gibt z.B. das Buch [8]. Der Anhang des
Buchs [30] enthält eine Einführung in die Darstellungstheorie von Köchern, die
im Hinblick auf Anwendungen auf beständige Homologie (s. Kapitel II) geschrie-
ben wurde. Allerdings richtet sich diese Einführung an weiter fortgeschrittene
Leserinnen und Leser. In dem Artikel [31] werden ebenfalls die Grundbegriffe
der Darstellungstheorie von Köchern eingeführt und die Zerlegung in unzerleg-
bare Darstellung erläutert. Der Artikel enthält auch einen Beweis der Resultate
aus Abschnitt I.6. In [22] werden die Darstellungstheorie auf der Basis grund-
legender linearer Algebra entwickelt und einige grundlegende darstellungstheo-
retische Konzepte vorgestellt. Natürlich gibt es auch verschiedene Lehrbücher
zur Darstellungstheorie der Köcher. Wir verzichten allerdings an dieser Stel-
le auf Referenzen, weil diese Bücher zu umfangreich sind. Einige von ihnen
werden selbstverständlich in den genannten Quellen zitiert.

I.1 Graphen und das königsberger
Brückenproblem

Es sei X eine nichtleere Menge. Auf X× X führen wir die Äquivalenzrelation

(x1, y1) ∼ (x2, y2) :⇐⇒ (x1 = x2 ∧ y1 = y2)∨ (x1 = y2 ∧ y1 = x2)

ein. Wir bezeichnen mit X(2) die Menge der Äquivalenzklassen. Die Menge X(2)

ist die Menge der ungeordneten Paare von Elementen aus X. Wir können X(2)

auch als die Menge der Teilmengen von X auffassen, die ein oder zwei Elemente
umfassen.

Ein (endlicher) Graph ist ein Tripel Γ = (V, E, ε), das sich aus einer nichtleeren
endlichen Menge V, einer (möglicherweise leeren) Menge E und einer Abbildung
ε : E −→ V (2) zusammensetzt. Die Elemente von V heißen Ecken oder Knoten,2

diejenigen von E Kanten.3 Eine Kante e ∈ E mit #(ε(e)) = 1 nennen wir auch
eine Schlinge oder Schleife.4 Graphen können wir zeichnen. Die Knoten stel-
len wir uns als Punkte in der Ebene vor, und eine Kante e mit ε(e) = { v,w }

zeichnen wir als Verbindungslinie zwischen den Knoten v und w. Dabei ist zu
beachten, dass in dem Bild für alle v,w ∈ V auch wirklich #(ε−1({ v,w })) Verbin-
dungslinien sichtbar sind. Die folgende Abbildung zeigt einen Graphen. Hier
gilt V = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } und E = {a, b, c, d, e, f, g, h }. Die Leserin bzw. der Leser
möge die Abbildung ε : E −→ V (2) selbstständig definieren. Es gilt z.B. ε(d) = {1}.

2Engl. vertices.
3Engl. edges.
4Engl. loop.
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I.1. Graphen und das königsberger Brückenproblem

Abbildung I.1: Ein Graph

Graphen begegnen einem im täglichen Leben, z.B. als Netz- und Schalt-
pläne, und in wichtigen Anwendungen, z.B. in Netzwerken zur Energieversor-
gung [27]. Es lohnt sich also, sich mit dieser Struktur eingehender zu beschäfti-
gen. Im Mathematikstudium geschieht dies in den Vorlesungen zur diskreten
Mathematik. Hier möchten wir das Thema nicht allzusehr vertiefen. Als Mo-
tivation wird lediglich die klassische Anwendung der Graphentheorie auf das
sogenannte königsberger Brückenproblem besprochen. Hier zeigt sich bereits,
wie konkrete Probleme mit Hilfe von Graphentheorie modelliert werden können
und Sätze über Graphen entstehen und interpretiert werden können.

Die Stadt Königsberg5 wird durch den Fluss Pregel in zwei Teile geteilt. Zu-
dem gibt es zwei Inseln im Fluss. Die beiden Stadtteile und die Inseln waren
im achtzehnten Jahrhundert durch insgesamt sieben Brücken verbunden (s.
Abbildung I.2). Es wurde gefragt, ob es einen Spaziergang durch Königsberg
gibt, bei dem man jede Brücke genau einmal überquert. Als Verschärfung ist
ein Spaziergang gesucht, bei dem man jede Brücke genau einmal überquert
und der einen zum Ausgangspunkt zurückführt.

Es seien Γ = (V, E, ε) ein Graph und v,w ∈ V. Ein Weg von v nach w (in Γ ) ist
ein Tupel γ = (e1, ...., en) von Kanten, so dass es Knoten v1, ..., vn+1 ∈ V gibt, für
die

• v = v1, w = vn+1 und

• ε(ei) = { vi, vi+1 }, i = 1, ..., n,

gilt. Der Weg ist geschlossen, wenn v = w gilt. Die Zahl n wird auch die Länge
des Wegs genannt.

Bemerkung I.1.1. i) Die Knoten v1, ..., vn+1 sind durch die Kanten e1, ..., en eindeu-
tig bestimmt. Der Deutlichkeit halber schreiben wir einen Weg γ = (e1, ...., en)

5Heute Kaliningrad (Russland).
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

Abbildung I.2: Die sieben Brücken von Königsberg

auch in der Form
v1e1v2 · · · vnenvn+1.

ii) Geschlossene Wege der Länge eins sind gerade Schleifen.

Ein Graph ist zusammenhängend, wenn es zwischen je zwei verschiedenen
Knoten v,w ∈ V einen Weg γ gibt.

Bemerkung I.1.2. Zwei Knoten v,w ∈ V in einem Graphen Γ = (V, E, ε) sind
verbindbar, wenn es einen Weg von v nach w in Γ gibt. Damit definieren wir die
Relation ”∼“ auf V durch

v ∼ w :⇐⇒ (v = w)∨ (v und w sind verbindbar).

Man vergewissert sich, dass ”∼“ eine Äquivalenzrelation ist. Es seien V1, ..., V`
die Äquivalenzklassen von ”∼“, Ei := { e ∈ E | ε(e) ∈ V

(2)
i } und εi : Ei −→ V

(2)
i ,

e 7−→ ε(e), i = 1, ..., `. Die Graphen Γ1 = (V1, E1, ε1), ..., Γ` = (V`, E`, ε`) sind die
Zusammenhangskomponenten von Γ (vgl. [35], Aufgabe 6.3.1).

Ein eulerscher Weg in einem Graphen Γ ist ein Weg γ = (e1, ..., en), in dem
jede Kante genau einmal vorkommt, d.h.

E = { e1, ..., en } und #(E) = n.

Die folgende Frage ist eine Verallgemeinerung des königsberger Brückenpro-
blems.
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I.1. Graphen und das königsberger Brückenproblem

Problem I.1.3. Wann besitzt ein Graph einen eulerschen Weg?

Wir erkennen sofort, dass Schleifen das Problem nicht verkomplizieren (s.
Bemerkung I.1.6). Da wir aus jedem Graphen die Schleifen problemlos entfer-
nen können, nehmen wir im Folgenden an, dass Γ schleifenfrei ist, d.h.{

e ∈ E |#
(
ε(e)

)
= 1
}
= ∅.

Für einen schleifenfreien Graphen Γ und einen Knoten v ∈ V ist der Kantengrad
von v als

d(v) := #
{
e ∈ E | v ∈ ε(e)

}
definiert. Problem I.1.3 hat nun die folgende elegante Lösung.

Satz I.1.4. Es sei Γ = (V, E, ε) ein schleifenfreier zusammenhängender Graph.
i) In Γ gibt es genau dann einen geschlossenen eulerschen Weg, wenn jeder

Knoten einen geraden Grad aufweist.
ii) In Γ existiert genau dann ein nicht geschlossener eulerscher Weg, wenn es

in V genau zwei Knoten von ungeradem Grad gibt.

Beweis. Es sei γ = (e1, ..., en) ein eulerscher Weg. Gemäß Bemerkung I.1.1, i),
schreiben wir

v1e1v2 · · · vnenvn+1.

Es seien v ein Knoten und i ∈ { 2, ..., n } ein Index mit v = vi. Dann sind ei−1
und ei zwei verschiedene Kanten, die v enthalten. (Jede Kante kommt in γ nur
einmal vor.) Ist j ∈ { 2, ..., n } ein weiterer Index mit v = vj, so sind ej−1 und ej
zwei weitere Kanten, die v enthalten.6 Gilt schließlich v = v1, dann ist e1 eine
zusätzliche Kante, die v enthält. Dasselbe gilt für en, wenn v = vn+1. Da γ jede
Kante von Γ enthält, finden wir so alle Kanten, die v enthalten, d.h.,

d(v) = 2 · #
{
i ∈ { 2, ..., n } | v = vi

}
+ #
{
i ∈ { 1, n+ 1 } | v = vi

}
. (I.1)

Zu i). Wenn der Weg γ geschlossen ist, dann folgt aus (I.1), dass die Grade
aller Knoten gerade Zahlen sind.

Sei umgekehrt n die maximale Länge eines Wegs, in dem jede Kante von Γ

höchstens einmal auftritt. Wir wählen einen Weg γ = (e1, ..., en) der Länge n, in
dem sich keine Kante wiederholt, und schreiben ihn in der Form

v1e1v2 · · · vnenvn+1.

Wir beobachten, dass v1 = vn+1. Ansonsten zeigt die zu Beginn besprochenen
Abzählung der Kanten in einem Weg, dass γ eine ungerade Anzahl von Kanten,

6Da Γ keine Schleife enthält, muss |i− j| ≥ 2 gelten.
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

die vn+1 enthalten, durchläuft. Da d(vn+1) aber gerade ist, gäbe es noch min-
destens eine weitere Kante en+1, die vn+1 enthält, und (e1, ..., en+1) wäre ein Weg,
in dem sich keine Kante wiederholt. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von
n. Wenn γ kein eulerscher Weg ist, dann gibt es eine Kante e0, die in γ nicht
vorkommt. Wenn keiner der beiden Knoten in ε(e0) = {w1, w2 } in { v1, ..., vn+1 }

vorkommt, dann wählen wir einen Weg η = (f1, ..., f`), der w1 und vn+1 verbindet.
(Der Graph Γ wurde als zusammenhängend vorausgesetzt.) Wir schreiben

η = w1f1w2 · · ·w`f`wl+1, w`+1 := vn+1.

Weiter sei

j := min
{
ι ∈ { 2, ..., `+ 1 } |wι ∈ { v1, ..., vn+1 }

}
.

Dann ist fj−1 eine Kante, die ebenfalls nicht in γ erscheint, aber einen Knoten
enthält, der auf γ liegt. Da der Weg γ geschlossen ist, können wir jeden Kno-
ten auf diesem Weg als Start- und Endpunkt wählen. Nach einer geeigneten
Umnummerierung gibt es somit eine Kante en+1 die nicht auf γ liegt, so dass
ε(en+1) = { vn+1, vn+2 }. Dann ist (e1, ..., en+1) ein weiterer Weg, in dem sich keine
Kante wiederholt. Das widerspricht der Wahl von n.

Zu ii). Wenn in der zu Beginn geführten Diskussion v1 6= vn+1 gilt, dann
folgt mit Formel (I.1), dass v1 und vn+1 einen ungeraden Grad haben und alle
anderen Knoten einen geraden Grad.

Es seien v,w ∈ V zwei verschiedene Knoten von ungeradem Grad, so dass die
verbleibenden Knoten einen geraden Grad aufweisen. Wir fügen dem Graphen
Γ nun eine Kante ev,w zu, die v und w verbindet, d.h., wir bilden Γ̃ = (V, Ẽ, ε̃) mit
Ẽ := E t {ev,w} und ε̃ : Ẽ −→ V (2) mit ε̃(ev,w) := { v,w } und ε̃(e) = ε(e) für e ∈ E. Der
Graph Γ̃ erfüllt nun die Voraussetzung von Teil i). Es gibt also einen geschlos-
senen eulerschen Weg (e1, ..., en, ev,w). Damit ist γ = (e1, ..., en) ein eulerscher Weg
in Γ .

Beispiel I.1.5. Der Graph des königsberger Brückenproblems hat drei Knoten
vom Grad drei und einen Knoten vom Grad fünf (s. Abbildung I.3). In ihm gibt
es also keinen eulerschen Weg.

Bemerkung I.1.6. Wenn man in Γ auch Schleifen zulassen möchte, dann muss
man vereinbaren, dass jede Schleife zum Grad des Knotens, an dem sie anliegt,
den Wert zwei zum Kantengrad beisteuert. Satz I.1.4 behält dann Gültigkeit.

Aufgabe I.1.7. Schauen Sie sich einen aktuellen Stadtplan von Kaliningrad an
und erstellen Sie den zugehörigen Graphen. Gibt es heutzutage einen Weg bzw.
einen geschlossenen Weg, bei dem jede Brücke genau einmal überquert wird?
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I.1. Graphen und das königsberger Brückenproblem

Abbildung I.3: Der Graph des königsberger Brückenproblems

Bäume

Es sei Γ = (V, E, ε) ein Graph. Ein Weg γ = v1e1v2 · · · vnenvn+1 ist unverkürzbar
, wenn die Knoten v1, ..., vn+1 verschieden sind. Es gilt dann insbesondere v1 6=
vn+1.

Bemerkung I.1.8. Es sei γ = v1e1v2 · · · vnenvn+1 ein Weg in Γ mit v1 6= vn+1. Wenn
1 ≤ i < j ≤ n+1 Indizes mit vi = vj sind, dann ist γ ′ = v1e1v2 · · · vi−1ei−1viejvj+1 · · · vn
envn+1 ebenfalls ein Weg von v1 nach vn+1. Wenn wir diese Konstruktion iterieren,
dann erhalten wir schlussendlich einen unverkürzbaren Weg von v1 nach vn+1.

Ein Kreis ist entweder eine Schleife oder ein geschlossener Weg γ = v1e1v2e2v1
mit e1 6= e2 oder ein geschlossener Weg γ = v1e1v2 · · · vnenv1 mit n ≥ 3, so dass der
Weg v1e1v2 · · · vn−1en−1vn unverkürzbar ist.

Bemerkung I.1.9. Es seien n ≥ 3 und γ = v1e1v2 · · · vnenv1 ein Kreis. Wir können
jeden Knoten v ∈ { v1, ..., vn } als Start- und Endpunkt des Wegs γ wählen. Die
Eigenschaft, ein Kreis zu sein, hängt natürlich nicht von der Auswahl dieses
Knotens ab, d.h., der Weg vieivi+1 · · · vi−2ei−2vi−1 ist ebenfalls unverkürzbar, i =
2, ..., n.

Der Graph Γ = (V, E, ε) ist ein Baum, wenn er zusammenhängend ist und
keinen Kreis enthält.

Bemerkung I.1.10. Wenn Γ ein Baum ist, dann gibt es a) keine Schleife, so dass
es keine Kante e ∈ E mit #ε(e) = 1 gibt, und b) keinen Kreis der Länge zwei, so
dass es zu zwei verschiedenen Knoten v1, v2 ∈ V höchstens eine Kante e ∈ E mit
ε(e) = { v1, v2 } gibt. Es folgt insbesondere, dass ε injektiv ist.

Satz I.1.11. Für einen zusammenhängenden Graphen Γ = (V, E, ε) sind die fol-
genden Aussagen äquivalent:

i) Γ ist ein Baum.

7



Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

ii) Γ enthält keine Schleife, und zu je zwei verschiedenen Knoten v, v ′ ∈ V gibt
es genau einen unverkürzbaren Weg γ, der v mit v ′ verbindet.

iii) Für jede Kante e ∈ E hat Γe := (V, E \ {e}, ε|E\{e}) hat genau zwei Zusammen-
hangskomponenten.

Beweis. ”i) =⇒ ii)“. Da Schleifen Kreise sind und ein Baum keine Kreise ent-
hält, enthält Γ keine Schleife. Es seien γ = ve1v2 · · · vnenv ′ und δ = vf1w2 · · ·wpfpv ′
zwei unverkürzbare Wege von v nach v ′. Es sei ι := min{ i ∈ { 1, ..., n } | ei 6= fi }.
Dieses Minimum existiert, weil γ und δ verschieden sind und γ kein Teil von δ
sein kann, denn δ ist unverkürzbar. Falls ι ≥ 2, betrachten wir die beiden ver-
schiedenen unverkürzbaren Wege γ̃ = vιeιvι+1 · · · vnenv ′ und δ̃ = vιfιwι+1 · · ·wpfpv ′
von vι nach v ′. Wir dürfen also ohne Beschränkung der Allgemeinheit e1 6= f1
voraussetzen.

Wenn { v2, ..., vn } ∩ {w2, ..., wp } = ∅, dann ist ve1v2 · · · vnenv ′fpwp · · ·w1f1v ein
Kreis. Das ist ein Widerspruch. Es seien i0 := min{ i = 2, ..., n | vi ∈ {w2, ..., wp } }

und j0 ∈ { 2, ..., p } der Index mit wj0 = vi0. Dann sind γ ′ = ve1v2 · · · vi0−1ei0−1vi0 und
δ ′ = vf1w2 · · ·wj0−1fj0−1vi0 zwei Wege von v nach v nach vi0. Da i0 ≥ 2 und γ un-
verkürzbar ist, gilt v 6= vi0. Aus der Tatsache, dass γ und δ unverkürzbar sind,
folgt, dass γ ′ und δ ′ unverkürzbar sind. Da e1 6= f1, sind γ ′ und δ ′ verschieden.
Schließlich gilt nach Konstruktion { v2, ..., vi0−1 } ∩ {w2, ..., wj0−1 } = ∅.7

”ii) =⇒ iii)“. Es sei e ∈ E eine Kante. Da Γ nach Voraussetzung keine Schleife
enthält, gilt ε(e) = { v, v ′ } mit v 6= v ′. Wir behaupten, dass v und v ′ in verschie-
denen Zusammenhangskomponenten von Γ liegen. Wenn γ = vf1v2 · · · vnfnv ′ ein
unverkürzbarer Weg in Γe ist, der v und v ′ verbindet, dann ist γ auch in Γ ein
unverkürzbarer Weg, der v und v ′ verbindet. Wegen e 6∈ E\{e} ist δ = vev ′ ein von
γ verschiedener unverkürzbarer Weg in Γ , der v und v ′ verbindet. Dies wider-
spricht der Voraussetzung. Zu guter Letzt müssen wir überprüfen, dass jeder
Knoten w von Γe entweder mit v oder mit v ′ verbunden werden kann. Es sei
γ = we1v2 · · · vnenv ′ ein unverkürzbarer Weg in Γ , der w mit v ′ verbindet. Ein sol-
cher Weg existiert, weil Γ als zusammenhängend vorausgesetzt wurde. Wenn γ
die Kante e nicht enthält, dann ist γ ein unverkürzbarer Weg in Γe, der w mit v ′

verbindet. Wenn γ die Kante e enthält, dann gilt en = e und ei 6= e, i = 1, ..., n−1,
weil γ unverkürzbar ist. Somit ist γ ′ = we1v2 · · · vn−1en−1v ein unverkürzbarer
Weg in Γe, der w mit v verbindet.

”iii) =⇒ i)“. Es sei e ∈ E eine Schleife. Da Γ zusammenhängend ist, gibt es
zu zwei verschiedenen Knoten v, v ′ ∈ V einen unverkürzbaren Weg, der v mit v ′

verbindet. Ein unverkürzbarer Weg enthält aber keine Schleife. Wir schließen,
dass Γe immer noch zusammenhängend ist. Unter Voraussetzung iii) kann Γ

keine Schleife enthalten. Nun seien n ≥ 2 und γ = v1e1v2 · · · vnenv1 ein Kreis.

7Die Voraussetzung e1 6= f1 wir im Fall i0 = 2 benötigt.
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I.2. Köcher und ihre Darstellungen

Abbildung I.4: Ein Köcher

Dann ist γ ′ = v1e1v2 · · · vn−1en−1vn ein unverkürzbarer Weg, der v1 mit vn verbin-
det und der die Kante en nicht enthält. Ebenso ist γ ′′ = vnen−1vn−1 · · · v2e1v1 ein
unverkürzbarer Weg, der vn mit v1 verbindet und der die Kante en nicht enthält.
Es seien v, v ′ ∈ V zwei verschiedene Knoten und γ ein Weg in Γ , der v mit v ′

verbindet. Wir können in γ jedes Vorkommen von en durch γ ′ oder γ ′′ ersetzen
und so einen Weg δ in Γen konstruieren, der v mit v ′ verbindet. Damit ist Γen
ein zusammenhängender Graph. Setzen wir also iii) voraus, dann muss Γ ein
Baum sein.

Aufgabe I.1.12. Gegeben sei ein Baum Γ = (V, E, ε).
a) Es sei γ = v1e1v2 · · · vnenvn+1 ein unverkürzbarer Weg maximaler Länge in

Γ . Beweisen Sie, dass der Kantengrad von v1 (in Γ ) eins ist.
b) Zeigen Sie #V = #E+ 1.

Hinweis. Teil a) gestattet es Ihnen, das Resultat induktiv zu beweisen.
c) Bestimmen Sie alle Bäume, die einen eulerschen Weg zulassen.

I.2 Köcher und ihre Darstellungen

Ein (endlicher) Köcher8 oder gerichteter Graph ist ein Quadrupel Q = (V,A, t, h),
das aus endlichen Mengen V und A und Abbildungen t, h : A −→ V besteht.
Die Elemente von V heißen nachwievor Ecken oder Knoten und die Elemente
von A Pfeile.9 Für einen Pfeil a ∈ A ist t(a) der Startpunkt10 und h(a) der End-
punkt.11 Wir stellen uns ein Element a ∈ A wirklich als Pfeil vor, der von t(a)
auf h(a) zeigt. Wie Graphen können wir Köcher zeichnen. Abbildung I.4 zeigt
ein Beispiel.

8Engl. quiver.
9Engl. arrow.

10Engl. tail.
11Engl. head.
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

Bemerkung I.2.1. Der Begriff Köcher statt gerichteter Graph ist vor allem in der
Darstellungstheorie gebräuchlich. Da wir hier die Grundlagen dieser Darstel-
lungstheorie besprechen möchten, werden wir von Köchern sprechen.

Es sei Q = (V,A, t, h) ein Köcher. Ein Teilköcher ist ein Paar R = (W,B), in
dem W ⊆ V und B ⊆ A Teilmengen sind, so dass t(b), h(b) ∈ W für alle Pfeile
b ∈ B gilt. Das Tupel (W,B, t|B, h|B) ist somit ein eigenständiger Köcher, den wir
abermals mit R bezeichnen.

Es sei n ≥ 1. Ein Pfad der Länge n in dem Köcher Q = (V,A, t, h) ist ein Tupel
p = (a1, ..., an) von Pfeilen a1, ..., an ∈ A, so dass h(ai) = t(ai+1), i = 1, ..., n− 1. Gilt
dabei h(an) = t(a1), dann sprechen wir von einem orientierten Zyklus.

Bemerkung I.2.2. Es sei Q = (V,A, t, h) ein Köcher. Für jeden Knoten v ∈ V
führen wir formal den konstanten Pfad fv der Länge 0 ein, der in v startet und
endet. Pfade p = (a1, ..., am) und q = (b1, ..., bn) mit h(am) = t(b1) können zu dem
Pfad q ? p = (a1, ..., am, b1, ..., bn) verknüpft werden. Wir vereinbaren weiter, dass
fh(an) ? p = p = p ? ft(a1) für jedes n ≥ 1 und jeden Pfad p = (a1, ..., an) der Länge n
in Q. Zudem gilt fv ? fv = fv für jeden Knoten v ∈ V.

Der Köcher Q enthält genau dann keinen orientierten Zyklus, wenn die
Länge der Pfade in Q nach oben beschränkt ist. Wenn es in Q einen orien-
tierte Zyklus gibt und n ≥ 1 seine Länge ist, dann hat der Pfad p` = p ? · · · ? p
(` Faktoren) die Länge ` · n, n ≥ 1. Wenn p = (a1, ..., an) ein Pfad ist, für dessen
Länge n ≥ #V gilt, dann muss ein Knoten von p zweimal durchlaufen werden,
d.h., es gibt ein v0 ∈ V und Indizes 1 ≤ i ≤ j ≤ n, so dass t(ai) = v0 = h(aj).
Damit ist p ′ = (ai, ..., aj) ein orientierter Zyklus.

Aufgabe I.2.3 (Die Pfadalgebra). Es seien Q = (V,A, t, h) ein Köcher, Π die Menge
der Pfade in Q und P ein k-Vektorraum, der eine Basis der Form (bp, p ∈ Π)
besitzt.12 Für Pfade p = (a1, ..., am) und q = (b1, ..., bn) setzen wir

bq • bp :=
{
bq?p, falls h(am) = t(b1)
0, falls h(am) 6= t(b1)

.

Weiter definieren wir für einen Pfad p = (a1, ..., an) ∈ Π und einen Knoten v ∈ V

bfv • bp :=
{
bfv?p = bp, falls h(an) = v

0, falls h(an) 6= v

sowie

bp • bfv :=
{
bp?fv = bp, falls t(a1) = v

0, falls t(a1) 6= v
.

12Wenn Sie nicht mit unendlichdimensionalen k-Vektorräumen arbeiten möchten, können
Sie annehmen, dass Q keinen orientierten Zyklus enthält. Aus Bemerkung I.2.2 folgt, dass Π
endlich ist, so dass Sie P = k#Π wählen können.
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I.2. Köcher und ihre Darstellungen

Schließlich erklären wir für Knoten v,w ∈ V

bfv • bfw :=

{
bfv?fv = bfv , falls v = w

0, falls v 6= w .

Mit diesen Festlegungen führen wir die Abbildung

• : P × P −→ P(∑
p∈Π

αp · bp,
∑
p∈Π

βp · bp
)
7−→ ∑

(q,p)∈Π×Π

αq · βp · bq • bp

ein. Es sei (P,+, 0) die abelsche Gruppe des Vektorraums P. Beweisen Sie, dass
es ein Element 1 6= 0 in P gibt, so dass (P,+, •) mit 0 und 1 ein Ring im Sinne
von [40], Definitionen II.3.1, ist. Wann ist dieser Ring kommutativ?

Der einem Köcher Q = (V,A, t, h) zugrunde liegende Graph ist Γ(Q) = (V,A, ε)
mit ε : A −→ V (2), a 7−→ { t(a), h(a) }. Dem Köcher in Abbildung I.4 liegt der Graph
aus Abbildung I.1 zugrunde. Ein Köcher Q ist zusammenhängend, wenn der Q
zugrunde liegende Graph Γ(Q) zusammenhängend ist.

Wie bereits angedeutet möchten wir Köcher nicht um ihrer selbst Willen
untersuchen, sondern sie dazu einsetzen, interessante Klassifikationsprobleme
in der linearen Algebra zu formulieren, die wir dann mit Methoden der linearen
Algebra untersuchen werden. Wir fixieren dazu einen Körper k. Es sei Q =
(V,A, t, h) ein Köcher. Eine Darstellung von Q ist ein Tupel R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈
A), das aus endlichdimensionalen k-Vektorräumen Rv, v ∈ V, und k-linearen
Abbildungen fa : Rt(a) −→ Rh(a), a ∈ A, besteht. Das Tupel d(R) = (Dimk(Rv), v ∈ V)
ist der Dimensionsvektor der Darstellung R. Das folgende Beispiel zeigt auf, dass
wir uns bereits mit diesen Objekten beschäftigt haben.

Beispiel I.2.4. a) Es sei Q = •. Eine Darstellung von Q ist dasselbe wie ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum.

b) Für Q = 1
a−→ 2 besteht eine Darstellung von Q aus endlichdimensionalen

k-Vektorräumen R1, R2 und einer k-linearen Abbildung f : R1 −→ R2.
c) Es sei Q der Köcher

•
a
,

i.e., V = {•}, A = {a} und t(a) = • = h(a). Eine Darstellung von Q setzt sich aus
einem endlichdimensionalen k-Vektorraum R und einem k-linearen Endomor-
phismus f : R −→ R zusammen.

Einer Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) des Köchers Q = (V,A, t, h) ordnen
wir den Teilköcher Tr(R) = (WR, BR) mit WR := { v ∈ V |Rv 6= 0 } und BR := {a ∈
A | fa 6= 0 } zu und nennen ihn den Träger von R.

Viele der Begriffe und Konstruktionen, die in der Vorlesung ”Lineare Algebra
I“ für Vektorräume eingeführt wurden (s. [40], insbesondere Kapitel III), lassen
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

sich auf Köcherdarstellungen verallgemeinern. Wir beginnen mit einer kleinen
Auswahl.

Es seien weiterhin k ein Körper und Q = (V,A, t, h) ein Köcher. Eine Teil-
darstellung einer Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) von Q ist ein Tupel
U = (Uv, v ∈ V), in dem Uv ⊆ Rv ein linearer Teilraum ist, v ∈ V, und für das
fa(Ut(a)) ⊆ Uh(a), a ∈ A, gilt.

Bemerkung I.2.5. Wenn U = (Uv, v ∈ V) eine Teildarstellung von R = (Rv, v ∈
V, fa, a ∈ A) ist, dann ist für jeden Pfeil a ∈ A das Bild von fa|Ut(a) : Ut(a) −→ Rh(a)
im linearen Teilraum Uh(a) ⊆ Rh(a) enthalten, und es ergibt sich eine induzierte
lineare Abbildung f̃a : Ut(a) −→ Uh(a). Das Tupel (Uv, v ∈ V, f̃a, a ∈ A) ist dann
ebenfalls eine Darstellung von Q, die wir weiterhin mit U bezeichnen.

Aufgabe I.2.6. Es seien Q = (V,A, t, h) ein Köcher, R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine
Darstellung von Q und T = (Tv, v ∈ V), U = (Uv, v ∈ V) Teildarstellungen von Q.

a) Beweisen Sie, dass T ∩ U := (Tv ∩ Uv, v ∈ V) ebenfalls eine Teildarstellung
von R ist.

b) Zeigen Sie, dass auch T + U := (Tv + Uv, v ∈ V) eine Teildarstellung von R

ist.13

Wie für Vektorräume ist es ferner wichtig, geeignete Abbildungen zwischen
Darstellungen zu untersuchen. Seien dazu R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) und S =
(Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A) Darstellungen von Q. Ein Homomorphismus ϕ : R −→ S ist
ein Tupel ϕ = (ϕv, v ∈ V), in dem ϕv : Rv −→ Sv eine lineare Abbildung ist, v ∈ V,
so dass ϕh(a) ◦ fa = ga ◦ϕt(a) für jeden Pfeil a ∈ A gilt, d.h., das Diagramm

Rt(a) Rh(a)

St(a) Sh(a)

fa

ϕt(a) ϕh(a)

ga

ist kommutativ. Für eine Darstellung R wird ein Homomorphismus ϕ : R −→ R

auch ein Endomorphismus von R genannt.

Beispiel I.2.7. a) Für jede Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) ist IdR := (IdRv , v ∈
V) ein Endomorphismus.

b) Es seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine Darstellung von Q und U = (Uv, v ∈ V)
eine Teildarstellung von R. Weiter sei ιv : Uv −→ Rv die Inklusionsabbildung,
v ∈ V. Dann ist ι := (ιv, v ∈ V) ein Homomorphismus von der Darstellung U =

(Uv, v ∈ V, f̃a, a ∈ A) (s. Bemerkung I.2.5) in die Darstellung R.
c) Es seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine Darstellung von Q und U = (Uv, v ∈ V)

eine Teildarstellung von R. Wir setzen Tv := Rv/Uv und bezeichnen mit πv : Rv −→
13Hierbei steht ”+“ für die Summe von k-linearen Teilräumen eines k-Vektorraums ([40],

Definitionen III.2.1, ii).
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I.2. Köcher und ihre Darstellungen

Tv die Quotientenabbildung (s. [40], Satz III.6.3), v ∈ V. Es gilt dann Ker(πv) =
Uv, v ∈ V. Da U eine Teildarstellung von R ist, gilt fa(Ker(πt(a))) ⊆ Ker(πh(a)),
a ∈ A. Auf Grund von [40], Aufgabe III.6.8, a), existiert damit für jeden Pfeil
a ∈ A eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung fa : Tt(a) −→ Th(a), so dass das
Diagramm

Rt(a) Rh(a)

Tt(a) Th(a)

fa

πt(a) πh(a)

fa

kommutiert. Somit sind R/U := (Tv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine Darstellung von Q und
π := (πv, v ∈ V) : R −→ R/U ein Homomorphismus von Darstellungen.

d) Es seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A), S = (Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A) Darstellungen
von Q und ϕ = (ϕv, v ∈ V) : R −→ S ein Homomorphismus. Dann ist Ker(ϕ) =
(Ker(ϕv), v ∈ V) bzw. Bild(ϕ) = (Bild(ϕv), v ∈ V) eine Teildarstellung von R bzw.
S.

Ein Homomorphismus ϕ : R −→ S zwischen den Darstellungen R und S von
Q ist ein Isomorphismus, wenn es einen Homomorphismus ψ : S −→ R gibt, so
dass

ψ ◦ϕ = IdR und ϕ ◦ψ = IdS.

Wir sagen R und S sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus ϕ : R −→ S

gibt, und schreiben dann R ∼= S.

Aufgabe I.2.8. a) In der obigen Situation seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A), S =
(Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A) Darstellungen von Q und ϕ = (ϕv, v ∈ V) : R −→ S ein Ho-
momorphismus. Zeigen Sie, dass ϕ genau dann ein Isomorphismus ist, wenn
ϕv für alle Knoten v ∈ V bijektiv ist, d.h. nach [40], Bemerkung III.5.9, ein
Isomorphismus von Vektorräumen.

b) Es seien R, S Darstellungen von Q und ϕ : R −→ S ein Homomorphismus.
Verwenden Sie [40], Satz III.6.5, um R/Ker(ϕ) ∼= Bild(ϕ) zu zeigen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts besprechen wir eine Konstruktion, die
eine entscheidende Rolle bei der Klassifikation von Darstellungen bis auf Iso-
morphie spielt. Im nächsten Abschnitt werden wir sie anhand der Beispiele aus
der Vorlesung ”Lineare Algebra I“ illustrieren.

Es seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) und S = (Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A) zwei Darstel-
lungen von Q. Wir bilden die direkten Summen Rv⊕ Sv von Vektorräumen ([40],
Aufgabe III.1.9), v ∈ V, sowie die linearen Abbildungen

fa ⊕ ga : Rt(a) ⊕ St(a) −→ Rh(a) ⊕ Sh(a)
(r, s) 7−→ (

fa(r), ga(s)
)
,
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

a ∈ A. Dann ist R⊕ S := (Rv ⊕ Sv, v ∈ V, fa ⊕ ga, a ∈ A) eine Darstellung von Q, die
als direkte Summe von R und S bezeichnet wird.

Bemerkung I.2.9. Es seien R eine Darstellung von Q und 0 = (Sv, v ∈ V, fa, a ∈ A)
die Darstellung mit Sv = 0, v ∈ V. Dann gilt

R⊕ 0 ∼= R.

Für eine Darstellung R setzen wir R⊕0 := 0 und

R⊕n := R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
n Summanden

, n ≥ 1.

Aufgabe I.2.10. Es seien Q = (V,A, t, h) ein Köcher, R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A)
eine Darstellung von Q und T = (Tv, v ∈ V), U = (Uv, v ∈ V) Teildarstellungen
von Q. (Wie in Bemerkung I.2.5 können wir T und U als Darstellungen von Q

auffassen.) Es gelte T ∩U = 0 und T +U = R. Folgern Sie, dass R ∼= T ⊕U.

I.3 Die bereits bekannten Beispiele

In der Vorlesung ”Lineare Algebra I“ wurde die Klassifikation der Darstellungen
der Köcher aus Beispiel I.2.4 durchgeführt. Natürlich wurde dabei die Sprache
der Köcher noch nicht benutzt. Wir fixieren einen Körper k.

Der Köcher •.
Wie bereits in Beispiel I.2.4, a), vermerkt wurde, ist eine Darstellung des Kö-
chers • dasselbe wie ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Damit ist speziell
k eine Darstellung dieses Köchers. Für n ≥ 1 haben wir

kn ∼= k⊕n = k⊕ · · · ⊕ k︸ ︷︷ ︸
n Summanden

.

Vereinbarungsgemäß gilt k0 = 0. Es seien nun V ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum und n := Dimk(V) seine Dimension. Nach [40], Folgerung III.5.34,
gilt

V ∼= kn.

Jeder nichttriviale Vektorraum kann also - bis auf Isomorphie - auf eindeuti-
ge Weise mit Hilfe der Operation der direkten Summe aus dem Vektorraum k

aufgebaut werden.
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I.3. Die bereits bekannten Beispiele

Der Köcher 1 −→ 2.

Eine Darstellung des Köchers Q = 1 −→ 2 ist ein Tripel R = (R1, R2, f), das aus
zwei endlichdimensionalen k-Vektorräumen R1, R2 und einer linearen Abbildung
f : R1 −→ R2 besteht.

Es sei 0 der Nullvektorraum. Für einen beliebigen k-Vektorraum V bezeich-
nen wir die einzige lineare Abbildung 0 −→ V und die einzige lineare Abbildung
V −→ 0 ebenfalls mit 0. Damit sind I1 := (0, k, 0), I2 := (k, 0, 0) und I3 := (k, k, Idk)
drei nichttriviale Darstellungen von Q.

Es sei nun R = (R1, R2, f) eine Darstellung von Q. Wir nehmen R1 6= 0 und
R2 6= 0 an und setzen ni := Dimk(Ri), i = 1, 2, und r := Rg(f) (s. [40], Folge-
rung IV.1.30). Nach [40], Folgerung IV.1.30, existieren durchnummerierte Ba-
sen B1 = (b11, ..., b

1
n1
) bzw. B2 = (b21, ..., b

2
n2
) von R1 bzw. R2, so dass

MB2
B1
(f) =

(
Er 0

0 0

)
.

Aufgabe I.3.1. a) Beweisen Sie, dass

R ∼= I
⊕(n2−r)
1 ⊕ I⊕(n1−r)2 ⊕ I⊕r3 .

b) Überprüfen Sie, dass das Resultat auch stimmt, wenn R1 = 0 oder R2 = 0.

Mit Hilfe der direkten Summe kann jede nichttriviale Darstellung von Q aus
den Darstellungen I1, I2 und I3 aufgebaut werden. Die Anzahl νj der Kopien
von Ij, die man dabei benötigt, ist eindeutig bestimmt, j = 1, 2, 3. Lediglich die
Nummerierung von I1, I2 und I3 ist willkürlich.

Der Köcher • .
Eine Darstellung R des Köchers Q = • besteht aus einem endlichdimen-

sionalen k-Vektorraum V und einem Endomorphismus f : V −→ V. In diesem
Abschnitt nehmen wir an, dass k algebraisch abgeschlossen ist.

Für s ≥ 1 und λ ∈ k sei I(s, λ) die Darstellung, die aus ks und dem Endomor-
phismus fλ : ks −→ ks besteht, der bezüglich der Standardbasis von ks durch
den Jordanblock

J(s, λ) :=


λ 1

λ 1 0
. . . . . .

0 λ 1

λ

 ∈ Mat(s;k)
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gegeben ist.
Für jede nichttriviale Darstellung R = (V, f) von Q existieren nach [40], Satz

V.8.1, eine natürliche Zahl t, verschiedene Elemente λ1, ..., λt ∈ k, natürliche
Zahlen ν1, ..., νt mit ν1+· · ·+νt = n, n := Dimk(V), und Partitionen πi = (πiνi , ..., π

i
1)

von νi, i = 1, ..., t, so dass

R ∼=

ν1⊕
m=1

I(m,λ1)
⊕π1m ⊕ · · · ⊕

νt⊕
m=1

I(m,λt)
⊕πtm .

Die Daten sind dabei bis auf Permutation eindeutig bestimmt (s. [40], Satz
V.8.1, iii), für die genaue Aussage).

Aufgabe I.3.2 (Ein sternförmiger Köcher). Es seien k ein Körper, n ≥ 1 und
Q = ({ 0, 1, ...., n }, { 1, ..., n }, t, h) mit t(i) = i und h(i) = 0, i = 1, ..., n:

a) Es sei R = (Ri, i = 0, ..., n, fi, i = 1, ..., n) eine Darstellung von Q. Für j = 1, ..., n
definieren wir K(j) = (K(j)i, i = 0, ..., n) durch

• K(j)0 := 0,

• K(j)j := Ker(fj),

• K(j)i := 0, i ∈ { 1, ..., n } \ {j}.

Zeigen Sie, dass K(j) eine Teildarstellung von R ist, j = 1, ..., n, und dass es eine
Teildarstellung T = (Ti, i = 0, ..., n) von R mit

R ∼= T ⊕
n⊕
j=1

K(j)

gibt.
Bemerkung. Die Einschränkung von fi auf Ti ist injektiv, so dass man den
linearen Teilraum Ui := fi(Ti) von T0 erhält. Die Darstellungen von Q beschrei-
ben nach dem obigen Resultat im Wesentlichen Konfigurationen von n linearen
Teilräumen in einem k-Vektorraum.

b) Betrachten Sie speziell n = 2, also

Q : 1
1−−−→ 0

2←−−− 2.
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I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull–Schmidt

Erklären Sie, wie man eine Darstellung R von Q in die Darstellungen (k, 0, 0, 0,
0), (0, k, 0, 0, 0), (0, 0, k, 0, 0), (k, k, 0, Idk, 0), (0, k, k, 0, Idk), (k, k, k, Idk, Idk) zerlegen
kann.

I.4 Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von
Krull–Schmidt

Die Beobachtungen, die wir im vorangegangenen Abschnitt für spezielle Köcher
gemacht haben, lassen sich in gewisser Weise auf beliebige Köcher ausdehnen.
Genauer gesagt können wir die Bausteine, aus denen sich beliebige Darstel-
lung bis auf Isomorphie eindeutig mittels direkter Summen aufbauen lassen,
charakterisieren.

Es seien k ein Körper und Q ein Köcher. Eine Darstellung R von Q heißt
unzerlegbar, wenn R 6= 0 und für Darstellungen S1, S2 mit R ∼= S1 ⊕ S2 folgt, dass
S1 = 0 (und damit S2 ∼= R) oder S2 = 0 (und damit S1 ∼= R).

Bemerkung I.4.1. Diese Definition ist analog zu der Definition einer Primzahl als
natürliche Zahl, die von eins verschieden ist und sich nur durch eins und sich
selbst teilen lässt. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie ([34], I.4.8),
der besagt, dass sich jede nätürliche Zahl in eindeutiger Weise als Produkt von
Primzahlen schreiben lässt, ist das Vorbild für den Satz von Krull14–Schmidt15,
den wir in diesem Abschnitt beweisen werden. In der Zahlentheorie wissen wir,
dass es unendlich viele Primzahlen gibt, aber in gewisser Weise kennen wir sie
nicht. Wir haben z.B. keine explizite Formel, mit der wie sie erzeugen können.
Im Allgemeinen werden wir auch keine explizite Beschreibung der unzerleg-
baren Darstellungen haben. In den Spezialfällen, die wir im vorangegangenen
Abschnitt besprochen haben, gibt es eine solche explizite Beschreibung, und
es ist das Hauptanliegen dieses Kapitels, für eine gewisse Klasse von Köchern
eine Beschreibung der unzerlegbaren Darstellungen anzugeben.

Aufgabe I.4.2. Zeigen Sie, dass der Träger einer unzerlegbaren Darstellung zu-
sammenhängend ist.

Lemma I.4.3 (Der Satz von Krull–Schmidt - Teil 1). Es sei R 6= 0 eine Darstellung
vonQ. Dann existieren eine natürliche Zahl t ≥ 1 und unzerlegbare Darstellungen
S1, ..., St von Q, so dass

R ∼= S1 ⊕ · · · ⊕ St.

14Wolfgang Krull (1899 - 1971), deutscher Mathematiker
15Otto Juljewitsch Schmidt (1891 - 1956), sowjetischer Politiker, Mathematiker, Geophysiker

und Arktisforscher
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

Beweis. Es sei R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A). Die vollständige Dimension von R ist
VDimk(R) :=

∑
v∈V

Dimk(Rv). Wir beweisen das Lemma durch vollständige Indukti-

on über n := VDimk(R).
n = 1. Wenn VDimk(R) = 1, dann ist R offenbar unzerlegbar, d.h., es gilt t = 1

und wir können S1 = R wählen.
n → n + 1. Wenn R unzerlegbar ist, dann gilt wieder t = 1, und man kann

R = S1 wählen. Ansonsten existieren S1 6= 0 und S2 6= 0 mit R ∼= S1 ⊕ S2. Es
gilt also VDimk(Si) > 0, i = 1, 2, und VDimk(S1) + VDimk(S2) = n + 1, so dass
VDimk(Si) ≤ n, i = 1, 2. Nach Induktionsvoraussetzung existieren natürliche
Zahlen ti ≥ 1 und unzerlegbare Darstellungen T i1, ..., T

i
ti

mit

Si ∼= T
i
1 ⊕ · · · ⊕ T iti , i = 1, 2.

Damit gilt
R ∼= S1 ⊕ S2 ∼= T 11 ⊕ · · · ⊕ T 1t1 ⊕ T

2
1 ⊕ · · · ⊕ T 2t2 ,

und die Behauptung ist gezeigt.

Die Eindeutigkeitsaussage ist wesentlich aufwändiger zu beweisen. Sie er-
fordert Techniken, die einen ersten Einblick in die (nicht kommutative) Algebra
geben. Es sei R 6= 0 eine Darstellung von Q. Wir setzen

Endk(R) :=
{
ϕ : R −→ R |ϕ ist Endomorphismus

}
.

Aufgabe I.4.4. Es seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine Darstellung von Q und
ϕ = (ϕv, v ∈ V), ψ = (ψv, v ∈ V) Endomorphismen von R.

a) Zeigen Sie, dass auch ϕ + ψ := (ϕv + ψv, v ∈ V) ein Endomorphismus von
R ist. Dadurch ist die Addition

+: Endk(R)× Endk(R) −→ Endk(R)

definiert. Weisen Sie nach, dass (Endk(R),+) eine abelsche Gruppe ist.
b) Überprüfen Sie, dass ϕ ◦ ψ := (ϕv ◦ ψv, v ∈ V) ein Endomorphismus von R

ist. Somit erhalten wir die Verknüpfung

◦ : Endk(R)× Endk(R) −→ Endk(R).

Beweisen Sie, dass (Endk(R),+, ◦) ein Ring ist.

Der Ring Ψ := (Endk(R),+, ◦) wird im Allgemeinen nicht kommutativ sein.
Im nächsten Schritt werden wir zeigen, dass der Endomorphismenring einer
unzerlegbaren Darstellung besondere Eigenschaften hat.

Es sei R ein nicht notwendigerweise kommutativer Ring. Ein Element e ∈ R
ist idempotent, wenn e2 := e · e = e gilt.

18



I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull–Schmidt

Beispiel I.4.5. In jedem Ring Ψ sind die Elemente 0 und 1 idempotent.

Es sei n ≥ 1. Ein System von orthogonalen idempotenten Elementen der Länge
n ist ein Tupel (e1, ..., en) von Elementen von Ψ, so dass

• ei 6= 0 ein idempotentes Element von Ψ ist, i = 1, ..., n,

• ei · ej = 0, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j,

• e1 + · · ·+ en = 1.

Beispiel I.4.6. a) Es seien Q ein Köcher und P seine Pfadalgebra (s. Übung I.2.3).
Dann ist (ev, v ∈ V) ein System von orthogonalen idempotenten Elementen der
Länge #V in P.

b) Es seien Q ein Köcher, n ≥ 1, Ri eine nichttriviale Darstellung von Q,
i = 1, ..., n, und R := R1 ⊕ · · · ⊕ Rn. Dann hat man die Projektionsabbildung

πi : R −→ Ri

und die Inklusionsabbildung

ιi : Ri −→ R, i = 1, ..., n.

Schließlich sei ei := ιi ◦ πi : R −→ R, i = 1, ..., n. Man überprüft, dass (e1, ..., en) ein
System von idempotenten Elementen der Länge n in Endk(R) ist.

Satz I.4.7. Eine nichttriviale Darstellung R des Köchers Q ist genau dann unzer-
legbar, wenn es in Ψ := Endk(R) kein System von idempotenten Elementen einer
Länge größer als eins gibt.

Beweis. Beispiel I.4.6, b), zeigt, dass es eine natürliche Zahl n ≥ 2 und ein
System (e1, ..., en) von idempotenten Elementen der Länge n in Ψ gibt, wenn R

zerlegbar ist.
Es seien n ≥ 2 und (e1, ..., en) ein System von idempotenten Elementen der

Länge n in Ψ. Dann ist Ri := Bild(ei) eine Teildarstellung von R, i = 1, ..., n. Nach
Bemerkung I.2.5 können wir Ri als Darstellung von Q auffassen, ιi : Ri −→ R sei
der Inklusionshomomorphismus, i = 1, ..., n. Wir erhalten den Homomorphis-
mus16

I := ι1 + · · ·+ ιn : R1 ⊕ · · · ⊕ Rn −→ R

(f1, ..., fn) 7−→ ι1(f1) · · ·+ ιn(fn).

16Im Folgenden muss man sich bewusst machen, dass fi = (fi,v, v ∈ V) selbst ein Tupel ist
mit fi,v ∈ Ri,v, v ∈ V. Dabei sei Ri = (Ri,v, v ∈ V) als Teildarstellung von R, i = 1, ..., n.
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

Wir weisen nach, dass I sowohl injektiv als auch surjektiv ist (vgl. Aufgabe
I.2.8, a). Es seien f ∈ R und fi := ei(f) ∈ Ri, i = 1, ..., n. Es gilt

I(f1, ..., fn) = ι1(f1) + · · ·+ ιn(fn) = e1(f) + · · ·+ en(f) = (e1 + · · ·+ en)(f) = f.

Es folgt, dass f im Bild von I liegt. Damit ist gezeigt, dass I surjektiv ist.
Jetzt sei f = (f1, ..., fn) ∈ R1 ⊕ · · · ⊕ Rn, so dass I(f) = 0. Wir wählen gi ∈ R mit

ei(gi) = fi, i = 1, ..., n. Es folgt

0 = ei
(
I(f)

)
= ei

(
ι1(f1) + · · ·+ ιn(fn)

)
= ei

(
e1(g1) + · · ·+ en(gn)

)
= e2i (gi) = ei(gi) = fi,

i = 1, ..., n, so dass f = (0, ..., 0). Wir folgern, dass I injektiv ist.

Die Fitting-Zerlegung

Es seien Q ein Köcher, R eine Darstellung von Q und ϕ ∈ Ψ := Endk(R) ein
Endomorphismus von R. Wir setzen ϕ0 := IdR und

ϕn := ϕ ◦ϕn−1 = ϕ ◦ · · · ◦ϕ︸ ︷︷ ︸
n-mal

, n ≥ 1.

Für alle n ∈ N gilt

Ker(ϕn) ⊆ Ker(ϕn+1),

Bild(ϕn) ⊇ Bild(ϕn+1).

Da die vollständige Dimension von R endlich ist, existieren natürliche Zahlen
l, p, so dass

∀n ≥ l : Ker(ϕp) = Ker(ϕn),
∀n ≥ p : Bild(ϕq) = Bild(ϕn).

Wir setzen

ϕ−∞(0) := Ker(ϕp),
ϕ∞(R) := Bild(ϕq).

Bemerkung I.4.8. a) Man kann l = p wählen.17 In der Tat folgt aus der Dimen-
sionsformel ([40], Satz III.5.40), dass

VDimk(R) = VDimk

(
Ker(ϕn)

)
+ VDimk

(
Bild(ϕn)

)
, n ≥ 1.

Der Kern vergrößert sich also genau dann, wenn sich das Bild verkleinert, und
beide stabilisieren sich an derselben Stelle.

b) Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:
17Ich danke der entsprechenden Hörerin der Vorlesung für diese Bemerkung.
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I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull–Schmidt

• Es existiert eine natürliche Zahl l ∈ N, so dass ϕl = 0.

• ϕ−∞(0) = R.

• ϕ∞(R) = 0.

Falls diese Bedingungen erfüllt sind, dann nennt man ϕ nilpotent.
c) Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:

• ϕ ist ein Isomorphismus.

• ϕ−∞(0) = 0.

• ϕ∞(R) = R.

Aufgabe I.4.9. In dieser Aufgabe wird Teil a) der vorangegangenen Bemerkung
noch präzisiert.

Es seien k ein Körper, Q ein Köcher, R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine Darstellung
von Q und ϕ = (ϕv, v ∈ V) : R −→ R ein Endomorphismus von R.

a) Es sei l ≥ 1, so dass Ker(ϕl) = Ker(ϕl+1). Beweisen Sie

∀n ≥ l : Ker(ϕn) = Ker(ϕl).

b) Man setze l := max{Dimk(Rv) | v ∈ V }. Zeigen Sie

∀n ≥ l : Ker(ϕn) = Ker(ϕl).

Hinweis. Betrachten Sie zunächst einen einzelnen k-Vektorraum.

Beispiel I.4.10. Es seien Q ein Köcher, R eine Darstellung von Q und ϕ : R −→ R

ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist IdR−ϕ ein Automorphismus. In der
Tat sei l ∈ N eine natürliche Zahl, so dass ϕl = 0. Dann gilt

(IdR −ϕ) ◦ (IdR +ϕ+ · · ·+ϕl−1) = IdR −ϕl = IdR.

Satz I.4.11 (Die Fitting18-Zerlegung). Es gilt

R ∼= ϕ−∞(0)⊕ϕ∞(R).

Beweis. Sowohl ϕ−∞(0) als auch ϕ∞(R) ist eine Teildarstellung von R. Wir zeigen
a) ϕ−∞(0) ∩ϕ∞(R) = 0 und b) ϕ−∞(0) +ϕ∞(R) = R.

Zu a). Es sei r ∈ ϕ−∞(0) ∩ ϕ∞(R). Dann existiert ein s ∈ R, so dass r = ϕl(s).
Wegen r ∈ ϕ−∞(0) gilt 0 = ϕl(r) = ϕ2l(s). Es gilt also s ∈ Ker(ϕ2l) = Ker(ϕl).
Bei der letzten Gleichheit haben wir 2l ≥ l benutzt. Damit gilt schließlich r =
ϕl(s) = 0.

Zu b). Es sei r ∈ R. Wegen Bild(ϕ2l) = Bild(ϕl) existiert ein s ∈ R, so dass
ϕl(r) = ϕ2l(s). Wir setzen t2 := ϕl(s) und t1 := r− t2. Dann gilt offenbar r = t1 + t2
und weiter t1 ∈ Ker(ϕl) = ϕ−∞(0) und t2 ∈ Bild(ϕl) = ϕ∞(R).

18Hans Fitting (1906 - 1938), deutscher Mathematiker
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Folgerung I.4.12. Es seien Q ein Köcher, R 6= 0 eine unzerlegbare Darstellung
von Q und ϕ ∈ Ψ := Endk(R) ein Endomorphismus. Wenn ϕ kein Automorphismus
ist, dass ist ϕ nilpotent.

Beweis. Es gilt R ∼= ϕ−∞(0)⊕ϕ∞(R). Da R unzerlegbar ist, folgt a) R = ϕ−∞(0) oder
b) R = ϕ∞(R). Fall b) ist nicht möglich, weil ϕ nach Bemerkung I.4.8, c), dann
ein Isomorphismus wäre und dies durch die Voraussetzung ausgeschlossen
ist. Also tritt Fall a) ein. Nach Bemerkung I.4.8, b), heißt das, dass ϕ nilpotent
ist.

Für einen Köcher Q und eine Darstellung R von Q sei

N :=
{
ϕ ∈ Ψ |ϕ ist kein Isomorphismus

}
⊆ Ψ, Ψ := Endk(R).

Satz I.4.13. Es seien Q ein Köcher und R 6= 0 eine unzerlegbare Darstellung von
Q. Dann gilt:

i) 0 ∈ N.

ii) ∀ϕ,ψ ∈ N: ϕ+ψ ∈ N.

iii) ∀ϕ ∈ N, ∀ψ ∈ R(!): ϕ ◦ψ ∈ N, ψ ◦ϕ ∈ N.

Beweis. Teil i) ist klar. Es sei ϕ ∈ N. Dann ist ϕ weder injektiv noch sur-
jektiv (Aufgabe I.2.8, a), und [40], Folgerung III.5.41, iii). Für einen beliebigen
Endomorphismus ψ : R −→ R ist ψ ◦ ϕ nicht injektiv und ϕ ◦ ψ nicht surjektiv.
Deswegen gilt ψ◦ϕ,ϕ◦ψ ∈ N, und Teil iii) ist gezeigt. Schließlich seien ϕ,ψ ∈ N.
Wenn ϕ+ψ 6∈ N, dann ist ϕ+ψ ein Automorphismus von R. In diesem Fall seien
χ := (ϕ+ψ)−1, η := χ ◦ϕ und ϑ := χ ◦ψ. Es gilt somit

IdR = χ ◦ (ϕ+ψ) = η+ ϑ.

Wegen iii) ist weder η noch ϑ ein Automorphismus. Nach Folgerung I.4.12 ist
ϑ nilpotent. Aus Beispiel I.4.10 folgt, dass η = IdR−ϑ ein Automorphismus ist.
Dieser Widerspruch beweist, dass ii) richtig ist.

Bemerkung I.4.14. Es sei Ψ ein beliebiger Ring. Eine Teilmenge I ⊆ R, die die
Eigenschaften i) - iii) aufweist, ist ein zweiseitiges Ideal von Ψ. Wenn 1 ∈ I, dann
gilt offenbar I = R. Allgemeiner sei Ψ? := {ϕ ∈ Ψ | ∃ψ ∈ Ψ : ψ ◦ ϕ = 1 = ϕ ◦ ψ }

die Gruppe der Einheiten von Ψ. Wenn ϕ ∈ Ψ? ∩ I, dann gilt auch 1 = ϕ−1 ◦ϕ ∈ I
und deshalb I = Ψ. Ein echtes zweiseitiges Ideal sei ein zweiseitiges Ideal I ( Ψ.
Wir haben gerade gezeigt, dass jedes echte zweiseitige Ideal von Ψ in Ψ \ Ψ?

enthalten ist. Satz I.4.13 besagt, dass für den Endomorphismenring Ψ einer
unzerlegbaren Darstellung Ψ \ Ψ? = N ein echtes zweiseitiges Ideal von Ψ ist.19

190 6= 1
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I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull–Schmidt

Es ist somit das einzige maximale Ideal von Ψ, d.h., das einzige echte zweiseitige
Ideal von Ψ, das bzgl. der Inklusion ”⊆“ maximal unter den echten zweiseitigen
Idealen von Ψ ist. Ein Ring, der genau ein maximales Ideal hat, wird auch lokal
genannt.

Lemma I.4.15. Es seien Q ein Köcher, R 6= 0 eine nichttriviale Darstellung von
Q, S eine unzerlegbare Darstellung von Q und ϕ : R −→ S, ψ : S −→ R Homomor-
phismen. Wenn ψ ◦ϕ : R −→ R ein Automorphismus von R ist, dann sind ϕ und ψ
Isomorphismen.

Beweis. Wir betrachten die Teildarstellungen Bild(ϕ) und Ker(ψ) von S. Es sei
s = ϕ(r) ∈ Bild(ϕ) ∩ Ker(ψ). Aus 0 = ψ(s) = (ψ ◦ ϕ)(r) folgt r = 0, denn ψ ◦ ϕ
ist nach Voraussetzung ein Isomorphismus. Es gilt dann offenbar auch s = 0.
Somit haben wir Bild(ϕ) ∩ Ker(ψ) = 0 gezeigt.

Nun sei s ∈ S. Da ψ ◦ ϕ ein Isomorphismus ist, gibt es genau ein Element
r ∈ R mit ψ(s) = (ψ ◦ ϕ)(r). Wir definieren t1 := ϕ(r) und t2 := s − t1. Dabei gilt
s = t1 + t2, t1 ∈ Bild(ϕ) und t2 ∈ Ker(ψ). Wir schließen S = Bild(ϕ) + Ker(ψ).

Insgesamt haben wir S ∼= Bild(ϕ) ⊕ Ker(ψ) bewiesen. Ferner gilt R 6= 0 nach
Voraussetzung und damit Bild(ϕ) 6= 0, denn ϕ ist injektiv, weil ψ ◦ ϕ injek-
tiv ist (vgl. [40], Aufgabe II.1.27, a). Da S als unzerlegbar vorausgesetzt wurde,
muss Ker(ψ) = 0 und Bild(ϕ) = S gelten, d.h., ϕ ist auch surjektiv und ein
Isomorphismus. Als isomorphe Darstellungen haben R und S denselben Di-
mensionsvektor, und ψ ist surjektiv, weil ψ ◦ϕ surjektiv ist. Mit [40], Folgerung
III.5.41, iii), folgt, dass auch ψ ein Isomorphismus ist.

Satz I.4.16 (Der Satz von Krull–Schmidt - Teil 2). Es seien Q ein Köcher, t, u ≥ 1
und S1, ..., St, T1, ..., Tu unzerlegbare Darstellungen von Q. Es gilt genau dann

S1 ⊕ · · · ⊕ St ∼= T1 ⊕ · · · ⊕ Tu,

wenn t = u und es eine Permutation σ : { 1, ..., t } −→ { 1, ..., t } mit

Si ∼= Tσ(i), i = 1, ..., t,

gibt.

Beweis. Unter den genannten Bedingungen gilt sicher S1⊕· · ·⊕St ∼= T1⊕· · ·⊕Tu.
Die Umkehrung beweisen wir durch Induktion über t. Es gelte S1⊕ · · · ⊕ St ∼=

T1 ⊕ · · · ⊕ Tu. Wir setzen S := S1 ⊕ · · · ⊕ St und T := T1 ⊕ · · · ⊕ Tu. Falls t = 1, dann
ist S unzerlegbar. Daher gilt u = 1 und S1 = S ∼= T = T1. Jetzt gelte t > 1. Wie in
Beispiel I.4.6, b), dargelegt, gehört zu der Zerlegung S = S1 ⊕ · · · ⊕ St ein System
(e1, ..., et) von orthogonalen idempotenten Elementen der Länge t. Weiter seien
η1 : T1 −→ T die Inklusionsabbildung und ρ1 : T −→ T1 die Projektionsabbildung
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(vgl. Beispiel I.4.6, b). Schließlich wählen wir einen Isomorphismus χ : T −→ S

und setzen ϕ̃ := χ ◦ η1, ψ̃ := ρ1 ◦ χ−1. Wir haben

IdT1 = ψ̃ ◦ ϕ̃ = ψ̃ ◦ (e1 + · · ·+ et) ◦ ϕ̃ = ψ̃ ◦ e1 ◦ ϕ̃+ · · ·+ ψ̃ ◦ et ◦ ϕ̃.

Da T1 unzerlegbar ist, folgt aus der dritten Eigenschaft in Satz I.4.13, dass
es einen Index i0 ∈ { 1, ..., t } gibt, so dass ψ̃ ◦ ei0 ◦ ϕ̃ ein Isomorphismus ist.
Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit i0 = 1 annehmen. Es seien
ι1 : S1 −→ S die Inklusionsabbildung π1 : S −→ S1 die Projektionsabbildung, ϕ :=

π1 ◦ ϕ̃ und ψ := ψ̃ ◦ ι1. Nach Definition gilt ψ̃ ◦ e1 ◦ ϕ̃ = ψ ◦ ϕ. Lemma I.4.15
impliziert, dass ϕ und ψ Isomorphismen sind. Insbesondere gilt S1 ∼= T1.

Wir zeigen im nächsten Schritt, dass wir den Isomorphismus χ so wählen
können, dass χ(η1(T1)) = ι1(S1). Wir wissen bereits, dass χ(η1(T1)) isomorph zu
S1 ist.20 Es sei ι : S2 ⊕ · · · ⊕ St −→ S die Inklusionsabbildung. Wir zeigen, dass
χ(η1(T1))∩ ι(S2⊕ · · · ⊕ St) = 0. Aus Dimensionsgründen gilt dann χ(η1(T1)) + ι(S2⊕
· · · ⊕ St) = S, und

τ : S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ St −→ S

(s1, s2, ..., st) 7−→ (χ ◦ η1 ◦ψ)(s1) + ι(s2, ..., st)

ist ein Isomorphismus. Somit ist τ−1◦χ : T −→ S ein Isomorphismus, der χ(η1(T1))
auf ι1(S1) abbildet. Sei jetzt s ∈ χ(η1(T1)) ∩ ι(S2 ⊕ · · · ⊕ St). Aus s ∈ ι(S2 ⊕ · · · ⊕ St)
folgt e1(s) = 0. Wir wählen q ∈ T1 mit s = χ(η1(q)) = ϕ̃(q). Es folgt

0 = ψ̃
(
e1(s)

)
= (ψ̃ ◦ e1)

(
ϕ̃(q)

)
= (ψ̃ ◦ e1 ◦ ϕ̃)(q) = (ψ ◦ϕ)(q).

Da ψ ◦ ϕ wie gesehen ein Isomorphismus ist, impliziert dies q = 0 und s =
χ(η1(q)) = 0.

Nun nehmen wir an, dass χ : T −→ S ein Isomorphismus mit χ(η1(T1)) = ι1(S1)
ist. Wir erhalten das kommutative Diagramm

T S

T/η1(T1) S/ι1(S1)

χ

χ

.

Die Existenz des Homomorphismus χ ergibt sich aus [40], Aufgabe III.6.8, a).
Man überlegt sich weiter, dass χ ebenfalls ein Isomorphismus ist. Es gilt auch

S/ι1(S1) ∼= S2 ⊕ · · · ⊕ St und T/η1(T1) ∼= T2 ⊕ · · · ⊕ Tu.

An dieser Stelle können wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und den
Beweis beenden.

20Ein Isomorphismus (von S1 nach χ(η1(T1))) ist z.B. χ ◦ η1 ◦ψ.
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Wir kommen auf die Beispiele aus Abschnitt I.3 zurück.

Beispiel I.4.17. Im Falle des Köchers • ist die Darstellung k offenkundig unzer-
legbar. Ebenso sind die Darstellungen I1, I2 und I3 des Köchers • −→ • unzer-

legbar. Schließlich betrachten wir Q = • , s ≥ 1, λ ∈ k und die Darstellung

I(s, λ), die durch ks und den Endomorphismus fλ : ks −→ ks gegeben ist. Wir
behaupten, dass I(s, λ) unzerlegbar ist. Wäre dies nicht der Fall, dann gäbe es
Teilräume Vi ⊆ ks, i = 1, 2, so dass Vi 6= 0, fλ(Vi) ⊆ Vi, i = 1, 2, und ks = V1⊕V2. Es
sei Bi = (bi1, ..., b

i
di
) eine Basis für Vi, i = 1, 2. Dann ist B = (b11, ..., b

1
d1
, b21, ..., b

2
d2
)

eine Basis für ks, und es gilt

MB(fλ) =

(
MB1(f

1
λ) 0

0 MB2(f
2
λ)

)
.

Dabei sei fiλ : Vi −→ Vi der Endomorphismus, der durch fλ wegen fλ(Vi) ⊆ Vi
induziert wird, i = 1, 2. Jetzt können wir Bi so wählen, dass sich MBi(f

i
λ) in

der jordanschen Normalform befindet, i = 1, 2. Damit erkennen wir, dass der
größte Jordanblock in der jordanschen Normalform von fλ höchstens die Größe
max{d1, d2 } < s hat. Vor dem Hintergrund der Eindeutigkeitsaussage in [40],
Satz V.8.1, widerspricht dies der Vorgabe, dass fλ bzgl. der Standardbasis durch
den Jordanblock J(s, λ) definiert ist.

Die in Abschnitt I.3 aufgelisteten Beispiele sind damit Beispiele für Lemma
I.4.3 und Satz I.4.16.

I.5 Konstruktion unzerlegbarer Darstellungen
Es sei Q = (V,A, t, h) ein Köcher. Der Satz von Krull–Schmidt reduziert die
Klassifikation aller Darstellungen von Q auf die Klassifikation der unzerlegba-
ren Darstellungen. Leider ist auch die Klassifikation der unzerlegbaren Dar-
stellungen im Allgemeinen so komplex, dass sie bisher noch nicht vollständig
durchgeführt wurde. In diesem Abschnitt erklären wir die Konstruktion und
Klassifikation gewisser unzerlegbarer Darstellungen für sogenannte orientierte
Bäume.

Im Folgenden sei Z(Q) die Menge der zusammenhängenden Teilköcher von
Q. Eine Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) ist dünn, wenn Dimk(Rv) ≤ 1 für alle
v ∈ V gilt. Es sei D(Q) die Menge der Isomorphieklassen von dünnen unzerleg-
baren Darstellungen von Q.21 Der Träger einer Darstellung hängt offenbar nur
von ihrer Isomorphieklasse ab. Damit definieren wir die Abbildung Tr : D(Q) −→

21Warum handelt es sich um eine Menge (vgl. Beweis von Satz I.5.5)?
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Z(Q), [R] 7−→ Tr(R).22 Es sei (W,B) ein zusammenhängender Teilköcher von Q.
Wir führen die dünne Darstellung I(W,B) = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) über die Vor-
schriften

Rv :=

{
k, falls v ∈W
0, falls v 6∈W und fa :=

{
Idk, falls a ∈ B
0, falls a 6∈ B

ein.

Lemma I.5.1. Die Darstellung I(W,B) ist unzerlegbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass I(W,B) zerlegbar ist, I(W,B) = I1 ⊕ I2 mit I1 6= 0,
I2 6= 0. Es sei Tr(Ij) = (Wj, Bj), j = 1, 2. Es gilt dann Wj 6= ∅, j = 1, 2, und
W =W1 tW2. Es seien vj ∈Wj, j = 1, 2. Da (W,B) zusammenhängend ist, gibt es
Pfeile a1, ..., an ∈ B, so dass der Weg p = (a1, ..., an) in dem Q zugrunde liegenden
Graphen den Knoten v1 mit dem Knoten v2 verbindet. Nach Definition muss
dann fai = Idk gelten, i = 1, ..., n. Es gibt einen Index i0 ∈ { 1, ..., n } mit t(ai0) ∈W1

und h(ai0) ∈ W2 oder t(ai0) ∈ W2 und h(ai0) ∈ W1. Es kann also weder ai0 ∈ B1
noch ai0 ∈ B2 gelten. Es folgt nun leicht, dass fai0 = 0. Dieser Widerspruch zeigt,
dass die Behauptung stimmt.

Wir können damit die Abbildung J : Z(Q) −→ D(Q), (W,B) 7−→ [I(W,B)], defi-
nieren. Da Tr ◦ J = IdZ(Q), ist J injektiv.

Beispiel I.5.2. Für den Jordanköcher ist (k, λ · Idk), λ ∈ k?, eine unzerlegbare
dünne Darstellung, deren Träger der ganze Graph ist. Für λ, µ ∈ k? sind (k, λ·Idk)
und (k, µ · Idk) genau dann isomorph, wenn λ = µ.

Aufgabe I.5.3. Es sei Q = (V,A, t, h) der Köcher mit V = { 1, 2 }, A = {a, b },
t(a) = 1 = t(b) und h(a) = 2 = h(b). Bestimmen Sie die unzerlegbaren dünnen
Darstellungen von Q.

Diese Beispiele zeigen, dass die Abbildung J im Allgemeinen nicht surjektiv
ist.

Ein orientierter Baum ist ein Köcher Q = (V,A, t, h), so dass der Q zugrunde
liegende Graph Γ = (V,A, ε) ein Baum (s. S. 7) ist.

Beobachtung I.5.4. Es seien Q = (V,A, t, h) ein orientierter Baum, R = (Rv, v ∈
V, fa, a ∈ A) eine Darstellung von Q, a0 ∈ A ein Pfeil von Q und λ ∈ k?. Dann ist Q
isomorph zu der Darstellung R ′ = (Rv, v ∈ V, f ′a, a ∈ A) mit

f ′a :=

{
λ · fa, falls a = a0
fa, falls a 6= a0

, a ∈ A.

22Man beachte dabei Aufgabe I.4.2.
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n+

1 · · · n

n−

a1 an−1

a+

a−

Abbildung I.5: Ein Graph

Beweis. Es seien v ′ := t(a0), v ′′ := h(a0). Für die Kante a0 des Baums Γ = (V,A, ε),
der Q zugrunde liegt, gilt ε(a0) = { v ′, v ′′ } . Nach Satz I.1.11 hat der Graph Γa0 =
(V,A \ {a0}, ε) zwei Zusammenhangskomponenten. Der Beweis von Satz I.1.11
zeigt, dass dies die Zusammenhangskomponenten von v ′ und v ′′ sind. Es sei V ′a0
die Menge der Knoten, die in Γa0 mit v ′ verbindbar sind, und V ′′a0 die Menge der
Knoten, die in Γa0 mit v ′′ verbindbar sind. Wir definieren Φ = (ϕv, v ∈ V) : R −→ R ′

durch

ϕv :=

{
IdRv , falls v ∈ V ′a0

λ · IdRv , falls v ∈ V ′′a0
.

Man überprüft sofort, dass Φ ein Isomorphismus zwischen R und R ′ ist.

Satz I.5.5. Für einen orientierten Baum Q = (V,A, t, h) ist J : Z(Q) −→ D(Q) bi-
jektiv.

Beweis. Wir wissen bereits, dass J injektiv ist. Es ist also noch zu zeigen, dass
J surjektiv ist. Sei dazu R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine dünne unzerlegbare Dar-
stellung von Q und (W,B) ihr Träger. Offenbar ist R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A)
isomorph zu einer Darstellung S = (Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A) mit Sv = k, v ∈ W. Zu
jedem Pfeil a ∈ B existiert dann eine Zahl λa ∈ k? mit ga = λa · Idk. Eine wieder-
holte Anwendung von Lemma I.5.1 zeigt, dass S isomorph zu der Darstellung
T = (Tv, v ∈ V, ha, a ∈ A) mit ha = Idk, a ∈ B, ist. Für v ∈ V \ W gilt Tv = 0,
und für a ∈ A \ B gilt ha = 0, so dass T = I(W,B). Damit ist bewiesen, dass
R ∼= S ∼= T = I(W,B), d.h., [R] = J(W,B).

Aufgabe I.5.6. Es seien n ≥ 2 und Dn der Köcher, der durch das Bild beschrie-
ben wird. Beachten Sie, dass Dn ein orientierter Baum ist, n ≥ 2.

a) Schreiben Sie Dn in der Form (Vn, An, tn, hn), n ≥ 2.
b) Listen Sie für jedes n ≥ 2 alle zusammenhängenden Teilköcher von Dn

auf.
c) Beweisen Sie, dass die Darstellung R = (k, k2, k, k, f1, f

+, f−) von D2 mit
f1 : k −→ k2, λ 7−→ (λ, λ), f+ : k2 −→ k, (λ+, λ−) 7−→ λ+, und f− : k2 −→ k, (λ+, λ−) 7−→
λ−, unzerlegbar ist. (Sie ist nicht dünn.)

27



Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Köchern

I.6 Lineare Köcher vom Typ A

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Köcher An = (Vn, Pn, tn, hn) mit Vn :=
{ 1, ..., n }, Pn := { 1, ..., n− 1 }, t(i) = i, h(i) = i+ 1, i = 1, ..., n− 1, kurz

An : 1
1−−−→ 2

2−−−→ · · · n−2−−−→ n− 1
n−1−−−→ n, n ≥ 2.

Wir nennen den Köcher An den linearen Köcher vom Typ A der Länge n − 1,
n ≥ 2. Der Vollständigkeit halber bezeichnen wir den Köcher • mit A1.

Es sei n ≥ 1. Für 1 ≤ l ≤ m ≤ n haben wir den zusammenhängenden
Teilköcher (Wlm, Blm) := ({ l, ...,m }, { l, ...,m− 1 }) von An.

Bemerkung I.6.1. Für l = m gilt Blm = ∅.

Es sei I[l,m] := I(Wlm, Blm) die im vorigen Abschnitt konstruierte zugehörige
unzerlegbare dünne Darstellung.

Satz I.6.2. Es sei R = (Rv, v = 1, ..., n, fa, a = 1, ..., n − 1) eine Darstellung des
Köchers An. Dann existieren eindeutig bestimmte natürliche Zahlen δl,m, 1 ≤ l ≤
m ≤ n, so dass

R ∼=
⊕

1≤l≤m≤n

I[l,m]⊕δl,m .

Bemerkung I.6.3. Der Satz besagt, dass alle unzerlegbaren Darstellungen von
An dünn sind.

Beweis von Satz I.6.2. Für n = 1 und n = 2 ist uns der Satz bereits bekannt
(Abschnitt I.3). Damit ist der Induktionsanfang gemacht.

Wir setzen flm := fm−1 ◦ · · · ◦ fl : Rl −→ Rm und Klm := Ker(flm), 1 ≤ l < m ≤ n.
(Speziell gilt fll+1 = fl, l = 1, ..., n− 1.)
Bemerkung. Für 1 ≤ l < m ≤ n gilt Ker(fl) ⊆ Klm.

Mit diesen Vereinbarungen erhalten wir die Teildarstellung K := (K1n, K2n, ...,
Kn−1n, 0) von R.23 Da der letzte Eintrag null ist, können wir K als Darstellung
von An−1 ansehen. Nach Induktionsvoraussetzung ist es möglich, K als direkte
Summe der dünnen unzerlegbaren Darstellungen I[l,m], 1 ≤ l ≤ m ≤ n − 1,
darzustellen.

Um den Beweis zu vollenden, müssen wir in Fall R 6= K eine Teildarstellung
L von R finden, so dass a) K ⊕ L = R und b) L eine direkte Summe von dünnen
unzerlegbaren Darstellungen I[l,m] mit 1 ≤ l ≤ m ≤ n ist.24

Wir setzen ci := KodimRi(Kin) = Dimk(Ri)−Dimk(Kin), i = 1, ..., n−1, c0 := 0 und
cn := Dimk(Rn) = KodimRn(0). Es gilt c0 = 0 ≤ c1 ≤ · · · ≤ cn. In der Tat seien i ∈
{ 1, ..., n− 1 } und Li ⊆ Ri ein lineares Komplement zu Kin. Wie zuvor bemerkt gilt

23Die Teildarstellung enthält alle Summanden mit m ≤ n− 1.
24Genauer gesagt werden nur Summanden mit m = n auftreten.
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Ker(fi) ⊆ Kin und daher Li∩Ker(fi) = 0. Aus diesem Grund ist fi|Li : Li −→ fi(Li) ein
Isomorphismus. Außerdem haben wir fi(Li)∩Ki+1n = 0. Denn für v ∈ fi(Li)∩Ki+1n
existiert ein u ∈ Li mit v = fi(u). Wegen 0 = fi+1n(v) = fi+1n(fi(u)) = fin(u) gilt
u ∈ Li ∩ Kin = 0. Sei nun L̃i+1 ein lineares Komplement zu fi(Li) ⊕ Ki+1n in Ri+1.
Dann ist L̃i+1 ⊕ fi(Li) ein lineares Komplement zu Ki+1n in Ri+1, und es gilt

ci+1 = KodimRi+1(Ki+1n) = Dimk(L̃i+1) + Dimk

(
fi(Li)

)
= Dimk(L̃i+1) + Dimk(Li)

≥ Dimk(Li) = KodimRi(Kin) = ci.

Es seien 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n die Stellen, an denen die Funktion { 0, ..., n } −→
N, i 7−→ ci, springt,25 d.h., c0 = · · · = cj1−1, cjν−1 < cjν, ν = 1, ..., r, cjν = · · · = cjν+1−1,
ν = 1, ..., r− 1, und cjr = · · · = cn. Wir wählen zunächst ein lineares Komplement
Lj1 zu Kj1n in Rj1 (bzw. zu 0, falls j1 = n) und eine Basis (u11, ..., u

1
t1
) für Lj1.

26 Weiter
definieren wir I1,ν1 = (I1,ν1i , i = 1, ..., n) durch I1,ν1i := 0, i = 1, ..., j1 − 1, I

1,ν1
j1

:= 〈u1ν1〉
und I1,ν1i := 〈fj1i(u1ν1)〉, i = j1 + 1, ..., n, ν1 = 1, ..., t1. Wie zuvor folgt, dass

Kin ∩
t1⊕
ν1=1

I1,ν1i = 0, i = 1, ..., n− 1.

Es seien L̃j2 ein lineares Komplement zu

Kj2n ⊕
t1⊕
ν1=1

I1,ν1j2

in Rj2 und (u21, ..., u
2
t2
) eine Basis für L̃j2.

27 Wir führen nun I2,ν2 = (I2,ν2i , i = 1, ..., n)

über I2,ν2i := 0, i = 1, ..., j2 − 1, I
2,ν2
j2

:= 〈u2ν2〉 und I2,ν2i := 〈fj2i(u2ν2)〉, i = j2 + 1, ..., n,
ν2 = 1, ..., t2, ein. Diese Konstruktion können wir iterieren und erhalten am Ende
Zahlen tι und Teildarstellungen Iι,νι von R, νι = 1, ..., tι, ι = 1, ..., r, so dass

• Iι,νι ∼= I[jι, n], νι = 1, ..., tι, ι = 1, ..., r,

•
r⊕
ι=1

tι⊕
νι=1

Iι,νι ein lineares Komplement zu K ist.

Damit haben wir die Aufgabe, die wir uns zuvor gestellt haben, erledigt.
Die Eindeutigkeit der Koeffizienten folgt natürlich aus dem Satz von Krull–

Schmidt. In diesem Fall lässt sie sich aber auch leicht direkt beweisen (s. Auf-
gabe I.6.6).

25Da wir jetzt unter der Voraussetzung R 6= K arbeiten, existiert mindestens ein Sprung.
26t1 = cj1
27t2 = cj2 − cj1
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Beispiel I.6.4. Wir betrachten die Darstellung R = (Q2,Q3,Q3, f1, f2) von A3, für
die f1 durch die Matrix

M1 :=

 1 −3
1 −2
0 1


und f2 durch die Matrix

M2 :=

 3 −2 4

1 −1 1

1 −1 1


bestimmt ist. Eine Zeilenstufenform von M2 ist 1 −1 1

0 1 1

0 0 0

 .
Es folgt

Ker(f2) =

〈 −2
−1
1

〉 .
Die Abbildung f13 : Q2 −→ Q3 ist durch die Matrix

M2 ◦M1 =

 1 −1
0 0

0 0


gegeben, und daher gilt

Ker(f13) =
〈(

1

1

)〉
.

Die Teildarstellung

(Ker(f13),Ker(f2), 0) =

〈( 1

1

)〉
,

〈 −2
−1
1

〉 , 0


von R is isomorph zu I[1, 2]. Der Vektor(
1

0

)
spannt ein lineares Komplement zu Ker(f13) in Q2 auf. Es gilt

f1

(
1

0

)
=

 1

1

0

 und f13

(
1

0

)
=

 1

0

0

 .
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Die Teildarstellung 〈( 1

0

)〉
,

〈 1

1

0

〉 ,〈
 1

0

0

〉
von R ist isomorph zu I[1, 3]. Der Vektor 1

0

0


spannt ein lineares Komplement zu〈 1

1

0

 ,
 −2

−1
1

〉

auf, und es gilt

f2

 1

0

0

 =

 3

1

1

 .
Die Teildarstellung 0,〈

 1

0

0

〉 ,〈
 3

1

1

〉
ist isomorph zu I[2, 3]. Schließlich spannt 0

1

0


ein lineares Komplement zu 〈 1

0

0

 ,
 3

1

1

〉

auf, und die Teildarstellung 0, 0,〈
 0

1

0

〉
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ist isomorph zu I[3, 3].
Insgesamt haben wir

R ∼= I[1, 2]⊕ I[1, 3]⊕ I[2, 3]⊕ I[3, 3]

gezeigt und diese Zerlegung mit expliziten Teildarstellungen von R realisiert.
Die Teildarstellungen sind dabei nicht eindeutig bestimmt.

Bemerkung I.6.5. Die gefundene Zerlegung kann durch das Bild

Q

Q Q

Q Q

Q Q Q

visualisiert werden. Man kann sich nun leicht überlegen, wie man auf der Basis
von Satz I.6.2 Darstellungen von An mit Hilfe von Strichcodes klassifizieren
kann.

Aufgabe I.6.6. Es seien n ≥ 2 und R = (Rv, v = 1, ..., i, fa, i = 1, ..., n − 1) eine
Darstellung von An. Die Ranginvariante von R ist

ρ(R) := (Rank(flm), 1 ≤ l < m ≤ n).

Erklären Sie, wie man die Koeffizienten δl,m, 1 ≤ l ≤ m ≤ n in Satz I.6.2 aus
dem Dimensionsvektor d(R) und der Rang-Invariante ρ(R) berechnet.

Ein weiteres Beispiel und eine weitere Möglichkeit, die Zerlegung graphisch
darzustellen, werden in Beispiel II.6.8 und Bemerkung II.6.9 besprochen.

I.7 Reflexionsfunktoren
In diesem Abschnitt möchten wir die unzerlegbaren Darstellungen für Köcher Q
und Q ′ mit demselben zugrunde liegenden Graphen Γ vergleichen. Die Köcher
Q und Q ′ können wir als zwei Orientierungen der Kanten von Γ ansehen.

Es seien Q = (V,A, t, h) ein Köcher und v ∈ V ein Knoten von Q. Der Köcher
σv(Q) = (V,A, σv(t), σv(h)) ist der Köcher, den man erhält, indem man alle Pfeile
umdreht, die in v starten oder ankommen, und die übrigen Pfeile unverändert
lässt, d.h.,

∀a ∈ A :

{
σv(t)(a) = t(a)∧ σv(h)(a) = h(a), falls t(a) 6= v∧ h(a) 6= v
σv(t)(a) = h(a)∧ σv(h)(a) = t(a), falls t(a) = v∨ h(a) = v .
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Bemerkung I.7.1. Ein Pfeil a ∈ Amit t(a) = v = h(a) bleibt ebenfalls unverändert
und σv.

Lemma I.7.2. Es seien Q = (V,A, t, h) ein nicht notwendigerweise zusammen-
hängender Köcher ohne orientierten Zyklus und n = #V. Dann gibt es eine Bijek-
tion β : { 1, ..., n } −→ V, so dass i > j für jeden Pfeil a ∈ A und i, j ∈ { 1, ..., n } mit
t(a) = β(i) und h(a) = β(j) gilt.

Beweis. Falls Q keine Pfeile enthält, können wir jede Bijektion nehmen. Diesen
Fall können wir ausklammern.

Als weitere Vorbemerkung betrachten wir den Fall, dass Q nicht zusammen-
hängend ist. Es seien Q(i) = (V (i), A(i), t(i), h(i)) die Zusammenhangskomponenten
von Q, ni := #V (i) und β(i) : { 1, ..., ni } −→ V (i) eine Bijektion mit den gewünschten
Eigenschaften für den Köcher Q(i), i = 1, ..., `. Für n1 < i ≤ n sei j(i) := max{ j ∈
{ 1, ..., `− 1 } |n1 + · · ·+ nj < i }. Damit definieren wir

β : { 1, ..., n } −→ V

i 7−→ { β(1)(i), falls i ≤ n1
β(j(i)+1)(i− n1 − · · ·− nj(i)), falls i > n1

.

Diese Abbildung hat dann die gewünschte Eigenschaft für Q.
Wir beweisen den Satz durch Induktion über n = #V. Es sei n = 2. Wenn es

in Q Pfeile gibt, haben sie alle denselben Startpunkt und denselben Endpunkt,
weil es in Q keinen orientierten Zyklus gilt, und die Behauptung ist klar.

Für den Induktionsschritt wählen wir einen Pfad p = (a1, ..., a`) maximaler
Länge. Dies ist nach Bemerkung I.2.2 möglich. Es v0 := t(a1). Dann existiert
kein Pfeil a ∈ A mit h(a) = v0, weil man p sonst verlängern könnte. Es sei Q ′ :=
(V ′, A ′, t ′, h ′) mit V ′ := V \{v0}, A ′ := A\{a ∈ A | t(a) = v0 }, t ′ := t|A ′ und h ′ := h|A ′.28

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Bijektion β ′ : { 1, ..., n − 1 } −→ V ′,
so dass

∀i, j ∈ { 1, ..., n− 1} : ∃a ∈ A : t(a) = β ′(i)∧ h(a) = β ′(j) =⇒ i > j.

Die Bijektion

β : { 1, ..., n } −→ V

i 7−→ {
β ′(i), falls 1 ≤ i ≤ n− 1
v0, falls i = n

hat die gewünschten Eigenschaften.

28Dieser Köcher kann unzusammenhängend sein. Für Q = •←− • −→ • liefert die Konstruk-
tion z:B. Q ′ : • •.
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Wir nehmen an, dass Q zusammenhängend ist und dass #A ≥ 1. Ein Knoten
v ∈ V ist eine Senke, wenn in v nur Pfeile ankommen und keine Pfeile von v

ausgehen, also
∀a ∈ A : t(a) 6= v.

Eine Quelle in einem — von Q ist ein Knoten v, von dem nur Pfeile ausgehen
und in dem kein Pfeil ankommt, d.h.,

∀a ∈ A : h(a) 6= v.

Bemerkung I.7.3. a) Da wir vorausgesetzt haben, dass Q zusammenhängend
ist und dass #A ≥ 1, kommt in jeder Senke von A auch ein Pfeil an und geht
von jeder Quelle ein Pfeil aus.

b) Der erste Schritt im Beweis von Lemma I.7.2 zeigt, dass es in Q unter den
gegebenen Voraussetzungen eine Quelle gibt. Der Beweis zeigt dann weiter,
dass man zu jeder Quelle v0 von Q eine Nummerierung β mit β(n) = v0 finden
kann. Entsprechend lässt sich zeigen, dass es zu jeder Senke v0 von Q eine
Nummerierung β mit β(1) = v0 gibt.

Beispiel I.7.4. Die Bijektion ist nicht eindeutig. Das folgende Bild zeigt zwei
verschiedene Nummerierungen eines Köchers.

Lemma I.7.5. Es seien Q = (V,A, t, h) ein orientierter Baum, n := #V und a0 ∈ A.
Dann gibt es Knoten v1, ..., v` ∈ V, so dass

• vi eine Senke von σvi−1(· · · (σv1(Q)) · · · ) ist, i = 2, ..., `,

• in Q̃ := σv`(· · · (σv1(Q)) · · · ) genau der Pfeil a0 umgedreht wurde, i.e.,

t(a0) = h̃(a0)∧ h(a0) = t̃(a0) und ∀a ∈ A \ {a0} : t(a) = t̃(a)∧ h(a) = h̃(a).

Dabei sei Q̃ := (V,A, t̃, h̃).
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Beweis. Nach Satz I.1.11 hat der Köcher Q = (V,A \ {a0}, t|A\{a0}, h|A\{a0}) zwei Zu-
sammenhangskomponenten Q ′ = (V ′, A ′, t ′, h ′) und Q ′′ = (V ′′, A ′′, t ′′, h ′′). Dabei
sei Q ′′ die Zusammenhangskomponente mit h(a0) ∈ V ′′. Es seien n ′′ := #V ′′ und
β ′′ : { 1, ..., n ′′ } −→ V ′′ eine Bijektion wie in Lemma I.7.2. Wir zeigen nun, dass

• β ′′(i) eine Senke von σβ ′′(i−1)(· · · (σβ ′′(1)(Q ′′)) · · · ) ist, i = 2, ..., n ′′,

• in σβ ′′(n ′′)(· · · (σβ ′′(1)(Q ′′)) · · · ) kein Pfeil aus A ′′ umgedreht wurde.

Es sei a ∈ A ′′ ein Pfeil und t ′′(a) = β ′′(i) und h ′′(a) = β ′′(j). Da Q keinen orien-
tierten Zyklus enthält, gilt i 6= j. Der Pfeil a wird von σβ ′′(i) und σβ ′′(j) umgedreht
und von σβ ′′(h) für h ∈ { 1, ..., n ′′ } \ { i, j } invariant gelassen. Durch σβ ′′(n ′′) · · ·σβ ′′(1)
wird also jeder Pfeil genau zweimal umgedreht. Damit ist die zweite Eigenschaft
klar.

Es seien i ∈ { 2, ..., n ′′ − 1 }, a ∈ A ′′ ein Pfeil mit t(a) = β ′′(i) oder h(a) =
β ′′(i) und Q(i−1) = (V,A, t(i−1), h(i−1)) := σβ ′′(i−1)(· · · (σβ ′′(1)(Q ′′)) · · · ). Im zweiten Fall
gilt t(a) = β ′′(j) mit j > i. Der Pfeil a wird also von σβ ′′(1), ..., σβ ′′(i−1) nicht
verändert, so dass h(i−1)(a) = β ′′(i). Im ersten Fall haben wir h(a) = β ′′(j) mit
j ∈ { 1, ..., i − 1 }. Der Pfeil a wird von σβ ′′(j) umgedreht und von σβ ′′(h) mit h ∈
{ 1, ..., i − 1 } \ {j} unberührt gelassen. Dies impliziert h(i−1)(a) = β ′′(i). Damit ist
β ′′(i) eine Senke von σβ ′′(i−1)(· · · (σβ ′′(1)(Q ′′)) · · · ), i = 2, ..., n ′′. Der einzige Pfeil
aus A \ A ′′, der einen Knoten aus V ′′ betrifft, ist a0, und dieser hat nur seinen
Endpunkt in A ′′, nicht aber seinen Startpunkt. Damit ist klar, dass β ′′(i) auch
eine Senke von σβ ′′(i−1)(· · · (σβ ′′(1)(Q)) · · · ) ist, i = 2, ..., n ′′.

In dem Köcher σβ ′′(n ′′)(· · · (σβ ′′(1)(Q)) · · · ) sind die Pfeile von A ′ und A ′′ un-
verändert. Für A ′ ist das offensichtlich und für A ′′ folgt dies aus der zweiten
Eigenschaft, die wir im Beweis festgestellt haben. Schließlich dreht σβ ′′(k) den
Pfeil a0 wegen h(a0) = β ′′(k) um. Für h ∈ { 1, ..., n ′′ } \ {k} ist der Pfeil a0 nicht von
der Operation σβ ′′(h) betroffen.

Beispiel I.7.6. In den folgenden Abbildungen wird das im obigen Beweis entwi-
ckelte Verfahren dazu verwandt, den Pfeil a0 umzudrehen.
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Aufgabe I.7.7. Es sei n ≥ 2. Wir betrachten den Köcher Dn aus Abbildung I.1.
Eine Folge i1, ..., i` ∈ { 1, ..., n, n+, n− } ist zulässig, wenn ij eine Senke des Köchers
σij−1(· · · (σi1(Dn)) · · · ) ist, j = 1, ..., `.29

a) Bestimmen Sie für jeden Pfeil b0 ∈ {a1, ..., an−1, a
+, a− } eine zulässige Folge

i1, ..., i` ∈ { 1, ..., n, n+, n− } von Indizes, so dass in

Q̃ =
(
{ 1, ..., n, n+, n− }, {a1, ..., an−1, a

+, a− }, t̃, h̃
)
:= σi`(· · · (σi1(Dn)) · · · )

der Pfeil b0 aus Dn umgedreht wurde, d.h.,

t(b0) = h̃(b0)∧ h(b0) = t̃(b0)

und
∀a ∈ {a1, ..., an−1, a

+, a− } \ {b0} : t(a) = t̃(a)∧ h(a) = h̃(a).

b) Bestimmen Sie eine zulässige Folge i1, ..., i` ∈ { 1, ..., n, n+, n− } von Indizes, so
dass in

Q∨ =
(
{ 1, ..., n, n+, n− }, {a1, ..., an−1, a

+, a− }, t∨, h∨
)
:= σi`(· · · (σi1(Dn)) · · · )

29Für j = 1 bedeutet dies, dass i1 eine Senke von Dn ist.
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alle Pfeile b0 von Dn umgedreht wurden, d.h.,

t∨(b) = h(b)∧ h∨(b) = t(b), b ∈ {a1, ..., an−1, a
+, a− }.

Im nächsten Schritt müssen wir die Reflexionen auf dem Niveau der Dar-
stellungen einführen. Es seien Q = (V,A, t, h) ein beliebiger Köcher und v0 ∈ V
ein Knoten. Dann ist ({v0},∅) ein zusammenhängender Teilköcher. Wir setzen
I[v0] := I({v0},∅) (s. Abschnitt I.5). Dies ist eine unzerlegbare Darstellung von Q.
Schreiben wir I[v0] = (Iv, v ∈ V, fa, a ∈ A), dann gilt Iv0 = k, Iv = 0, v ∈ V \ {v0}, und
natürlich fa = 0, a ∈ A.

Es wird zunächst vorausgesetzt, dass v0 ∈ V eine Senke ist. Es sei Q+
v0

:=
σv0(Q) =: (V,A, t ′, h ′). Für eine Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) von Q ist die
Darstellung Σ+

v0
(R) := (R ′v, v ∈ V, f ′a, a ∈ A) von Q+

v0
gegeben durch:

R ′v := Rv, v ∈ V \ {v0},

R ′v0 := Ker
( ∑
a∈A:h(a)=v0

fa :
⊕

a∈A:h(a)=v0

Rt(a) −→ Rv0

)
,

f ′a := fa, h(a) 6= v0 (⇐⇒ t ′(a) 6= v0),
f ′a := pa : R

′
v0
−→ R ′h ′(a)(= Rt(a)), (sb, h(b) = v0) 7−→ sa, h(a) = v0.

Dabei gilt in der zweiten Zeile (
∑

a∈A:h(a)=v0
fa)(sa, h(a) = v0) =

∑
a∈A:h(a)=v0

fa(sa).

Bemerkung I.7.8. a) Man erkennt leicht, dass genau dann Σ+
v0
(R) = 0 gilt, wenn

Rv = 0 für v ∈ V \ {v0} erfüllt ist. In diesem Fall existiert eine natürliche Zahl
s ∈ N, so dass R ∼= I[v0]

⊕s. Man überlegt sich auch, dass es für s > 0 nicht
vorkommen kann, dass Σ+

v0
(R) ∼= I[v0]

⊕s.
b) Es sei R̃v0 := Bild(

∑
a∈A:h(a)=v0

fa). Dann gilt Bild(fa) ⊆ R̃v0 für jeden Pfeil a ∈ A

mit h(a) = v0. Setzen wir also R̃v := Rv, v ∈ V \ {v0}, dann ist R̃ = (R̃v, v ∈ V)
eine Teildarstellung von R. Diese Teildarstellung hat ein lineares Komplement
T = (Tv, v ∈ V). Dazu wählen wir ein lineares Komplement T̃ zu R̃v0 in Rv0 (s. [40],
Definition III.5.35) und setzen Tv0 := T̃ , Tv := 0, v ∈ V \ {v0}. Da v0 eine Senke
ist, ist T eine Teildarstellung von R, und man verifiziert, dass R ∼= R̃ ⊕ T . Man
beachte auch, dass T ∼= I[v0]

⊕s, s := Dimk(Rv0) − Dimk(R̃v0).
c) Falls R unzerlegbar ist und R 6∼= I[v0], dann zeigt die Diskussion aus Teil

b), dass
∑

a∈A:h(a)=v0
fa surjektiv ist.

d) Es seien R und S zwei Darstellungen von Q. Anhand der Definition über-
prüft man leicht, dass Σ+

v0
(R⊕ S) ∼= Σ+

v0
(R)⊕ Σ+

v0
(S).

Beispiel I.7.9. Es sei Q = 1 −→ 2. Man berechnet sofort, dass Σ+
2 (k −→ 0) = k

Idk←−
k und Σ+

2 (k
Idk−→ k) = k←− 0.
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Aufgabe I.7.10. Wir betrachten den Köcher D2. Wie in Aufgabe I.7.7, b), sei
i1, ..., i` ∈ { 1, 2, 2+, 2− } eine zulässige Folge von Indizes, so dass in Q∨ = ({ 1, 2, 2+,
2− }, {a1, a

+, a− }, t∨, h∨) := σi`(· · · (σi1(D2)) · · · ) alle Pfeile von D2 umgedreht wur-
den. Es sei R die Darstellung aus Aufgabe I.5.6, c). Berechnen Sie

Σ+
ij

(
· · · (Σ+

i1
(R)
)
· · ·
)

für j = 1, ..., `.

Aufgabe I.7.11. Es sei R = (Q2,Q3,Q3, f1, f2) die Darstellung von A3 aus Beispiel
I.6.4. Berechnen Sie die Darstellung Σ+

3 (R) = (R ′1, R
′
2, R

′
3, f
′
1, f
′
2, f
′
3). Wählen Sie da-

zu für R ′1, R
′
2 und R ′3 geeignete Basen, und beschreiben Sie f ′1 und f ′2 durch die

entsprechenden Darstellungsmatrizen.

Jetzt nehmen wir an, dass v0 ∈ V eine Quelle ist, und setzen Q−
v0

:= σv0(Q) =:
(V,A, t ′, h ′). Für eine Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) von Q ist Σ−

v0
(R) :=

(R ′v, v ∈ V, f ′a, a ∈ A) definiert durch:

R ′v := Rv, v ∈ V \ {v0},

R ′v0 := Koker
( ∑
a∈A:t(a)=v0

fa : Rv0 −→ ⊕
a∈A:t(a)=v0

Rh(a)

)
,

f ′a := fa, t(a) 6= v0 (⇐⇒ h ′(a) 6= v0),
f ′a := ia : R

′
t ′(a)(= Rh(a)) −→ R ′v0 , s 7−→ [sb, t(b) = v0], sa := s, sb := 0, b ∈ A \ {a},

t(a) = v0.

In der zweiten Zeile benutzen wir (
∑

a∈A:t(a)=v0
fa)(sv0) = (fa(sv0), t(a) = v0).

Bemerkung I.7.12. a) Es sei jetzt wieder v0 ∈ V eine Senke des Köchers Q.
Dann ist v0 eine Quelle von Q+

v0
, und man beachte auch σv0(Q

+
v0
) = Q. Es seien

R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) eine Darstellung von Q, Σ+
v0
(R) = (R ′v, v ∈ V, f ′a, a ∈ A),

ι : R ′v0 = Ker
( ∑
a∈A:h(a)=v0

fa

)
−→ ⊕

a∈A:h(a)=v0

Rt(a) =
⊕

a∈A:t ′(a)=v0

R ′h ′(a)

die Inklusion und πa :
⊕

a∈A:h(a)=v0
Rt(a) −→ Rt(a) die Projektionsabbildung, a ∈ A.

Nach Definition gilt pa = πa ◦ ι, a ∈ A. Es folgt ι =
∑

a∈A:h(a)=v0
pa =

∑
a∈A:t ′(a)=v0

f ′a.

Insbesondere ist die zu der Darstellung Σ+
v0
(R) assoziierte lineare Abbildung∑

a∈A:t ′(a)=v0
f ′a injektiv.

b) Wie in Teil a) sei v0 ∈ V eine Senke des Köchers Q. Wir beginnen mit einer
Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) von Q und schreiben Σ−

v0
(Σ+

v0
(R)) = (R̂v, v ∈
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V, f̂a ∈ A). Nach Definition gilt R̂v = Rv, v ∈ V \ {v0}, und unter Zuhilfenahme von
[40], Satz III.6.5, und Teil a) überprüft man leicht, dass R̂v0 ∼= Bild(

∑
a∈A:h(a)=v0

fa).

Genauer gesagt existiert ein Isomorphismus η : R̂v0 −→ Bild(
∑

a∈A:h(a)=v0
fa), so dass

das Diagramm ⊕
a∈A:h(a)=v0

Rt(a)

R̂v0 Bild
( ∑
a∈A:h(a)=v0

fa
)

Rv0

∑
a∈A:h(a)=v0

f̂a

∑
a∈A:h(a)=v0

fa

η

kommutiert. Mit diesem Diagram beweist man weiter, dass Σ−
v0
(Σ+

v0
(R)) isomorph

zu der Teildarstellung R̃ von R ist, die in Bemerkung I.7.8, b), beschrieben wur-
de. Ist also

∑
a∈A:h(a)=v0

fa surjektiv, dann gilt Σ−
v0
(Σ+

v0
(R)) ∼= R. Diese Voraussetzung

ist insbesondere dann erfüllt, wenn R unzerlegbar ist und nicht isomorph zu
I[v0] (vgl. Bemerkung I.7.8, c). Die Details überlassen wir der Leserin bzw. dem
Leser. Ebenso überlassen wir es der Leserin bzw. dem Leser, die entsprechen-
den Aussagen für Σ+

v0
(Σ−

v0
(R)) in dem Fall, dass v0 eine Quelle ist, zu formulieren

und beweisen.
c) Wenn v0 ∈ V eine Quelle von Q ist, dann gilt genau dann Σ−

v0
(R) = 0, wenn

es eine Zahl s ∈ N mit R ∼= I[v0]
⊕s gibt. Für s > 0 existiert keine Darstellung R

von Q, so dass Σ−
v0
(R) ∼= I[v0]

⊕s.
d) In der Situation, dass v0 eine Quelle von Q ist, sei R̃v0 := Ker(

∑
a∈A:t(a)=v0

fa).

Für jeden Pfeil a ∈ A mit t(a) = v0 gilt somit R̃v0 ⊆ Ker(fa). Setzen wir weiter R̃v :=
0, v ∈ V \ {v0}, dann ist R̃ = (R̃v, v ∈ V) eine Teildarstellung von R. Als Darstellung
von Q (vgl. Bemerkung I.2.5) ist sie isomorph zu I[v0]

⊕Dimk(R̃v0 ). Sie besitzt ein
lineares Komplement T = (Tv, v ∈ V). Dazu setzen wir Tv := Rv, v ∈ V \{v0}, wählen
ein lineares Komplement T̃ zu R̃v0 in Rv0 und definieren Tv0 := T̃ . Da v0 eine Quelle
von Q ist, ist T eine Teildarstellung von R. Aus der Konstruktion folgt R ∼= R̃⊕ T .

e) Wenn R unzerlegbar ist und nicht isomorph zu I[v0], dann ist
∑

a∈A:t(a)=v0
fa

nach Teil d) injektiv.
f) Es seien v0 ∈ V eine Quelle und R und S zwei Darstellungen von Q. Es gilt,

dass Σ−
v0
(R⊕ S) ∼= Σ−

v0
(R)⊕ Σ−

v0
(S).
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Satz I.7.13. Es seien Q = (V,A, t, h) ein orientierter Baum und v0 ∈ V ein Knoten.
i) Wenn v0 eine Senke ist, dann ist Σ+

v0
(I) für jede unzerlegbare Darstellung I

von Q, die nicht isomorph zu I[v0] ist, unzerlegbar.
ii) Wenn v0 eine Quelle von Q ist, dann ist Σ−

v0
(I) für jede unzerlegbare Darstel-

lung I von Q, die nicht isomorph zu I[v0] ist, unzerlegbar.

Beweis. Wir beweisen Teil i). Teil ii) verläuft völlig analog.30

Wenn I 6∼= I[v0], dann gilt Σ+
v0
(I) 6= 0. Weiter gilt Σ−

v0
(Σ+

v0
(I)) ∼= I nach Bemerkung

I.7.12, b). Wir nehmen nun an, T1 und T2 seien Darstellungen von σv0(Q), so
dass Σ+

v0
(I) ∼= T1 ⊕ T2. Laut Bemerkung I.7.12, f), haben wir I ∼= Σ−

v0
(T1 ⊕ T2) ∼=

Σ−
v0
(T1) ⊕ Σ−

v0
(T2). Da I unzerlegbar ist, muss einer der beiden Summanden tri-

vial sein. Wir nummerieren so, dass Σ−
v0
(T2) = 0. Wie in Bemerkung I.7.12,

c), beobachtet, muss ein s ∈ N existieren, so dass T2 ∼= I[v0]
⊕s. Schreiben wir

σv0(Q) = (V,A, t ′, h ′) und T1 ⊕ T2 = (Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A), dann ist die Abbildung∑
a∈A:t ′(a)=v0

ga : Sv0 −→ ⊕
a∈A:t ′(a)=v0

Sh ′(a) nicht injektiv. Das widerspricht Bemerkung

I.7.12, a), so dass der Beweis an dieser Stelle beendet ist.

Es seien Q = (V,A, t, h) ein orientierter Baum und v0 ∈ V ein Knoten. Wenn
v0 eine Senke von Q ist, können wir auf Grund von Satz I.7.13, i),

S+v0(Q) : D(Q) −→ D
(
Σ+
v0
(Q)

)
[I] 7−→ { [

Σ+
v0
(I)
]
, falls I 6∼= I[v0][

I[v0]
]
, falls I ∼= I[v0]

definieren. Ist v0 eine Quelle, so erlaubt es Satz I.7.13, ii), die Abbildung

S−v0(Q) : D(Q) −→ D
(
Σ−
v0
(Q)

)
[I] 7−→ { [

Σ−
v0
(I)
]
, falls I 6∼= I[v0][

I[v0]
]
, falls I ∼= I[v0]

einzuführen.

Satz I.7.14. Es seien Q = (V,A, t, h) ein orientierter Baum und v0 ∈ V eine Senke.
Dann ist v0 eine Quelle von σv0(Q), es gilt σv0(σv0(Q)) = Q, und

S+v0(Q) und S−v0
(
σv0(Q)

)
sind zueinander inverse Bijektionen.

Beweis. Die Tatsachen, dass v0 eine Quelle von σv0(Q) ist und dass σv0(σv0(Q)) =
Q, folgen direkt aus den Definitionen. Für eine unzerlegbare Darstellung I von
Q, die nicht isomorph zu I[v0] ist, gilt Σ−

v0
(Σ+

v0
(I) ∼= I nach Bemerkung I.7.12,

30Man beachte auch die Bemerkungen zur Dualität weiter unten.
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b). Nach Definition gilt auch S−v0(σv0(Q))(S+v0(Q)([I[v0]])) = [I[v0]]. All dies zeigt
S−v0(σv0(Q)) ◦ S+v0(Q) = IdD(Q). Ebenso beweist man, dass S+v0(Q) ◦ S−v0(σv0(Q)) =
IdD(σv0 (Q)).

Folgerung I.7.15. Es seien Q1 = (V,A, t1, h1) und Q2 = (V,A, t2, h2) zwei orientier-
te Bäume mit demselben zugrunde liegenden Baum Γ = (V,A, ε). Dann besteht
eine Bijektion zwischen D(Q1) und D(Q2).

Beweis. Laut Lemma I.7.5 existieren Knoten v0, ..., v`, so dass vi eine Senke in
Q(i) ist, i = 0, ..., `, Q(0) := Q1 und Q(i) := σvi−1(· · · (σv0(Q1)) · · · ), i = 1, ..., `, und

Q2 = σv`(Q
(`)) = σv`

(
· · ·
(
σv1(Q1)

)
· · ·
)
.

Nach Satz I.7.14 ist
S+v`(Q

(`)) ◦ · · · ◦ S+v0(Q
(0))

eine Bijektion

Aufgabe I.7.16. a) Es sei Γ = (V,A, ε) ein Baum. Es gebe einen Knoten v0 ∈ V
mit Kantengrad31 d(v0) ≥ 3. Beweisen Sie, dass es einen orientierten Baum Q =
(V,A, t, h) mit zugrunde liegendem Baum Γ und eine unzerlegbare Darstellung
R von Q, die nicht dünn ist, gibt.

b) Es sei Γ = (V,A, ε) ein Baum, so dass d(v) ≤ 2, v ∈ V, für die Kantengrade
der Knoten von Γ gilt. Beweisen Sie, dass Γ bei geeigneter Nummerierung der
Knoten und Pfeile die Gestalt

v1 v2 · · · vn−1 vn,
a1 a2 an−2 an−1

n = #V, annimmt.
c) Es sei Q = (V,A, t, h) ein orientierter Baum, dessen zugrunde liegender

Graph durch die Abbildung in Teil b) gegeben ist, n = #V. Zeigen Sie, dass alle
Darstellungen von Q dünn sind.

d) Schließen Sie, dass die orientierten Bäume, für die alle unzerlegbaren
Darstellungen dünn sind, genau diejenigen sind, deren zugrunde liegender
Baum wie in Teil b) aussieht.

I.8 Anhang. Kategorien und Funktoren
Was ist ein Funktor?

Es seien Q = (V,A, t, h) ein Köcher, v0 ∈ V eine Senke und σv0(Q) = (V,A, t ′, h ′).
Bisher haben wir Σ+

v0
als eine Art Zuordnung kennengelernt, die einer Darstel-

lung R von Q die Darstellung Σ+
v0
(R) von σv0(Q) zuweist.32 Der Hauptaspekt ist

31s. Seite 5
32Wir werden diesen Begriff gleich noch präzisieren.
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nun, dass Σ+
v0

auch auf Homomorphismen wirkt. Dazu seien R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈
A) und S = (Sv, v ∈ V, ga, a ∈ A) Darstellungen von Q und ϕ = (ϕv, v ∈ V) : R −→ S

ein Homomorphismus (s. S. 12). Nach Definition eines Homomorphismus ist
das Diagramm ⊕

a∈A:h(a)=v0
Rt(a) Rv0

⊕
a∈A:h(a)=v0

St(a) Sv0

∑
a∈A:h(a)=v0

fa

∑
a∈A:h(a)=v0

ϕt(a)
ϕv0∑

a∈A:h(a)=v0

ga

kommutativ. Daher bildet die Abbildung
∑

a∈A:h(a)=v0
ϕt(a) den Kern von

∑
a∈A:h(a)=v0

fa

in den Kern von
∑

a∈A:h(a)=v0
ga ab und induziert somit eine lineare Abbildung

ϕ ′v0 : R
′
v0

= Ker
( ∑
a∈A:h(a)=v0

fa

)
−→ Ker

( ∑
a∈A:h(a)=v0

ga

)
= S ′v0 .

Weiter setzen wir ϕ ′v := ϕv, v ∈ V \ {v0}. Wir müssen nun noch überprüfen, dass
Σ+
v0
(ϕ) := ϕ ′ := (ϕ ′v, v ∈ V) ein Homomorphismus von Σ+

v0
(R) = (R ′v, v ∈ V, f ′a, a ∈ A)

nach Σ+
v0
(S) = (S ′v, v ∈ V, g ′a, a ∈ A) ist. Die Bedingung ist nur für Pfeile a ∈ A

mit t ′(a) = v0 zu überprüfen. Nach Konstruktion von ϕ ′v0 kommutiert für einen
solchen Pfeil das Diagramm

R ′v0
⊕

b∈A:t ′(b)=v0
R ′h ′(b) R ′h ′(a)

S ′v0
⊕

b∈A:t ′(b)=v0
S ′h ′(b) S ′h ′(a)

ϕ ′v0
∑

b∈A:t ′(b)=v0

ϕ ′
h ′(b)

πRa

ϕ ′
h ′(a)

πSa

.

Dabei sei πRa :
⊕

b∈A:t ′(b)=v0
R ′h ′(b) 7−→ R ′h ′(a), (sb, t

′(b) = v0) 7−→ sa, und πSa sei analog

definiert. Die Abbildung in der oberen Zeile ist nach Definition f ′a und die in der
unteren g ′a. Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe I.8.1. a) Es sei R eine Darstellung von Q. Überprüfen Sie Σ+
v0
(IdR) =

IdΣ+v0 (R).
b) Es seien R, S und T Darstellungen von Q und ϕ : R −→ S, ψ : S −→ T

Homomorphismen. Zeigen Sie, dass

Σ+
v0
(ψ ◦ϕ) = Σ+

v0
(ψ) ◦ Σ+

v0
(ϕ).
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c) Führen Sie die analogen Überlegungen für Σ−
v0

für den Fall, dass v0 eine
Quelle ist, durch.

Die Eigenschaften a) und b) aus dieser Übung sind die charakteristischen
Eigenschaften eines Funktors.

Um die obigen Konzepte noch etwas zu präzisieren, gehen wir kurz auf
den Begriff einer Kategorie ein. Dazu müssen wir noch einmal in die Diskus-
sion der Mengenlehre aus [40], Abschnitt II.1, oder [35], Abschnitt 1.2, ein-
steigen. Dort haben wir gesehen, dass die Bildung der Menge aller Mengen
zu Widersprüchen führt. Der Ausweg aus dem Dilemma ist die axiomatische
Mengenlehre. Eine Variante dieser axiomatischen Mengenlehre ist die soge-
nannte Mengen-Klassen-Lehre, die etwa in dem Buch [13] vorgestellt wird. In
der Mengen-Klassen-Lehre gibt es Mengen und Klassen.

Dabei sind Mengen spezielle Klassen.

Weiter existiert die Elementbeziehung ”∈“, die zwischen Mengen und Klassen
bestehen kann.

Die Elemente von Klassen sind Mengen. Klassen, die keine Mengen sind,
können nicht Elemente von Klassen sein.

Man darf nun beliebig Mengen zu Klassen zusammenfassen. Insbesondere
existiert die Klasse A aller Mengen, die sogenannte Allklasse. Die russelsche
Antinomie ([35], 1.2.2) zeigt, dass die Allkasse eine echte Klasse ist, also eine
Klasse, die keine Menge ist. Wäre A nämlich eine Menge, dann müsste A ∈ A
gelten, und man erhielte den üblichen Widerspruch.

Eine Kategorie C besteht nun aus folgenden Bausteinen:

• einer Klasse Ob(C) von Objekten der Kategorie,

• einer Menge MorC(X, Y) von Morphismen zu je zwei Objekten X, Y ∈ Ob(C)
der Katgorie,

• einer Verknüpfungsabbildung

C◦
X,Y,Z

: MorC(X, Y)×MorC(Y, Z) −→ MorC(X,Z)

(f, g) 7−→ g
C◦

X,Y,Z
f

zu je drei Objekten X, Y, Z ∈ Ob(C),
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• einem Element IdX ∈ MorC(X,X) zu jedem Objekt X ∈ Ob(C),

so dass

• IdY
C◦

X,Y,Y
f = f und f

C◦
X,X,Y

IdX = f für Objekte X, Y ∈ Ob(C) und jeden Morphis-

mus f ∈ MorC(X, Y) gilt,

• für je vier Objekte W,X, Y, Z ∈ Ob(C) das Diagramm

MorC(W,X)×MorC(X, Y)×MorC(Y, Z) MorC(W,X)×MorC(X,Z)

MorC(W,Y)×MorC(Y, Z) MorC(W,Z)

IdMorC(W,X)×
C◦

X,Y,Z

C◦
W,X,Y

×IdMorC(Y,Z)
C◦

W,X,ZC◦
W,Y,Z

kommutiert.

Für X, Y ∈ Ob(C) schreiben wir oft f : X −→ Y statt f ∈ MorC(X, Y). Die Indizes bei
der Veknüpfung werden meist weggelassen, d.h., wir schreiben einfach ”◦“ statt

”
C◦

X,Y,Z
“, X, Y, Z ∈ Ob(C). Das zweite Axiom lautet dann

∀W,X, Y, Z ∈ Ob(C), ∀f : W −→ X, g : X −→ Y, h : Y −→ Z : (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f),
und man erkennt, dass es sich um das Assoziativgesetz handelt.

Beispiel I.8.2. a) Die Kategorie der Mengen Sets hat als Objekte die Mengen;
Ob(Sets) := A. Für Mengen X, Y sei MorSets(X, Y) die Menge aller Abbildungen
von X nach Y.33 Die Verknüpfung ist die Verknüpfung von Abbildungen. Die
obigen Axiome sind uns in diesem Fall wohlbekannt. Die Kategorie Sets ist
gewissermaßen der Prototyp für Katgorien.

b) Es seien k ein Körper. Mit Hilfe der Axiome der Mengenlehre können
wir alle k-Vektorräume zu einer Klasse Ob(Vektk) zusammenfassen. Für k-
Vektorräume V,W sei MorVektk(V,W) := Homk(V,W) die Menge der k-linearen
Abbildungen von V nach W. Da die Identität eines Vektorraums und die Ver-
knüpfung k-linearer Abbildungen k-linear sind, sind die Veknüpfungen defi-
niert und die Axiome erfüllt. Somit ist die Kategorie Vektk der k-Vektorräume
erklärt. Entsprechend können wir die Kategorie ed-Vektkder endlichdimensio-
nalen k-Vektorräume einführen.

c) Es seien k ein Körper und Q ein Köcher. Es sollte nun klar sein, wie man
die Kategorie ed-Rep

k
(Q) der endlichdimensionalen Darstellungen von Q definie-

ren muss. Es ist die Kategorie, mit der wir uns in diesem Kapitel beschäftigt
haben.

d) Es sei Q = (V,A, t, h) ein Köcher. In Aufgabe I.2.3 wurde die Menge Π der
Pfade in Q betrachtet. Wir definieren die Kategorie Q mit Ob(Q) := V34 und

33Man erinnere sich daran, dass dies eine Teilmenge der Potenzmenge P(X×Y) von X×Y ist.
34Hier bilden die Objekte also eine Menge.
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MorQ(v,w) := {p ∈ Π | v ist der Startpunkt von p und w der Endpunkt }, v,w ∈
V. Die Verknüpfung ist durch die Operation ”?“ gegeben, die in Aufgabe I.2.3
beschrieben wurden. Für v ∈ V spielt das Element fv ∈ MorQ(v, v), das ebenfalls
in Aufgabe I.2.3 erklärt wurde, die Rolle der Identität. Das Assoziativgesetz
wurde bereits im Rahmen von Aufgabe I.2.3 verifiziert. Dieses Beispiel zeigt,
dass die Morphismen zwischen zwei Objekten einer Kategorie nicht immer eine
Interpretation als Abbildungen zwischen den entsprechenden Mengen haben
müssen.

Die Leserin bzw. der Leser findet gewiss noch zahlreiche weitere Kategorien,
die ihr bzw. ihm im bisherigen Studium begegnet sind. Mit Hilfe von Kategorien
können wir die Gegenstände einer Theorie, für die wir uns interessieren, z.B.
k-Vektorräume und k-lineare Abbildungen, zu einem neuen mathematischen
Objekt zusammenfassen.

Mit Hilfe von Funktoren können wir verschiedene Kategorien und damit
auch verschiedene Theorien in Bezug setzen oder auch Symmetrien einer Ka-
tegorie beschreiben. Seien also C und D Kategorien. Ein Funktor F : C −→ D
besteht aus

• einer Abbildung F : Ob(C) −→ Ob(D) zwischen den Klassen der Objekte von
C und D,

• einer Abbildung FX,Y : MorC(X, Y) −→ MorD(F(X), F(Y)) zwischen den Mor-
phismenmengen zu je zwei Objekten X, Y ∈ Ob(C),

so dass

• FX,X(IdX) = IdF(X) für jedes Objekt X ∈ Ob(C),

• FX,Z(g
C◦

X,Y,Z
f) = FY,Z(g)

D◦
F(X),F(Y),F(Z)

FX,Y(f) für je drei Objekte X, Y, Z ∈ Ob(C) und

Morphismen f ∈ MorC(X, Y), g ∈ MorC(Y, Z).

Man beachte die Ähnlichkeit zur Definition und ersten Eigenschaft von Grup-
penhomomorphismen35 ([40], Definition IV.3.7).

Beispiel I.8.3. a) Es sei k ein Körper. Der Vergissfunktor F : Vektk −→ Sets ordnet
einem k-Vektorraum (V,+, ·) die zugrunde liegende Menge V zu und sieht eine
k-lineare Abbildung f : V −→ W nur noch als mengentheoretische Abbildung
an. Wir benutzen diesen Funktor implizit, wenn wir von Eigenschaften wie In-
jektivität oder Surjektivität etwa von Homomorphismen sprechen, die nur von
den zugrunde liegenden mengentheoretischen Abbildungen abhängen.

35Die Eigenschaft FX,X(IdX) = IdF(X), X ∈ Ob(C), ist hier nicht automatisch erfüllt, da Mor-
phismen im Allgemeinen keine Inversen besitzen.
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b) Es seien Q = (V,A, t, h) ein Köcher und v0 ∈ V eine Senke von V. Die
Zuordnungen R 7−→ Σ+

v0
(R), R eine Darstellung von Q, Σ+

v0
(ϕ) : Σ+

v0
(R) −→ Σ+

v0
(S),

R, S Darstellungen von Q, ϕ : R −→ S ein Homomorphismus, definieren einen
Funktor Σ+

v0
: ed-Rep

k
(Q) −→ ed-Rep

k
(σv0(Q)) (s. auch Aufgabe I.8.1). Ebenso

definiert man für eine Quelle w0 ∈ V von Q den Funktor Σ−
w0

: ed-Rep
k
(Q) −→

ed-Rep
k
(σw0(Q)). Dies sind die Reflexionsfunktoren.

Aufgabe I.8.4. Es seien k ein Körper, Q ein Köcher und Q die Kategorie, die
in Beispiel I.8.2, d), dem Köcher Q zugewiesen wurde. Überprüfen Sie, dass
die Angabe eines Funktors F : Q −→ ed-Vektk äquivalent zu der Angabe einer
Darstellung R von Q ist.

Wir möchten die Kategorientheorie an dieser Stelle nicht weiter vertiefen. Im
nächsten Abschnitt stellen wir noch ein wichtiges Beispiel eines Funktors vor.

Man beachte, dass in dem Buch [3] die Sprache der Kategorien und Funk-
toren von Beginn an in der linearen Algebra verwendet wird. Dementsprechend
findet der interessierte Leser bzw. die interessierte Leserin dort weitere Beispie-
le und Vertiefungen zu diesem Thema.

Dualität

Die Tatsache, dass wir mit den Begriffen der Kategorien und Funktoren eine
neue Sprache eingeführt haben, mit der wir die Grundbausteine einer mathe-
matischen Theorie, die Objekte und die Morphismen zwischen ihnen, und ih-
re fundamentalen Gesetzmäßigkeiten beschreiben können, stellt noch keinen
Fortschritt dar. Allerdings zwingt uns die sogenannte Kategorientheorie zu ei-
ner noch präziseren Ausdrucksweise. Dabei spielen Diagramme eine wichtige
Rolle. Mit ihnen können wir Begriffe wie die Injektivität einer mengentheoreti-
schen Abbildung auf eine Weise formulieren, die in jeder Kategorie Sinn macht,
und so die richtige Verallgemeinerung finden.

Bemerkung I.8.5. Die Sprache der Kategorien und Funktoren gestattet es uns
auch, den Begriff des Diagramms sauber zu definieren. Dazu seien Q ein Kö-
cher und Q die zugehörige Kategorie (s. Beispiel I.8.2, d). Ein Q-Diagramm in
einer Kategorie C ist ein Funktor D : Q −→ C. Man denke z.B. an den Köcher Q,
der durch das Bild

• •

• •

veranschaulicht wird. (Die Kommutativität des entsprechenden Diagramms in
C ist in der Definition des Q-Diagramms noch nicht eingeschlossen.) Ein Q-
Diagramm in ed-Vektk haben wir als Darstellung von Q kennengelernt. (Welche
Sprechweise man verwendet, hängt von den Fragestellungen ab.)
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Eine scheinbar banale Operation ist nun das Umdrehen aller Pfeile in einem
Diagramm. Allerdings kann man damit zu jedem Konzept ein ”duales“ Konzept
formulieren. Wir veranschaulichen diese Operation mit dem Diagramm

A B C
g1

g2

f

in der Kategorie Sets der Mengen. Die Abbildung f : B −→ C ist genau dann
injektiv, wenn für jede Menge A und jedes Paar (g1, g2) von Abbildungen von
A nach B aus f ◦ g1 = f ◦ g2 folgt, dass g1 = g2. Um dies einzusehen, nehmen
wir zunächst an, dass f injektiv ist. Seien also A eine Menge und gi : A −→ B,
i = 1, 2, zwei Abbildungen mit f ◦ g1 = f ◦ g2. Das bedeutet

∀x ∈ A : f
(
g1(x)

)
= (f ◦ g1)(x) = (f ◦ g2)(x) = f

(
g2(x)

)
.

Da f injektiv ist, folgt

∀x ∈ A : g1(x) = g2(x),

d.h., g1 = g2. Sei nun die angegebene Bedingung erfüllt. Es seien y1, y2 ∈ B
Elemente mit f(y1) = f(y2). Wir wählen A = {1}, g1 : A −→ B, 1 7−→ y1, und
g2 : A −→ B, 1 7−→ y2. Es gilt dann f ◦ g1 = f ◦ g2. Die Voraussetzung besagt
g1 = g2, also y1 = g1(1) = g2(1) = y2. Die Abbildung f ist also injektiv.

Drehen wir die Pfeile um, dann erhalten wir das Diagramm

A B C
g1

g2

f
.

Man erhält eine neue Eigenschaft einer Abbildung f : C −→ B, die fordert, dass
für jede Menge A und jedes Paar (g1, g2) von Abbildungen von B nach A aus
g1 ◦ f = g2 ◦ f folgt, dass g1 = g2. Man kann nun zeigen, dass diese Eigenschaft
äquivalent dazu ist, dass f surjektiv ist. Injektivität und Surjektivität sind also
im obigen Sinne dual zueinander.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel aus der Kategorie ed-Vektk, das auch
in der Kategorie ed-Rep(Q) existiert. Es seien k ein Körper, X, Y zwei endlichdi-
mensionale k-Vektorräume und Z := X ⊕ Y ihre direkte Summe. Wir haben die
k-linearen Abbildungen pX : Z −→ X, (x, y) 7−→ x, und pY : Z −→ Y, (x, y) 7−→ y.
Das Tripel (Z, pX, pY) hat eine sogenannte universelle Eigenschaft. Für jedes Tri-
pel (W, fX, fY), das aus einem endlichdimensionalen k-Vektorraum W und k-
linearen Abbildungen fX : W −→ X und fY : W −→ Y besteht, existiert genau eine
k-lineare Abbildung fX+fY : W −→ Z, so dass pX◦(fX+fY) = fX und pY◦(fX+fY) = fY.
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Wir illustrieren diese universelle Eigenschaft mit Hilfe des Diagramms

W

Z X

Y

fX

fY

∃!(fX+fY)

pX

pY

.

Die gesuchte Abbildung ist fX+fY : W −→ Z, w 7−→ (fX(w), fY(w)). Die Eigenschaft
besagt, dass

Homk(W,X)⊕Homk(W,Y) −→ Homk(W,Z)

(fX, fY) 7−→ fX + fY

eine Bijektion ist.36 Sie ist invers zu

Homk(W,Z) −→ Homk(W,X)⊕Homk(W,Y)

g 7−→ (pX ◦ g, pY ◦ g).

Die duale universelle Eigenschaft wird durch das Diagramm

W

Z X

Y

fX+fY

iX

fX

iY
fY

veranschaulicht. Gesucht ist also ein endlichdimensionaler k-Vektorraum Z zu-
sammen mit k-linearen Abbildungen iX : X −→ Z und iY : Y −→ Z, so dass für
jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum W und alle k-linearen Abbildungen
fX : X −→ W, fY : Y −→ W genau eine k-lineare Abbildung fX + fY : Z −→ W mit
(fX + fY) ◦ iX = fX und (fX + fY) ◦ iY = fY existiert. Die Abbildung

Homk(X,W)⊕Homk(Y,W) −→ Homk(Z,W)

(fX, fY) 7−→ fX + fY

ist dann eine Bijektion, die invers zu

Homk(Z,W) −→ Homk(X,W)⊕Homk(Y,W)

g 7−→ (g ◦ iX, g ◦ iY)

ist. Hier können wir Z := X ⊕ Y, iX : X −→ Z, x 7−→ (x, 0), iY : Y −→ Z, y 7−→ (0, y)
setzen und fX + fY : Z −→W, (x, y) 7−→ fX(x) + fY(y), definieren.

36Es handelt sich sogar um einen k-linearen Isomorphismus.
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Bemerkung I.8.6. a) In einer beliebigen Kategorie muss keines der beiden ”uni-
versellen Probleme“ eine Lösung haben. Es kann auch vorkommen, dass eines
eine Lösung hat und das andere nicht. Die beiden Probleme können auch ver-
schiedene Lösungen haben.

b) Eine andere Inkarnation des Umdrehens von Pfeilen ist die duale Katego-
rie Cop einer Kategorie C. Hier setzt man Ob(Cop) := Ob(C) und

∀A,B ∈ Ob(Cop) = Ob(C) : MorCop(A,B) := MorC(B,A).

Für A ∈ Ob(Cop) gilt MorCop(A,A) = MorC(A,A), so dass IdA definiert ist. Wir
überlassen es dem Leser bzw. der Leserin, die Verknüpfungen von Morphismen
zu definieren und die Axiome einer Kategorie zu verifizieren.

In der Kategorie ed-Vektk haben wir einen Funktor, der das Umdrehen der
Pfeile realisiert. Dies ist

(·)∨ : ed-Vektk −→ ed-Vektopk ,
Ob(ed-Vektk) −→ Ob(ed-Vektopk )

V 7−→ V∨ := Homk(V, k),

∀V,W ∈ Ob(ed-Vektk) : Homk(V,W) −→ Homk(W
∨, V∨)

f 7−→ { f∨ : W∨ −→ V∨

λ 7−→ λ ◦ f .

Bemerkung I.8.7. Wir können nicht sagen, dass die Abbildung (zwischen Klas-
sen) (·)∨ : Ob(ed-Vektk) −→ Ob(ed-Vektopk ) eine Bijektion ist. Für endlichdimen-
sionale k-Vektorräume V,W ist Homk(V,W) −→ Homk(W

∨, V∨), f 7−→ f∨, aller-
dings ein k-linearer Isomorphismus. Schließlich ist für jeden endlichdimensio-
nalen k-Vektorraum V

V −→ V∨∨
= Homk(V

∨, k)

v 7−→ (
(f : V −→ k) 7−→ f(v)

)
ein k-linearer Isomorphismus. Für f : V −→W kommutiert das Diagram

V W

V∨∨
W∨∨

f

∼= ∼=

f∨
∨

.

Dies wollen wir nun auf Darstellungen von Köchern ausdehnen. Es sei Q =
(V,A, t, h) ein Köcher. Der zu Q duale Köcher ist Q∨ = (V,A, t∨, h∨) mit t∨ := h

und h∨ := t. Der Köcher Q entsteht also aus Q, indem man alle Pfeile umdreht.
Für eine Darstellung R = (Rv, v ∈ V, fa, a ∈ A) von Q ist R∨ := (R∨

v , v ∈ V, f∨a , a ∈ A)
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eine Darstellung von Q∨, die zu R duale Darstellung. Für Darstellungen R, S
von Q und einen Homomorphismus ϕ = (ϕv, v ∈ V) : R −→ S ist ϕ∨ = (ϕ∨

v , v ∈
V) : S∨ −→ R∨ ebenfalls ein Homomorphismus. Auf diese Weise erhalten wir den
Funktor

(·)∨ : ed-Rep(Q) −→ ed-Rep(Q∨)op.

Ist v0 eine Quelle von Q, dann ist v0 eine Senke von Q∨. Für eine Darstellung R
von Q gilt

Σ−
v0
(R) ∼=

(
Σ+
v0
(R∨)

)∨
.

Dazu muss man Bemerkung I.8.7 benutzen. Die Leserin bzw. der Leser möge
die entsprechende Aussage für Homomorphismen von Darstellungen formulie-
ren und beweisen. Mit dieser Beobachtung kann man die Eigenschaften des
Reflexionsfunktors Σ−

v0
formal auf die Eigenschaften des Reflexionsfunktors Σ+

v0

zurückführen.

Weitere Resultate

Ein Köcher Q, für den es nur endlich viele Isomorphieklassen von unzerleg-
baren Darstellungen gibt, hat endlichen Darstellungstyp. Wir haben bisher ge-
zeigt, dass ein Köcher, dessen zugrunde liegender Graph die Gestalt

An : 1 2 · · · n− 1 n, n ≥ 1,1 2 n−2 n−1

annimmt, endlichen Darstellungstyp hat. Für den Graphen Dn aus Abbildung
I.5.6 kann man ebenfalls noch auf recht elementare Weise zeigen, dass er end-
lichen Darstellungstyp hat (s. [31], Part 2, [41], Section 1). Mit Hilfe der Reflexi-
onsfunktoren beweist man weiter, dass jeder Köcher, dessen zugrunde liegen-
der Graph die Form

n+

1 · · · n

n−

a1 an−1

a+

a−

hat, ebenfalls endlichen Darstellungstyp hat. Ein fundamentaler Satz von Ga-
briel37 ([14], [15]), der in [22], [31] und [7], Chapter 4, besprochen wird, besagt,
dass die einzigen weiteren Köcher, die einen endlichen Darstellungstyp haben,

37Peter Gabriel (1933 - 2015 ), französischer Mathematiker.

50



I.8. Anhang. Kategorien und Funktoren

diejenigen sind, deren zugrunde liegender Graph einer der folgenden ist:

E6 :

1 2 3 4 5

6

E7 :

1 2 3 4 5 6

7

E8 :

1 2 3 4 5 6 7

8

.

Es gibt eine weitere Klasse von Köchern, die man zahm nennt, für die man das
Klassifikationsproblem noch gut lösen kann. Die Liste findet man z.B. in [7],
Chapter 7. Alle anderen Köcher bezeichnet man als wild. Hier besteht wenig
Hoffnung, das Klassifikationsproblem auf ähnlich explizite Weise zu lösen wie
für die Köcher von endlichem Darstellungstyp oder die zahmen Köcher.

Beispiel I.8.8. Ein Beispiel für einen wilden Köcher ist

•

Eine Darstellung dieses Köchers ist ein Tripel (R, f1, f2), das aus einem end-
lichdimensionalen k-Vektorraum R und zwei Endomorphismen f1, f2 : R −→ R

besteht. Die Klassifikation der Darstellungen, in den R die Dimension n hat, ist
äquivalent zu der Beschreibung der Ähnlichkeitsklassen von Paaren von Ma-
trizen (M1,M2) ∈ Mat(n;k) ⊕Mat(n;k), n ≥ 1. Hier sagen wir, dass (A1, A2) und
(B1, B2) ähnlich sind, wenn es eine invertierbare Matrix S ∈ GLn(k) mit

S ·A1 · S−1 = B1 und S ·A2 · S−1 = B2

gibt. (Man vergleiche [40], Definition V.1.4). Es ist bemerkenswert, dass ein so
einfach zu formulierendes Problem derart komplex ist.
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II
Ripsfiltrierungen und beständige
Homologie

Die Idee hinter simplizialen Komplexen ist, komplexe Gebilde aus einfachen
Bausteinen zusammenzusetzen. Im Fall von Flächen sind die Bausteine Drei-
ecke, bei höherdimensionalen Objekten sogenannte Simplexe. Ein Simplizial-
komplex kann abstrakt definiert werden mit Hilfe einer endlichen Menge und
ihrer Teilmengen. Diese Struktur kann man einem Computer ”beibringen“. Die-
se Möglichkeit wird in der Computergraphik intensiv genutzt ([24], Abschnitt
12.1). Abbildung II.1 zeigt zwei Beispiele.1 Nun gibt es allerdings viele Möglich-

1Das Beispiele stammen von Wikipedia (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Torus-triang.svg, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Triang-cyl-sph4.
svg), erstellt von Nutzer Ag2gaeh (https://de.wikipedia.org/wiki/Benutzer:Ag2gaeh).

Abbildung II.1: Beispiele für Triangulierungen von Flächen im Raum
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keiten, ”dasselbe“ Objekt zu triangulieren, d.h., als Simplizialkomplex darzu-
stellen.2 Wir suchen daher Invarianten, die wir einem Simplizialkomplex zu-
ordnen können, so dass zwei Simplizialkomplexe, die im obigen Sinne dasselbe
Objekt darstellen, auch ”dieselben“ Invarianten3 haben. Die Gleichheit der In-
varianten ist also eine notwendige, aber meist nicht hinreichende Bedingung
dafür, dass zwei Simplizialkomplexe denselben topologischen Raum beschrei-
ben. Die Invarianten sind endlichdimensionale Vektorräume, die sich elegant
definieren und gut berechnen lassen.

Wenn nun eine endliche Teilmenge V = { v1, ..., vm } ⊂ RN gegeben ist, dann
kann man mit dieser Teilmenge sehr viele verschiedene Simplizialkomplexe,
die verschiedene topologische Räume beschreiben, erstellen. Um die Ripsfil-
trierung4 zu erhalten, verwendet man den euklidischen Abstand auf RN, um
endlich viele ”verschachtelte“ Simplizialkomplexe K(1) ⊂ · · · ⊂ K(n) zu definieren.
Mit Hilfe der simplizialen Homologie kann man so einer verschachtelten Fol-
ge von Simplizialkomplexen ihre sogenannte beständige Homologie zuordnen.
Diese setzt sich aus Darstellungen des Köchers

An : 1 −−−→ · · · −−−→ n

zusammen. In Abschnitt I.6 haben wir bewiesen, dass eine solche Darstellung
bis auf Isomorphie durch die Angabe eines Tupels ((l1,m1), ..., (ls,ms)) von Paa-
ren (li,mi) mit 1 ≤ li ≤ mi ≤ n, i = 1, ..., s, bestimmt ist. Man nennt dies auch
einen Strichcode. Diese Konstruktion wurde erfolgreich eingesetzt, um großen
Datensätzen einfache Invarianten zuzuordnen.

Zum Aufwärmen werden wir verschiedene Triangulierungen eines regelmä-
ßigen n-Ecks betrachten, um einen Eindruck von der Komplexität des Problems
zu bekommen. Es ergibt sich eine Anwendung auf das sogenannte Wächter-
oder Museumsproblem. Zudem besteht ein interessanter Zusammenhang zu
Köchern.

Hinweise zur Literatur.

Der Formalismus der (abstrakten) Simplizialkomplexe ist z.B. in Kapitel 7 des
Buchs [33] enthalten. Der neugierige Leser bzw. die neugierige Leserin erfährt
dort auch mehr über die Rolle von Simplizialkomplexen in der Topologie. Einen
guten Überblick geben auch die Folien [11]. Das Wächterproblem wird in [5],

2Die Objekte, von denen wir hier reden sind topologische Räume. Jeder Simplizialkomplex
definiert einen topologischen Raum, und wir sagen, dass zwei Simplizialkomplexe dasselbe
Objekt beschreiben, wenn die zugehörigen topologischen Räume homöomorph, also isomorph
im Sinne der Topologie, sind.

3Auch hier versteckt sich wieder ein geeigneter Isomorphiebegriff.
4Eliyahu Rips (geb. 1948), israelischer Mathematiker.
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Abbildung II.2: Beispiele für Polygone

Kapitel 3, besprochen. Hierzu gibt es auch die Folien [20] von der Freien Uni-
versität Berlin.

II.1 Triangulierungen von Polygonen

Ein Vieleck oder Polygon Π besteht aus einer endlichen Teilmenge P ⊂ R2, die
mindestens drei Punkte enthält, und einer Bijektion β : { 1, ..., n } −→ P, n = #P.
Wir schreiben kurz Π = (p1, ..., pn). Die Punkte p1, ..., pn nennen wir die Ecken
des Polygons. Möchten wir die Anzahl der Ecken betonen, sprechen wir auch
von einem n-Eck. Die Kanten des Polygons Π = (p1, ..., pn) sind

si :=
{
λ · pi + (1− λ) · pi+1 | λ ∈ [0, 1]

}
, i = 1, ..., n− 1, und

sn :=
{
λ · pn + (1− λ) · p1 | λ ∈ [0, 1]

}
.

Wir setzen auch

s̊i :=
{
λ · pi + (1− λ) · pi+1 | λ ∈ (0, 1)

}
, i = 1, ..., n− 1, und

s̊n :=
{
λ · pn + (1− λ) · p1 | λ ∈ (0, 1)

}
.

Das Polygon Π = (p1, ..., pn) ist einfach, wenn

∀1 ≤ i < j ≤ n : s̊i ∩ s̊j = ∅.

In der Abbildung II.2 ist nur das dritte Polygon einfach.
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Abbildung II.3: Zwei Beispiele für Triangulierungen

Bemerkung II.1.1. Der Leser bzw. die Leserin möge sich davon überzeugen,
dass man bei einem einfachen Polygon von dem Inneren und dem Äußeren
des Polygons sprechen kann. Dies ist der jordansche Kurvensatz für einfache
Polygone (Satz II.7.7).

Kreispolygone

Es sei S := { (a, b) ∈ R2 |a2 + b2 = 1 } der Einheitskreis. Wir betrachten jetzt ein
Polygon Π = (p1, ..., pn) mit pi ∈ S, i = 1, ..., n, so dass es 0 ≤ t1 < · · · < tn <

1 mit pi = (cos(2π · ti), sin(2π · ti)), i = 1, ..., n, gibt, d.h., die Punkte sind so
nummeriert, wie man sie antrifft, wenn man den Einheitskreis beginnend in
(1, 0) im mathematisch positiven Sinn einmal umrundet. Die Diagonalen von Π
sind die Strecken

δij :=
{
λ · pi + (1− λ) · pj | λ ∈ [0, 1]

}
, j ∈ { i+ 2, ..., n }, i = 1, ..., n− 2, (i, j) 6= (1, n).

Eine Triangulierung des Polygons Π = (p1, ..., pn) ist eine Zerlegung von Π in n−2
Dreiecke durch n− 3 Diagonalen (s. Abbildung II.3).

Bemerkung II.1.2. Das Konzept kann man sich gut induktiv veranschaulichen.
Ein Dreieck wird durch null Diagonalen in ein Dreieck zerlegt. In einem Viereck
gibt es zwei Diagonalen. Jede dieser Diagonalen zerlegt das Viereck in zwei
Dreiecke.
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In einem n-Eck zerlegt eine Diagonale das n-Eck in ein i-Eck und ein j-Eck mit
i, j ≥ 3 und i+ j = n+ 2.

Satz II.1.3. Es sei n ≥ 1. Ein (n+ 2)-Eck besitzt

(2n)!

(n+ 1)! · n!
=

1

n+ 1
·
(
2n

n

)
Triangulierungen.

Die Zahl (2n)!/((n+1)!·n!) ist als n-te Catalan5-Zahl bekannt. Catalan-Zahlen
treten in einer Vielzahl von Zählproblemen auf, und es gibt ganze Bücher über
sie, z.B. [32]. Die obige Formel geht ebenfalls auf Euler ([9], Problem 7) zurück.
Wir stellen hier den Beweis von Lamé6 aus [23] vor.

Beweis von Satz II.1.3. Für ` ≥ 1 sei π(`) die Anzahl der Triangulierungen eines
(` + 2)-Ecks. Es sei π(0) := 1. Wir geben nun zwei Rekursionsformeln für diese
Anzahl an.

Wir betrachten zunächst eine feste Triangulierung. Die Kante sn+2, die die
Ecken 1 und n + 2 verbindet, kommt in genau einem Dreieck der Triangulie-
rung vor. Die dritte Ecke dieses Dreiecks sei k ∈ { 2, ..., n + 1 }. Wir erhalten das
k-Eck (p1, ..., pk) und das (n− k+ 3)-Eck (pk, ..., pn+2) (s. Abbildung II.4).7 Das k-
Eck (p1, ..., pk) kann auf π(k− 2) Weisen trianguliert werden, das (n− k+ 3)-Eck
(pk, ..., pn+2) auf π(n− k+ 1) Arten.8 Es gibt also π(k− 2) · π(n− k+ 1) Triangulie-
rungen, die das Dreieck mit den Ecken k, 1 und n+ 2 enthalten, k = 2, ..., n+ 1.

5Eugène Charles Catalan (1814 - 1894), belgischer Mathematiker.
6Gabriel Lamé (1795 - 1870), französischer Mathematiker und Physiker.
7In Abbildung II.4 weichen wir von der Konvention für die Nummerierung ab, weil wir nicht

von (1, 0) aus startend nummerieren. Die Punkte sind aber weiterhin im mathematisch positi-
ven Sinn entlang des Einheitskreises nummeriert. Dies ist die wichtige Eigenschaft, die man
für das Argument braucht.

8Für k = 2 und k = n+ 1 entsteht ein ”Zweieck“. Hier verwenden wir π(0) = 1.
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Abbildung II.4: Zur Herleitung der Rekursionsformel

Das liefert die Rekursionsformel

π(n) =

n−1∑
k=0

π(k) · π(n− k− 1). (II.1)

Wir fixieren den Punkt p1. Wie bereits in Bemerkung II.1.2 explizit gemacht
teilt die Diagonale δ1k das Polygon in ein k-Eck und ein (n − k + 4)-Eck, k =
3, ..., n+ 1. Es gilt somit π(k− 2) ·π(n−k+ 2) Triangulierungen, die die Diagonale
δ1k enthalten. Wir betrachten zunächst den Ausdruck

n−1∑
k=1

π(k) · π(n− k). (II.2)

Dies ist nicht die Anzahl aller Triangulierungen, da dieser Ausdruck Triangu-
lierungen mehrfach zählt, denn für 3 ≤ k1 < k2 ≤ n+1 gibt es Triangulierungen,
die sowohl die Diagonale δ1k1 als auch die Diagonale δ1k2 enthalten. Wir bilden
denselben Ausdruck für jede der n+ 2 Ecken, summieren und erhalten

(n+ 2) ·
n−1∑
k=1

π(k) · π(n− k). (II.3)

Jetzt können wir leicht ermitteln, wie oft jede Triangulierung durch den obigen
Ausdruck gezählt wird. Wie bereits bemerkt ist eine Triangulierung durch n− 1
Diagonalen bestimmt. Es sei δ eine dieser Diagonalen. Sie verbinde die Punkte
pi und pj. Auf Grund dieser Diagonalen wird sie einmal durch die Formel (II.2)
für den Punkt pi und einmal durch die entsprechende Formel für den Punkt
pj gezählt. Auf Grund ihrer n − 1 Diagonalen wird eine Triangulierung von der
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Formel (II.3) insgesamt (2n− 2)-mal gezählt, so dass

π(n) =
n+ 2

2n− 2
·
n−1∑
k=1

π(k) · π(n− k). (II.4)

Mit (II.1) und (II.4) folgt

π(n) − 2 · π(n− 1) =

n−2∑
k=1

π(k) · π(n− k− 1) =
2n− 4

n+ 1
· π(n− 1),

so dass
π(n) =

4n− 2

n+ 1
· π(n− 1), n ≥ 1.

Damit ergibt sich

π(n) =
2n

(n+ 1)!
·
n−1∏
m=0

(2m+ 1) =
2n

(n+ 1)!
· (2n)!
2n · n!

=
(2n)!

(n+ 1)! · n!
.

Das ist die behauptete Formel.

Binäre Bäume

Es sei Q = (V,A, t, h) ein Köcher. Für v ∈ V setzen wir

In(v) :=
{
a ∈ A |h(a) = v

}
,

Out(v) :=
{
a ∈ A | t(a) = v

}
.

Ein binärer Baum ist ein Tupel B = (Q = (V,A, t, h),ω = (ωv, v ∈ V)) in dem Q ein
orientierter Baum ist und ωv : Out(v) −→ {L, R } eine injektive Abbildung,9 v ∈ V,
so dass folgende Eigenschaften erfüllt sind:

• Es gibt genau einen Knoten v0 ∈ V mit In(v0) = ∅.

• Für alle Knoten v ∈ V \ {v0} gilt #In(v) = 1.

Der Knoten v0 ist die Wurzel des binären Baums. Ein Knoten v ∈ V mit Out(v) =
∅ heißt Blatt. Es seien v,w ∈ V zwei verschiedene Knoten. Dann ist w ein linker
bzw. rechter Nachfolger von v, wenn es einen Pfad p = (a1, ..., an) in Q von v

nach w gibt,10 so dass ωv(a1) = L bzw. ωv(a1) = R.
Man zeichnet binäre Bäume meist mit der Wurzel oben wie in Abbildung

II.5. Die Begriffe links und rechts ergeben sich dann aus dem Blickwinkel der
Wurzel.

9Insbesondere gilt also #Out(v) ≤ 2.
10Dieser Pfad ist dann eindeutig bestimmt, weil Q ein orientierter Baum ist.
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Abbildung II.5: Ein binärer Baum

Lemma II.1.4. Es sei B = (Q = (V,A, t, h),ω = (ωv, v ∈ V)) ein binärer Baum.
Dann existiert genau eine Bijektion β : { 1, ..., n } −→ V, n = #V, so dass für zwei
verschiedene Zahlen i, j ∈ { 1, ..., n } gilt:

• i < j, falls β(j) ein linker Nachfolger von β(i) ist,

• i > j, falls β(j) ein rechter Nachfolger von β(i) ist.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollständige Induktion über n = #V. Der
besseren Verständlichkeit halber beginnen wir die Induktion bei n = 2. Hier
gibt es die beiden Möglichkeiten:

.

Im Induktionsschritt setzen wir

VL :=
{
v ∈ V \ {v0} | v ist linker Nachfolger von v0

}
,

VR :=
{
v ∈ V \ {v0} | v ist rechter Nachfolger von v0

}
.

Man überprüft leicht
V \ {v0} = VL t VR

und dass BL = (QL = (VL, AL, tL, hL),ωL = (ωv, v ∈ VL)) und BR = (QR = (VR, AR, tR,
hR),ωR = (ωv, v ∈ VR)) mit

AL :=
{
a ∈ A | t(a) ∈ VL ∧ h(a) ∈ VL

}
,

AR :=
{
a ∈ A | t(a) ∈ VR ∧ h(a) ∈ VR

}
,
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tL (hL) : AL −→ VL
a 7−→ t(a)

(
h(a)

) , tR (hR) : AR −→ VR
a 7−→ t(a)

(
h(a)

) ,
binäre Bäume sind. Die gewünschte Nummerierung verlangt β(k + 1) = v0,
k := #VR. Wegen #VL < n und #VR < n existieren eindeutig bestimmte Bijek-
tionen βL : {k + 2, ..., n } −→ VL und βR : { 1, ..., k } −→ VR mit den entsprechenden
Eigenschaften. Die Abbildung

β : { 1, ..., n } −→ V

i 7−→

βR(i), falls i ≤ k
v0, falls i = k+ 1

βL(i), falls i ≥ k+ 2

leistet das Gewünschte, und die Argumente zeigen, dass sie die einzige Abbil-
dung ist, die dies tut.

Beispiel II.1.5. Das folgende Bild zeigt die Nummerierung gemäß Lemma II.1.4
des Baums aus Abbildung II.5.

Satz II.1.6. Es sei n ≥ 1 eine natürliche Zahl und Π = (p1, ..., pn+2) ein (n + 2)-
Eck, dessen Ecken auf dem Einheitskreis liegen und die wie zuvor beschrieben
nummeriert sind. Dann besteht eine Bijektion zwischen der Menge der binären
Bäume mit n Knoten und der Menge der Triangulierungen von Π.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion über n. Dabei konstruieren
wir eine Abbildung, die einem binären Baum eine Triangulierung des Polygons
zuordnet. Aus der Konstruktion wird sich unmittelbar ergeben, dass diese Ab-
bildung eine Bijektion ist. Der Fall n = 1 ist klar. Wir illustrieren auch den Fall
n = 2. Hier betrachten wir
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.

Den Induktionsschritt führen wir so durch, wie wir die Rekursionsformel (II.1)
im Beweis von Satz II.1.3 hergeleitet haben. Es sei B = (Q = (V,A, t, h),ω =
(ωv, v ∈ V)) ein binärer Baum mit n Knoten, β : { 1, ..., n } −→ V die Bijektion
mit den Eigenschaften aus Lemma II.1.4 und β(k) = v0, v0 ∈ V die Wurzel
des Baums. Wir betrachten nun Triangulierungen, die das Dreieck mit den
Ecken pn+2, p1 und pk+1 enthalten (s. Abbildung II.4). Der im Beweis von Lem-
ma II.1.4 konstruierte binäre Baum BR der rechten Nachfolger von v0 definiert
nach Induktionsvoraussetzung eine Triangulierung des (k+1)-Ecks (p1, ..., pk+1).
Ebenso definiert der binäre Baum BL eine Triangulierung des (n − k + 2)-Ecks
(pk+1, ..., pn+2). All dies zusammen ergibt eine Triangulierung des (n + 2)-Ecks
Π.

Beispiel II.1.7. Die binären Bäume, die den Triangulierungen aus Abbildung
II.3 entsprechen, sind:

Aufgabe II.1.8. Bestimmen Sie die Triangulierung eines 24-Ecks Π, die zu dem
binären Baum aus Beispiel II.1.5 gehört.

Aufgabe II.1.9. Es seien β(n) die Anzahl der binären Bäume mit n Knoten,
n ≥ 1, und β(0) := 1. Beweisen Sie, ohne die Korrespondenz zwischen binären
Bäumen und Triangulierungen zu verwenden, dass

∀n ≥ 1 : β(n) =

n−1∑
k=0

β(k) · β(n− k− 1).
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Das Museumsproblem

In diesem Abschnitt betrachten wir den Grundriss eines Museums, z.B.11

.

Die Frage, die in diesem Abschnitt gestellt wird, ist, wieviele Kameras oder Mu-
seumswächter man benötigt, um die Ausstellungsfläche vollständig zu über-
wachen. Dazu möchten wir die Konzepte, die wir bisher untersucht haben,
verwenden und beschreiben den Grundriss mit Hilfe von Polygonen, also in
obigem Beispiel

.

Allerdings haben wir in diesem Bild mehrere Polygone. Wir untersuchen die
Fragestellung unter der vereinfachten Annahme, dass wir ein einziges (einfa-
ches) Polygon haben. Das ist z.B. in Abbildung II.6 der Fall, wenn wir die Ecken
vernünftig nummerieren. Dazu können wir etwa in der Ecke links oben anfan-
gen, die Linie abschreiten und die Ecken in der Reihenfolge nummerieren, wie
wir sie antreffen. Jetzt kommen Triangulierungen ins Spiel. Hat man nämlich
ein Dreieck, dann kann man eine Kamera in einem beliebigen Punkt des Drei-
ecks positionieren und so das gesamte Dreieck übersehen. Wir möchten uns
daher zunächst davon überzeugen, dass wir ein n-Eck mit Hilfe von n − 3 Dia-
gonalen in n− 2 Dreiecke zerlegen können, n ≥ 3.

11An geeigneter Stelle muss man sich natürlich noch eine Eingangstür vorstellen.
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Abbildung II.6: Ein Museum mit einem einfachen Polygon

Um dies zu formalisieren, berachten wir ein einfaches n-Eck Π = (p1, ..., pn),
pi ∈ R2, i = 1, ..., n, und setzen wie zuvor

δij :=
{
λ · pi + (1− λ) · pj | λ ∈ [0, 1]

}
, j ∈ { i+ 2, ..., n }, i = 1, ..., n− 2, (i, j) 6= (1, n).

Wir nennen δij eine Diagonale von Π, wenn

δ̊ij :=
{
λ · pi + (1− λ) · pj | λ ∈ (0, 1)

}
im Innern des Polygons Π liegt, j ∈ { i+ 2, ..., n }, i = 1, ..., n− 2, (i, j) 6= (1, n).

Satz II.1.10. In einem einfachen Polygon existiert eine Diagonale.

Beweis. Es sei pi = (ai, bi) ∈ R2, i = 1, ..., n. Wir setzen

a := min
{
ai | i = 1, ..., n

}
und

b := min
{
bi | i ∈ { 1, ..., n } ∧ ai = a

}
.

Es sei i0 ∈ { 1, ..., n } der Index mit pi0 = (a, b). Es ist die Ecke von Π, die am
weitesten links liegt und unter den Ecken, die genauso weit links liegen, am
tiefsten. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass
i0 = 1 gilt. Wenn δ2n keine Diagonale von Π ist, dann muss es eine Ecke q0 ∈
{p3, ..., pn−1 } geben, die auf oder links von der Geraden durch p2 und pn liegt.12

12Da das Polygon einfach ist, liegen p1, p2 und pn nicht auf einer Geraden. Nach Wahl von
p1 liegt p2 oder pn rechts von p1. Der spitze Winkel, den die Gerade durch p1 und p2 mit der
Geraden durch p1 und pn einschließt, enthält innere Punkte von Π. Sonst müsste es nämlich
Ecken links von p1 geben. Es folgt auch, dass δ̊2n innere Punkte von Π enthält. Wenn δ2n keine
Diagonale ist, dann schneidet δ̊2n eine Kante von Π.

64



II.1. Triangulierungen von Polygonen

Wir wählen q0, so dass für den euklidischen Abstand von q0 zu der Geraden `13

durch p2 und pn
d(q0, `) = max

{
d(pi, `) | i = 3, ..., n− 1

}
gilt.

Die Strecke
[p1, q0] :=

{
λ · p1 + (1− λ) · q0 | λ ∈ [0, 1]

}
enthält innere Punkte von Π. Wenn sie keine Diagonale von Π wäre, müsste

(p1, q0) :=
{
λ · p1 + (1− λ) · q0 | λ ∈ (0, 1)

}
eine Kante von Π schneiden. Eine der beiden Ecken, die an dieser Kante anlie-
gen, hätte einen größeren Abstand zu ` als q0. Dieser Widerspruch zeigt, dass
[p1, q0] eine Diagonale von Π ist.

Dieser Satz impliziert, dass wir ein einfaches Polygon triangulieren können.
Im obigen Beispiel haben wir z.B. die Triangulierung aus Abbildung II.7. Eine
Kamera können wir an einer beliebigen Stelle eines Dreiecks montieren und so
das gesamte Dreieck überblicken. Wählt man in der Triangulierung Ecken, an
denen ja mehrere Dreiecke aufeinandertreffen, als Standpunkte für die Kame-
ras, dann kann man erwarten, dass weniger Kameras benötigt werden.

Satz II.1.11. Es sei n ≥ 3. Gegeben seien ein einfaches n-Eck Π = (p1, ..., pn) und
eine Triangulierung von Π durch n− 3 Diagonalen mit n− 2 Dreiecken ∆1, ..., ∆n−2.
Es sei ∆i = (q1(i), q2(i), q3(i)), i = 1, ..., n − 2. Dann existiert eine Abbildung
F : {p1, ..., pn } −→ { 1, 2, 3 }, so dass F|{q1(i),q2(i),q3(i) } : {q1(i), q2(i), q3(i) } −→ { 1, 2, 3 }

injektiv ist, i = 1, ..., n− 2.
13Der euklidische Abstand zweier Punkte r = (a, b) und s = (c, d) in der Ebene R2 ist d(r, s) =√
(a− c)2 + (b− d)2 und der Abstand eines Punkts r zu einer Geraden ` ist

d(r, `) := min
{
d(r, s) | s ∈ `

}
.

Es ist der Abstand von r zum Fußpunkt s0 des Lots von r auf `. Mehr Details kann man in [36]
und [39], Abschnitt I.1.1, nachlesen.
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Abbildung II.7: Eine Triangulierung mit passender Färbung der Ecken

Der Satz besagt, dass die Ecken des Polygons Π mit drei verschiedenen Far-
ben so eingefärbt werden können, dass die Ecken eines jeden Dreiecks der
Triangulierung in den drei verschiedenen Farben eingfärbt sind (s. Abbildung
II.7).

Beweis von Satz II.1.11. Wir beweisen den Satz durch Induktion über n. Für
n = 3 ist die Behauptung trivial. Wir wählen gemäß Satz II.1.10 eine Diagonale
in Π. Diese Diagonale unterteilt Π in ein einfaches i-Eck Q = (q1, ..., qi) und ein
einfaches j-Eck R = (r1, ..., rj) mit i, j ≥ 3 und i+ j = n+2. Die Triangulierung von
Π induziert Triangulierungen von Q und R. Auf Grund der Induktionsvoraus-
setzung existieren Färbungen FQ : {q1, ..., qi } −→ { 1, 2, 3 } und FR : { r1, ..., rj } −→
{ 1, 2, 3 } mit den entsprechenden Eigenschaften. Die gewählte Diagonale verbin-
de qµ1 und qµ2, und es sei rω1 = qµ1, rω2 = qµ2. Es gibt genau eine Permutation
σ : { 1, 2, 3 } −→ { 1, 2, 3 } mit σ(FQ(qµi)) = FR(rωi), i = 1, 2. Die Färbungen σ ◦ FQ und
FR lassen sich nun zu einer Färbung F : {p1, ..., pn } −→ { 1, 2, 3 } mit der behaupte-
ten Eigenschaft zusammenfügen.

Folgerung II.1.12. Das Museum werde durch das einfache Polygon Π = (p1, ...,
pn) beschrieben. Dann genügen bn/3c Kameras für die Überwachung des Muse-
ums.
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Beweis. Wir wählen eine Triangulierung von Π und eine passende Färbung
F : {p1, ..., pn } −→ { 1, 2, 3 } wie in Satz II.1.11. Da F offensichtlich surjektiv ist,
existiert ein Index i ∈ { 1, 2, 3 } mit #F−1(i) ≤ n/3. Es genügt, Kameras an den mit
der Farbe i gefärbten Ecken zu montieren.

Diese Zahl wird im allgemeinen nicht die geringste Zahl an Kameras liefern.
Der Leser bzw. die Leserin möge sich davon überzeugen, dass man in Abbildung
II.7 mit deutlich weniger Kameras auskommt. Es gibt allerdings Situationen,
in denen sich das Resultat nicht verbessern lässt. Man betrachte etwa das
Polygon im folgenden Bild:

.

Wenn es m Spitzen gibt, dann hat das Polygon n = 3 ·m+ 2 Ecken und bn/3c =
m. Der Bereich, in dem eine Kamera aufgestellt werden muss, die die obere
Ecke der zweiten Spitze im Blick hat, ist markiert. Man benötigt offenkundig
mindestens m Kameras, um das Polygon zu überwachen.14 Folgerung II.1.12
ist in dieser Allgemeinheit also optimal.

In Kapitel 3 des Buchs [5] werden auch die algorithmischen Aspekte des
Problems erläutert.

II.2 Abstrakte Simplizialkomplexe

Ein abstrakter Simplizialkomplex ein Paar (V,K), das aus einer endlichen Menge
V und einer Teilmenge K ⊂ P(V) der Potenzmenge von V besteht, so dass

• ∅ 6∈ K,

• {v} ∈ K für alle v ∈ V,

• σ ′ ∈ K für alle σ ∈ K und alle ∅ 6= σ ′ ⊂ σ.

14Man kann etwa eine Kamera an der Ecke links unten anbringen und jeweils eine an der
oberen Ecke der zweiten bis m-ten Spitze.
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Die Elemente aus V sind die Ecken des Komplexes. Ein Element σ ∈ K mit
#σ = n + 1 ist ein n-Simplex, n ∈ N. Ein 0-Simplex ist also dasselbe wie eine
Ecke.
Schreibweise. i) Wir werden künftig meist K statt (V,K) schreiben.

ii) Wir schreiben Dim(σ) = n, wenn σ ∈ K ein n-Simplex ist.
Die Dimension des simplizialen Komplexes (V,K) ist

Dim(K) := Dim(V,K) := max
{

Dim(σ) |σ ∈ K
}
.

Ein orientierter abstrakter Simplizialkomplex ist ein Tripel (V,β, K), das aus ei-
nem abstrakten Simplizialkomplex (V,K) und einer Bijektion β : { 0, ..., n } −→ V,
n := #V − 1, besteht. Wir schreiben dann V = { v0, ..., vn }. Es seien (V,K) und
(W,L) abstrakte Simplizialkomplexe. Eine simpliziale Abbildung ist eine Abbil-
dung ϕ : V −→W, so dass

∀σ ∈ K : ϕ(σ) ∈ L.
Schreibweise. Wir schreiben ϕ : (V,K) −→ (W,L) oder kurz ϕ : K −→ L für eine
simpliziale Abbildung.

Aufgabe II.2.1. Zeigen Sie, dass die simplizialen Komplexe zusammen mit den
simplizialen Abbildungen eine Kategorie (s. S. 43) bilden.

II.3 Simpliziale Homologie
Es seien (V,β, K) ein orientierter Simplizialkomplex,15 V = { v0, ..., vn },16

Tq(K) :=
{
s = (vi0 , ..., viq) | i0, ..., iq ∈ { 0, ..., n } : { vi0 , ..., viq } ∈ K

}
, q ∈ N,

und k ein Körper. Für jede natürliche Zahl q ∈ N wählen wir einen k-Vektorraum
Tq(K) der Dimension #Tq(K), eine Basis (bs, s ∈ Tq(K)) von Tq(K), definieren Uq(K)
als die lineare Hülle17 der Vektoren

b(vi0 ,...,viq ), (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) mit Dim
(
{ vi0 , ..., viq }

)
< q,

und
b(vi0 ,...,viq ) − Sign(π) · b(viπ(0) ,...,viπ(q) ), (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K),

π : { 0, ..., q } −→ { 0, ..., q } bijektiv, und setzen

Cq(K) := Tq(K)/Uq(K).

15Auf die Rolle der Orientierung gehen wir in Bemerkung II.3.6 ein.
16Man beachte, dass die Menge Tq(K) nicht von der Orientierung abhängt. Es ist die Menge

der geordneten (q + 1)-Tupel mit Einträgen aus V, so dass die Menge, die aus den Einträgen
des Tupels besteht, ein (nicht notwendigerweise q-dimensionales) Simplex von K ist (vgl. auch
Bemerkung II.3.6, c).

17s. [40], Definition III.2.1, ii)
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Diesen Vektorraum bezeichnen wir als den Vektorraum der simplizialen q-Ket-
ten.

Bemerkung II.3.1. Es sei (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) ein Tupel mit Dim({ vi0 , ..., viq }) < q.
Dann gibt es Indizes 0 ≤ l < m ≤ q mit vil = vim. Mit der Transposition τlm sehen
wir

2 · b(vi0 ,...,viq ) = b(vi0 ,...,viq ) − Sign(τlm) · b(viτlm(0)
,...,viτlm(q)

).

Wenn 1 + 1 6= 0 in k gilt, benötigen wir nur die Vektoren der zweiten Art, um
Uq(K) zu definieren.

Beobachtung II.3.2. Für q > Dim(V,K) gilt Cq(K) = {0}.

Beweis. Der Vektorraum Cq(K) wird von den Bildern der Vektoren b(vi0 ,...,viq ),
(vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K), unter der Projektionsabbildung Tq(K) −→ Cq(K) erzeugt. We-
gen Dim({ vi0 , ..., viq }) ≤ Dim(V,K) < q gilt b(vi0 ,...,viq ) ∈ Uq(K), so dass das Bild von
b(vi0 ,...,viq ) in Cq(K) null ist, (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K).

Für q ∈ N setzen wir
Tq(K) = T1 t T2 t T3

mit

T1 :=
{
(vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) |Dim

(
{ vi0 , ..., viq }

)
< q
}
,

T2 :=
{
(vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) | i0 < · · · < iq

}
,

T3 :=
{
(vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) \ T2 |Dim

(
{ vi0 , ..., viq }

)
= q
}
.

Es sei Sq die Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen der Menge { 0, ..., q }18 und
S?
q := Sq \ {Id{ 0,...,q }}.

Bemerkung II.3.3. Man beachte, dass es zu jedem Tupel (vi0 , ..., viq) ∈ T3 genau
eine Permutation π ∈ S?

q gibt, so dass π(i0) < · · · < π(iq). Umgekehrt gilt für jedes
Tupel (vi0 , ..., viq) ∈ T2 und jede Permutation π ∈ S?

q, dass (vπ(i0), ..., vπ(iq)) ∈ T3.

Beobachtung II.3.4. Es sei q ∈ N. Die Menge{
b(vi0 ,...,viq ) | (vi0 , ..., viq) ∈ T1

}
∪
{
b(vi0 ,...,viq ) | (vi0 , ..., viq) ∈ T2

}
∪{

b(vπ(i0),...,vπ(iq)) | (vi0 , ..., viq) ∈ T2, π ∈ S
?
q

}
ist eine Basis für Tq(K).

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Bemerkung II.3.3.

Im Folgenden bezeichne 〈 vi0 , ..., viq 〉 das Bild des Basisvektors b(vi0 ,...,viq ) in
Cq(K), (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) und q ∈ N.

18vgl. [40], Abschnitt IV.3
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Beobachtung II.3.5. Es sei q ∈ N. Die Menge{
〈 vi0 , ..., viq 〉 | (vi0 , ..., viq) ∈ T2

}
ist eine Basis für Cq(K).

Beweis. Dies folgt direkt aus Beobachtung II.3.4.

Bemerkung II.3.6. a) Es seien q ∈ N und σ = { vi0 , ..., viq } ein q-Simplex. Wie
bereits bemerkt existiert eine eindeutig bestimmte Permutation πσ ∈ Sq mit
πσ(i0) < · · · < πσ(iq). Die Abbildung

σ 7−→ 〈
vπσ(i0) , ..., vπσ(iq)

〉
ist eine Bijektion zwischen der Menge der q-Simplexe von K und der Basis
aus der vorigen Beobachtung. Auf diese Weise können wir die Elemente des
k-Vektorraums Cq(K) als formale k-Linearkombinationen von q-Simplexe in K

ansehen, q ∈ N. Wählt man keine Orientierung, dann ist die Konstruktion einer
Bijektion zwischen der Menge der q-Simplexe in K und einer geeigneten Basis
von Cq(K) mühsamer, q ∈ N.

b) Die gewählte Orientierung benutzen wir nur an dieser Stelle. Mit ihr
können wir leicht die obige Basis für Cq(K) finden und die Bijektion zwischen
dieser Basis und der Menge der q-Simplexe von K herstellen, q ∈ N. Für die Be-
rechnung von Beispielen erweist sich die Wahl einer Orientierung als günstig.
Zudem wird die Analogie des Formalismus zum Differenzialformenkalkül ([37],
Abschnitt 5.2) deutlich.

c) Die Leserin bzw. der Leser sollte sich bewusst machen, dass die folgenden
Konstruktionen nicht von der Auswahl der Orientierung abhängen.

Es sei q ≥ 1. Für l ∈ { 0, ..., q } und s = (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) setzen wir

αl(s) := (vi0 , ..., vil−1 , vil+1 , ..., viq),

d.h., wir bilden ein q-Tupel, indem wir den l-ten Eintrag aus dem (q+ 1)-Tupel
s streichen. Wir definieren weiter die k-lineare Abbildung

∂̃q : Tq(K) −→ Tq−1(K)

durch die Formel

∂̃q(bs) :=

q∑
l=0

(−1)l · bαl(s), s ∈ Tq(K),

auf den Vektoren der Basis (bs, s ∈ Tq(K)).

Lemma II.3.7. Es sei q ≥ 2. Dann gilt

∂̃q−1 ◦ ∂̃q = 0.
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Beweis. Wir beginnen mit einer kurzen Vorbetrachtung. Für l ∈ { 0, ..., q }, m ∈
{ 0, ..., q } \ {l} und s = (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) setzen wir

αlm(s) :=

{
(vi0 , ..., vil−1 , vil+1, ..., vim−1

, vim+1
, ..., viq), falls l < m
αml(s), falls l > m .

Es gilt dann

αl
(
αm(s)

)
=

{
αlm, falls l < m

αl+1m, falls l ≥ m .

Nun berechnen wir für s ∈ Tq(K)

(∂̃q−1 ◦ ∂̃q)(bs) =
q−1∑
l=0

q∑
m=0

(−1)l+m · bαl(αm(s))

=

q−1∑
l=0

q∑
m=l+1

(−1)l+m · bαlm(s) +

q−1∑
l=0

l∑
m=0

(−1)l+m · bαl+1m(s)

=

q−1∑
l=0

q∑
m=l+1

(−1)l+m · bαlm(s) −

q∑
l=1

l−1∑
m=0

(−1)l+m · bαlm(s)

=
∑

1≤l<m≤q

(−1)l+m · bαlm(s) −
∑

1≤m<l≤q

(−1)l+m · bαlm(s)

=
∑

1≤l<m≤q

(−1)l+m · bαlm(s) −
∑

1≤l<m≤q

(−1)l+m · bαml(s).

Nach Definition gilt αml(s) = αlm(s), 1 ≤ l < m ≤ q, s ∈ Tq(K), und der obige
Ausdruck ist null.

Lemma II.3.8. Für q ≥ 1 gilt

∂̃q
(
Uq(K)

)
⊂ Uq−1(K).

Beweis. Es sei zunächst s = (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) ein Tupel mit Dim({ vi0 , ..., viq }) <
q. Dann existieren 0 ≤ l < m ≤ n mit vil = vim. Für p ∈ { 0, ..., q } \ { l,m } gilt
Dim({ vi0, ..., viq } \ {vip}) ≤ q− 2 und daher bαp(s) ∈ Uq−1(K). Wir müssen uns daher
mit dem Ausdruck

(−1)l · bαl(s) + (−1)m · bαm(s)

beschäftigen. Es gilt αl(s) = (vi0 , ..., vil−1 , vil+1 , ..., viq) =: (w0, ..., wq−1) und αm(s) =
(vi0 , ..., vim−1

, vim+1
, ..., viq) =: (w ′0, ..., w

′
q−1). Man beachte wi = w ′i, i = 0, ..., l−1,m, ...,

q − 1, wi = w ′i+1, i = l, ...,m − 2, wm−1 = vim = w ′l. Wir benötigen also die Permu-
tation

π : { 0, ..., q− 1 } −→ { 0, ..., q− 1 }

i 7−→


i, falls i = 0, ..., l− 1∨ i = m, ..., q− 1
i− 1, falls i = l+ 1, ...,m− 1
m− 1, falls i = l

.
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Wir schreiben kurz
π = (m− 2m− 3 · · · lm− 1).

Man verifiziert sofort die Formel (vgl. [34], Beweis von Satz II.5.10)

π = (m− 2m− 3 · · · lm− 1) = τm−2m−1 · τm−2l · · · · · τm−2m−3.

Dies zeigt
Sign(π) = (−1)m−l−1.

Es seien t := (w0, ..., wq−1) und π(t) := (wπ(0), ..., wπ(q−1)). Wir haben gezeigt, dass

(−1)l · bαl(s) + (−1)m · bαm(s) = (−1)l · (bt − Sign(π) · bπ(t)) ∈ Uq−1(K).

Als nächstes müssen wir

∂̃q(bs − Sign(π) · bπ(s)) (II.5)

für s = (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K), eine Permutation π : { 0, ..., q } −→ { 0, ..., q } und π(s) =
(viπ(0) , ..., viπ(q)) betrachten. Es seien ρ, ϑ : { 0, ..., q } −→ { 0, ..., q } Permutationen, so
dass π = ρ ◦ ϑ. Dann gilt

bs − Sign(ϑ) · bϑ(s) + Sign(ϑ) · (bϑ(s) − Sign(ρ) · bρ(ϑ(s)))
= bs − Sign(ϑ) · Sign(ρ) · bρ(ϑ(s))
= bs − Sign(π) · bπ(s).

Behauptung. Jede Permutation π : { 0, ..., q } −→ { 0, ..., q } lässt sich als Produkt
der Transpositionen τ01, ..., τq−1q benachbarter Elemente schreiben

Man berechnet (vgl. [34], Folgerung II.5.13)

• τij = τ0i · τ0j · τ0i, 0 ≤ i < j ≤ q,

• τ0i = τi−1i · · · · · τ12 · τ01 · τ12 · · · · · τi−1i, i = 1, ..., q.

Auf Grund der Behauptung und der Vorüberlegung müssen wir Formel (II.5)
nur für π = τjj+1, j = 0, ..., q − 1, überprüfen. Es seien also j0 ∈ { 0, ..., q − 1 } und
π = τj0j0+1. Für l = j0 + 2, ..., q und s ∈ Tq(K) gilt

αl
(
τj0j0+1(s)

)
= τj0j0+1

(
αl(s)

)
und somit

bαl(s) + bαl(π(s)) = bαl(s) + bτj0j0+1(αl(s)) ∈ Uq−1(K).

Für l = 0, ..., j0 − 1 und s ∈ Tq(K) gilt

αl
(
τj0j0+1(s)

)
= τj0−1j0

(
αl(s)

)
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und somit
bαl(s) + bαl(π(s)) = bαl(s) + bτj0−1j0 (αl(s)) ∈ Uq−1(K).

Schließlich gilt

bαj0 (s) = bαj0+1(π(s)) und bαj0+1(s) = bαj0 (π(s)),

so dass

(−1)j0 · bαj0 (s) + (−1)j0 · bαj0 (π(s)) + (−1)j0+1 · bαj0+1(s) + (−1)j0+1 · bαj0+1(π(s)) = 0.

Damit ist alles gezeigt.

Auf Grund dieses Lemmas existiert für jede natürliche Zahl q eine k-lineare
Abbildung ∂q : Cq(K) −→ Cq−1, so dass das Diagramm

Tq(K) Tq−1(K)

Cq(K) Cq−1(K)

∂̃q

∂q

kommutiert. Wir definieren noch ∂0 : C0(K) −→ 0. Da Tq[K) −→ Cq(K) surjektiv
ist, q ∈ N, impliziert Lemma II.3.7

∂q−1 ◦ ∂q = 0, q ≥ 1. (II.6)

Man setzt

Zq(K) := Ker
(
∂q(K)

)
⊂ Cq(K),

Bq(K) := Bild
(
∂q+1(K)

)
⊂ Cq(K), q ∈ N.

Ein Element von Zq(K) ist ein q-Zyklus, ein Element von Bq(K) ein q-Rand.
Wegen Gleichung (II.6) gilt für q ∈ N, dass

Bq(K) ⊂ Zq(K),

so dass man den k-Vektorraum

Hq(K, k) := Hq(K) := Zq(K)/Bq(K)

definieren kann. Er wird die q-te Homologiegruppe von K mit Koeffizienten in k
genannt.19

19Man kann, wie in der Topologie üblich, die analogen Konstruktionen über dem Ring Z der
ganzen Zahlen durchführen. In diesem Fall erhält man die abelschen Gruppen Hq(K,Z), q ∈ N.
Dies erklärt die Terminologie.

73



Kapitel II. Ripsfiltrierungen und beständige Homologie

Nun seien (V = { v0, ..., vm }, K), (W = {w0, ...., wn }, L) orientierte abstrakte Sim-
plizialkomplexe und ϕ : V −→ W eine simpliziale Abbildung.20 Für q ∈ N und
ein Tupel s = (vi0 , ..., viq) ∈ Tq(K) setzen wir ϕ(s) := (ϕ(vi0), ..., ϕ(viq)) ∈ Tq(L)21

und definieren damit die k-lineare Abbildung

ϕ̃q? : Tq(K) −→ Tq(L)

bs 7−→ bϕ(s), s ∈ Tq(K).

Aufgabe II.3.9. a) Zeigen Sie, dass für alle q ∈ N

ϕ̃q?
(
Uq(K)

)
⊂ Uq(L)

gilt.
b) Überprüfen Sie, dass22

∀q ≥ 1 : ϕ̃q−1? ◦ ∂̃q = ∂̃q ◦ ϕ̃q?,

d.h., dass das Diagramm

Tq(K) Tq−1(K)

Tq(L) Tq−1(L)

ϕ̃q?

∂̃q

ϕ̃q−1?

∂̃q

kommutiert.
c) Schließen Sie, dass ϕ̃q? eine k-lineare Abbildung

ϕq? : Cq(K) −→ Cq(L), q ∈ N,

induziert und dass
∀q ∈ N : ϕq−1? ◦ ∂q = ∂q ◦ϕq?.

Aus Aufgabe II.3.9, c), folgt

∀q ∈ N : ϕq?
(
Zq(K)

)
⊂ Zq(L),

ϕq?
(
Bq(K)

)
⊂ Bq(L).

Daher kann man die k-lineare Abbildung

Hq(ϕ) := Hq(ϕ, k) : Hq(K) −→ Hq(L)

[κ] 7−→ [
ϕq?(κ)

]
, q ∈ N,

definieren.
Im nächsten Abschnitt werden wir diesen Konzepten eine anschauliche In-

terpretation geben.
20Es wird keine Bedingung an die Verträglichkeit mit der Orientierung gestellt.
21Hier verwendet man, dass ϕ eine simpliziale Abbildung ist.
22Links bezieht sich ∂̃q auf K und rechts auf L.
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Aufgabe II.3.10. Es sei AbSimp die Kategorie der abstrakten Simplizialkomple-
xe. Wir fixieren einen Körper k. Für jede natürliche Zahl q ∈ N haben wir eine
Zuordnung

Hq(·, k) : Ob(AbSimp) −→ Ob(ed-Vekt)

(V,K) 7−→ Hq(K, k)

und für abstrakte Simplizialkomplexe (V,K), (W,L) eine Abbildung

Hq(·, k) : MorAbSimp
(
(V,K), (W,L)

)
−→ Homk

(
Hq(K, k), Hq(L, k)

)
ϕ 7−→ Hq(ϕ, k).

Zeigen Sie, dass diese Daten einen Funktor (s. S. 45) Hq(·, k) : AbSimp −→
ed-Vekt definieren, q ∈ N.

Beispiel II.3.11. a) Der einfachste Simplizialkomplex besteht nur aus einem
Punkt; (V0, K0) = ({?}, {{?}}). Hier gilt H0(K0, k) ∼= k und Hq(K0, k) = 0, q ≥ 1.

b) Es seien V1 := { 0, 1, 2 } und

K1 :=
{
{0}, {1}, {2}, { 0, 1 }, { 0, 2 }, { 1, 2 }, { 0, 1, 2 }

}
.

Wir benutzen die Basen aus Beobachtung II.3.5, d.h.,

(b21) mit b21 := 〈 0, 1, 2 〉 als Basis für C2(K1),
(b11, b

1
2, b

1
3) mit b11 := 〈 1, 2 〉, b12 := 〈 0, 2 〉, b13 := 〈 0, 1 〉 als Basis für C1(K1),

(b01, b
0
2, b

0
3) mit b01 := 〈0〉, b02 := 〈1〉, b03 := 〈2〉 als Basis für C0(K1).

Wir haben

∂2(b
2
1) = ∂2

(
〈 0, 1, 2 〉

)
= 〈 1, 2 〉− 〈 0, 2 〉+ 〈 0, 1 〉 = b11 − b12 + b13,

so dass

M2 :=

 1

−1
1


die Darstellungsmatrix von ∂2 bzgl. der gewählten Basen ist. Weiter gilt

∂1(b
1
1) = ∂1

(
〈 1, 2 〉

)
= 〈2〉− 〈1〉 = −b02 + b

0
3,

∂1(b
1
2) = ∂1

(
〈 0, 2 〉

)
= 〈2〉− 〈0〉 = −b01 + b

0
3,

∂1(b
1
3) = ∂1

(
〈 0, 1 〉

)
= 〈1〉− 〈0〉 = −b01 + b

0
2,

so dass

M1 :=

 0 −1 −1
−1 0 1

1 1 0


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die Darstellungsmatrix von ∂1 bzgl. der gewählten Basen ist.23

Wir erkennen, dass ∂2 injektiv ist, so dass

H2(K1, k) = 0.

Weiter hat M1 den Rang zwei, so dass

H0(K1, k) ∼= k.

Schließlich gilt Bild(∂2) = Ker(∂1) und deswegen

H1(K1, k) = 0.

Die Homologie von (V1, K1) sieht also genauso aus wie die Homologie des Punkts
aus Teil a).

c) Es seien V2 := { 0, 1, 2 } und

K2 :=
{
{0}, {1}, {2}, { 0, 1 }, { 0, 2 }, { 1, 2 }

}
.

Hier berechnet man H1(K2, k) ∼= k, H0(K2, k) ∼= k und dass H1(K2, k) von der Klasse
von

c := 〈 1, 2 〉− 〈 0, 2 〉+ 〈 0, 1 〉

aufgepannt wird.24 Jede Abbildung ϕ : V2 −→ V2 ist eine simpliziale Abbildung.

• Es seien ϕ(0) := 0, ϕ(1) := 2 und ϕ(2) := 1. Wir haben

ϕ?(c) = 〈 2, 1 〉− 〈 0, 1 〉+ 〈 0, 2 〉 = −〈 1, 2 〉+ 〈 0, 2 〉− 〈 0, 1 〉 = −c

und schließen
H1(ϕ, k) = −IdH1(K2,k).

Zur Übung möge der Leser bzw. die Leserin H0(ϕ, k) bestimmen.

• Es seien ψ(0) := 0, ψ(1) := 1 und ψ(2) := 0. Wir finden

ψ?(c) = 〈 1, 0 〉− 〈 0, 0 〉+ 〈 0, 1 〉 = −〈 0, 1 〉− 〈 0, 0 〉+ 〈 0, 1 〉 = −〈 0, 0 〉 = 0

und folgern
H1(ψ, k) = 0.

23Man kann sofort überprüfen, dass M1 ·M2 = 0 gilt.
24Es gilt

∂1(c) = 〈1〉− 〈2〉− 〈0〉+ 〈2〉+ 〈0〉− 〈1〉 = 0.

Daher ist c wirklich ein 1-Zyklus.
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Bemerkung II.3.12. Das obige Beispiel verdeutlicht, warum die Vektorräume
der q-Ketten, q ∈ N, auf scheinbar umständliche Weise definiert wurden und
nicht direkt mit Hilfe der einfachen Basis aus Beobachtung II.3.5. Dazu be-
achte man, dass es, wie in Teil c) des obigen Beispiels illustriert, für orientier-
te Simplizialkomplexe ({ v0, ..., vm }, K), ({w0, ..., wn), L), eine simpliziale Abbildung
ϕ : K −→ L, ein q ∈ N und ein q-Simplex σ = (vi0 , ..., wiq) mit 0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ m
und ϕ(σ) = (ϕ(vi0), ..., ϕ(viq)) = (wj0 , ..., wjq) vorkommen kann, dass

• es einen Index l ∈ { 0, ..., q− 1 } mit jl > jl+1 gibt,

• es Indizes 0 ≤ l < m ≤ q mit wjl = wjm gibt.

Diese Fälle bereiten bei der Definition von ϕq? in der verwendeten Konvention
keine Probleme, müssten aber gesondert behandelt werden, wenn man nur die
Basen aus Beobachtung II.3.5 für Cq(K) bzw. Cq(L) verwenden möchte, q ∈ N.

Es seien (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex und n := Dim(V,K). Für
q = 0, ..., n sei aq(K) die Anzahl der q-dimensionalen Simplexe in (V,K). Die
alternierende Summe

χ(V,K) :=

n∑
q=0

(−1)q · aq(K)

ist die Eulercharakteristik von (V,K).

Beobachtung II.3.13. In der obigen Situation gilt

χ(V,K) =

n∑
q=0

(−1)q ·Dimk

(
Hq(K, k)

)
.

Beweis. Nach Beobachtung II.3.5 gilt

aq(K) = Dimk

(
Cq(K)

)
, q = 0, ..., n.

Für q ∈ N haben wir den Homomorphismus

∂q : Cq(K) −→ Cq−1(K).

Die Dimensionsformel ([40], Satz III.5.40) zeigt

Dimk

(
Cq(K)

)
= Dimk

(
Ker(∂q)

)
+ Dimk

(
Bild(∂q)

)
= Dimk

(
Zq(K)

)
+ Dimk

(
Bq−1(K)

)
.

Es folgt

χ(V,K) =

n∑
q=0

(−1)q ·
(
Dimk

(
Zq(K)

)
− Dimk

(
Bq(K)

))
.

Die Dimensionsformel impliziert auch

Dimk

(
Hq(K, k)

)
= Dimk

(
Zq(K)/Bq(K)

)
= Dimk

(
Zq(K)

)
− Dimk

(
Bq(K)

)
, q ∈ N.

Damit gelangen wir zu der behaupteten Formel.
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II.4 Geometrische Simplizialkomplexe und
geometrische Realisierung

Es seien q,N ≥ 1 natürliche Zahlen. Punkte p0, ..., pq ∈ RN sind affin unabhän-
gig, wenn die Vektoren p1 − p0, ..., pq − p0 R-linear unabhängig sind, d.h., für
Zahlen λ1, ..., λq ∈ R aus

λ1 · (p1 − p0) + · · ·+ λq · (pq − p0) = 0

folgt, dass
λ1 = · · · = λq = 0.

Einen einzelnen Punkt p0 sehen wir auch als affin unabhängig an.

Bemerkung II.4.1. Diese Definition ist unabhängig von der Nummerierung der
Punkte. Denn seien i0 ∈ { 0, ..., q } und µ1, ..., µq ∈ R, so dass

µ1 · (p0 − pi0) + · · ·+ µi0 · (pi0−1 − pi0) + µi0+1 · (pi0+1 − pi0) + · · ·+ µq · (pq − pi0) = 0,

dann folgt mit µ := −
q∑
i=1

µi, dass

µ·(pi0−p0)+µ2 ·(p1−p0)+· · ·+µi0 ·(pi0−1−p0)+µi0+1 ·(pi0+1−p0)+· · ·+µq ·(pq−p0) = 0.

Beispiel II.4.2. a) Zwei Punkte sind genau dann affin unabhängig, wenn sie
verschieden sind, drei Punkte, wenn sie nicht auf einer Geraden25 liegen, und
vier Punkte, wenn sie nicht auf einer Ebene26 liegen.

b) Es seien n ≥ 1, e1, ..., en die Standardbasis von Rn und e0 := 0. Dann sind
e0, e1, ..., en affin unabhängig.

Es seien q ≥ 1, N ≥ 1 und p0, ..., pq ∈ RN affin unabhängige Punkte. Das von
p0, ..., pq aufgespannte q-Simplex ist

∆q(p0, ..., pq) :=

{ q∑
i=0

λi · pi
∣∣∣ λi ∈ R≥0, i = 0, ..., q∧

q∑
i=0

λi = 1

}
.

Abbildung II.8 zeigt das nulldimensionale ”Standardsimplex“ in R0,27 das eindi-
mensionale Standardsimplex in R1, das zweidimensionale Standardsimplex in
R2 und das dreidimensionale Standardsimplex in R3.

25Es werden hier beliebige Geraden betrachtet, nicht nur solche, die durch den Ursprung
gehen.

26Auch hier sprechen wir von beliebigen Ebenen und nicht nur von solchen, die den Ur-
sprung enthalten.

27Hier lassen wir ausnahmsweise N = 0 zu.

78



II.4. Geometrische Simplizialkomplexe und geometrische Realisierung

Abbildung II.8: Standardsimplexe bis zur Dimension 3

Bemerkung II.4.3. a) Es seien e0, ..., eq ∈ Rq wie in Beispiel II.4.2, b). Die Abbil-
dung

∆q(e0, ..., eq) −→ ∆q(p0, ..., pq)
q∑
i=0

λi · ei 7−→ q∑
i=0

λi · pi

ist bijektiv.
b) Es sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge T ⊂ P(X) der

Potenzmenge von X, so dass gilt:

• ∅ ∈ T , X ∈ T ,

• U ∩ V ∈ T , falls U,V ∈ T ,

•
⋃
i∈I
Ui ∈ T , falls Ui ∈ T , i ∈ I.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T ), das aus einer Menge X und einer
Topologie T auf X besteht. Es seien (X, TX) und (Y, TY) topologische Räume. Eine
Abbildung f : X −→ Y ist stetig, wenn f−1(U) ∈ TX für jede Menge U ∈ TY gilt. Man
sagt, dass f : X −→ Y ein Homöomorphismus ist, wenn f stetig ist und es eine
stetige Abbildung g : Y −→ X mit g ◦ f = IdX und f ◦ g = IdY gibt.

Nicht jede stetige bijektive Abbildung ist ein Homöomorphismus.

Dazu konsultiere man etwa [36], Gegenbeispiel 10.1.5.
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Mit Hilfe des euklidischen Abstands (s. Abschnitte II.6 und IV.3 und [36],
Beispiel 1.2.4, i) definiert man das Konzept einer offenen Teilmenge von Rn,
n ≥ 1. Die offenen Mengen bilden eine Topologie auf Rn, die euklidische Topolo-
gie. Es sei X ⊂ Rn eine Teilmenge. Man sagt V ⊂ X ist offen, wenn es eine offene
Teilmenge U ⊂ Rn mit V = X ∩U gibt. Die in diesem Sinne in X offenen Mengen
bilden eine Topologie auf X, die sogenannte Teilraumtopologie. Insbesondere
werden Simplexe zu topologischen Räumen. Die in Teil a) definierten Abbil-
dungen sind Einschränkungen einer stetigen Abbildung von Rq nach RN und
damit stetig. Simplexe sind nach dem Satz von Heine–Borel ([36], Satz 2.2.12)
kompakt. Eine bijektive stetige Abbildung zwischen kompakten topologischen
Räumen ist ein Homöomorphismus ([36] Satz, 3.4.1 und Lemma 10.1.4). Daher
sind je zwei q-dimensionale Simplexe homöomorph. Natürlich können wir im
vorliegenden Fall auch direkt die Umkehrabbilldung angeben und überprüfen,
dass sie stetig ist.

Es seien q ∈ N und N ≥ 1. Eine Teilmenge ∆ ⊂ RN ist ein q-Simplex, wenn es
affin unabhängige Punkte p0, ..., pq ∈ RN gibt, so dass

∆ = ∆q(p0, ..., pq).

Die Punkte p0, ..., pq sind bis auf die Nummerierung eindeutig bestimmt. Ge-
nauer gesagt gilt das folgende Resultat.

Beobachtung II.4.4. Es seien q ∈ N, N ≥ 1, und (p0, ..., pq), (p ′0, ..., p
′
q) Tupel von

affin unabhängigen Punkten in RN, so dass

∆q(p0, ..., pq) = ∆q(p
′
0, ..., p

′
q).

Dann gilt {
p0, ..., pq

}
=
{
p ′0, ..., p

′
q

}
.

Beweis. Für zwei verschiedene Punkte A,B ∈ RN definieren wir

(A,B) :=
{
(1− λ) ·A+ λ · B | λ ∈ (0, 1)

}
.

Wenn A,B ∈ ∆, dann auch (A,B) ⊂ ∆.
Es sei r ∈ ∆ \ {p0, ..., pq }. Wir schreiben

r =

q∑
i=0

λi · pi

mit λi ≥ 0, i = 0, ..., q, und
q∑
i=0

λi = 1. Wegen r 6∈ {p0, ..., pq } gibt es Indizes 0 ≤ l <

m ≤ q mit λl 6= 0 und λm 6= 0. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit
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l = 0 und m = 1 voraussetzen und ε > 0 so wählen, dass λi ± ε ∈ (0, 1), i = 0, 1.
Weiter seien

A± := (λ0 ± ε) · p0 + (λ1 ∓ ε) · p1 +
q∑
i=2

λi · pi.

Es gilt A± ∈ ∆ und

r =
1

2
·A− +

1

2
·A+ ∈ (A−, A+).

Es sei j0 ∈ { 0, ..., q }. Wenn p ′j0 6∈ {p0, ..., pq }, dann gibt es auf Grund der Vorbe-
trachtung Punkte A± ∈ ∆ mit p ′j0 = (1/2) ·A− + (1/2) ·A+ ∈ (A−, A+). Wir können

A± =

q∑
i=0

µ±i · p
′
i

mit µ±i ≥ 0, i = 0, ..., q, und
q∑
i=0

µ±i = 1 schreiben. Dies zeigt

p ′j0 =
1

2
·

q∑
i=0

(µ−
i + µ+

i ) · p ′i

und
j0−1∑
i=0

(µ−
i + µ+

i ) · (p ′i − p ′j0) +
q∑

i=j0+1

(µ−
i + µ+

i ) · (p ′i − p ′j0) = 0.

Angesichts von Bemerkung II.4.1 widerspricht dies der Tatsache, dass p ′0, ..., p
′
q

affin unabhängig sind.
Wir schließen {p ′0, ..., p

′
q } ⊂ {p0, ..., pq }. Da beide Mengen q + 1 Elemente ent-

halten, gilt Gleichheit.

Es seien q ∈ N, N ≥ 1, ∆ ein q-Simplex und p0, ..., pq ∈ RN affin unabhängige
Punkte, so dass ∆ = ∆q(p0, ..., pq). Wir setzen

ε(∆) :=
{
p0, ..., pq

}
.

Die Elemente von ε(∆) sind die Ecken von ∆. Es sei 0 ≤ s ≤ q. Ein s-Simplex Γ
ist eine s-dimensionale Seite von ∆, wenn es verschiedene Punkte r0, ..., rs ∈ ε(∆)
gibt, so dass

Γ = ∆s(r0, ..., rs).

Für Simplexe Γ, ∆ ⊂ RN schreiben wir

Γ � ∆,

wenn Γ eine Seite von ∆ ist.
Ein geometrischer Simplizialkomplex in RN ist eine nichtleere endliche Menge

K von Simplexe in RN, so dass gilt:
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Abbildung II.9: Zulässige Lagen zwischen 1- und 2-Simplexen

Abbildung II.10: Einige verbotene Lagen zwischen 1- und 2-Simplexen

• Für jedes Simplex ∆ ∈ K und jede Seite Γ von ∆ gilt Γ ∈ K.

• Für Simplexe Γ, ∆ ∈ K gilt entweder a) Γ ∩ ∆ = ∅ oder b) (Γ ∩ ∆) � Γ und
(Γ ∩ ∆) � ∆.

Beispiel II.4.5. Abbildung II.9 zeigt die möglichen Lagen, die ein 1-Simplex und
ein 2-Simplex bzw. zwei verschiedene 2-Simplexe in einem geometrischen Sim-
plizialkomplex zueinander einnehmen können. In Abbildung II.10 sind einige
verbotene Lagen zwischen einem 1-Simplex und einem 2-Simplex bzw. zwei 2-
Simplexe in einem geometrischen Simplizialkomplex wiedergegeben.

Aufgabe II.4.6. Es seien N ≥ 1, e0 := 0 und e1, ..., eN die Standardbasisvektoren
von RN. Wir setzen

K :=
{
∆q(ei0 , ..., eiq) |q = 0, ...,N∧ 0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ N

}
.

Diese Menge besteht aus dem N-Simplex ∆N(e0, e1, ..., eN) und allen seinen Sei-
ten. Überprüfen Sie, dass es sich bei K in der Tat um einen geometrischen
Simplizialkomplex handelt.
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Bemerkung II.4.7. Es sei K ein geometrischer Simplizialkomplex. Wir setzen

V(K) :=
⋃
∆∈K

ε(∆)

und
K :=

{
ε(∆) |∆ ∈ K

}
.

Man verifiziert leicht, dass (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex ist. Es ist der
K zugrunde liegende abstrakte Simplizialkomplex.

Es sei (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex. Eine geometrische Realisierung
von (V,K) ist ein geometrischer Simplizialkomplex K zusammen mit einem Iso-
morphismus ϕ : (V,K) −→ (W,L) von Simplizialkomplexen,28 (W,L) der K zu-
grunde liegende abstrakte Simplizialkomplex.

Beispiel II.4.8. Es seien V := { 0, 1, 2, 3, 4, 5 },

K1 :=
{
{0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, { 0, 1 }, { 0, 2 }, { 1, 2 }, { 1, 3 }, { 1, 4 }, { 2, 4 }, { 2, 5 },

{ 3, 4 }, { 4, 5 }, { 0, 1, 2 }, { 1, 2, 4 }, { 1, 3, 4 }, { 2, 4, 5 }
}

und
K2 := K1 ∪

{
{ 0, 3 }

}
.

Der geometrische Simplizialkomplex im linken Teil der folgenden Abbildung ist
eine geometrische Realisierung von (V,K1) aber nicht von (V,K2).

Die Verbindungsstrecke ∆1 von p0 und p3 ist ein 1-Simplex, das die Verbin-
dungsstrecke ∆2 von p1 und p3 enthält. Allerdings ist ∆2 keine Seite von ∆1
(vgl. die zweite Figur von links in Abbildung II.10). Der rechte Teil der obigen
Abbildung zeigt eine geometrische Realisierung von (V,K2).

Satz II.4.9. Ein abstrakter Simplizialkomplex (V,K) besitzt eine geometrische Re-
alisierung.geometrisch!e Realisierung!Existenz einer —n —

28Das bedeutet, dass ϕ eine simpliziale Abbildung ist und es eine simpliziale Abbildung
ψ : (W,L) −→ (V,K) mit ψ ◦ϕ = IdV und ϕ ◦ψ = IdW gibt.
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Beweis. Es seien N := #V − 1 und d := Dim(K). Wir wählen eine Bijektion
β : { 0, ...,N } −→ V. Wie zuvor seien e0 := 0 ∈ RN und (e1, ..., eN) die Standard-
basis von RN. Es sei

K :=
{
∆q(ei0 , ..., eiq) |q = 0, ..., d∧ 0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ N : {β(i0), ..., β(iq) } ∈ K

}
.

Dies ist ein geometrischer Simplizialkomplex:

• Es seien 0 ≤ s ≤ q ≤ d, ∆ ∈ K ein q-dimensionales Simplex und Γ eine
s-dimensionale Seite von ∆. Dann existieren 0 ≤ j0 < · · · < js ≤ N und
0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ N mit Γ = ∆s(ej0 , ..., ejs) und ∆ = ∆q(ei0 , ..., eiq). Wegen
Γ � ∆ gilt { j0, ..., js } ⊂ { i0, ..., iq }. Außerdem gilt {β(i0), ..., β(iq) } ∈ K. Nach
Definition eines abstrakten Simplizialkomplexes folgt aus {β(j0), ..., β(js) } ⊂
{β(i0), ..., β(iq) }, dass {β(j0), ..., β(js) } ∈ K und damit Γ = ∆s(ej0 , ..., ejs) ∈ K.

• Es wurde bereits in Aufgabe II.4.6 nachgewiesen, dass für zwei Seiten ∆1
und ∆2 von ∆N(e0, ..., eN) der Durchschnitt ∆1 ∩ ∆2 entweder leer ist oder
sowohl eine Seite von ∆1 als auch von ∆2 ist.

Es sei (W := { e0, ..., eN }, L) der abstrakte Simplizialkomplex, der K zugrunde
liegt. Durch

ϕ : V −→W

vi 7−→ ei, i = 0, ...,N,

ist nach Definition ein Isomorphismus von abstrakten Simplizialkomplexen ge-
geben.

Für einen geometrischen Simplizialkomplex K ist

|K| :=
⋃
∆∈K

∆

der Träger von K.

Beispiel II.4.10. Das folgende Bild zeigt zwei verschiedene geometrische Simpli-
zialkomplexe mit demselben Träger.

Wir versehen den Träger K mit der Teilraumtopologie.
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Bemerkung II.4.11. Es sei K ein geometrischer Simplizialkomplex in RN. Jedes
Simplex ∆ ∈ K trage ebenfalls die Teilraumtopologie. Eine Teilmenge U ⊂ |K|
ist genau dann offen in |K|, wenn U ∩ ∆ für jedes Simplex ∆ von K offen in
∆ ist. Falls U ⊂ |K| offen ist, dann existiert eine offene Teilmenge V ⊂ RN mit
V ∩ |K| = U. Für ∆ ∈ K ist U ∩ ∆ = V ∩ ∆ offen in ∆. Wenn umgekehrt U ⊂ |K|
eine Teilmenge ist, für die U∩∆ für jedes Simplex ∆ ∈ K offen in ∆ ist, dann ist
Z∆ := Z∩∆ für jedes Simplex ∆ ∈ K abgeschlossen in ∆, Z := |K| \U. Ein Simplex
in RN ist eine abgeschlossene Teilmenge von RN. Für jedes Simplex ∆ ∈ K gibt
es eine offene Teilmenge V∆ ⊂ RN mit V∆ ∩ ∆ = U ∩ ∆. Daher ist

Z∆ = ∆ ∩ (RN \ V∆)

als Durchschnitt zweier abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen. Weiter ist

Y :=
⋃
∆∈K

Z∆

als endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen. Daher ist
V := RN \ Y offen, und man verifiziert

U = V ∩ |K|.

Satz II.4.12. Es seien (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex und (K, ϕ), (L, ψ)
zwei geometrische Realisierungen von (V,K). Dann sind die topologischen Räume
|K| und |L| homöomorph.

Beweis. Wir wählen eine Orientierung β : { 0, ..., n } −→ V, n := #V − 1. Für q ∈ N,
ein Tupel s = (vi0 , ..., viq) mit 0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ n und { vi0 , ..., viq } ∈ K ist

χs : ∆q
(
ϕ(vi0), ..., ϕ(viq)

)
−→ ∆q

(
ψ(vi0), ..., ψ(viq)

)
q∑
j=0

λj ·ϕ(vij) 7−→ q∑
j=0

λj ·ψ(vij)

wie in Bemerkung II.4.3 gesehen ein Homöorphismus. Man überprüft, dass die
χs, s ∈ T 2q (K) := { (vi0 , ..., viq) | 0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ n ∧ { vi0 , ..., viq } ∈ K }, zu einer
bijektiven Abbildung

χ : |K| −→ |L|

verkleben. Da die χs, s ∈ T 2q (K), Homöomorphismen sind, folgt mit der Beschrei-
bung der Topologie des Trägers eines geometrischen Simplizialkomplexes aus
Bemerkung II.4.11 leicht, dass χ ein Homöomorphismus ist.
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II.5 Triangulierungen topologischer Räume
Es sei X ein topologischer Raum. Eine TriangulierungindexTriangulierung!eines
topologischen Raums von X besteht aus einem geometrischen Simplizialkom-
plex K und einem Homöomorphismus

τ : |K| −→ X.

Satz II.5.1. Es seien K und L geometrische Simplizialkomplexe, (V,K) und (W,L)
die zugrunde liegenden abstrakten Simplizialkomplexe und k ein Körper. Wenn
die Träger |K| und |L| homöomorph sind. Dann gilt

∀q ∈ N : Hq(K, k) ∼= Hq(L, k).

Insbesondere liefern zwei Triangulierungen desselben topologischen Raums X
isomorphe Homologiegruppen.

Zum Beweis. Dieser Satz lässt sich nicht direkt mit simplizialen Methoden be-
weisen, da die sogenannte Hauptvermutung im Allgemeinen nicht stimmt (s.
[33], S. 152, oder [47]). Man muss deshalb die simpliziale Homologie mit der
sogenannten singulären Homologie vergleichen ([33], Corollary 7.23). Die sin-
guläre Homologie wird in [33], Kapitel 4, besprochen und im weiteren Verlauf
des Buchs untersucht.

Wir benutzen dieses Resultat, um die Idee hinter den Homologiegruppen zu
motivieren. Wir beschränken uns dabei auf die nullte und die erste Homolo-
giegruppe. Dazu sei (V,β, K) ein orientierter abstrakter Simplizialkomplex. Wie
üblich schreiben wir V = { v0, ..., vn }. Ein orientierter Kantenzug ist ein Element
der Form

γ =

t−1∑
j=0

〈 vij , vij+1 〉 ∈ C1(K).

Wir nennen vi0 den Startpunkt und vit den Endpunkt . Der Kantenzug γ ist
geschlossen,wenn i0 = it gilt. Man berechnet

∂1(γ) =

t−1∑
j=0

〈vij+1〉− 〈vij〉 = 〈vit〉− 〈vi0〉.

Der Kantenzug ist also genau dann ein 1-Zyklus, wenn er geschlossen ist.

Aufgabe II.5.2. a) Zeigen Sie, dass immer H0(K, k) 6= 0 gilt.
b) Es seien i0, i1 ∈ { 0, ..., n }. Beweisen Sie, dass die Klasse von 〈vi1〉 − 〈vi0〉

in H0(K, k) genau dann null ist, wenn es einen orientierten Kantenzug γ mit
Startpunkt vi0 und Endpunkt vi1 gibt.

c) Beweisen Sie, dass jeder 1-Zyklus ω ∈ Z1(K) eine k-Linearkombination von
orientierten Kantenzügen ist.
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Abbildung II.11: Orientierte Kantenzüge in geometrischen Simplizialkomplexen

Gemäß der Übung gilt Dimk(H0(K, k)) ≥ 1, und die Dimension ist genau
dann eins, wenn je zwei Ecken des Simplizialkomplexes durch einen orientier-
ten Kantenzug verbunden werden können. Das bedeutet, dass der topologische
Raum, der zu einer geometrischen Realisierung des abstrakten Simplizialkom-
plexes gehört, zusammenhängend ist.

Um eine Anschauung für H1(K, k) zu gewinnen, schauen wir uns angesichts
von Teil c) der Übung einen orientierten Kantenzug γ in (V,β, K) an und un-
tersuchen, wann die Klasse in H1(K, k), die durch γ definiert wird, null ist.
Zur Illustration betrachten wir die Beispiele in Abbildung II.11. Im zum linken
Bild gehörigen abstrakten Simplizialkomplex schauen wir uns den orientierten
Kantenzug

γ = 〈 0, 1 〉+ 〈 1, 2 〉+ 〈 2, 3 〉+ 〈 3, 4 〉+ 〈 4, 7 〉− 〈 5, 7 〉− 〈 0, 5 〉

an. Die Linearkombination

κ := 〈 0, 1, 5 〉+ 〈 1, 4, 5 〉+ 〈 1, 3, 4 〉+ 〈 1, 2, 3 〉− 〈 4, 5, 7 〉

ist eine 2-Kette mit

Der Weg γ berandet also eine gewisse Vereinigung von 2-Simplexen, die ent-
sprechend orientiert werden müssen.

Im Simplizialkomplex auf der rechten Seite der Abbildung definieren wir

η := − 〈 0, 1, 5 〉+ 〈 1, 5, 6 〉− 〈 1, 2, 6 〉+ 〈 2, 6, 7 〉
− 〈 2, 3, 7 〉− 〈 3, 4, 7 〉+ 〈 0, 3, 4 〉+ 〈 0, 4, 5 〉
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und berechnen

mit

γ1 = 〈 4, 5 〉+ 〈 5, 6 〉+ 〈 6, 7 〉− 〈 4, 7 〉,
γ2 = 〈 0, 1 〉+ 〈 1, 2 〉+ 〈 2, 3 〉− 〈 0, 3 〉

Dabei ist γ1 bzw. γ2 der äußere bzw. innere Kreis, jeweils im mathematisch po-
sitiven Sinne durchlaufen. Diese Berechnung bedeutet, dass γ1 und γ2 dieselbe
Homologieklasse in H1(K, k) definieren. Hier berandet die Differenz eine gewisse
Vereinigung von 2-Simplizes mit den entsprechenden Orientierungen.

Es sei (V, L) der abstrakte Simplizialkomplex, der obigem geometrischen
Simplizialkomplex zugrunde liegt. Unsere Vorüberlegungen zeigen H0(K, k) ∼= k.
Da Z0(K) = C0(K) achtdimensional ist, ist B0(K) siebendimensional. Weiter hat
C1(K) die Dimension sechzehn. Daraus schließen wir, dass Z1(K) ein neundi-
mensionaler k-Vektorraum ist. Wir wählen

b21 := 〈 0, 1, 5 〉, b22 := 〈 1, 5, 6 〉, b23 := 〈 1, 2, 6 〉, b24 := 〈 2, 6, 7 〉,
b25 := 〈 2, 3, 7 〉, b26 := 〈 3, 4, 7 〉, b27 := 〈 0, 3, 4 〉, b28 := 〈 0, 4, 5 〉

als Basis von C2(K) und

b11 := 〈 0, 1 〉, b12 := 〈 1, 2 〉, b13 := 〈 2, 3 〉, b14 := 〈 0, 3 〉,
b15 := 〈 4, 5 〉, b16 := 〈 5, 6 〉, b17 := 〈 6, 7 〉, b18 := 〈 4, 7 〉,
b19 := 〈 0, 5 〉, b110 := 〈 1, 5 〉, b111 := 〈 1, 6 〉, b112 := 〈 2, 6 〉,
b113 := 〈 2, 7 〉, b114 := 〈 3, 7 〉, b115 := 〈 3, 4 〉, b116 := 〈 0, 4 〉

als Basis von C1(K).29 Damit berechnet man schnell, dass die Darstellungsma-

29Im Allgemeinen würde man z.B. die lexikographische Ordnung verwenden, um die Basis-
vektoren systematisch zu nummerieren. In dieser Anordnung gilt für q ≥ 0 und n ≥ 1 und zwei
verschiedene Vektoren 〈 i0, ..., iq 〉 und 〈 j0, ..., jq 〉 mit 0 ≤ i0 < · · · < iq ≤ n bzw. 0 ≤ j0 < · · · < jq ≤
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trix von ∂2 bzgl. dieser Basen durch

M2 :=



1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 −1
1 1 0 0 0 0 0 0

0 −1 −1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 −1 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 −1 1


gegeben ist. Die (8 × 8)-Matrix, die aus den ersten acht Zeilen von M1 besteht,
kann durch eine geeignete Permutation der Zeilen in die Einheitsmatrix E8
übergeführt werden. Es folgt sofort, dass Rang(M2) = 8, dass ∂2 injektiv ist
und dass

H2(K, k) = 0.

Wegen H0(K, k) ∼= k folgt, dass der Kern von ∂1 neundimensional ist. Deswegen
gilt

H1(K, k) ∼= k.

Wir weisen zum Abschluss nach, dass der geschlossene orientierte Kantenzug

γ3 := 〈 4, 5 〉− 〈 1, 5 〉+ 〈 1, 6 〉− 〈 2, 6 〉+ 〈 2, 3 〉+ 〈 3, 4 〉

eine nichttriviale Homologieklasse in H1(K, k) hat. Bzgl. der verwendeten Basis
ist dies der Vektor

w := (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 1, 0)t.

n genau dann
〈 i0, ..., iq 〉 < 〈 j0, ..., jq 〉,

wenn
iµ < jµ

für den Index
µ := min

{
m ∈ { 0, ..., q } | im 6= jm

}
gilt.
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Es ist zu zeigen, dass γ3 nicht im Bild von ∂2 liegt, also die Matrix (M2|w) Rang
neun hat. Es seien m1, ...,m8 die Spalten der Matrix M2. Wenn γ3 im Bild von
∂2 läge, wäre w eine Linearkombination dieser Spalten. Verwendet man nur die
ersten acht Zeilen, dann schließt man, dass

w = m5 +m8

gelten müsste. Das ist aber falsch. Man sieht das z.B. am letzten Eintrag von
w. Der Weg γ3 berandet offenkundig keine Vereinigung von 2-Simplizes.

Aufgabe II.5.3. Finden Sie einen Linearkombination χ von 2-Simplexen in obi-
gem Komplex, so dass

∂2(χ) = γ1 − γ3.

Diese Beispiele illustrieren, dass man in ebenen Figuren Löcher mit Hilfe
der ersten Homologiegruppe entdecken kann. Wir illustrieren das Phänomen
noch für zwei kompliziertere topologische Räume.

Beispiel II.5.4 (Die Sphäre). Es sei (vgl. Abbildung II.8)

K =
{
{0}, {1}, {2}, {3}, { 0, 1 }, { 0, 2 }, { 0, 3 }, { 1, 2 }, { 1, 3 }, { 2, 3 },

{ 0, 1, 2 }, { 0, 1, 3 }, { 0, 2, 3 }, { 1, 2, 3 }
}
.

Der zu diesem abstrakten simplizialen Komplex gehörige topologische Raum S

ist die Oberfläche eines dreidimensionalen Simplex. Der Raum S ist homöo-
morph zu der zweidimensionalen Sphäre

S2 :=
{
(a, b, c) ∈ R3 |a2 + b2 + c2 = 1

}
.

Um dies einzusehen, wähle man die Ecken des dreidimensionalen Simplex auf
der Sphäre dergestalt, dass der Ursprung im Inneren des Simplex liegt. Nun
kann man das Simplex vom Ursprung aus auf die Sphäre projizieren.
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Wir benutzen die Basis

b21 := 〈 0, 1, 2 〉, b22 := 〈 0, 1, 3 〉, b23 := 〈 0, 2, 3 〉, b24 := 〈 1, 2, 3 〉

von C2(K), die Basis

b11 := 〈 0, 1 〉, b12 := 〈 0, 2 〉, b13 := 〈 0, 3 〉, b14 := 〈 1, 2 〉, b15 := 〈 1, 3 〉, b16 := 〈 2, 3 〉

von C1(K) und die Basis

b01 := 〈0〉, b02 := 〈1〉, b03 := 〈2〉, b04 := 〈3〉

von C0(K). Die Darstellungsmatrix von ∂2(K) ist

M2 :=


1 1 0 0

−1 0 1 0

0 −1 −1 0

1 0 0 1

0 1 0 −1
0 0 1 1

 .

An der (3× 3)-Matrix links unten erkennt man, dass M2 mindestens Rang drei
hat. Auf der anderen Seite gilt

(erste Spalte) − (zweite Spalte) + (dritte Spalte) − (vierte Spalte) = 0.

Wir schließen Rang(M2) = 3 und

H2(K, k) ∼= k.

Die Darstellungsmatrix für ∂1 ist

M1 :=


−1 −1 −1 0 0 0

1 0 0 −1 −1 0

0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1

 .
Die (3 × 3)-Matrix links unten verrät uns, dass M1 mindestens Rang drei hat.
Auf der anderen Seite ist die Summe der Zeilen null. Damit gilt Rang(M1) = 3,
und wir folgern

H0(K, k) ∼= k und H1(K, k) = 0.

Die nullte Homologiegruppe sagt uns, dass der Raum zusammenhängend ist.
Die erste Homologie sagt wieder etwas über Löcher aus. Um dafür eine An-
schauung zu gewinnen, müssen wir das Ergebnis mit dem Ergebnis für den
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Torus aus Beispiel II.5.6 vergleichen. Die zweite Homologie hängt damit zu-
sammen, dass S2 den Raum R3 in ein Inneres und ein Äußeres teilt. Hier muss
man das Ergebnis mit dem Ergebnis für die kleinsche Flasche30 vergleichen (s.
Aufgabe II.5.8). Wir notieren noch, dass für die Eulercharakteristik

χ(V,K) = Dimk

(
H0(K, k)

)
− Dimk

(
H1(K, k)

)
+ Dimk

(
H2(K, k)

)
= 2

gilt.

Für zwei geometrische Simplizialkomplexe K und Lmit homöomorphen Trä-
gern folgt aus Satz II.5.1, dass die Eulercharakteristiken der zugrunde liegen-
den abstrakten Simplizialkomplexe gleich sind. Diesen Sachverhalt möchten
wir zumindest für Triangulierungen von S2 direkt beweisen.

Satz II.5.5. Es seien K ein geometrischer Simplizialkomplex mit zugrunde liegen-
dem abstraktem Simplizialkomplex (V,K) und τ : |K| −→ S2 eine Triangulierung.
Dann gilt

χ(V,K) = 2.

Zum Beweis. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass der Nordpol N = (0, 0, 1) der Sphäre nicht im Bild eines 1-Simplex von
K enthalten ist. Wir können dann eine kleine abgeschlossene Kreisscheibe um
den Nordpol finden, die kein Bild eines 1-Simplex unter τ schneidet. Nun führen
wir die stereographische Projektion ϕ aus (s. [38], S. 159f).

Das Komplement des Inneren der gewählten Kreisscheibe in S2 wird dann ho-
möomorph auf eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene abgebildet, und
wir erhalten eine Triangulierung dieser Kreisscheibe. Der Satz folgt nun aus
einem allgemeineren Satz aus der Graphentheorie.

Ein eingebetteter ebener Graph ist ein Paar (W,Ω), das aus einer endlichen
Teilmenge W ⊂ R2 und einer endlichen Menge Ω von injektiven stetigen Abbil-
dungen von [0, 1] −→ R2 besteht, so dass

30Felix Christian Klein (1849 - 1925), deutscher Mathematiker.
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• ω(0) ∈W und ω(1) ∈W für ω ∈ Ω gilt

• und entweder ω1 = ω2 oder ω1(0, 1) ∩ω2(0, 1) = ∅ für ω1,ω2 ∈ Ω gilt.

Diese Menge definiert über ε(ω) := {ω(0),ω(1) } einen Graphen im Sinne von
Abschnitt I.1. Es sei

Γ :=
⋃
ω∈Ω

ω
(
[0, 1]

)
.

Die Teilmenge Γ ⊂ R2 ist abgeschlossen ([36], Satz 3.4.1 und Satz 2.2.12). Das
Komplement hat endlich viele Zusammenhangskomponenten (s. Anhang II.7)
F1, ..., F`, die Flächen des Graphen heißen. Die Eulerformel für einen zusam-
menhängenden eingebetteten ebenen Graphen lautet

#W − #Ω+ ` = 2. (II.7)

In unserem Beispiel sind die Elemente von W die Bilder der 0-Simplexe unter
τ gefolgt von der stereographischen Projektion ϕ. Für die Konstruktion von Ω

wählen wir eine Orientierung β : { 0, ..., n } −→ V, n := #V − 1. Für ein 1-Simplex
∆ ∈ K gibt es dann Zahlen 0 ≤ l < m ≤ n, so dass ∆ = ∆1(β(l), β(m)). Wir setzen
dann

ω∆ : [0, 1] −→ R2

λ 7−→ (ϕ ◦ τ)
(
(1− λ) · β(l) + λ · β(m)

)
und

Ω :=
{
ω∆ |∆ ∈ K ein 1-Simplex

}
.

Die 2-Simplexe der Triangulierung entsprechen dann den Flächen des engebet-
teten ebenen Graphen.

Formel (II.7) ist uns für Bäume bekannt (s. Aufgabe I.1.12, b).31 Wenn der
Graph kein Baum ist, dann existiert nach Satz I.1.11 eine Kante e ∈ Ω, so dass
(W,Ω \ {e}) zusammenhängend ist. Wenn e aus dem Graphen entfernt wird,
dann erhält man den zusammenhängenden Graphen (W,Ω \ {e}). Dabei nimmt
sowohl die Anzahl der Ecken als auch die Anzahl der Flächen um eins ab. Wir
skizzieren dies nur:

.
31Hier muss man noch zeigen, dass das Komplement von Γ zusammenhängend ist.
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Man muss allerdings beachten, dass die Bilder von stetigen Abbildungen sehr
kompliziert sein können (s. z.B. [36], Beispiel 4.2.2) und stark von Strecken
abweichen können. Die detaillierten Argumente, die an dieser Stelle notwendig
sind, sind im Anhang zu diesem Kapitel zusammengetragen. Die Hauptzutat
ist der jordansche Kurvensatz ??.

Beispiel II.5.6 (Der Torus). Den (zweidimensionalen) Torus T 2 erhält man, indem
man in einem Rechteck die gegenüberliegenden Kanten unter Beachtung der
vorgegebenen Orientierungen identifiziert:32

.

Die ersten Versuche der Triangulierungen eines Torus scheitern:

.

Auf der linken Seite hätten die ”Dreiecke“ wegen der vorgenommenen Identi-
fizierungen nur eine Ecke. Auf der rechten Seite hätten z.B. die Dreiecke mit

32Formal wird auf I× I, I := [0, 1], die Äquivalenzrelation ”∼“ mit

• ∀(t, z) ∈ I× I: (t, z) ∼ (t, z),

• ∀z ∈ I: (0, z) ∼ (1, z),

• ∀t ∈ I: (t, 0) ∼ (t, 1).

betrachtet und T2 := (I×I)/ ∼ gesetzt. Eine Teilmenge U ⊂ T2 ist hier offen, wenn ihr Urbild in I×I
unter der Projektionsabbildung I×I −→ T2 offen ist. Dabei trägt I×I ⊂ R2 die Teilraumtopologie.
Man nennt dies die Quotiententopologie.
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den Ecken 1, 2 und 3 bzw. 0, 1 und 3 die Ecken 1 und 3 gemeinsam, aber keine
Kante. Der Durchschnitt ist also keine Seite der beiden Dreiecke.

Die folgende Abbildung zeigt allerdings eine Triangulierung.33

.

Es sei (V,K) der abstrakte Simplizialkomplex zu der Triangulierung aus der Ab-
bildung. Der Torus T 2 ist offenbar zusammenhängend. Laut Aufgabe II.5.2, a),
gilt H0(K, k) ∼= k. Der k-Vektorraum Z0(K) = C0(K) ist neundimensional. Da C1(K)
die Dimension siebenundzwanzig hat, muss Z1(K) ein neunzehndimensionaler
k-Vektorraum sein. Wir ordnen nun die Basisvektoren mit der lexikographi-
schen Ordnung aus Fußnote 29 an, d.h.,

〈 0, 1, 3 〉, 〈 0, 1, 7 〉, ..., 〈 4, 6, 7 〉, 〈 5, 7, 8 〉

bzw.

〈 0, 1 〉, 〈 0, 2 〉, ..., 〈 6, 8 〉, 〈 7, 8 〉

ist die angeordnete Basis von C2(K) bzw. C1(K). Als Darstellungsmatrix für ∂2

33Man benötigt mindestens vierzehn Dreiecke, um T2 zu triangulieren. Da die Eulercharak-
teristik χ = χ(T2) null ist, ergibt sich dies aus [26], Kapitel I, Aufgabe 8.2.
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bzgl. dieser Basen findet man die Matrix

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1



.

Sie hat Rang siebzehn. Wir schließen

H2(K, k) ∼= k und H1(K, k) ∼= k2.

Dieses Resultat wird verständlich, wenn man beachtet, dass der zweidimensio-
nale Torus homöomorph zu S1 × S1 ist.34

Die beiden rot markierten Wege im Bild des Torus entsprechen den Kan-
tenzügen

γ = 〈 0, 1 〉+ 〈 1, 2 〉− 〈 0, 2 〉

und
δ = 〈 0, 3 〉+ 〈 3, 6 〉− 〈 0, 6 〉.

34Die Künnethformel der algebraischen Topologie ([33], Theorem 9.37) zeigt, wie man die
Homologie eines Produkt aus den Faktoren berechnen kann.
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Bei Verwendung der obigen Basis für C1(K) entsprechen diese Kantenzüge den
Vektoren

u := (1,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

und

v := (0, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t.

Wir erweitern die obige Matrix um die Spalten u und v und berechnen den Rang
der resultierenden (27 × 20)-Matrix. Das Ergebnis ist neunzehn. Es folgt, dass
die Klassen [u], [v] ∈ H1(K, k) eine Basis für H1(K, k) bilden.

Bemerkung II.5.7. Der Rang einer Matrix lässt sich leicht mit jedem Compu-
teralgebraprogramm berechnen. Wir haben in den obigen Berechnungen Sage35

verwendet.

Aufgabe II.5.8 (Die kleinsche Flasche). Die kleinsche Flasche entsteht, indem
man die Kanten eines Rechtecks wie in der Zeichnung angegeben identifiziert.36

35https://www.sagemath.org/
36Hier arbeitet man mit der Äquivalenzrelation ”∼“ mit

• ∀(t, z) ∈ I× I: (t, z) ∼ (t, z),

• ∀z ∈ I: (0, z) ∼ (1, z),

• ∀t ∈ I: (t, 0) ∼
(
(1− t), 1

)
auf I× I. Man verwendet wieder die Quotiententopologie.
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Bestimmen Sie eine Triangulierung von F, und berechnen Sie die Homolo-
giegruppen der kleinschen Flasche mit dieser Triangulierung. Welche Euler-
charakteristik hat die kleinsche Flasche?

II.6 Ripsfiltrierungen und beständige Homologie
Für N ≥ 1 betrachten wir den Raum RN. In diesem Abschnitt schreiben wir die
Elemente von RN als Zeilenvektoren. Die euklidische Metrik ist die Abbildung

d : RN × RN −→ R

(
(a1, ..., aN), (b1, ..., bN)

)
7−→

√√√√ N∑
j=1

(aj − bj)2.

Für Punkte A = (a1, ..., aN) und B = (b1, ..., bN) in RN ist d(A,B) ihr euklidischer
Abstand. Für eine endliche Teilmenge X ⊂ RN ist

Diam(X) := max
{
d(A,B) |A,B ∈ X

}
der Durchmesser von X. Es seien V ⊂ RN eine endliche Teilmenge und δ ≥ 0 eine
reelle Zahl. Wir definieren

K(δ) :=
{
σ ⊂ V |σ 6= ∅∧ Diam(σ) ≤ δ

}
.

Aufgabe II.6.1. Zeigen Sie, dass (V,K(δ)) für jede nicht negative reelle Zahl ein
abstrakter Simplizialkomplex ist. Wir bezeichnen dies als den Ripskomplex zum
Parameter δ.
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Wir halten eine offensichtliche Eigenschaft fest.

Beobachtung II.6.2. Für 0 ≤ δ1 ≤ δ2 gilt K(δ1) ⊂ K(δ2).

Beispiel II.6.3. a) Es gilt K(0) = { {v} | v ∈ V }.
b) Es sei δ∞ := Diam(V). Für δ ≥ δ∞ haben wir K(δ) = P(V) \ {∅}. Der to-

pologische Raum, den dieser abstrakte Simplizialkomplex beschreibt, ist ein
q-Simplex, q := #V − 1. Gilt q > N, dann ist die Dimension von (V,K(δ)) größer
als N.

Teil b) des obigen Beispiels zeigt, dass die Dimension des abstrakten Sim-
plizialkomplexes (V,K(δ)) die Dimension N des Raums, in dem die Punktmenge
V lebt, übersteigen kann.

Es sei weiter
D :=

{
d(A,B) |A,B ∈ V

}
,

und man schreibe
D = {d0, ..., d` } mit d0 < · · · < d`.

Hierbei gilt
d0 = 0 und d` = Diam(V).

Beobachtung II.6.4. In der obigen Situation sind folgende Bedingungen erfüllt.
i) Für i = 0, ..., `− 1 und δ1, δ2 ∈ [di, di+1) gilt K(δ1) = K(δ2).
ii) Für i = 0, ..., `− 1 gilt K(di) ( K(di+1).

Beweis. Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus den Definitionen.

Wir setzen Ki := K(di), i = 0, ..., `, und nennen

R : K0 ( K1 ( · · · ( K`−1 ( K`

die Ripsfiltrierung von V. Ein anderer gebräuchlicher Name ist Vietoris–Ripsfil-
trierung37 .

In Abbildung II.12 sind einige38 der Simplizialkomplexe des Ripskomplexes
einer Punktmenge in R2 dargestellt.39 Man beginnt mit einer Menge von sechs
isolierten Punkten und erkennt, dass sich zunächst 1-Simplexe ausbilden. Im
weiteren Verlauf entsteht ein 2-Simplex, dann ein 3-Simplex. Da es insgesamt
sechs Punkte gibt, ist der letzte Eintrag ein 5-Simplex. Man sieht wieder, dass
die Punktmenge in R2 zu höherdimensionalen abstrakten Simplizialkomplexen
führt.

37Leopold Vietoris (1891 - 2002), österreichischer Mathematiker.
38aber nicht alle!
39Wenn man K(δ) ermitteln möchte, zeichnet man um jeden Punkt die abgeschlossene Kreis-

scheibe vom Radius (1/2) · δ und schaut, welche Kreisscheiben sich überlappen. (Es reicht,
wenn sie einen einzigen Punkte gemeinsam haben.)
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Abbildung II.12: Einige Bestandteile des Ripskomplexes zu einer Punktmenge
in R2

Aufgabe II.6.5. Überlegen Sie sich, wie der vollständige Ripskomplex zu der
obigen Punktmenge aussieht. (Sie müssen dazu die Abstände der Punkte von-
einander ausmessen.)

Ich danke Herrn Benyoussef für die Ausarbeitung des folgenden Beispiels, das
in Beispiel II.6.8 fortgeführt wird.

Beispiel II.6.6. Wir geben die Menge V = {A,B,C,D } mit A := (0, 0), B := (1, 3),
C := (2,−1) und D := (3, 2) in der Ebene R2 vor und tragen die Abstände zwi-
schen den Elementen von V in eine Tabelle ein:

A B C D

A 0
√
10

√
5
√
13

B
√
10 0

√
17

√
5

C
√
5
√
17 0

√
10

D
√
13

√
5
√
10 0

.

In der vorangegangen Notation haben wir somit ` = 4,

d0 = 0, d1 =
√
5, d2 =

√
10, d3 =

√
13 und d4 =

√
17.
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Mit Hilfe der Abstandstabelle findet man

K0 =
{
{A}, {B}, {C}, {D}

}
K1 = K0 ∪

{
{A,C }, {B,D }

}
,

K2 = K1 ∪
{
{A,B }, {C,D }

}
,

K3 = K2 ∪
{
{A,D }, {A,B,D }, {A,C,D }

}
,

K4 = K3 ∪
{
{B,C }, {A,B,C }, {B,C,D }, {A,B,C,D }

}
.

Dies entspricht dem folgenden Bild.

Es seien V ⊂ R2 eine Punktmenge und K0, ..., K` die abstrakten Simplizial-
komplexe, die im Ripskomplex von V vorkommen. Es sei ιj : Kj−1 −→ Kj die In-
klusionsabbildung, j = 1, ..., `. Man beachte, dass ιj eine simpliziale Abbildung
ist, j = 1, ..., `. Damit schreiben wir den Ripskomplex als

K0
ι1−−−→ K1

ι2−−−→ · · · ι`−1−−−→ K`−1
ι`−−−→ K`.

Für q = 0, ..., n, n := #V − 1, erhalten wir

Rq(V) : Hq(K
0)

Hq(ι1)−−−→ Hq(K
1)

Hq(ι2)−−−→ · · · Hq(ι`−1)−−−−−→ Hq(K
`−1)

Hq(ι`)−−−→ Hq(K
`).
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Dies ist eine Darstellung des Köchers

A`+1 : 0
1−−−→ 1

2−−−→ · · · `−1−−−→ `− 1
`−−−→ `.

Das Tupel (Rq(V), q = 0, ...,#V − 1) ist die beständige Homologie von V.

Bemerkung II.6.7. Anstatt das Tupel (Rq(V), q = 0, ...,#V−1) zu betrachten, kann

man auch R?(V) :=
#V−1⊕
q=0

Rq(V) bilden.

Sei q ∈ { 0, ...,#V − 1 }. Gemäß Satz I.6.2 zerlegen wir

Rq(V) ∼=
⊕

0≤r≤s≤`

I[r, s]⊕δr,s .

Es sei 0 ≤ r ≤ s ≤ `. Wir betrachten einen Summanden auf der rechten Seite,
der isomorph zu I[l,m] ist. Er entspricht einer Teildarstellung I = (Ij, j = 0, ..., `)
von Rq(V). Dabei gilt Ij = 0, j = 0, ..., r − 1, s + 1, ..., `, und Ij ∼= k, j = r, ..., s. Wir
wählen κ ∈ Hq(Kr, k), so dass Ir = 〈κ〉. Für diese Klasse und r ≤ u ≤ n gilt(

Hq(ιu) ◦ · · · ◦Hq(ιr+1)
)
(κ)

{
6= 0, falls u ≤ s
= 0, falls u > s. .

Wir nennen s − r die Beständigkeit40 von κ. Man sieht Homologieklassen mit
einer hohen Beständigkeit als charakteristische Merkmale der Punktmenge an
(s. [29], Abschnitt 3.3).

Beispiel II.6.8. Dies ist die Fortsetzung von Beispiel II.6.6. Für die Homologie
der abstrakten Simplizialkomplexe im Ripskomplex gilt

H0(K
0, k) ∼= k4, Hq(K

0, k) = 0, q ≥ 1,
H0(K

1, k) ∼= k2, Hq(K
1, k) = 0, q ≥ 1,

H0(K
2, k) ∼= k, H1(K

2, k) ∼= k, Hq(K
2, k) = 0, q ≥ 2,

H0(K
3, k) ∼= k, Hq(K

3, k) = 0, q ≥ 1,
H0(K

4, k) ∼= k, Hq(K
4, k) = 0, q ≥ 1.

Es folgt
R1(V) ∼= I[2, 2] und Rq(V) = 0, q ≥ 2.

Schließlich müssen wir die nullte Homologie zerlegen. Wir betrachten die Teil-
darstellung K. Hier gilt K = (K0, K1, 0, 0, 0). Wir müssen zunächst ein direktes
Komplement T zu K finden. Dazu seien κ0 die Klasse von 〈A〉 in H0(K0, k) und

κu :=
(
H0(ιu, k) ◦ · · · ◦H0(ι1, k)

)
(κ0) ∈ H0(Ku, k), u = 1, 2, 3, 4.

40In Bemerkung II.6.9, a), werden wir die Lebensdauer einführen, die auch noch die Werte
d0, ..., d` berücksichtigt.
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Damit ist T = (〈κ0〉, 〈κ1〉, 〈κ2〉, 〈κ3〉, 〈κ4〉) ein direktes Komplement zu K. Es gilt
T ∼= I[0, 4].

Um jetzt die Darstellung K = (K0, K1, 0, 0, 0) weiter zu zerlegen, bilden wir
die Teildarstellung L = (L0, 0, 0, 0) mit L0 := Ker(H0(ι1, k)). Wir definieren λ0 ∈
H0(K

0, k) als die Homologieklasse von 〈A〉 − 〈B〉 und λ1 := H0(ι1, k)(λ0). Dann ist
U := (〈λ0〉, 〈λ1〉, 0, 0, 0) ein direktes Komplement zu L in K. Es gilt U ∼= I[0, 1].
Schließlich gilt L0 ∼= I[0]⊕2. Die Klassen von 〈A〉 − 〈C〉 und 〈B〉 − 〈D〉 bilden eine
Basis von L0. Wir haben damit

R0(V) ∼= I[0]⊕2 ⊕ I[0, 1]⊕ I[0, 4]

gezeigt.

Bemerkung II.6.9. a) Man kann statt der Strichcodes auch ein Beständikeits-
diagramm zeichnen. Wir betrachten die Zerlegung (vgl. Bemerkung II.6.7)

R?(V) ∼=
⊕

0≤r≤s≤`

I[r, s]⊕δr,s .

Ein Summand I[r, s] enstpricht einer Homologieklasse, die in K(δr) zum ersten
Mal auftritt und in K(δs+1) zum ersten Mal verschwindet, 1 ≤ r ≤ s ≤ `, d`+1 :=∞.
Die Differenz ds+1 − dr ist die Lebensdauer der Homologieklasse. Die Punkte
(dr, ds+1) mit δr,s, 0 ≤ r ≤ s ≤ `, trägt man in ein Diagramm ein. Im obigen
Beispiel wäre dies41

.

Die roten Punkte entsprechen den nulldimensionalen Homologieklassen. Da
zwei von ihnen dasselbe Geburts- und Sterbedatum haben, sind nur drei rote
Punkte zu erkennen.

41Diese Diagramm wurde ebenfalls von Herrn Benyoussef angefertigt.
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b) In jedem Ripskomplex ist K` ein abstrakter Simplizialkomplex, der ein
Simplex beschreibt, so dass H0(K`, k) ∼= k und Hq(K`, k) = 0, q ≥ 1. Zusammen
mit Aufgabe II.5.2, a), folgt, dass es in R0(V) für jedes N ≥ 1 und jede endli-
che Punktmenge V in RN genau einen Summanden der Form I[0, `] gibt. Für
q ≥ 1 taucht kein solcher Summand in Rq(V) auf. Es gibt daher genau eine
Homologieklasse mit unendlicher Lebensdauer.

Aufgabe II.6.10. Berechnen Sie die beständige Homologie zu dem Ripskomplex
in Abbildung II.12.

Topologische Datenanalyse (TDA)

In diesem Kapitel wurde eine Grundtechnik der topologische Datenanalyse
(kurz TDA) vorgestellt. Einen kurzen Überblick über dieses Thema gibt der Ar-
tikel [29], eine detaillierte Einführung ist in dem Buch [30] enthalten, und eine
aktuelle Anwendung ist in der Arbeit [16] zu finden.

In der Praxis erhebt man gewaltige Datensätze, die man als endliche Punkt-
menge in einem RN auffassen kann. Dabei ist N die Anzahl der Merkmale, die
man erfasst, z.B. Koordinaten, Geschwindigkeit, Beschleunigung in x-, y-, z-
Richtung, Puls, Körpertemperatur usw. Man möchte topologische Techniken
verwenden, um diese Datensätze zu analysieren. Hier haben wir die simpliziale
Homologie verwandt. Da eine endliche Punktmenge in RN nicht auf natürli-
che Weise einen abstrakten Simplizialkomplex definiert, betrachtet man alle
möglichen abstrakten Simplizialkomplexe, die man nach gewissen Vorschriften
bilden kann. In diesem Kapitel haben wir so die Ripsfiltrierung aufgebaut. Da-
neben gibt es z.B. die Čechfiltrierung (Aufgabe II.6.11, [30], Definition 4.10).
Weitere Möglichkeiten werden in [16], Abschnitt 2.1, skizziert. Die topologische
Datenanalyse hat sich zu einem vielgenutzten Werkzeug entwickelt. Mit einer
Internetrecherche findet man leicht umfangreiches Material zu dem Thema.

Aufgabe II.6.11 (Die Čechfiltrierung). Für einen Punkt A ∈ R2 und eine reelle
Zahl ε > 0 ist der abgeschlossene Ball vom Radius ε durch

B(A, ε) :=
{
B ∈ R2 |d(A,B) ≤ ε

}
gegeben. Nun sei V ⊂ R2 eine nichtleere endliche Teilmenge. Für eine reelle
Zahl δ setzen wir

L(δ) :=

{
σ ⊂ V

∣∣∣σ 6= ∅∧
⋂
A∈σ

B

(
A,
δ

2

)
6= ∅
}
.

Dies ist der Čechkomplex42 zum Parameter δ.

42Eduard Čech (1893 - 1960), tschechischer Mathematiker.
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a) Zeigen Sie, dass (V, L(δ)) ein abstrakter Simplizialkomplex ist.
b) Welche Beziehung besteht zwischen dem Čechkomplex (V, L(δ)) und dem

Ripskomplex (V,K(δ))?
c) Die Menge V = {A,B,C } bestehe aus den Ecken eines gleichseitigen Drei-

ecks. Bestimmen Sie den Ripskomplex K(δ) und Čechkomplex L(δ) für alle
nichtnegativen reellen Zahlen δ ≥ 0. Für welche Werte unterscheiden sich K(δ)
und L(δ)?

Bemerkung II.6.12. Die obige Konstruktion ergibt wieder eine endliche aufstei-
gende Kette

C : L0 ( L1 ( · · · ( Lm−1 ( Lm

von abstrakten Simplizialkomplexen, die man als Čechfiltrierung bezeichnet.
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II.7 Anhang. Der jordansche Kurvensatz
Es sei (X, T ) ein topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung
γ : [0, 1] −→ X. Das Bild

Spur(γ) :=
{
γ(t) | t ∈ [0, 1]

}
wird als die Spur von γ bezeichnet.

Beispiel II.7.1. Es seien N ≥ 1 und x, y ∈ RN. Dann ist

γ : [0, 1] −→ RN

t 7−→ (1− t) · x+ t · y.

Man schreibt [x, y] := Spur(γ). Dies ist die Verbindungsstrecke von x und y.

Bemerkung II.7.2. Es seien N ≥ 1. Der Raum RN wird mit der euklidischen
Topologie versehen. Für einen Weg γ : [0, 1] −→ RN ist Spur(γ) ⊂ RN eine abge-
schlossene Teilmenge ([36], Satz 3.4.1 und Satz 2.2.12).

Zwei Punkte x0, x1 ∈ X sind verbindbar, wenn es einen Weg γ : [0, 1] −→ X mit
γ(0) = 0 und γ(1) = 1 gibt.

Aufgabe II.7.3. Beweisen Sie, dass Verbindbarkeit eine Äquivalenzrelation auf
X ist.

Die Äquivalenzklassen der Verbindbarkeitsrelation nennt man die Wegzu-
sammenhangskomponenten von X, und man sagt, dass X wegzusammenhän-
gend ist, wenn es nur eine Äquivalenzklasse gibt. Eine wegzusammenhängende
offene Teilmenge G ⊂ R2 wird Gebiet genannt.

Ab jetzt betrachten wir N ≥ 1 und eine offene Teilmenge X ⊂ RN. Sie wird
mit der Teilraumtopologie bzgl. der euklidischen Topologie auf RN ausgestattet.
Dies bedeutet, dass eine Teilmenge U ⊂ X offen ist, wenn es zu jedem Punkt
x ∈ U eine reelle Zahl ε > 0 gibt, so dass

B(x, ε) :=
{
y ∈ RN |d(x, y) < ε

}
⊂ U.

Beispiel II.7.4. Der Raum RN ist wegzusammenhängend. Zwei Punkte x, y ∈ RN
können mit dem in Beispiel II.7.2 beschriebenen Weg verbunden werden.

Lemma II.7.5. Es seien N ≥ 1 und X ⊂ RN eine nichtleere offene Teilmenge.
i) Die Wegzusammenhangskomponenten von X sind offene Teilmengen.
ii) Die Menge X hat höchstens abzählbar unendlich viele Wegzusammenhangs-

komponenten.

Beweis. i) Es seien x ∈ X, [x] ⊂ X die Menge aller Punkte von U, die mit x (in
U) verbindbar sind, und y ∈ [x]. Es existiert ein ε > 0, so dass B(y, ε) ⊂ X. Alle
Punkte von B(y, ε) sind ebenfalls mit x verbindbar.
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ii) Die Menge QN ⊂ RN ist abzählbar, und jede nichtleere offene Teilmenge
V ⊂ RN enthält Punkte aus QN. Aus Teil i) folgt, dass jede Wegzusammenhangs-
komponente einen Punkt aus QN enthält.

Beispiel II.7.6. Die Menge

⋃
k∈Z

]
k−

1

4
, k+

1

4

[
⊂ R

ist eine offene Teilmenge mit abzählbar unendlich vielen Wegzusammenhangs-
komponenten.

Wir betrachten ein einfaches Polygon Π = (p1, ..., pn) in R2. Es sei

ΓΠ :=

n⋃
i=1

si.

Nach Bemerkung II.7.2 ist ΓΠ ⊂ R2 eine abgeschlossene Teilmenge.

Satz II.7.7 (Der jordansche Kurvensatz für einfache Polygone). In der obigen
Situation hat

R2 \ ΓΠ
genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Wir folgen dem Beweis aus [?], der in [?] aufbereitet wurde. Jordans ur-
sprünglicher Beweis [?] wird in [?] dargestellt.

Beweis. Das ΓΠ abgeschlossen ist, ist UΠ := R2 \ ΓΠ in der Tat eine offene Teil-
menge von R2.

Wir zeigen zunächst, dass UΠ höchstens zwei Zusammenhangskomponen-
ten hat. Es sei i ∈ { 1, ..., n}. Wir betrachten den Fall 1 < i < n. Es gibt eine Zahl
D > 0, so dass

d(x, y) ≥ D

für alle x ∈ si, alle j ∈ { 1, ..., n } \ { i − 1, i, i + 1 } und alle y ∈ sj gilt.43 Wir wählen
eine reelle Zahl 0 < δ < D/2. Es sei

Ui :=
{
x ∈ R2 |d(x, si) < δ

}
.

Die Menge Ui nimmt folgende Gestalt an:
43Die Teilmengen si und

⋃
j∈{ 1,...,n }\{ i−1,i,i+1 }

sj sind kompakte Teilmengen von R2. Da Π ein

einfaches Polygon ist, sind sie disjunkt. Nach [36], Lemma 3.4.4, haben sie einen positiven
Abstand voneinander.
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Die Leserin bzw. der Leser möge sich die notwendigen Details überlegen und
sich weiter davon überzeugen, dass

Ui \ (si−1 ∪ si ∪ si+1)

genau zwei Wegzusammenhangskomponenten hat. Wir bezeichnen sie mit F−i
und F+i . Es ist nun offensichtlich, wie U1, F−1 , F+1 und Un, F−n , F+n zu definieren
sind. Dabei wählen wir die Vorzeichen − und + für die Wegzusammenhangs-
komponenten von U1 \ (s1 ∪ s2 ∪ sn) beliebig und für i ∈ { 2, ..., n } so, dass

F−i ∩ F−i−1 6= ∅ und F+i ∩ F+i−1 6= ∅.

Das folgende Bild illustriert die Konstruktion.

Weiter seien

F− :=

n⋃
i=1

F−i und F+ :=

n⋃
i=1

F+i .

Nun sei x ∈ UΠ. Wir wählen einen Punkt z ∈ ΓΠ und betrachten den Weg
γ : [0, 1] −→ R2, t 7−→ x + (1 − t) · z. Das Urbild γ−1(ΓΠ) ist eine abgeschlossene
Teilmenge von [0, 1], die 0 nicht enthält. Es seien

t0 := min
(
γ−1(ΓΠ)

)
und z ′ := γ(t0). Seien weiter i ∈ { 1, ..., n } ein Index mit z ′ ∈ si und γ ′ : [0, 1] −→ R2,
t 7−→ t · x+ (1− t) · z ′. Es gibt ein ε > 0, so dass

∀t ∈ (1− ε, 1] : d
(
z ′, γ ′(t)

)
< δ.

Wir wählen t1 ∈ (1 − ε, 1] und definieren y := γ ′(t1). Es gilt y ∈ F−i oder y ∈ F+i .
Man beachte

Spur(γ ′) ⊂
{
γ(t) | t ∈ [0, t0)

}
.

Damit ist γ ′′ : [0, 1] −→ R2, t 7−→ t · x + (1 − t) · y, ein Weg, der x und y verbindet
und Spur(γ ′′) ⊂ UΠ erfüllt. Wir können x also in UΠ mit einem Punkt y ∈ F− ∪ F+
verbinden. Die offenen Mengen F− und F+ sind nach Konstruktion wegzusam-
menhängend. Es sei U± die Wegzusammenhangskomponente, die F± enthält.
Wir haben

UΠ = U− ∩U+

gezeigt.
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Jetzt müssen wir noch U− ∩ U+ = ∅ nachweisen. Wir schreiben pi = (ai, bi),
i = 1, ..., n. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass ai 6= aj für 1 ≤ i < j ≤ n gilt. Für einen Punkt q = (c, d) sei

`q :=
{
(c, d+ t) | t ∈ [0,∞)

}
die Halbgerade die von q ausgeht, parallel zur y-Achse verläuft und nach unten
beschränkt ist. Auf Grund der Voraussetzung, dass ai 6= aj für 1 ≤ i < j ≤ n gilt,
ist die Menge

S(q) := `q ∩ ΓΠ
endlich. Für l ∈ { 0, ..., n } setzen wir

l :=

{
l, falls 1 ≤ l ≤ n
n, falls l = 0

und für m ∈ { 1, ..., n+ 1 }

m :=

{
l, falls 1 ≤ l ≤ n
1, falls m = 1

.

Nun seien
A?
Γ :=
{
ai | i ∈ { 1, ..., n } ∧ ai−1 < ai < ai+1

}
.

und
S?Γ :=

{
p = (a, b) ∈ Π |a ∈ A?

Γ

}
.

Schließlich seien für q = (c, d) ∈ R2 \ Spur(γ)

• S?(q) := S(q) \ S?Γ

• und µ(q) := #S?(q).

Man beachte, dass S?(q) aus denjenigen Schnittpunkten r von `q mit ΓΠ besteht,
für die r entweder keine Ecke des Polygons ist oder eine Ecke, für die eine der
beiden Seiten des Polygons, die an r anliegen, links von `γ liegt und die andere
rechts von `γ. Schnittpunkte wie im folgenden Bild werden also nicht gezählt.

Wir setzen

U0 :=
{
q ∈ R2 \ Spur(γ) |µ(q) ist gerade

}
,

U1 :=
{
q ∈ R2 \ Spur(γ) |µ(q) ist ungerade

}
.

Beide Mengen sind nicht leer. In der Tat gilt für q = (c, d) mit c < min{ai | i ∈
{ 1, ..., n } } sicher, dass µ(q) = 0 und daher q ∈ U0. Auf der anderen Seite sei
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i0 ∈ { 1, ..., n } der Index mit ai0 := min{ai | i = 1, ..., n }. Sei weiter 0 < ε < min{ |aj −
ai0 | j ∈ { 1, ..., n} \ {i0} }. Weiter seien t− und t+ die Kanten des Polygons, die an pi0
anliegen. Wir haben die Vorzeichen dabei so vergeben, dass t− unterhalb von t+

liegt. In B(pi0 , ε) \ ΓΠ finden wir nun einen Punkt q, der rechts von pi0, oberhalb
von t− und unterhalb von t+ liegt. Für diesen Punkt gilt µ(q) = 1 und damit
q ∈ U1.

Satz II.7.8 (Der jordansche Kurvensatz). Es sei γ : [0, 1] −→ R2 ein Weg, so dass

• γ(0) = γ(1),

• γ|[0,1) injektiv ist.

Dann hat
R2 \ Spur(γ)

genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Eingebettete ebene Graphen

Eine eingebetteter ebener Graph ist ein Paar (V,Ω), das aus einer endlichen
Teilmenge V ⊂ R2 und einer endlichen Menge Ω besteht, so dass

• ein Element ω ∈ Ω ein Weg ω : [0, 1] −→ R2 ist,

• ω[0,1) für jedes Element ω ∈ Ω injektiv ist,

• ω(0) ∈ V, ω(1) ∈ V und ω(t) 6∈ V, t ∈ (0, 1), für jedes Element ω ∈ Ω gilt
und

• ω(t) 6= ω ′(t ′) für t, t ′ ∈ (0, 1) und zwei verschiedene Elemente ω,ω ′ ∈ Ω
gilt.

Für einen eingebetteten Ebenen Graph (V,Ω) definiere man

ε : Ω −→ V (2)

ω 7−→ {ω(0),ω(1)
}
.

Dann ist (V,Ω, ε) ein Graph im Sinne von ??. Wir sagen, dass (V,Ω) zusam-
menhängend ist, wenn (V,Ω, ε) zusammenhängend im Sinne von ?? ist.

Für einen eingebetteten ebenen Graphen (V,Ω) sei

Γ := Spur(Γ) :=
⋃
ω∈Ω

Spur(γ)

die Spur. Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von R2.
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Aufgabe II.7.9. Man versehe Γ mit der Teilraumtopologie. Zeigen Sie, dass (V,Ω)
genau dann zusammenhängend ist, wenn Γ als topologischer Raum wegzusam-
menhängend ist.

Die Zusammenhangskomponenten von R2 \ Γ sind die Flächen des eingebet-
teten Graphen.44 Wir bezeichnen die Menge der Flächen von (V,Ω) mit F(V,Ω).

Lemma II.7.10. Es sei (V,Ω) ein eingebetteter Ebener Graph, so dass (V,Ω, ε)
ein Baum ist.45 Dann gilt

#
(
F(V,Ω)

)
= 1.

Satz II.7.11 (Die Eulerformel). Es seien (V,Ω) ein zusammenhängender einge-
betteter ebener Graph, e := #(V), k := #(Ω) und f := #(F(V,Ω). Dann gilt

e− k+ f = 2.

Beweis. Es sei γ = (ω1, ...,ωn) ein Kreis in (V,Ω, ε). Dann definieren γ und die
Wege ωi : [0, 1] −→ R2, i = 1, ..., n, eine Jordan-Kurve κ : [0, 1] −→ R2. Wir können
den Satz mittels vollständiger Induktion über die Anzahl ` der Flächen von
(V,Ω) beweisen.

` = 1. Falls (V,Ω, ε) einen Kreis enthält, dann folgt aus dem jordanschen
Kurvensatz, dass ` > 1. Unter der gegebenen Voraussetzung muss (V,Ω, ε) nach
Satz ?? ein Baum sein. In Aufgabe ?? wurde gezeigt, dass in einem Baum

e− k = 1

gilt.
` −→ ` + 1. Wegen ` + 1 ≥ 2 impliziert Lemma II.7.10 in diesem Fall, dass

(V,Ω, ε) kein Baum ist. Auf Grund von Satz ?? existiert eine Kante ω0 ∈ Ω,
so dass (V,Ω \ {ω0}, ε) immer noch zusammenhängend ist. Es sei γ ein Kreise,
der ω0 enthält. Wie zuvor bemerkt, erhalten wir eine Jordankurve κ. Die offene
Menge R2 \Spur(κ) zerfällt in zwei Zusammenhangskomponentenen H1 und H2.

Folgerung ?? zeigt, dass es zwei Flächen G1 und G2 von (V,Ω) gibt, so dass
Spur(ω0) ⊂ G1 ∩G2. Für jede andere Fläche G gilt Spur(ω0) ∩G ⊂ ε(ω0).

Auf Grund dieser Diskussion hat der eingebettete ebene Graph (V,Ω\{ω0}, ε)
genau eine Fläche weniger als (V,Ω, ε). Er hat also ` Flächen. Offenbar hat er
auch genau eine Kante weniger als (V,Ω, ε). Auf Grund der Induktionsvoraus-
setzung haben wir somit

e− k+ f = e− (k− 1) + (f− 1) = 2,

und der Satz ist beweisen.

44Im Folgenden wird deutlich, dass es nur endlich viele Flächen gibt.
45Insbesondere ist (V,Ω) zusammenhängend.
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III
Die jordansche Normalform über
den reellen Zahlen

Für die Köcher, die in Abschnitt I.6 betrachtet wurden, gelten die Resultate
über jedem Grundkörper. Bei der Entwicklung der jordanschen Normalform
in [40], Abschnitt V.8, mussten wir voraussetzen, dass der Körper, über dem
gearbeitet wird, algebraisch abgeschlossen ist. Der Fundamentalsatz der Alge-
bra besagt, dass der Körper C der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlos-
sen ist. In diesem Kapitel werden wir das Analogon der jordansche Normal-
form über dem Körper der reellen Zahlen vorstellen. Dies ist eine schöne Illus-
tration dafür, dass das Normalformproblem für Köcher im Allgemeinen über
verschiedenen Körpern verschiedene Lösungen hat. Wir werden zudem illus-
trieren, wie die jordansche Normalform bei der Lösung gewisser Systeme von
Differenzialgleichungen hilft. Dazu muss man die Exponentialfunktion für Ma-
trizen einführen. Es ist beeindruckend, wie gut die jordansche Normalform an
die Aufgabe, die Exponentialfunktion einer Matrix zu berechnen, angepasst ist.
Der Vollständigkeit halber werden wir den Beweis des Fundamentalsatzes von
d’Alembert1 und Argand2 erklären. Er benutzt Techniken der Analysis, die übli-
cherweise in den Vorlesungen Analysis I und II bereitgestellt werden.

Hinweise zur Literatur. Wir folgen in diesem Kapitel der Darstellung aus [19],
Abschnitte 5.5 bis 5.7. Die gekoppelten Pendel werden in [2], Abschnitt 18.8,

1Jean-Baptiste le Rond, genannt d’Alembert (1717 - 1783), französischer Mathematiker,
Physiker und Philosoph der Aufklärung

2Jean-Robert Argand (1768 - 1822), Buchhändler und Amateurmathematiker
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besprochen.

III.1 Der Fundamentalsatz der Algebra
Der folgende Beweis für den Fundamentalsatz der Algebra geht auf d’Alembert
und Argand zurück. Zusammen mit geschichtlichen Einblicken wird er in [1],
Abschnitt 21, präsentiert. Wir haben uns in der Darstellung an dieser Vorlage
und dem Wikipedia-Artikel [45] orientiert.

Satz III.1.1 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Es seien n ≥ 1 und p ∈ C[t] ein
Polynom vom Grad n. Dann existiert eine komplexe Zahl λ ∈ C mit p(λ) = 0.

Beweis. Schritt 1. Wir betrachten zunächst einen Spezialfall. Dazu seien c ∈
C? und n ≥ 1. Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion ([35], Kapitel 4,
Ausblick, [38], Abschnitt II.4) werden wir nun zeigen, dass tn− c eine Nullstelle
besitzt. Es seien r := |c| ∈ R>0 und c ′ := c/|c|. Bekanntlich ([35], Hilfssatz 2.10.5,
i) existiert eine positive reelle Zahl ρ mit ρn = r. Wenn es weiter eine komplexe
Zahl λ ′ mit λ ′n = c ′ gibt, dann haben wir (ρ · λ ′)n = ρn · λ ′n = r · c ′ = c. Wir
dürfen somit ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass |c| = 1.
Auf Grund von [35], Satz 4.10.12, gibt es eine Zahl ϕ ∈ [0, 2 ·π) mit exp(i ·ϕ) = c.
Wegen

exp
(
i · ϕ
n

)n
= exp

(
n · i · ϕ

n

)
= exp(i ·ϕ) = c

ist λ := exp(i · (ϕ/n)) eine komplexe Zahl mit λn = c.
Schritt 2. Um den folgenden Schritt zu motivieren, zeigen wir, dass es zu

der Funktion |p| : C −→ R, λ 7−→ |p(λ)|, eine Zahl λ0 ∈ C gibt, so dass

∀λ ∈ C :
∣∣p(λ)∣∣ ≥ ∣∣p(λ0)∣∣.

Das ist offensichtlich, wenn p eine Nullstelle besitzt. Andernfalls schreiben wir
p = a0 + a1 · t+ · · ·+ an · tn. Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass

∀λ ∈ C :
∣∣p(λ)∣∣ ≥ |an| · |λ|n − |an−1| · |λ|n−1 − · · ·− |a1| · |λ|− |a0|.

Wenn3

|λ| > ρ0 :=
1

|an|
·
(
2 · |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|+ |an|

)
,

dann gilt ∣∣p(λ)∣∣ > |a0| =
∣∣p(0)∣∣. (+)

Da B(0, ρ0) = { z ∈ C | |z| ≤ ρ0 } nach dem Satz von Heine–Borel ([36], Satz 2.2.12)
kompakt ist, nimmt die stetige Funktion |p| auf B(0, ρ0) ein Minimum an ([36],
Folgerung 3.4.2). Wegen (+) ist dies ein Minimum für die Funktion |p| auf C.

3Man beachte, dass diese Abschätzung |λ| ≥ 1 beeinhaltet.
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Schritt 3. Gemäß Schritt 2 wählen wir eine komplexe Zahl λ0 ∈ C, so dass
|p(λ0)| ≤ |p(λ)|, λ ∈ C. Wir setzen p(λ0) 6= 0 voraus und definieren

q(t) := p(t+ λ0) = b0 + b1 · t+ · · ·+ bn · tn.

Dabei gilt b0 6= 0. Es sei n0 := min{m ∈ { 1, ..., n } |bm 6= 0 }. Die Menge, deren
Minimum gebildet werden soll, ist nicht leer, weil bn = an 6= 0. Weiter können
wir n0 < n voraussetzen, weil ansonsten p(t) = b0 + bn · tn gelten würde und
dieses Polynom nach Schritt 1 eine Nullstelle hätte. Man beachte, dass der
Term b0 + bn0 · tn0 für kleine Werte von t dominant ist. Genauer gibt es ein σ0,
so dass

∀s ∈ [0, σ0] : |b0| > |bn0 | · sn0 und
|bn0 |

2
> |bn0+1| · s+ · · ·+ |bn| · sn−n0 . (++)

In der Tat sind diese Ungleichungen für s = 0 richtig, und die Funktionen
R −→ R, t 7−→ |bn0 | · tn0, bzw. R −→ R, t 7−→ |bn0+1| · t + · · · + |bn| · tn−n0, sind
stetig. Wie in Schritt 1 nachgewiesen wurde, existiert eine komplexe Zahl ν ′0 mit
ν ′0
n0 = −b0/bn0. (Dies ist eine Nullstelle von b0+bn0 ·tn0.) Es seien ν0 := (σ0 ·ν ′0)/|ν ′0|

und κ := (σn00 · |bn0 |)/|b0|, so dass bn0 · ν
n0
0 = −κ · b0. Wir erhalten

∣∣q(ν0)∣∣ = ∣∣p(λ0 + ν0)∣∣ ≤ |b0 + bn0 · ν
n0
0 |+

n∑
k=n0+1

|bk| · σk0 = (1− κ) · |b0|+
n∑

k=n0+1

|bk| · σk0.

Da 0 < κ < 1 nach (++), bleibt noch zu überprüfen, dass die letzte Summe nicht
zu groß wird. Wir erinnern daran, dass n0 < n, und wenden nochmal (++) an,
um

(1− κ) · |b0|+
n∑

k=n0+1

|bk| ·σk0 = |b0|−σ
n0
0 ·

(
|bn0 |−

n∑
k=n0+1

|bk| · σk−n00

)
< |b0|−

1

2
· |bn0 | ·σ

n0
0

zu erhalten. Damit ergibt sich der Widerspruch |p(λ0 + ν0)| < |p(λ0)|.

Bemerkung III.1.2. Die Funktionentheorie hält eine Vielzahl an weiteren ele-
ganten Beweisen für den Fundamentalsatz der Algebra bereit (s. z.B. [38], Satz
IV.5.11).

III.2 Reelle Strukturen auf Cn

Wir erinnern daran, dass der Körper C der komplexen Zahlen als Erweiterung
der Körpers R konstruiert wurde ([40], Aufgabe II.3.5). Es gibt insbesondere
eine injektive Abbildung ι : R −→ C, so dass

• ∀s, t ∈ R : ι(s+ t) = ι(s) + ι(t),
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• ∀s, t ∈ R : ι(s · t) = ι(s) · ι(t),

• ι(1) = 1.

Wir benutzen ι, um R als Teilmenge von C aufzufassen. In C gibt es weiter
eine Zahl i, so dass i2 = −1. Zu jeder komplexen Zahl z ∈ C gibt es eindeutig
bestimmte reelle Zahlen a, b ∈ R, so dass

z = a+ b · i.

Dabei nennt man a den Realteil von z und schreibt Re(z) := a. Die Zahl b wird
als Imaginärteil von z bezeichnet und mit Im(z) := b notiert.

Die komplexe Konjugation ist die Abbildung

· : C −→ C
z = Re(z) + Im(z) · i 7−→ z := Re(z) − Im(z) · i.

Eigenschaften III.2.1. i) Für komplexe Zahlen z1, z2 ∈ C gilt

z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2.

ii) Für jede komplexe Zahl z ∈ C gilt

z = z ⇐⇒ z ∈ R.

iii) Für jede komplexe Zahl z ∈ C ist die Gleichung

z = z

erfüllt.
iv) Der Real- und Imaginärteil einer komplexen Zahl z ∈ C erfüllen die Glei-

chungen

Re(z) =
1

2
· (z+ z), Im(z) =

1

2i
· (z− z).
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Beweis. All dies ergibt sich durch direktes Nachrechnen.

Bemerkung III.2.2. Es sei k ein Körper. Eine Abbildung σ : k −→ k ist ein Körper-
automorphismus, wenn σ bijektiv ist und σ(a1+a2) = σ(a1)+σ(a2) und σ(a1 ·a2) =
σ(a1) · σ(a2) für alle a1, a2 ∈ k gilt. Aus Eigenschaft III.2.1, iii), folgt, dass die
komplexe Konjugation bijektiv ist, so dass Eigenschaft III.2.1, i), besagt, dass
komplexe Konjugation ein Körperautomorphismus ist.

Nun sei n ≥ 1. Wir übertragen einige der obigen Konzepte und Eigenschaften
auf den Vektorraum Cn.

• Cn ist ein komplexer Vektorraum der Dimension n; DimC(Cn) = n.

• Cn ist ein reeller Vektorraum der Dimension 2n; DimR(Cn) = 2n.

• Rn ⊂ Cn.

• Die Abbildung

· : Cn −→ Cn z1
...
zn

 7−→
 z1

...
zn


bezeichnen wir ebenfalls als komplexe Konjugation.

Eigenschaften III.2.3. i) Zu jedem Vektor v ∈ Cn existieren eindeutig bestimmte
Vektoren s, t ∈ Rn, so dass

v = s+ i · t.

ii) Für jeden Vektor v ∈ Cn gilt

v = v ⇐⇒ v ∈ Rn.

Lemma III.2.4. Es sei U ⊂ Cn ein C-linearer Teilraum. Dann ist auch

U :=
{
v | v ∈ U

}
ein C-linearer Teilraum von Cn.

Beweis. Es gilt 0 ∈ U und daher 0 = 0 ∈ U.
Zu v1, v2 ∈ U existieren w1, w2 ∈ U, so dass v1 = w1 und v2 = w2.4 Es gilt

w1 +w2 ∈ U, so dass v1 + v2 = w1 +w2 = w1 +w2 ∈ U.
Es seien v ∈ U und λ ∈ C. Wieder existiert w ∈ U mit v = w; w = v. Aus

λ ·w ∈ U folgern wir λ · v = λ ·w = λ ·w = λ ·w ∈ U.
4Dabei gilt w1 = v1 und w2 = v2, denn für jeden Vektor v ∈ Cn hat man v = v.
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Wir sagen, dass ein C-linearer Teilraum U ⊂ Cn über R definiert ist, wenn

U = U

gilt.

Bemerkung III.2.5. Das bedeutet nicht, dass v = v für jeden Vektor v ∈ U gilt. So
ist z.B. Cn ein über R definierter C-linearer Teilraum. Hier gilt v 6= v für jeden
Vektor v ∈ Cn \ Rn, z.B. für (i, 0, ..., 0)t.

Beispiel III.2.6. a) Es sei n ≥ 2. Der C-lineare Teilraum U := 〈 (i, 1, 0, ..., 0)t 〉 von
Cn ist nicht über R definiert, denn es gilt

i

1

0
...
0

 =


−i
1

0
...
0

 6∈ U.

b) Es sei n ≥ 1. Für jeden C-linearen Teilraum U ⊂ Cn sind die C-linearen
Teilräume U ∩U und U+U über R-definiert.

Für einen über R definierten C-linearen Teilraum U ⊂ Cn ist die Menge der
reellen Punkte definiert als

UR :=
{
v ∈ U | v = v

}
= U ∩ Rn.

Bemerkung III.2.7. a) Man überzeugt sich schnell davon, dass UR ein R-linearer
Teilraum von Rn ist.

b) Man kann analog UR für jeden C-linearen Teilraum U ⊂ Cn definieren. Für
den linearen Teilraum U aus Beispiel III.2.6, a), gilt z.B. UR = 0. Die Aussage
des folgenden Lemmas gilt also nicht für beliebige C-lineare Teilräume von Cn,
n ≥ 2.

Lemma III.2.8. Es sei U ⊂ Cn ein über R definierter linearer Teilraum. Dann gilt

DimR(UR) = DimC(U).

Beweis. Für jeden Vektor v ∈ U gilt

v =
1

2
· (v+ v) + i · 1

2i
· (v− v).

Dabei beachte man

1

2
· (v+ v) ∈ Rn ∩U = UR,

1

2i
· (v− v) ∈ Rn ∩U = UR.
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Es sei nun (b1, ..., bm) eine durchnummerierte Basis von UR. Mit den obigen For-
meln folgt sofort, dass {b1, ..., bm } ein Erzeugendensystem für den C-Vektorraum
U ist. Seien nun λj = µj+i ·νj ∈ C komplexe Zahlen, so dass µj, νj ∈ R, j = 1, ...,m,
und

(µ1 · b1 + · · ·+ µm · bm) + i · (ν1 · b1 + · · ·+ νm · bm) = λ1 · b1 + · · ·+ λm · bm = 0.

Dann muss µ1 · b1 + · · · + µm · bm = 0 und ν1 · b1 + · · · + νm · bm = 0 gelten, also
µj = 0 = νj, j = 1, ...,m, denn b1, ..., bm sind über R linear unabhängig. Dies zeigt
λj = 0, j = 1, ...,m. Damit ist die Menge {b1, ..., bm } auch C-linear unabhängig.

Wir beschäftigen uns im weiteren Verlauf mit über R definierten C-linearen
Teilräumen von Cn gerader (komplexer) Dimension und deren Basen. Diese
Diskussion wird eine wichtige Rolle bei der Entwicklung der jordanschen Nor-
malform über den reellen Zahlen spielen. Seien dazu m,n ≥ 1 natürliche Zah-
len und U ⊂ Cn ein über R definierter C-linearer Teilraum der Dimension
DimC(U) = DimR(UR) = 2m.

Es sei B = (b1, ..., b2m) eine durchnummerierte Basis von UR. Das m(!)-Tupel
BC := (c1, ..., cm) ist definiert durch

cj :=
1√
2
· (bj+m + i · bj), j = 1, ...,m.

Sei umgekehrt C = (c1, ..., cm) ein Tupel von Vektoren aus U, so dass (c1, ..., cm, c1,
..., cm) eine Basis für den komplexen Vektorraum U ist. Wir führen das Tupel
CR := (b1, ..., b2m) durch die Vorschrift

bj :=
1

i ·
√
2
· (cj − cj), bj+m :=

1√
2
· (cj + cj), j = 1, ...,m,

ein.

Bemerkung III.2.9. Man beachte bj = bj, j = 1, ..., 2m, so dass CR ⊂ UR gilt.

Satz III.2.10. i) Es seien B = (b1, ..., b2m) eine durchnummerierte Basis für UR
und BC = (c1, ..., cm) das zuvor definierte Tupel. Dann gilt (BC)R = B, und (c1, ..., cm,
c1, ..., cm) ist eine durchnummerierte Basis für U.

ii) Es seien C = (c1, ..., cm) ein Tupel von Vektoren in U, so dass (c1, ..., cm, c1, ...,
cm) eine Basis von U ist, und CR = (b1, ..., b2m) das oben eingeführte Tupel. Es gilt
(CR)C = C, und CR ist eine Basis von UR.

Beweis. i) Die Gleichung (BC)R = B ergibt sich leicht aus den Definitionen. Im
Beweis von Lemma III.2.8 haben wir bereits festgestellt, dass (b1, ..., b2m) auch
eine durchnummerierte Basis des C-Vektorraums U ist. Daher genügt es,

B ⊂ 〈 c1, ..., cm, c1, ..., cm 〉
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zu beweisen. Das folgt aber aus (BC)R = B.
ii) Die Gleichung (CR)C = C überprüft man wieder leicht mit den Definitio-

nen. Um zu zeigen, dass (b1, ..., b2m) eine Basis für UR ist, reicht es nachzuwei-
sen, dass {b1, ..., b2m } eine R-linear unabhängige Teilmenge von UR ist. Seien
also α1, ..., α2m ∈ R reelle Zahlen, so dass

0 = α1 · b1 + · · ·+ α2m · b2m

=
1√
2
·
m∑
j=1

(αj+m − i · αj) · cj +
1√
2
·
m∑
j=1

(αj+m + i · αj) · cj.

Da (c1, ..., cm, c1, ..., cm) linear unabhängig ist, folgt

(I) αj+m − i · αj = 0

(II) αj+m + i · αj = 0
, j = 1, ...,m.

Addiert man (I) und (II), dann ergibt sich 2·αj+m = 0, j = 1, ...,m. Die Kombination
i · (I) − i · (II) liefert 2 · αj = 0, j = 1, ...,m.

Es seien B = (b1, ..., b2m) eine durchnummerierte Basis für den reellen Vek-
torraum UR und D = (c1, ..., cm, c1, ..., cm) mit

cj =
bj+m + i · bj√

2
, j = 1, ...,m.

Wir haben bereits gesehen, dass sowohl B als auch D eine Basis für den kom-
plexen Vektorraum U ist. Mit Definition IV.1.26 aus [40] finden wir folgende
Formeln für die Transformationsmatrizen:

TBD =
1√
2
·
(

−i · Em Em
i · Em Em

)
und TDB =

1√
2
·
(
i · Em −i · Em

Em Em

)
.

Bemerkung III.2.11. Für komplexe (m×m)-Matrizen A,B ∈ Mat(m;C) gilt

TDB ·
(
A 0

0 B

)
· TBD =

1

2
·
(

A+ B i · (A− B)
−i · (A− B) A+ B

)
.

III.3 Die Bausteine für die reelle jordansche
Normalform

Mit den obigen Formeln können wir nun die Matrizen präsentieren, aus de-
nen die reelle jordansche Normalform reeller quadratischer Matrizen aufgebaut
wird.
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Es sei µ ∈ C eine komplexe Zahl. Für m ≥ 1 sei

J(m,µ) :=


µ 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 µ

 ∈ Mat(m;C).

Jetzt schreiben wir µ = α+ i · β mit α,β ∈ R. Mit Bemerkung III.2.11 finden wir

TDB ·
(
J(m,µ) 0

0 J(m,µ)

)
· TBD =

(
J(m,α) −β · Em
β · Em J(m,α)

)
. (III.1)

Demgemäß definieren wir für eine natürliche Zahl m und reelle Zahlen α,β ∈ R
die Matrix

J(m,α,β) :=

(
J(m,α) −β · Em
β · Em J(m,α)

)
∈ Mat(2m;R).

Für β 6= 0 bezeichnen wir dies als einen reellen Jordanblock. Sei zusätzlich
π = (π1, ..., πm) eine Partition vom m. Mit

p := max
{
j ∈ { 1, ...,m } |πj 6= 0

}
setzen wir

J(π, α, β) := ∈ Mat(2n;R).

Aufgabe III.3.1. Es seien m ≥ 1, α ∈ R, β ∈ R? und

L := LJ(m,α,β) : R2m −→ R2m

v 7−→ J(m,α,β) · v.

Beweisen Sie, dass (R2m, L) eine unzerlegbare Darstellung des Köchers • ist.
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III.4 Nullstellen reeller Polynome

Es sei p ∈ R[t] ein reelles Polynom vom Grad n ≥ 1. Da R[t] ⊂ C[t] und C alge-
braisch abgeschlossen ist (Satz III.1.1), existieren komplexe Zahlen λ1, ..., λt ∈ C,
natürliche Zahlen l1, ..., lt ≥ 1 und eine reelle Zahl an ∈ R?, so dass

• n = l1 + · · ·+ lt,

• p(t) = an · (t− λ1)l1 · · · · · (t− λt)lt.

Beobachtung III.4.1. Es seien p(t) ∈ R[t] ein reelles Polynom und λ ∈ C eine
komplexe Nullstelle von p. Dann ist auch die konjugiert komplexe Zahl λ eine
Nullstelle von p.

Beweis. Es sei n := Grad(p). Wir brauchen nur den Fall n ≥ 1 zu betrachten.
Es existieren reelle Zahlen a0, ..., an ∈ R, so dass

• an 6= 0,

• p(t) = an · tn + · · ·+ a1 · t+ a0.

Wenn λ ∈ C eine komplexe Zahl ist, so dass

0 = p(λ) = an · λn + · · ·+ a1 · λ+ a0,

dann folgt mit den Eigenschaften III.2.1, dass

0 = p(λ) = an · λn + · · ·+ a1 · λ+ a0 = an · λ
n
+ · · ·+ a1 · λ+ a0 = p(λ).

Dies ist die behauptete Eigenschaft.

Es seien p ∈ R[t] ein reelles Polynom, n := Grad(p) ≥ 1 und λ ∈ C eine komplexe
Nullstelle von p. Wie in [40], Satz V.2.4, bewiesen, teilt (t−λ) das Polynom p im
Ring C[t]. Man definiert die Vielfachheit der Nullstelle als

µ(p, λ) := max
{
l ≥ 1 | (t− λ)l|p in C[t]

}
.

Aufgabe III.4.2. Zeigen Sie µ(p, λ) = µ(p, λ).

Es gibt also

• reelle Zahlen λ1, ..., λs ∈ R, natürliche Zahlen l1, ...., ls ≥ 1,

• komplexe Zahlen µ1, ..., µu ∈ C \ R, natürliche Zahlen m1, ...,mu ≥ 1,

• eine reelle Zahl an ∈ R?,
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so dass λ1, ..., λs, µ1, µ1, ..., µu, µu die verschiedenen Nullstellen von p sind und

p(t) = an · (t− λ1)l1 · · · · · (t− λs)ls ·
(
(t− µ1) · (t− µ1)

)m1 · · · · · ((t− µu) · (t− µu))mu .
Man beachte, dass

(t− µj) · (t− µj) = t2 − 2 · Re(µj) · t+ |µj|
2

ein reelles Polynom ist, j = 1, ..., u.

III.5 Die jordansche Normalform über den reellen
Zahlen

Es seien n ≥ 1 eine natürliche Zahl, A ∈ Mat(n;R) eine reelle (n × n)-Matrix,
χA(t) ∈ R[t] ihr charakteristisches Polynom und κ ∈ C eine Nullstelle von χA(t) in
den komplexen Zahlen und somit ein komplexer Eigenwert von A. Wir erinnern
daran, dass wir

α(A, κ) := µ(χA, κ)

als algebraische Vielfachheit des Eigenwerts κ bezeichnet haben. Nach [40], S.
198, ist dies die Dimension des verallgemeinerten Eigenraums

V(A, κ) :=
{
v ∈ Cn |∃` ≥ 0 : (A− κ · Em)` · v = 0

}
.

In Beobachtung III.4.1 haben wir nachgewiesen, dass auch κ ein komplexer
Eigenwert von A ist.

Satz III.5.1. In der geschilderten Situation gilt

∀` ≥ 1 : Ker
(
(A− κ · Em)`

)
= Ker

(
(A− κ · Em)`

)
.

Insbesondere hat man
V(A, κ) = V(A, κ).

Wir weiten die komplexe Konjugation noch auf Matrizen aus. Für m,n ∈ N
und eine komplexe Matrix A = (aµν)µ=1,...,m

ν=1,...,n
∈ Mat(m,n;C) definieren wir die kom-

plex konjugierte Matrix A := (aµν)µ=1,...,m
ν=1,...,n

, indem wir die Einträge von A komplex
konjugieren.

Eigenschaften III.5.2. i) Es seien l,m ≥ 1 und A,B ∈ Mat(l,m;C). Dann gilt

A+ B = A+ B.

ii) Es seien l,m,n ≥ 1, A ∈ Mat(l,m;C) und B ∈ Mat(m,n;C). Dann gilt

A · B = A · B.
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Beweis. Dies folgt leicht aus den Eigenschaften III.2.1 und den Formeln für
die Addition und Multiplikation von Matrizen ([40], Bemerkungen und Beispiele
III.1.2, ii), Gleichung (IV.1)).

Beweis von Satz III.5.1. Nun seien ` ≥ 1 und v ∈ Ker((A− κ · En)`), i.e.,

(A− κ · En)` · v = 0.

Mit Eigenschaften III.5.2 folgt

0 = (A− κ · En)` · v = (A− κ · En)` · v = (A− κ · En)` · v.

Dies zeigt v ∈ Ker((A− κ · En)`). Wir schließen

Ker
(
(A− κ · Em)`

)
⊂ Ker

(
(A− κ · Em)`

)
.

Analog zeigen wir

Ker
(
(A− κ · Em)`

)
⊂ Ker

(
(A− κ · Em)`

)
.

Dies impliziert

Ker
(
(A− κ · Em)`

)
⊂ Ker

(
(A− κ · Em)`

)
und beendet den Beweis.

Satz III.5.3 (Die reelle jordansche Normalform für Matrizen). Es seien n ≥
1, A ∈ Mat(n;R) eine reelle (n × n)-Matrix, λ1, ..., λs die verschiedenen reellen
Nullstellen des charakteristischen Polynoms χA(t) ∈ R[t] von A, l1 := α(A, λ1),
..., ls := α(A, λs) ihre algebraischen Vielfachheiten, µ1, ..., µu die verschiedenen
komplexen Nullstellen von χA(t) mit positivem Imaginärteil und

mk := α(A,µk) = α(A,µk), k = 1, ..., u,

die zugehörigen algebraischen Vielfachheiten. Dann existieren Partitionen

πj = (πjlj , ..., π
j
1) von lj, j = 1, ..., s,

sowie
ζk = (ζkmk , ..., ζ

k
1) von mk, k = 1, ..., u,

und eine durchnummerierte Basis B = (b1, ..., bn) von Rn, so dass die Matrix J :=
T−1 ·A · T die Form
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annimmt, T := (b1| · · · |bn).

Beweis. Nach [40], Satz V.8.5, haben wir die Zerlegung

Cn =

s⊕
l=1

V(A, λl)⊕
u⊕

m=1

(
V(A,µm)⊕ V(A,µm)

)
.

Dabei sind die C-linearen Teilräume V(A, λl), l = 1, ..., s, und V(A,µm)⊕V(A,µm),
m = 1, ..., u, über R definiert. Wir schließen

Rn =

s⊕
l=1

V(A, λl)R ⊕
u⊕

m=1

(
V(A,µm)⊕ V(A,µm)

)
R.

Angesichts dieser Zerlegung können wir annehmen, dass A entweder a) nur
einen einzigen Eigenwert hat und dieser reell ist oder b) genau zwei Eigenwerte
hat und diese komplex konjugiert sind. In Fall a) sei λ der reelle Eigenwert. Es
gilt dann χA(t) = (t− λ)n, und wir können direkt [40], Satz V.8.1, anwenden.

Wir betrachten im Weiteren nur noch Fall b). Es seien µ, µ ∈ C \ R das Paar
komplex konjugierter Eigenwerte und m := α(A,µ) = α(A,µ). Wir setzen

W`(µ) := Ker
(
(A− µ · En)`

)
, ` ∈ N.

Im Beweis von [40], Satz V.8.1, wurde gezeigt, dass die Partition ζ = (ζm, ..., ζ1)
von m durch

ζj = −DimC
(
Wj+1(µ)

)
+ 2 ·DimC

(
Wj(µ)

)
− DimC

(
Wj−1(µ)

)
, j = 1, ...,m,

gegeben ist. Satz III.5.1 impliziert sofort, dass µ dieselbe Partition liefert. Wir
müssen nun die Konstruktion der Basis aus [40], Beweis von Satz V.7.3, wie-
derholen. Wir setzen Aµ := A− µ · En. Es sei

p := min
{
` ∈ N |W`(µ) = V(A,µ)

}
= max

{
j ∈ { 1, ...,m } | ζj 6= 0

}
.
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Dann gilt
0 =W0(µ) (W1(µ) ( · · · (Wp−1(µ) (Wp(µ).

Zunächst wählt man Vektoren up1 , ..., u
p
ζp
∈Wp(µ), die eine Basis für ein direktes

Komplement zu Wp−1(µ) bilden. Die Vektoren Aµ · up1 , ..., Aµ · u
p
ζp
∈ Wp−1(µ) sind

C-linear unabhängig und ihre Hülle schneidet Wp−2(λ) in 0. Wir ergänzen sie
durch Vektoren up−11 , ..., up−1ζp−1

∈ Wp−1(µ) zu einer Basis für ein direktes Komple-
ment von Wp−2(µ) in Wp−1(µ). So fortfahrend baut man die Basis

up1 , ..., u
p
ζp

Aµ · up1 , ..., Aµ · u
p
ζp
, up−11 , ..., up−1ζp−1

...
... u21, ..., u

2
ζ2

Ap−1µ · up1 , ..., Ap−1µ · upζp , A
p−2
µ · up−11 , ..., Ap−2µ · up−1ζp−1

, ..., Aµ · u21, ..., Aµ · u2ζ2 , u
1
1, ..., u

1
ζ1

für V(A,µ) auf. Auf die folgende Weise bilden wir nun eine durchnummerierte
Basis C ′ = (c1, ..., cm) von V(A,µ):

c1 := A
p−1
µ · up1 , ..., cp := u

p
1 ,

cp+1 := A
p−1
µ · up2 , ..., c2p := u

p
2 ,

...
cζp·p+1 := A

p−2
µ · up−11 , ..., c(ζp+1)p−1 := u

p−1
1 ,

...
cm−ζ1+1 := u

1
1, ..., cm := u1ζ1 .

Es sei

fµ : V(A,µ) −→ V(A,µ)

v 7−→ A · v.

Mit der obigen Basis gilt
MC ′(fµ) = J(ζ, µ).

Wir wissen bereits, dass C
′
:= (c1, ..., cm) eine Basis für V(A,µ) ist. Wir setzen

fµ : V(A,µ) −→ V(A,µ)

v 7−→ A · v.

Aus Satz III.5.1 und

(A− µ · En) · v = (A− µ · En) · v, v ∈ Cn,

leitet man schnell ab, dass
M

C
′(fµ) = J(ζ, µ).
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Jetzt sortieren wir die Basis um und bilden

C :=
(
c1, ..., cp, c1, ..., cp, cp+1, ..., c2p, cp+1, ..., c2p,

..., cζp·p+1, ..., c(ζp+1)·p−1, cζp·p+1, ..., c(ζp+1)·p−1, ..., cm−ζ1+1, ..., cm, cm−ζ1+1, ..., cm
)
.

Mit S := (c1| · · · |cm) gilt

S−1 ·A · S = ∈ Mat(2m;R).

Schließlich werde B := (b1, ..., bn) durch

bj :=
1

i ·
√
2
· (cj − cj), bj+p :=

1√
2
· (cj + cj)

für j = 1, ..., p, 2 · p+ 1, ..., 3 · p, ..., 2 · (ζp − 1) · p+ 1, ..., (2 · ζp − 1) · p, durch

bj :=
1

i ·
√
2
· (cj − cj), bj+p−1 :=

1√
2
· (cj + cj)

für j = (2 ·ζp) ·p+1, ..., (2 ·ζp) ·p+(p−1), ..., (2 ·ζp) ·p+2 · (ζp−1−1) · (p−1)+1, ..., (2 ·
ζp) · p+ (2 · ζp−1 − 1) · (p− 1) usw. und endlich durch

bj :=
1

i ·
√
2
· (cj − cj), bj+1 :=

1√
2
· (cj + cj)

für j = 2 · (m− ζ1) + 1, ..., 2 ·m− 1 definiert.
Aus unseren Vorüberlegungen und Gleichung (III.1) folgt die Behauptung

des Satzes für die Basis B und die Matrix T = (b1| · · · |b2m).

Bemerkung III.5.4. Wir können Eindeutigkeit erreichen, indem wir a) λ1 < · · · <
λs und b) Re(µi) < Re(µi+1) oder Re(µi) = Re(µi+1) und Im(µi) < Im(µi+1), i =
1, ..., u− 1, fordern.
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Folgerung III.5.5. Es seien n ≥ 1 und A,B ∈ Mat(n;R). Die Matrizen A und B
sind genau dann einander ähnlich, wenn sie dieselbe reelle jordansche Normal-
form haben.

Beweis. Wenn A und B dieselbe jordansche Normalform J haben, dann existie-
ren invertierbare Matrizen S, T ∈ GLn(R), so dass S · A · S−1 = J = T · B · T−1 und
damit B = (T−1 · S) ·A · (T−1 · S)−1. Da T−1 · S ∈ GLn(R), ist B der Matrix A ähnlich.

Wenn A und B über R einander ähnlich sind, dann sind sie auch über
C einander ähnlich. Nach [40], Satz V.8.1, iii), haben sie dieselbe komplexe
jordansche Normalform. Die Beweise ergeben, dass die komplexe jordansche
Normalform die reelle jordansche Normalform bestimmt. Folglich haben A und
B dieselbe reelle jordansche Normalform.

Beispiel III.5.6. Es sei

A :=


3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −9
0 0 2 −4

 .
Wir setzen

A1 :=

(
3 −1
9 −3

)
und A2 :=

(
4 −9
2 −4

)
.

Dann gilt

χA1(t) = t
2, χA2(t) = t

2 + 2 und χA(t) = χA1(t) · χA2(t) = t2 · (t2 + 2).

Die Eigenwerte von A sind also 0, i ·
√
2 und −i ·

√
2. Die algebraischen Vielfach-

heiten dieser Eigenwerte sind 2, 1 und 1. Wie wir gleich sehen werden, ist die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 0 eins. Die geometrische Vielfachheit
der Eigenwerte ±i ·

√
2 ist ebenfalls jeweils eins. Mit

J(1, 0,
√
2) =

(
0 −

√
2√

2 0

)
folgt, dass 

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −
√
2

0 0
√
2 0


die reelle jordansche Normalform der Matrix A ist. Wir möchten nun die Trans-
formationsmatrix bestimmen. Wir bestimmen zunächst die verallgemeinerten
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Eigenvektoren zum Eigenwert 0 mit dem Gauß-Algorithmus:


3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −9
0 0 2 −4

 

3 −1 1 −7
0 0 −10 20

0 0 2 −4
0 0 4 −9



 


3 −1 1 −7
0 0 −10 20

0 0 2 −4
0 0 0 −1

 .
Wir erkennen

Ker(A) =

〈
1

3

0

0


〉
.

Es gilt

A2 =


0 0 0 −1
0 0 0 7

0 0 −2 0

0 0 0 −2

 .
Es folgt

Ker(A2) =

〈
1

0

0

0

 ,

0

1

0

0


〉
.

Somit haben wir 
1

0

0

0

 ∈ Ker(A2) \ Ker(A).

Wir setzen

v1 := A ·


1

0

0

0

 =


3

9

0

0

 und v2 :=


1

0

0

0

 .
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Jetzt müssen wir Ker(A − i ·
√
2 · E4) ausrechnen. Mit dem Gauß-Algorithmus

erhalten wir
3− i ·

√
2 −1 1 −7

9 −3− i ·
√
2 −7 −1

0 0 4− i ·
√
2 −9

0 0 2 −4− i ·
√
2



 


99 −27− i · 9 ·

√
2 27+ i · 9 ·

√
2 −189− i · 63 ·

√
2

99 −33− i · 11 ·
√
2 −77 −11

0 0 18 −36− i · 9 ·
√
2

0 0 18 −36− i · 9 ·
√
2



 


3− i ·

√
2 −1 1 −7

0 −6− i · 2 ·
√
2 −104− i · 9 ·

√
2 178+ i · 63 ·

√
2

0 0 4− i ·
√
2 −9

0 0 0 0

 .
Es sei 

x1
x2
x3
x4

 ∈ Ker(A− i ·
√
2 · E4).

Wir setzen x4 := 2 · t. Dabei stehe t für eine reelle Zahlen.5 gilt x3 = (4+ i ·
√
2) · t

auf Grund der dritten Zeile. Jetzt setzen wir x2 = (α + β ·
√
2 · i) · t. Die zweite

Gleichung, unterteilt in Real- und Imaginärteil, liefert

−6 · α+ 4 · β− 416+ 18+ 356 = 0
√
2 · (−2 · α− 6 · β− 36− 104+ 126) = 0,

d.h.,

−6 · α+ 4 · β− 42 = 0

−2 · α− 6 · β− 14 = 0.

Es folgt β = 0 und α = −7. Wir lesen somit x2 = −7 · t ab. Schließlich sei
x1 = (γ + δ ·

√
2 · i) · t. Die erste Zeile liefert, wieder nach Real- und Imaginärteil

unterschieden,

3 · γ+ 2 · δ+ 7+ 4− 14 = 0
√
2 · (−γ+ 3 · δ+ 1) = 0.

5Solche Lösungen existieren.
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Es folgt leicht, dass δ = 0 und γ = 1. Damit ist

w3 :=


1

−7

4+
√
2 · i
2


ein Eigenvektor zum Eigenwert

√
2 · i. Ebenso ist

w4 :=


1

−7

4−
√
2 · i
2


ein Eigenvektor zum Eigenwert −

√
2 · i. Nun setzen wir

v3 :=
1

i ·
√
2
(w3 −w3) =

1

i ·
√
2
(w3 −w4) =


0

0

2

0



v4 : =
1√
2
(w3 +w3) =

1√
2
(w3 +w4) =

√
2 ·


1

−7
4

2

 .
Das Verfahren für die jordansche Normalform verlangt, dass wir die Matrix

T :=


3 1 0

√
2

9 0 0 −7 ·
√
2

0 0 2 4 ·
√
2

0 0 0 2 ·
√
2


bilden. Man berechnet

T−1 =
1

36
·


0 4 0 14

36 −12 0 −60
0 0 18 −36

0 0 0 9 ·
√
2


und

T−1 ·A · T =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −
√
2

0 0
√
2 0

 .
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III.6 Die reelle jordansche Normalform für
Endomorphismen

Es seien jetzt V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und f : V −→ V ein
Endomorphismus. Eine reelle (n× n)-Matrix konnten wir einfach als komplexe
(n×n)-Matrix ansehen und den Satz für die komplexe jordansche Normalform
anwenden. In der vorliegenden Situation müssen wir erst geeignet ”komplexifi-
zieren“.

Es sei V ein R-Vektorraum. Wir defineren

· : C× (V ⊕ V) −→ V ⊕ V(
α+ i · β, (v1, v2)

)
7−→ (α · v1 − β · v2, α · v2 + β · v1).

Satz III.6.1. Die Menge V ⊕ V mit der komponentenweisen Addition und der
gerade eingeführten Skalarmultiplikation ist ein C-Vektorraum.

Beweis. Die Axiome aus [40], Definition III.1.1, überprüft man sofort mit den
angegebenen Definitionen.

Den C-Vektorraum V ⊕ V nennen wir die Komplexifizierung von V und be-
zeichnen ihn mit VC.

Eigenschaften III.6.2. i) Durch

ι : V −→ V ⊕ V
v 7−→ (v, 0)

ist eine injektive R-lineare Abbildung gegeben.6

ii) Für jedes Element v ∈ VC gibt es eindeutig bestimmte Vektoren s, t ∈ V, so
dass

v = s+ i · t.

iii) Die Abbildung

· : VC −→ VC

s+ i · t = (s, t) 7−→ s− i · t = (s,−t)

ist ein Automorphismus des R-Vektorraums und erfüllt folgende Bedingungen:

• ∀v ∈ VC : v ∈ V ⇐⇒ v = v.

• ∀v ∈ VC : v = v.
6Wir verwenden ι, um V als Teilmenge von VC aufzufassen.
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• ∀v ∈ VC, ∀λ ∈ C : λ · v = λ · v.

iv) Es sei B = (b1, ..., bn) eine durchnummerierte Basis des R-Vektorraums V.
Dann gilt:

• B = (b1, ..., bn) ist eine durchnummerierte Basis des C-Vektorraum VC.

• (b1, ..., bn, i · b1, ..., i · bn) ist eine durchnummerierte Basis des R-Vektorraums
VC.

v) Es sei f : V −→ V eine R-lineare Abbildung. Dann ist

fC : VC −→ VC

s+ i · t 7−→ f(s) + i · f(t)

eine C-lineare Abbildung, und es gilt

• ∀v ∈ V : fC(v) = f(v).

• ∀v ∈ VC : fC(v) = fC(v).

Beweis. Zu iii). Für (s, 0) ∈ V ⊕ V gilt i · (s, 0) = (0, s). Die Behauptung besagt
also, dass es zu v ∈ V ⊕ V eindeutig bestimmte Vektoren s, t ∈ V mit v = (s, t)
gibt. Dies ist aber in der Definition von V⊕V enthalten (s. [40], Aufgabe III.1.9).

Zu v). Für die zweite Behauptung schreiben wir v = s+i ·t. Mit der Definition
erhalten wir

fC(v) = fC(s− i · t) = fC
(
s+ i · (−t)

)
= f(s) + i · f(−t) = f(s) − i · f(t)
= f(s) + i · f(t) = fC(v).

Die übrigen Behauptungen möge der Leser bzw. die Leserin selbstständig
verifizieren.

Wir können auch von über R definerten C-linearen Teilräumen von VC spre-
chen und so die Ergebnisse aus Abschnitt III.2 verallgemeinern.

Satz III.6.3 (Die reelle jordansche Normalform für Endomorphismen). Es sei-
en n ≥ 1, V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, f : V −→ V ein Endomorphismus,
λ1, ..., λs die verschiedenen reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
χf(t) ∈ R[t] von f, l1 := α(f, λ1), ..., ls := α(f, λs) ihre algebraischen Vielfachhei-
ten, µ1, ..., µu die verschiedenen komplexen Nullstellen von χf(t) mit positivem
Imaginärteil und

mk := α(f, µk) = α(f, µk), k = 1, ..., u,
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die zugehörigen algebraischen Vielfachheiten. Dann existieren Partitionen

πj = (πjlj , ..., π
j
1) von lj, j = 1, ..., s,

sowie
ζk = (ζkmk , ..., ζ

k
1) von mk, k = 1, ..., u,

und eine durchnummerierte Basis B = (b1, ..., bn) von V, so dass MB(f) die Form

annimmt.

Beweis. Wir bilden die Komplexifizierung VC von V und fC : VC −→ VC. Dieser
Endomorphismus induziert die Zerlegung

VC =

s⊕
l=1

V(fC, λl)⊕
u⊕

m=1

(
V(fC, µm)⊕ V(fC, µm)

)
in verallgemeinerte Eigenräume. Die linearen Teilräume V(fC, λl), l = 1, ..., s,
und V(fC, µm)⊕ V(fC, µm), m = 1, ..., u, sind über R definiert. Dabei gilt V(f, λl) =
V(fC, λl)R, l = 1, ..., s. Es folgt

V =

s⊕
l=1

V(f, λl)⊕
u⊕

m=1

(
V(fC, µm)⊕ V(fC, µm)

)
R.

Man kann nun fortfahren wie im Beweis von Satz III.5.3. Man beachte, dass
die letztendlich konstruierte Basis B aus Vektoren von V besteht und wie in
Eigenschaft III.6.2, iv), festgehalten sowohl eine R-Basis von V als auch eine
C-Basis von VC ist und

MB(f) =MB(fC)

gilt.
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III.7 Das Matrixexponential
Es sei n ≥ 1. Wir fixieren eine Norm ‖ · ‖ auf Cn (s. [36], Definition 1.2.1, oder
Abschnitt IV.3), z.B. die euklidische Norm

‖ · ‖ : Cn −→ R z1
...
zn

 7−→
√√√√ n∑

j=1

zj · zj.

Nach dem Satz von Heine–Borel ([36], Satz 2.2.12) ist die Einheitssphäre

S :=
{
v ∈ Cn | ‖v‖ = 1

}
bzgl. der Norm kompakt. Es sei nun A ∈ Mat(n;C). Die Abbildungen

LA : Cn −→ Cn

v 7−→ A · v

und ‖·‖ : Cn −→ R sind stetig ([36], Beispiel 3.7.3 und 3.1.2, ii). Deshalb existiert
nach [36], Folgerung 3.4.2,

‖A‖op := max
{
‖A · v‖ | v ∈ S

}
.

Dies ist die Operatornorm von A. Wir definieren

‖ · ‖op : Mat(n;C) −→ R
A 7−→ ‖A‖op.

Eigenschaften III.7.1. i) Die Abbildung ‖ · ‖op : Mat(n;C) −→ R ist eine Norm auf
dem C-Vektorraum Mat(n;C), d.h., es gilt

• ∀A ∈ Mat(n;C)∀λ ∈ C : ‖λ ·A‖op = |λ| · ‖A‖op.

• ∀A,B ∈ Mat(n;C) : ‖A+ B‖op ≤ ‖A‖op + ‖B‖op.

• ∀A ∈ Mat(n;C) : ‖A‖op = 0 =⇒ A = 0.

ii) Für jede Matrix A ∈ Mat(n;C) und jeden Vektor v ∈ Cn gilt

‖A · v‖ ≤ ‖A‖op · ‖v‖.

iii) Für Matrizen A,B ∈ Mat(n;C) gilt

‖A · B‖op ≤ ‖A‖op · ‖B‖op.
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Beweis. i) Für A ∈ Mat(n;C), λ ∈ C und v ∈ Cn gilt

‖(λ ·A) · v‖ = ‖λ · (A · v)‖ = |λ| · ‖A · v‖.

Damit folgt leicht die erste Eigenschaft. Auf Grund der Dreiecksungleichung
für die euklidische Norm (s. Satz IV.3.5) gilt für A,B ∈ Mat(n;C) und v ∈ Cn,
dass

‖(A+ B) · v‖ = ‖A · v+ B · v‖ ≤ ‖A · v‖+ ‖B · v‖.

Damit erhalten wir

‖A+ B‖op = max
{
‖(A+ B) · v‖ | v ∈ S

}
≤max

{
‖A · v‖+ ‖B · v‖ | v ∈ S

}
≤max

{
‖A · v‖ | v ∈ S

}
+ max

{
‖B · v‖ | v ∈ S

}
= ‖A‖op + ‖B‖op.

Wenn ‖A‖op = 0 gilt, dann folgt aus Teil ii), dass ‖A · v‖ = 0 für alle v ∈ Cn gilt.
Dies bedeutet A · v = 0, v ∈ Cn, und ist daher äquivalent zu A = 0.

ii) Für v = 0 ist die Ungleichung sicherlich richtig. Für v 6= 0 gilt v ′ := v/‖v‖ ∈
S, und wir berechnen

‖A · v‖ =
∥∥‖v‖ · (A · v ′)∥∥ = ‖v‖ · ‖A · v ′‖ ≤ ‖v‖ · ‖A‖op.

Bei der letzten Ungleichung haben wir ausgenutzt, dass ‖v‖ > 0.
iii) Es sei v ∈ S. Mit Hilfe von ii) schätzen wir

‖(A · B) · v‖ = ‖A · (B · v)‖ ≤ ‖A‖op · ‖B · v‖ ≤ ‖A‖op · ‖B‖op

ab.

Als Anwendung dieser Eigenschaften beweisen wir das folgende Ergebnis.

Satz III.7.2. Es sei A ∈ Mat(n;C). Dann konvergiert die Reihe

∞∑
k=0

Ak

k!

bzgl. der Operatornorm.

Den Grenzwert dieser Reihe bezeichnen wir mit exp(A).

Bemerkung III.7.3. Da Mat(n;C) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist,
sind je zwei Normen auf Mat(n;C) äquivalent ([36], Satz 2.3.3). Daher konver-
giert die obige Reihe auch bzgl. jeder anderen Norm auf Mat(n;C). Ein direkter
Beweis wäre aber für andere Normen nicht so einfach.
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Beweis von Satz III.7.2. Der Vektorraum Mat(n;C) ist bzgl. der Operatornorm
vollständig ([36], Satz 2.1.8 und Satz 2.3.3). Daher genügt es zu zeigen, dass(

n∑
k=0

Ak

k!

)
n∈N

eine Cauchyfolge ist. Unter Beachtung der Eigenschaften III.7.1 gilt für n ∈ N,
dass ∥∥∥∥∥

n∑
k=0

Ak

k!

∥∥∥∥∥
op

≤
n∑
k=0

‖A‖kop

k!
.

Jetzt kann man auf das entsprechende Resultat der Analysis I ([35], Satz 3.8.10)
zurückgreifen.

Wir benötigen noch zwei Rechenregeln für das Matrixexponential.

Eigenschaften III.7.4. i) Es sei n ≥ 1. Für jede Matrix A ∈ Mat(n;C) und jede
invertierbare Matrix T ∈ GLn(C) gilt

exp(T ·A · T−1) = T · exp(A) · T−1.

ii) Es seien n ≥ 1 und A,B ∈ Mat(n;C) Matrizen, die miteinander kommutieren,
d.h. A · B = B ·A. Dann gilt

exp(A+ B) = exp(A) · exp(B).

iii) Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C). Die Matrix exp(A) ∈ Mat(n;C) ist inver-
tierbar, und es gilt

exp(A)−1 = exp(−A).

Beweis. i) Da
∀k ∈ N : (T ·A · T−1)k = T ·Ak · T−1,

gilt

exp(T ·A · T−1) = lim
n→∞ T ·

(
n∑
k=0

Ak

k!

)
· T−1.

Auf der anderen Seite ist

cT : Mat(n;C) −→ Mat(n;C)
B 7−→ T · B · T−1

stetig, und daher gilt

lim
n→∞ T ·

(
n∑
k=0

Ak

k!

)
· T−1 = T ·

(
lim
n→∞

n∑
k=0

Ak

k!

)
· T−1 = T · exp(A) · T−1.
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ii) Dies beweist man wie in der Analysis I ([35], Satz 3.8.12).
iii) Es gilt

En = exp(0) = exp(A−A) = exp
(
A+ (−A)

)
.

Wegen (vgl. [40], Aufgabe IV.1.32, 3)

A · (−A) = −A2 = (−A) ·A

können wir aus ii) folgern, dass

exp
(
A+ (−A)

)
= exp(A) · exp(−A).

Zusammenfassend haben wir En = exp(A) · exp(−A) und ebenso En = exp(−A) ·
exp(A). Damit ist die Behauptung bewiesen.

Bemerkung III.7.5. Für jedes n ≥ 2 existieren Matrizen A,B ∈ Mat(n;C) mit
A · B 6= B ·A und exp(A+ B) 6= exp(A) · exp(B) (s. Aufgabe III.7.6).

Aufgabe III.7.6. Geben Sie ein Beispiel für (2× 2)-Matrizen A,B ∈ Mat(2;C) mit

exp(A+ B) 6= exp(A) · exp(B)

an.

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie gut die jordansche Normalform für
die Berechnung des Matrixexponentials geeignet ist. Diese Rechnungen sind
nützlich, um die jordansche Normalform besser zu verstehen.

Beispiel III.7.7. a) Es seien l1, ..., ls ≥ 1, Aj ∈ Mat(lj;C), j = 1, ..., s, n := l1 + · · ·+ ls
und

A :=

 A1
. . .

As

 ∈ Mat(n;C).

Man berechnet

exp(A) =

 exp(A1)
. . .

exp(As)

 .
b) Die Theorie der jordanschen Normalform, Eigenschaft III.7.4, i), und Teil i)

reduzieren die Berechnung des Matrixexponentials auf die Berechnung des Ma-
trixexponentials für (reelle bzw. komplexe) Jordanblöcke. Wir betrachten hier
einen komplexen Jordanblock. Dazu seien n ≥ 1, µ ∈ C und

J(n, µ) = µ · En +N
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mit

N :=


0 1

. . . . . .
. . . 1

0

 .
Weiter gilt

(µ · En) ·N = N · (µ · En),

so dass aus Eigenschaft III.7.4, ii),

exp
(
J(n, µ)

)
= exp(µ · En) · exp(N) = exp(µ) · exp(N)

folgt. Man beachte, dass
∀l ≥ n : Nl = 0

und

exp(N) = Em +N+
1

2
·N+ · · ·+ 1

(n− 1)!
·Nn−1 =



1 1 1
2
· · · 1

(n−1)!

. . . . . . . . . ...
. . . . . . 1

2
. . . 1

0 1

 .

c) Für reelle Jordanblöcke verwendet man die Formel (III.1). Für n ≥ 1 und
µ = α+ i · β mit α,β ∈ R folgt wegen

exp(µ · t) = exp(α · t) ·
(
cos(β · t) + i · sin(β · t)

)
,

dass

exp
(
t ·
(
J(n, µ) 0

0 J(n, µ)

))
= exp(α · t) · C

mit

C :=

( (
cos(βt) + i · sin(βt)

)
exp(tN) 0

0
(
cos(βt) − i · sin(βt)

)
exp(tN)

)
.

Es ergibt sich

exp
(
t · J(n,α, β)

)
=

exp(α · t)
2

·
(
i · En −i · En

En En

)
· C ·

(
−i · En En
i · En En

)
= exp(α · t) ·

(
cos(β · t) · exp(t ·N) − sin(β · t) · exp(t ·N)
sin(β · t) · exp(t ·N) cos(β · t) · exp(t ·N)

)
.
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III.8 Systeme von linearen
Differenzialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Es seien n ≥ 1 und A = (alm)l,m=1,...,n ∈ Mat(n;C). Das durch A definerte System
von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten ist

ẏl(t) =

n∑
m=1

alm · ym(t), l = 1, ..., n. (DGL)

Wir notieren dies kurz als
ẏ(t) = A · y(t).

Eine Lösung des Systems (DGL) ist ein Tupel f = (f1, ..., fn)
t, in dem fl : R −→ C

eine differenzierbare Funktion7 ist, l = 1, ..., n, so dass

∀t ∈ R∀l ∈ { 1, ..., n } : f ′l(t) =

n∑
m=1

alm · fm(t).

Bemerkung III.8.1. a) Im Allgemeinen würde man nur fordern, dass die Lösung
auf einem offenen Intervall I ⊂ R definiert ist (vgl. [36], Definition 9.1.1). Die fol-
genden Sätze zur Existenz und Struktur der Lösungen zeigen, dass die Lösun-
gen im vorliegenden Fall immer auf ganz R definiert werden können.

b) In der obigen Situation können wir auch mit einer reellen Matrix A begin-
nen und nach Lösungen suchen, die Werte in den reellen Zahlen annehmen.

Es sei
C(R,Cn) :=

{
f : R −→ Cn | f ist stetig

}
.

Dies ist ein (unendlichdimensionaler) C-Vektorraum.

Beobachtung III.8.2. Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C). Die Menge der Lösun-
gen des durch A definerten Systems

ẏ(t) = A · y(t)

ist ein linearer Teilraum von C(R,Cn).

Beweis. Offenbar löst 0 das System. Der Rest ergibt sich aus den Ableitungs-
regeln ([35], Satz 4.2.1).

7Für eine Funktion h : R −→ C existieren (eindeutig bestimmte) Funktionen ϕ,ψ : R −→ R,
so dass h(t) = ϕ(t) + i · ψ(t), t ∈ R. Die Funktion h ist genau dann stetig bzw. differenzierbar,
wenn sowohl ϕ als auch ψ stetig bzw. differenzierbar ist. Wenn h differenzierbar ist, dann gilt
h ′(t) = ϕ ′(t) + i ·ψ ′(t), t ∈ R.
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Es seien n ≥ 1, T = (tlm)l,m=1,...,n ∈ Mat(n;C), fl : R −→ C eine Funktion,
l = 1, ..., n, und f = (f1, ..., fn)

t. Wir definieren das Tupel g = (g1, ..., gn)
t := T · f von

Funktionen von R nach C durch die Bedingung

∀t ∈ R :

 g1(t)
...

gn(t)

 = T ·

 f1(t)
...

fn(t)

 .
Bemerkung III.8.3. Ist fl für l = 1, ..., n stetig bzw. differenzierbar, dann ist auch
gl für l = 1, ..., n stetig bzw. differenzierbar.

Für ein Tupel f = (f1, ..., fn)
t, in dem fl : R −→ C eine differenzierbare Funktion

ist, definieren wir
f ′ := (f ′1, ..., f

′
n)
t.

Beobachtung III.8.4 (Faktorregel). Es seien n ≥ 1, f = (f1, ..., fn)
t ein Tupel aus

differenzierbaren komplexwertigen Funktionen auf R und T ∈ GLn(C). Dann gilt

(T · f) ′ = T · f ′.

Beweis. Es sei T = (tlm)l,m=1,...,n. Die Faktorregel und Summenregel aus der Ana-
lysis ([35], Satz 4.2.1, i) und ii) zeigen

∀l ∈ { 1, ..., n } :

(
n∑
m=1

alm · fm

) ′
=

n∑
m=1

alm · f ′m.

Das ist genau die Behauptung.

Beobachtung III.8.5. Es seien n ≥ 1, A ∈ Mat(n;C), T ∈ GLn(C) und B := T · A ·
T−1. Dann ist die Abbildung

LT : C(R,Cn) −→ C(R,Cn)
f = (f1, ..., fn)

t 7−→ T · f

C-linear und bildet den Lösungsraum des Systems

ẏ(t) = A · y(t)

bijektiv auf den Lösungsraum des Systems

ẏ(t) = B · y(t)

ab.
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Beweis. Man überprüft sofort, dass LT C-linear ist. Weiter ist LT ein Isomor-
phismus mit inverser Abbildung LT−1. Daher genügt es zu überprüfen, dass T · f
für jede Lösung f von ẏ(t) = A · y(t) eine Lösung von ẏ(t) = B · y(t) ist.

Sei also f = (f1, ..., fn)
t eine Lösung von ẏ(t) = A · y(t), d.h.,

∀t ∈ R :

 f ′1(t)
...

f ′n(t)

 = A ·

 f1(t)
...

fn(t)

 .
Für t ∈ R finden wir damit

B · T ·

 f1(t)
...

fn(t)

 = T ·A · T−1 · T ·

 f1(t)
...

fn(t)

 = T ·A ·

 f1(t)
...

fn(t)

 = T ·

 f ′1(t)
...

f ′n(t)

 .
Laut Beobachtung III.8.4 gilt für (g1, ..., gn)

t = T · f, dass g ′1(t)
...

g ′n(t)

 = T ·

 f ′1(t)
...

f ′n(t)

 .
Damit ist der Satz bewiesen.

Der folgende Satz stellt nun den Zusammenhang zwischen Lösungen von
Systemen linearer Differenzialgleichungen erster Ordnung und dem Matrixex-
ponential her und verallgemeinert die grundlegende Aussage [35], Satz 4.8.5,
über die Exponentialfunktion.

Satz III.8.6. Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C). Ein Tupel f = (f1, ..., fn)
t von dif-

ferenzierbaren komplexwertigen Funktionen auf R löst genau dann das System

ẏ(t) = A · y(t),

wenn es einen Vektor v0 ∈ Cn gibt, so dass

∀t ∈ R :

 f1(t)
...

fn(t)

 = exp(t ·A) · v0.

Offenbar gilt

v0 =

 f1(0)
...

fn(0)

 .
Wir nennen dies die Anfangsbedingung.
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Beweis. Wir werden gleich nachweisen, dass der Satz stimmt, wenn A ein Jor-
danblock ist. Wir bemerken zunächst, dass der Satz dann auch für jede Matrix
stimmt, die sich in jordanscher Normalform befindet. Dazu seien l1, ..., ls ≥ 1,
Aj ∈ Mat(lj;C), j = 1, ..., s, n := l1 + · · ·+ ls und

A :=

 A1
. . .

As

 ∈ Mat(n;C).

Ein Tupel f = (f1, ..., fn)
t von differenzierbaren komplexwertigen Funktionen löst

genau dann das System zu A, wenn fj := (fl1+···+lj−1+1, ..., fl1+···+lj)
t das System zu

Aj löst, j = 1, ..., s.
Für eine beliebige Matrix A ∈ Mat(n;C) existiert eine invertierbare Matrix

T ∈ GLn(C), so dass sich J = T · A · T−1 in jordanscher Normalform befindet.
Ferner löst nach Beobachtung III.8.5 f = (f1, ..., ft)

t das System zu A genau
dann zu der Anfangsbedingung v0 ∈ Cn, wenn T · f das System zu J zu der
Anfangsbedingung T · v0 ∈ Cn löst. Nach dem Satz für J ist dies äquivalent dazu,
dass für alle t ∈ R

T ·f(t) = exp(t·J)·T ·v0 = exp
(
t·(T ·A·T−1)

)
·T ·v0 = (T ·exp(t·A)·T−1)·T ·v0 = T ·exp(t·A)·v0

gilt, und damit dazu, dass

∀t ∈ R : f(t) = exp(t ·A) · v0.

Nehmen wir schließlich an, dass es eine komplexe Zahl µ gibt, so dass A =
J(n, µ). Für diese Matrix gilt

exp
(
t · J(n, µ)

)
= exp(µ · t) ·



1 t t2

2
· · · tn−1

(n−1)!

. . . . . . . . . ...
. . . . . . t

2
. . . t

0 1


.

Für einen Vektor  a0
...

an−1

 ∈ Cn
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gilt 

1 t t2

2
· · · tn−1

(n−1)!

. . . . . . . . . ...
. . . . . . t2

2
. . . t

0 1


·

 a0
...

an−1

 =


an−1 · t

n−1

(n−1)!
+ · · ·+ a1 · t+ a0

an−1 · t
n−2

(n−2)!
+ · · ·+ a2 · t+ a1

...
an−1

 .

Sei

p(t) :=

n−1∑
k=0

ak

k!
· tk, t ∈ R.

Wir erkennen, dass der obige Vektor mit
p(t)
p ′(t)
p(2)(t)

...
p(n−1)(t)


übereinstimmt, t ∈ R.

Die behauptete Gestalt der Lösungsfunktionen ist somit

fl(t) = exp(µ · t) · p(l−1)(t), t ∈ R, l = 1, ..., n.

Sei nun f = (f1, ..., fn)
t eine Lösung des Systems ẏ(t) = A · y(t). Es gelten die

Gleichungen

f ′l(t) = µ · fl(t) + fl+1(t), l = 1, ..., n− 1,

f ′n(t) = µ · fn(t),

t ∈ R. Diese Gleichungen sind äquivalent zu den Gleichungen

(exp(−µ·−) · fl) ′(t) = exp(−µ · t) · fl+1(t), l = 1, ..., n− 1, (III.2)
(exp(−µ·−) · fn) ′(t) = 0, t ∈ R.

In der Tat gilt für l = 1, ..., n, dass

(exp(−µ·−)·fl) ′(t) = −µ·exp(−µ·t)·fl(t)+exp(−µ·t)·f ′l(t) =
(
f ′l(t)−µ·fl(t)

)
·exp(−µ·t),

und exp(−µ · t) 6= 0, t ∈ R. Man beachte, dass diese Gleichungen

∀t ∈ R : (exp(−µ·−) · f1)(n)(t) = 0
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implizieren. Nach [35], Folgerung 5.7.2, ist

p := exp(−µ·−) · f1

ein Polynom vom Grad höchstens n − 1. Wir schließen, dass die Lösung die
behauptete Gestalt hat.

Es sei umgekehrt p ∈ C[t] ein Polynom vom Grad höchstens n−1. Wir finden
dann komplexe Zahlen a0, ..., an ∈ C, so dass

p(t) =

n−1∑
k=0

ak

k!
· tk.

Man überprüft sofort, dass f = (f1, ..., fn)
t mit

fl := exp(µ·−) · p(l−1), l = 1, ..., n,

das System (III.2) von Differenzialgleichungen löst.

Bemerkung III.8.7. Es seien n ≥ 1, α,β ∈ R,

v0 =



a0
...

an−1
b0
...

bn−1


∈ R2n

und

q(t) :=

n−1∑
k=0

ak

k!
· tk, r(t) :=

n−1∑
k=0

bk

k!
· tk.

Mit der Formel aus Beispiel III.7.7, c), berechnet man

exp
(
t · J(n,α, β)

)
· v0 =

 f1
...
f2n


mit

fj(t) = exp(α · t) ·
(
cos(β · t) · q(t) − sin(β · t) · r(t)

)
,

fj+n(t) = exp(α · t) ·
(
sin(β · t) · q(t) + cos(β · t) · r(t)

)
, j = 1, ..., n, t ∈ R.
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Beispiel III.8.8. Es sei

A :=


3 1 1 0

−1 1 −1 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 ∈ Mat(4;R).

Wir suchen hier ein Tupel f = (f1, f2, f3, f4)
t von differenzierbaren komplexwerti-

gen Funktionen auf R, so dass

f ′1 = 3 · f1 + f2 + f3
f ′2 = −f1 + f2 − f3

f ′3 = 2 · f3
f ′4 = 2 · f4.

Wir wählen v0 := (1, 1, 1, 1)t, i.e., wir fordern

fi(0) = 1, i = 1, 2, 3, 4.

Zunächst wird das charakteristische Polynom von A ermittelt:

χA(t) = Det(t · E4 −A)

= Det


t− 3 −1 −1 0

1 t− 1 1 0

0 0 t− 2 0

0 0 0 t− 2


=
(
(t− 3) · (t− 1) + 1

)
· (t− 2)2

= (t2 − 4 · t+ 4) · (t− 2)2

= (t− 2)4.

Es gibt also einen einzigen reellen Eigenwert, nämlich λ = 2. Wir bilden deshalb

A− 2 · E4 =


1 1 1 0

−1 −1 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0


und lesen

Eig(A, 2) =

〈
0

0

0

1

 ,


1

0

−1
0

 ,


1

−1
0

0


〉

ab. Da der Eigenraum dreidimensional ist, gibt es genau drei Jordanblöcke.
Die jordansche Normalform von A ist damit durch
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J =

gegeben. Man beachte, dass (1, 0, 0, 0)t ∈ V(A, 2) \ Eig(A, 2). Wir bilden damit die
Basis

v1 := (A− 2 · E4) ·


1

0

0

0

 =


1

−1
0

0

 , v2 :=


1

0

0

0

 , v3 :=


1

0

−1
0

 , v4 :=


0

0

0

1


von R4 und die Matrix

T :=


1 1 1 0

−1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 .
Die inverse Matrix T−1 wird mit dem Gauß-Algorithmus bestimmt:

1 1 1 0 1 0 0 0

−1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

 (II)+(I),
(−1)·(III)
 


1 1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 0

0 0 1 0 0 0 −1 0

0 0 0 1 0 0 0 1


(I)−(II),
(II)−(III)
 


1 0 0 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 1 1 1 0

0 0 1 0 0 0 −1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

 .
Wir führen eine Probe durch:

T · J · T−1 =


1 1 1 0

−1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 ·

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 ·

0 −1 0 0

1 1 1 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



=


2 3 2 0

−2 −1 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 2

 ·

0 −1 0 0

1 1 1 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



=


3 1 1 0

−1 1 −1 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 = A.

147



Kapitel III. Die jordansche Normalform über den reellen Zahlen

Weiter gilt

J =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

+


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


und deswegen (vgl. Beispiel III.7.7, b)

exp(t · J) = exp(2 · t) ·


1 t 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , t ∈ R.

Aus Eigenschaft III.7.4, i), folgt

exp(t ·A) = exp(T · (t · J) · T−1) = T · exp(t · J) · T−1

= exp(2 · t) ·


1 1 1 0

−1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 ·

1 t 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ·

0 −1 0 0

1 1 1 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



= exp(2 · t) ·


1 t+ 1 1 0

−1 −t 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 ·

0 −1 0 0

1 1 1 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



= exp(2 · t) ·


t+ 1 t t 0

−t −t+ 1 −t 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .
Mit dem Anfangswert v0 = (1, 1, 1, 1)t finden wir für f = (f1, f2, f3, f4)

t und t ∈ R,
dass
f1(t)
f2(t)
f3(t)
f4(t))

 = exp(2·t)·


t+ 1 t t 0

−t −t+ 1 −t 0

0 0 1 0

0 0 0 1

·

1

1

1

1

 =


exp(2 · t) · (3 · t+ 1)

exp(2 · t) · (−3 · t+ 1)
exp(2 · t)
exp(2 · t)

 ,
und man berechnet

f ′(t) =


exp(2 · t) · (6 · t+ 5)

exp(2 · t) · (−6 · t− 1)
2 · exp(2 · t)
2 · exp(2 · t)

 .
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Die Probe

A · f = exp(2 · t) ·


3 1 1 0

−1 1 −1 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 ·


3 · t+ 1
−3 · t+ 1

1

1



= exp(2 · t) ·


6 · t+ 5
−6 · t− 1

2

2


bestätigt das Ergebnis.

Beispiel III.8.9 (Die gekoppelten Pendel). Zwei Fadenpendel gleicher Ausführung
werden durch eine Feder gekoppelt.

Man kann sich die Bewegungen eines solchen Systems z.B. in dem Video https:
//www.youtube.com/watch?v=2EufdoJrSyA anschauen. Die Funktion f1 be-
schreibe die Auslenkung des linken Pendels und die Funktion f2 die des rech-
ten. Es gibt positive reelle Konstanten µ,ω, so dass f1 und f2 durch das System

x ′′1 (t) = −ω2 · x1(t) − µ2 ·
(
x1(t) − x2(t)

)
x ′′2 (t) = −ω2 · x2(t) − µ2 ·

(
x2(t) − x1(t)

)
von linearen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten und eine geeignete Anfangsbedingung bestimmt sind. Dieses System
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können wir in das System

y ′1(t) = y2(t)

y ′2(t) = −ω2 · y1(t) − µ2 ·
(
y1(t) − y3(t)

)
y ′3(t) = y4(t)

y ′4(t) = −ω2 · y3(t) − µ2 ·
(
y3(t) − y1(t)

)
von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten übersetzen. Es gehört zu der Matrix

A :=


0 1 0 0

−(ω2 + µ2) 0 µ2 0

0 0 0 1

µ2 0 −(ω2 + µ2) 0

 ∈ Mat(4;R).

Wir berechnen das charakteristische Polynom mit Hilfe der Laplace-Entwicklung
([35], S. 146ff):

χA(t) = Det


t −1 0 0

(ω2 + µ2) t −µ2 0

0 0 t −1
−µ2 0 (ω2 + µ2) t


= t ·Det

 t −µ2 0

0 t −1
0 ω2 + µ2 t

+ Det

 ω2 + µ2 −µ2 0

0 t −1
−µ2 ω2 + µ2 t


= t2 · (t2 +ω2 + µ2) + t ·Det

(
ω2 + µ2 0

−µ2 t

)
+ Det

(
ω2 + µ2 −µ2

−µ2 ω2 + µ2

)
= t2 · (t2 +ω2 + µ2) + t2 · (ω2 + µ2) + (ω2 + µ2)2 − µ4

= t4 + 2 · t2 · (ω2 + µ2) +ω4 + 2 ·ω2 · µ2.

Es sei λ ∈ C eine Nullstelle von χA(t). Dann gilt

λ2 =
−2 · (ω2 + µ2)±

√
4 · (ω2 + µ2)2 − 4 ·ω4 − 8 ·ω2 · µ2

2
.

Damit haben wir
λ2 = −(ω2 + 2 · µ2)

oder
λ2 = −ω2.

Folglich hat A die Eigenwerte

±i ·ω und ± i · ω̃, ω̃ :=
√
ω2 + 2 · µ2.
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Dies sind vier verschiedene Eigenwerte. Wir folgern, dass A diagonalisierbar
ist.

Wir fahren mit der Berechnung der Eigenräume fort. Es sei

A∓ i ·ω · E4 =


∓i ·ω 1 0 0

−(ω2 + µ2) ∓i ·ω µ2 0

0 0 ∓i ·ω 1

µ2 0 −(ω2 + µ2) ∓i ·ω

 .
Wir schreiben

x2 := ±i ·ω · τ.

Es folgt
x1 = τ = x3 und x4 = ±i ·ω · τ.

Wir lesen

Eig(A, i ·ω) =

〈
1

i ·ω
1

i ·ω


〉

und Eig(A,−i ·ω) =

〈
1

−i ·ω
1

−i ·ω


〉

ab. Weiter schauen wir

A∓ i · ω̃ · E4 =


∓i · ω̃ 1 0 0

−(ω2 + µ2) ∓i · ω̃ µ2 0

0 0 ∓i · ω̃ 1

µ2 0 −(ω2 + µ2) ∓i · ω̃


an und schreiben

x2 = ±i · ω̃ · τ.

Es folgt x1 = τ,

−(ω2 + µ2) · τ+ (ω2 + 2 · µ2) · τ+ µ2 · x3 = 0, d.h., x3 = −τ,

und
x4 = ∓i · ω̃ · τ.

Daraus ergibt sich

Eig(A, i · ω̃) =

〈
1

i · ω̃
−1

−i · ω̃


〉

und Eig(A,−i · ω̃) =

〈
1

−i · ω̃
−1
i · ω̃


〉
.
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Sei nun

S :=


1 1 1 1

i ·ω −i ·ω i · ω̃ −i · ω̃
1 1 −1 −1
i ·ω −i ·ω −i · ω̃ i · ω̃

 .
Dann gilt

S−1 ·A · S =


i ·ω 0

−i ·ω
i · ω̃

0 −i · ω̃


und für t ∈ R, dass

exp(t ·A) = S ·


exp(i ·ω · t) 0

exp(−i ·ω · t)
exp(i · ω̃ · t)

0 exp(−i · ω̃ · t)

 · S−1.
Als Anfangswert wählen wir v0 := (1, 0, 0, 0)t. Dies bedeutet, dass das linke Pen-
del um den Betrag 1 ausgelenkt und dann losgelassen wird. Für diesen An-
fangswert benötigen wir nur die erste Spalte (t1, t2, t3, t4)

t von S−1. Wir haben die
beiden Gleichungen

t1 + t2 + t3 + t4 = 1

t1 + t2 − t3 − t4 = 0

aus denen
t2 =

1

2
− t1 und t4 =

1

2
− t3

folgt. Es müssen noch die Bedingungen

i ·ω ·
(
2 · t1 −

1

2

)
+ i · ω̃ ·

(
2 · t3 −

1

2

)
= 0

i ·ω ·
(
2 · t1 −

1

2

)
− i · ω̃ ·

(
2 · t3 −

1

2

)
= 0

erfüllt werden, die

t1 = t2 = t3 = t4 =
1

4

bedeuten. Schließlich erhalten wir

∀t ∈ R : S · exp(t ·A) · S−1 · v0 =
1

4
· S ·


exp(i ·ω · t)

exp(−i ·ω · t)
exp(i · ω̃ · t)

exp(−i · ω̃ · t)

 .
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Von diesem Vektor benötigen wir den ersten und den dritten Eintrag. Diese
Einträge liefern

f1(t) =
1

4
·
(
exp(i ·ω · t) + exp(−i ·ω · t) + exp(i · ω̃ · t) + exp(−i · ω̃ · t)

)
=
1

2
·
(
cos(ω · t) + cos(ω̃ · t)

)
,

f2(t) =
1

4
·
(
exp(i ·ω · t) + exp(−i ·ω · t) − exp(i · ω̃ · t) − exp(−i · ω̃ · t)

)
=
1

2
·
(
cos(ω · t) − cos(ω̃ · t)

)
.

Das folgende Bild8 zeigt die Graphen der Funktionen f1 und f2 für ω = 50 und
µ = 47.

Man vergleiche diese Bilder mit den Bildern der realen Schwingung aus dem
genannten Video.

Zum Abschluss besprechen wir noch eine Eigenschaft der Nulllösung im
reellen Fall. Seien dazu n ≥ 1 und A ∈ Mat(n,R). Die Nulllösung des Systems

ẏ(t) = A · y(t)

ist stabil, wenn
lim
t→∞

∥∥∥(f1(t), ..., fn(t))t∥∥∥ = 0

für jede Lösung f = (f1, ..., fn)
t des Systems gilt.

Aufgabe III.8.10. Es seien n ≥ 1 und A,B ∈ Mat(n,R) zwei Matrizen, die ein-
ander ähnlich sind. Zeigen Sie, dass die Nulllösung des Systems ẏ(t) = A · y(t)
genau dann stabil ist, wenn die Nulllösung des Systems ẏ(t) = B ·y(t) stabil ist.

8Erstellt mit https://rechneronline.de/function-graphs/.
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Beispiel III.8.11. a) Betrachtet man ein einfaches Fadenpendel und berücksich-
tigt die Dämpung der Schwingung, dann wird die Amplitude der Schwingung,
unabhängig von den Anfangsbedingungen, immer kleiner, und man erkennt
anschaulich, dass die Nulllösung in diesem Fall stabil ist.

b) Das folgende Bild veranschaulicht eine Situation, in der die Nulllösung
nicht stabil ist.

Man betrachtet dabei die Bewegung einer Kugel.

Satz III.8.12. Es seien n ≥ 1, A ∈ Mat(n,R), λ1, ..., λs die verschiedenen re-
ellen Eigenwerte von A, µ1, µ1, ..., µu, µu die verschiedenen Paare von komplex
konjugierten nichtreellen Eigenwerten von A und αk := Re(µk), k = 1, ..., u. Die
Nulllösung des Systems

ẏ(t) = A · y(t)

von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten ist genau dann stabil, wenn

λj < 0, j = 1, ..., s, αk < 0, k = 1, ..., u.

Beweis. Es gelte λj < 0, j = 1, ..., s, αk < 0, k = 1, ..., u. Wir verwenden jetzt,
dass die Exponentialfunktion schneller wächst als jede Polynomfunktion ([35],
Aufgabe 6.15.2). Für λ < 0 und jedes Polynom s(t) ∈ R[t] gilt deswegen

lim
t→∞

∣∣ exp(λ · t) · s(t)
∣∣ = 0.

Ebenso findet man für α < 0 und Polynome u(t), v(t) ∈ R[t], dass

lim
t→∞

∣∣∣ exp(α · t) ·
(
cos(β · t) · u(t)± sin(β · t) · v(t)

)∣∣∣
≤ lim

t→∞
∣∣ exp(α · t) · u(t)

∣∣+ lim
t→∞

∣∣ exp(α · t) · v(t)
∣∣

= 0.

Aus diesen Betrachtungen leiten wir ab, dass die Nulllösung unter den ange-
gebenen Bedingungen stabil ist.
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Für die Umkehrung betrachten wir exemplarisch den Fall α1 ≥ 0. In diesem
Fall wählen wir q(t) = 1 und r(t) = 0. Dann gilt für alle ` ∈ N, dass∣∣∣∣exp

(
α1

|β1|
· 2 · π · `

)
· cos

(
β1

|β1|
· 2 · π · `

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣exp
(
α1

|β1|
· 2 · π · `

)∣∣∣∣ ≥ 1.
Die Nulllösung ist daher nicht stabil.
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IV
Euklidische und unitäre
Vektorräume

Das Standardskalarprodukt auf Rn erlaubt es, Winkel zwischen sich schnei-
denden Geraden und Abstände von Punkten zu messen. Mit Hilfe des Stan-
dardskalarprodukts lassen sich die Sätze der euklidischen Geometrie analy-
tisch beweisen. Ein reeller Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt verse-
hen ist, wird daher auch euklidischer Vektorraum genannt. Ein Skalarprodukt
ist eine spezielle Bilinearform. In diesem Kapitel werden wir daher zunächst
das allgemeine Konzept einer Bilinearform auf einem Vektorraum vorstellen. In
der endlichdimensionalen Situation besteht wieder ein enger Zusammenhang
zu Matrizen, und die Klassifikation von Paaren, die aus einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum und einer Bilinearform bestehen, führt zu interessanten
Normalformproblemen. Die Klassifikation von endlichdimensionalen euklidi-
schen Vektorräumen ist dabei wieder sehr einfach. Ein n-dimensionaler eukli-
discher Vektorraum ist zu Rn mit dem Standardskalarprodukt isomorph. Dies
wird mit Hilfe von Orthonormalbasen und des Gram1–Schmidt2-Prozesses–
Schmidt bewiesen. Das Klassifikationsproblem für endlichdimensionale reel-
le Vektorräumen, die mit einer symmetrischen Bilinearform ausgestattet sind,
wird durch den Trägheitssatz von Sylvester3 gelöst. Hier treten der Rang und
die Signatur als entscheidende Invarianten auf. Von Interesse ist weiter die
Symmetriegruppe eines euklidischen Vektorraums. Für Rn mit dem Standards-
kalarprodukt ist dies die orthogonale Gruppe. Mit Hilfe von Skalarproduk-

1Jørgen Pedersen Gram (1850 - 1916), dänischer Mathematiker.
2Erhard Schmidt (1876 - 1959), deutscher Mathematiker.
3James Joseph Sylvester (1814 - 1897), britischer Mathematiker.
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ten lassen sich auch die Konzepte der adjungierten linearen Abbildungen und
selbstadjungierten Endomorphismen einführen. Der Spektralsatz zeigt insbe-
sondere, dass selbstadjungierte Endomorphismen eines endlichdimensionalen
euklidischen Vektorraums diagonalisierbar sind. Besonders die Verallgemeine-
rung dieses Ergebnisses auf unendlichdimensionale Vektorräume ist für die
Quantenphysik von großer Bedeutung. Für komplexe Vektorräume sind Bili-
nearformen nicht geeignet, eine Längen- oder Abstandsmessung zu definieren.
Zu diesem Zweck werden sogenannte Sesquilinearformen benötigt. Ihre Theorie
wird daher in diesem Kapitel parallel zur Theorie der Bilinearformen entwickelt.

IV.1 Bilinearformen, Sesquilinearformen
Es seien k ein Körper und V ein k-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung

β : V × V −→ k

(v,w) 7−→ β(v,w),

so dass gilt:

a) Für jeden Vektor w ∈ V ist die Abbildung β(·, w) : V −→ k, v 7−→ β(v,w),
k-linear, d.h.

∀λ ∈ k, v ∈ V :
∀v1, v2 ∈ V :

β(λ · v,w) = λ · β(v,w),
β(v1 + v2, w) = β(v1, w) + β(v2, w).

b) Für jeden Vektor v ∈ V ist die Abbildung β(v, ·) : V −→ k, w 7−→ β(v,w),
k-linear, d.h.

∀λ ∈ k, w ∈ V :
∀w1, w2 ∈ V :

β(v, λ ·w) = λ · β(v,w),
β(v,w1 +w2) = β(v,w1) + β(v,w2).

Im Fall des Grundkörpers C der komplexen Zahlen benötigen wir ein weiteres
Konzept, das es einem gestattet, eine Norm auf dem entsprechenden Vektor-
raum einzuführen. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Sesquilinearform auf V ist
eine Abbildung

σ : V × V −→ C
(v,w) 7−→ σ(v,w),

so dass gilt:

a) Für jeden Vektor v ∈ V ist die Abbildung σ(v, ·) : V −→ C, w 7−→ σ(v,w),
k-linear.
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b) Für jeden Vektor w ∈ V ist die Abbildung σ(·, w) : V −→ C, v 7−→ σ(v,w),
semilinear, d.h.

∀v1, v2 ∈ V :
∀λ ∈ k, v ∈ V :

σ(v1 + v2, w) = σ(v1, w) + σ(v2, w),

σ(λ · v,w) = λ · σ(v,w).

Dabei ist λ = α− i ·β die zu λ = α+ i ·β ∈ C komplex konjugierte Zahl (s. S. 116),
α,β ∈ R.

Bemerkung IV.1.1. Nach Eigenschaft III.2.1 ist die komplexe Konjugation

· : C −→ C
λ 7−→ λ

ein Automorphismus des Körpers C, d.h. eine bijektive Abbildung, so dass

• ∀λ, µ ∈ C: λ+ µ = λ+ µ,

• ∀λ, µ ∈ C: λ · µ = λ · µ.

Wenn k ein beliebiger Körper ist, γ : k −→ k ein Automorphismus von k und V
ein k-Vektorraum, dann nennt man eine Abbildung L : V −→ V γ-linear, wenn

• ∀v,w ∈ V: L(v+w) = L(v) + L(w),

• ∀λ ∈ k, v ∈ V: L(λ · v) = γ(λ) · L(v).

Beispiel IV.1.2. a) Es seien k ein Körper, n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;k). Durch

βA : k
n × kn −→ k

(v,w) 7−→ vt ·A ·w

ist eine Bilinearform auf kn gegeben. Im Fall k = R nennt man die zur Einheits-
matrix gehörige Bilinearform

βEn : Rn × Rn −→ R
 s1

...
sn

 ,
 t1

...
tn


 7−→ (s1 · · · sn) ·

 t1
...
tn

 =

n∑
µ=1

sµ · tµ

auch das Standardskalarprodukt.
b) Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C) eine komplexe Matrix. Die Vorschrift

σA : Cn × Cn −→ C
(v,w) 7−→ vt ·A ·w

definiert eine Sesquilinearform auf Cn.
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Lemma IV.1.3. i) Es seien k ein Körper, n ≥ 1 und A,B ∈ Mat(n;k). Dann gilt:

βA = βB ⇐⇒ A = B.

ii) Es seien n ≥ 1 und A,B ∈ Mat(n;C). Dann gilt:

σA = σB ⇐⇒ A = B.

Beweis. Wir zeigen Teil ii). Der Beweis von Teil i) verläuft analog. Die Implikati-
on ”⇐=“ ist dabei offensichtlich. Es seien A = (aµν)µ,ν=1,...,n und B = (bµν)µ,ν=1,...,n.
Wenn σA = σB gilt, dann finden wir

∀µ, ν ∈ { 1, ..., n } : aµν = e
t
µ ·A · eν = σA(eµ, eν) = σB(eµ, eν) = etµ · B · eν = bµν.

Somit gilt A = B.

Im Folgenden werden wir einige Zusatzeigenschaften von Bilinearformen
und die entsprechenden Begriffe für Matrizen erklären.

Es seien k ein Körper, V ein k-Vektorraum und n ≥. Eine Bilinearform β : V×
V −→ k ist symmetrisch, wenn

∀v,w ∈ V : β(w, v) = β(v,w).

Eine Matrix A ist symmetrisch, wenn sie

At = A

erfüllt. Das bedeutet, dass die Matrix A invariant unter der Spiegelung ihrer
Einträge an der Diagonalen ist.

Für einen komplexen Vektorraum V wird eine Sesquilinearform σ : V ×V −→
C hermitesch4 genannt, wenn5

∀v,w ∈ V : σ(w, v) = σ(v,w).

Für n ≥ 1 wird eine komplexe Matrix A ∈ Mat(n;C) hermitesch genannt, wenn

A? := A
t
= A

gilt.
4Nach Charles Hermite (1822 - 1901), einem französischen Mathematiker.
5Wenn wir nur annehmen, dass σ linear im zweiten Argument ist und die folgende Bedin-

gung erfüllt, dann berechnen wir für v,w ∈ V und λ ∈ C, dass

σ(λ · v,w) = σ(w, λ · v) = λ · σ(w, v) = λ · σ(w, v) = λ · σ(v,w).

Deshalb muss σ semilinear im ersten Argument sein.
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Bemerkung IV.1.4. a) Für n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C) haben wir

A? = At.

b) Aus Bemerkung IV.1.1 und den Eigenschaften der Transposition folgt

(A · B)? = B? ·A?

für l,m,n ≥ 1, A ∈ Mat(l,m;C) und B ∈ Mat(m,n;C).
c) Es seien V ein komplexer Vektorraum und σ : V×V −→ k eine hermitesche

Sesquilinearform. Da für einen Vektor v ∈ V definitionsgemäß

σ(v, v) = σ(v, v)

gilt, muss σ(v, v) reell sein. Ebenso ergibt sich für n ≥ 1 und eine hermitesche
Matrix A = (aµν)µ,ν=1,...,n ∈ Mat(n;C), dass

aµµ ∈ R, µ = 1, ..., n.

Aufgabe IV.1.5. Es sei

A :=

 1 0 (−1− 2i)
0 4 0

(−1+ 2i) 0 5

 ∈ Mat(3;C).

a) Berechnen Sie A?, und zeigen Sie, dass A hermitesch ist.
b) Zeigen Sie, dass σA(v, v) ≥ 0 für alle v ∈ C3 gilt, und bestimmen Sie alle

v ∈ C3 mit σA(v, v) = 0.

Lemma IV.1.6. i) Es seien k ein Körper, n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;k). Dann ist die
Bilinearform βA genau dann symmetrisch, wenn die Matrix A es ist.

ii) Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C). Dann ist die Sesquilinearform σA genau
dann hermitesch, wenn die Matrix A es ist.

Beweis. Wir zeigen abermals nur ii). Wir schreiben A = (aµν)µ,ν=1,...,n. Wenn σA
hermitesch ist, dann finden wir mit Hilfe von Eigenschaft III.5.2, dass

aµν = e
t
µ ·A · eν = σA(eµ, eν) = σA(eν, eµ) = etν ·A · eµ = etν ·A · eµ = etν ·A · eµ = aνµ

für µ, ν ∈ { 1, ..., n } gilt. Das besagt gerade, dass A hermitesch ist.
Wenn umgekehrt A hermitesch ist, dann berechnen wir

σA(w, v) = w
t ·A · v = (wt ·A · v)t = vt ·At ·w = vt ·At ·w = vt ·A ·w = σA(v,w)

für v,w ∈ V. Somit ist σA eine hermitesche Sesquilinearform.
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Bemerkung IV.1.7. a) Es seien k ein Körper und n ≥ 1. Die Teilmenge

Symn(k) :=
{
A ∈ Mat(n;k) |At = A

}
der symmetrischen (n× n)-Matrizen ist ein k-linearer Teilraum von Mat(n;k).

b) Für n ≥ 1 ist die Teilmenge

Hermn(C) :=
{
A ∈ Mat(n;C) |A? = A

}
der hermiteschen (n × n)-Matrizen zwar ein R-linearer Teilraum von Mat(n;C)
aber kein C-linearer. Dazu beachte man:

• Für A,B ∈ Hermn(C) gilt (A+B)? = A?+B? = A+B, so dass A+B ∈ Hermn(C).

• Für λ ∈ R und A ∈ Hermn(C) gilt (λ · A)? = λ · A? = λ · A und daher
λ ·A ∈ Hermn(C).

• Es gilt En ∈ Hermn(C) aber i ·En 6∈ Hermn(C), denn (i ·En)? = −i ·En 6= i ·En.

c) Man beachte Symn(R) = Hermn(C) ∩Mat(n;R).
Wir kommen nun zu den zentralen Objekten dieses Kapitels. Eine symme-

trische Bilinearform β : V×V −→ R auf einem reellen Vektorraum V wird positiv
definit genannt, wenn

∀v ∈ V \ {0} : β(v, v) > 0. (IV.1)

Eine positiv definite und symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektor-
raum ist ein Skalarprodukt.

Aufgabe IV.1.8 (Die Spur). Es seien k ein Körper und n ≥ 1.
a) Zeigen Sie, dass

Spur : Mat(n;k)×Mat(n;k) −→ k

(A,B) 7−→ Spur(A · B)

eine symmetrische Bilinearform ist.
b) Zeigen Sie, dass für A ∈ Mat(n;k) gilt:

∀B ∈ Mat(n;k) : Spur(A · B) = 0 =⇒ A = 0.

(Man sagt, die Spur ist nichtausgeartet.)
c) Ist die Spur für k = R positiv definit?

Nun sei σ : V × V −→ C eine hermitesche Sesquilinearform auf dem komple-
xen Vektorraum V. Nach Bemerkung IV.1.4, c), ist σ(v, v) ∈ R, v ∈ V. Wir nennen
σ : V × V −→ C positiv definit, wenn

∀v ∈ V \ {0} : σ(v, v) > 0. (IV.2)

Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform wird ebenfalls Skalarpro-
dukt genannt.
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Beispiel IV.1.9. a) Es sei n ≥ 1. Dann ist das Standardskalarprodukt βEn offen-
bar ein Skalarprodukt auf Rn.

b) Ebenso ist für n ≥ 1 die Sesquilinearform σEn ein Skalarprodukt auf Cn.
Dazu berechnet man für a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ R, dass

σEn


 a1 + i · b1

...
an + i · bn

 ,
 a1 + i · b1

...
an + i · bn


 =

n∑
ν=1

(aν−i·bν)·(aν+i·bν) =
n∑
ν=1

(a2ν+b
2
ν) ≥ 0.

Dabei wird der Ausdruck genau dann null, wenn a1 = · · · = an = b1 = · · · = bn.
Wir bezeichnen σEn als das Standardskalarprodukt auf Cn.

IV.2 Darstellungsmatrizen von Bilinear- und
Sesquilinearformen

Bisher haben wir erklärt, wie man Bilinear- und Sesquilinearformen auf kn,
k ein Körper, bzw. Cn mit (n × n)-Matrizen beschreiben kann, n ≥ 1. Dassel-
be ist wie üblich für beliebige Vektorräume über den entsprechenden Körpern
möglich, wenn man zuvor eine Basis gewählt hat. Das soll nun explizit formu-
liert werden.

Es seien k ein Körper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, B = (b1, ...,
bn) eine durchnummerierte Basis von V und β : V × V −→ k eine Bilinearform.
Die Darstellungsmatrix von β bzgl. der Basis B ist gegeben als

MB(β) =
(
β(bµ, bν)

)
µ,ν=1,...,n

.

Für einen endlichdimensionalen komplexen Vektorraum V, eine durchnumme-
rierte Basis B = (b1, ..., bn) von V und eine Sesquilinearform σ : V × V −→ k ist
die Darstellungsmatrix von σ bzgl. der Basis B definiert als

MB(σ) =
(
σ(bµ, bν)

)
µ,ν=1,...,n

.

Lemma IV.2.1. i) Es seien k ein Körper, V ein endlichdimensionaler k-Vektor-
raum, B = (b1, ..., bn) eine durchnummerierte Basis von V und β : V × V −→ k eine
Bilinearform. Für Vektoren v = α1 ·b1+ · · ·+αn ·bn und w = γ1 ·b1+ · · ·+γn ·bn gilt

β(v,w) = (α1, ..., αn) ·MB(β) ·

 γ1
...
γn

 .
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Das folgende Diagramm kommutiert also:

(v,w) V × V k

(
ΦB(v), ΦB(w)

)
kn × kn k

β

βMB(β)

.

ii) Die Bilinearform β in i) ist genau dann symmetrisch, wenn die MatrixMB(β)
symmetrisch ist.

iii) Es seien V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, B = (b1, ..., bn) eine
durchnummerierte Basis von V und σ : V × V −→ k eine Sesquilinearform. Für
Vektoren v = α1 · b1 + · · ·+ αn · bn und w = γ1 · b1 + · · ·+ γn · bn gilt

σ(v,w) = (α1, ..., αn) ·MB(σ) ·

 γ1
...
γn

 .
Damit ist das folgende Diagramm kommutativ:

(v,w) V × V C

(
ΦB(v), ΦB(w)

)
Cn × Cn C

σ

σMB(σ)

.

iv) Die Sesquilinearform σ in iii) ist genau dann hermitesch, wenn die Matrix
MB(σ) hermitesch ist.

Beweis. Punkt ii) bzw. iv) ist angesichts des kommutativen Diagramm in i) bzw.
iii) und Lemma IV.1.6, i) bzw. ii), offensichtlich.

Wir beweisen weiter iii). Auf Grund der Sesquilinearität haben wir

σ(α1 · b1 + · · ·+ αn · bn, w) =
n∑
µ=1

αµ · σ(bµ, w)

=

n∑
µ=1

αµ · σ(bµ, γ1 · b1 + · · ·+ γn · bn)

=

n∑
µ=1

αµ ·
n∑
ν=1

γν · σ(bµ, bν)

=

n∑
µ,ν=1

αµ · γν · σ(bµ, bν).
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Wegen MB(σ)µ,ν = σ(bµ, bν), µ, ν = 1, ..., n, stimmt dieser Ausdruck mit

(α1, ..., αn) ·MB(σ) ·

 γ1
...
γn


überein.

Aufgabe IV.2.2. Wir betrachten die Abbildung

β : R3 × R3 −→ R s1
s2
s3

 ,
 t1
t2
t3

 7−→ 4s1t1 − 6s1t2 − 6s2t1 + 9s2t2 + 7s3t3.

a) Zeigen Sie, dass β eine symmetrische Bilinearform mit β(v, v) ≥ 0 für alle
v ∈ R3 ist, und bestimmen Sie alle v ∈ R3 mit β(v, v) = 0.

b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix ME(β) bzgl. der Standardbasis E =
(e1, e2, e3).

Wir fixieren einen Körper k und einen endlichdimensionalen k-Vektorraum
und setzen

Bilk(V) :=
{
β : V × V −→ k |β ist Bilinearform

}
.

Mit Hilfe der Addition

+: Bilk(V)× Bilk(V) −→ Bilk(V)

(β1, β2) 7−→ (
β1 + β2 : (v,w) 7−→ β1(v,w) + β2(v,w)

)
wird Bilk(V) zu einer abelschen Gruppe und durch die Skalarmultiplikation

· : k× Bilk(V) −→ Bilk(V)

(λ, β) 7−→ (
λ · β : (v,w) 7−→ λ · β(v,w)

)
zum k-Vektorraum.

Für eine durchnummerierte Basis B = (b1, ..., bn) sind

MB : Bilk(V) −→ Mat(n;k)
β 7−→MB(β)

und

βB : Mat(n;k) −→ Bilk(V)

A 7−→ βB(A) : (v,w) 7−→ βA
(
ΦB(v), ΦB(w)

)
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nach Lemma IV.2.1, i), zueinander inverse lineare Abbildungen.
Entsprechend kann man für einen endlichdimensionalen komplexen Vek-

torraum V die Menge

Sesq(V) :=
{
σ : V × V −→ C |σ ist Sesquilinearform

}
mit der Struktur eines C- Vektorraums ausstatten. Für eine durchnummerierte
Basis B = (b1, ..., bn) sind

MB : Sesq(V) −→ Mat(n;C)
σ 7−→MB(σ)

und

σB : Mat(n;C) −→ Sesq(V)

A 7−→ σB(A) : (v,w) 7−→ σA
(
ΦB(v), ΦB(w)

)
zueinander inverse C-lineare Abbildungen. Zum Abschluss möchten wir das
Verhalten von Darstellungsmatrizen unter Basiswechsel beschreiben.

Satz IV.2.3 (Transformationsformel). i) Es seien k ein Körper, V ein endlichdi-
mensionaler k-Vektorraum, β : V ×V −→ k eine Bilinearform und B,C zwei durch-
nummerierte Basen von V. Mit

S :=MB
C(IdV)

gilt
MB(β) = S

t ·MC(β) · S.

ii) Für einen endlichdimensionalen C-Vektorraum V, eine Sesquilinearform σ :
V ×V −→ C, zwei durchnummerierte Basen B,C von V und die Basiswechselma-
trix

S :=MB
C(IdV)

gilt
MB(σ) = S

? ·MC(σ) · S.

Beweis. Wie üblich zeigen wir ii). Man erinnere sich daran, dass nach [40],
Definition IV.1.26,

V V

Cn Cn

IdV

ΦB ΦC

fS
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kommutativ ist. Weiter verwenden wir die kommutativen Diagramme aus Lem-
ma IV.2.1, iii), zu den Basen B und C und erhalten

Cn × Cn C

V × V C

Cn × Cn C

σMB(σ)

(ΦB,ΦB)

(ΦC,ΦC)

σ

σMC(σ)

.

Für Vektoren v,w ∈ Cn erkennen wir damit

vt ·MB(σ) ·w = (ΦC ◦Φ−1
B )(v)︸ ︷︷ ︸

=S·v

t

·MC(σ) · (ΦC ◦Φ−1
B )(w)︸ ︷︷ ︸

=S·w

= (vt · St) ·MC(σ) · (S ·w)

= vt · (St ·MC(σ) · S) ·w.

Wegen S? = S
t
können wir daraus die Behauptung folgern.

IV.3 Normierte Vektorräume
Normierte Vektorräume verbinden lineare Algebra und Analysis. In der Funk-
tionalanalysis [17] sind die auftretenden Vektorräume allerdings meist unend-
lichdimensional. In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe eingeführt und
gezeigt, wie durch Skalarprodukte Normen induziert werden. In diesem Ab-
schnitt ist der Körper k entweder der Körper R der reellen Zahlen oder der
Körper C der komplexen Zahlen. In beiden Fällen bezeichnen wir mit | · | den
üblichen Absolutbetrag auf k.

Es sei V ein k-Vektorraum, endlich- oder unendlichdimensional. Eine Norm
auf V ist eine Abbildung

‖ · ‖ : V −→ R
v 7−→ ‖v‖,

so dass gilt:

(N1) ∀v ∈ V∀λ ∈ k: ‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖.

(N2) ∀v,w ∈ V: ‖v+w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

(N3) ∀v ∈ V: ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0.
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Axiom (N2) wird als Dreiecksungleichung bezeichnet.

Bemerkung IV.3.1. Es sei v ∈ V. Dann gilt ‖0‖ = ‖0 · v‖ = |0| · ‖v‖ = 0 · ‖v‖ = 0.
Weiter erkennen wir 0 = ‖0‖ = ‖v − v‖ ≤ ‖v‖ + ‖ − v‖ = ‖v‖ + ‖v‖ = 2 · ‖v‖, d.h.,
‖v‖ ≥ 0.

Ein normierter k-Vektorraum ist ein Paar (V, ‖ · ‖), das aus einem k-Vektor-
raum V und einer Norm ‖ · ‖ auf V besteht.

Mit einer Norm kann man die Länge von Vektoren messen. Dies induziert
auch eine Abstandsmessung. Dieses Konzept erläutern wir zunächst allgemein.

Es sei A eine Menge. Eine Metrik auf A ist eine Abbildung

d : A×A −→ R
(x, y) 7−→ d(x, y),

die folgende Bedingungen erfüllt:

(M1) ∀x, y ∈ A: d(x, y) = d(y, x).

(M2) ∀x, y, z ∈ A: d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

(M3) ∀x, y ∈ A: d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

Axiom (M2) wird wieder Dreiecksungleichung genannt.

Bemerkung IV.3.2. a) Es seien A eine Menge und d eine Metrik auf A. Für
x, y ∈ A gilt dann 0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = d(x, y) + d(x, y) = 2 · d(x, y), so
dass d(x, y) ≥ 0.

b) Auf R2 ist der euklidische Abstand durch

d

((
a1
a2

)
,

(
b1
b2

))
:=
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2,

(
a1
a2

)
,

(
b1
b2

)
∈ R2,

gegeben. Die Dreiecksungleichung besagt, dass in einem Dreieck in der Ebene
die Länge einer Seite kleiner gleich der Summe der Länge der beiden anderen
Seiten ist. (Wann gilt Gleichheit?)

Beispiel IV.3.3. a) Es sei A eine Menge. Dann ist

d0 : A×A −→ A

(x, y) 7−→ { 0, falls x = y
1, falls x 6= y

eine Metrik. Diese Metrik stellt lediglich fest, ob zwei Punkte in A gleich sind
oder nicht.
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b) Es sei (V, ‖ · ‖) ein normierter k-Vektorraum. Man setze

d : V × V −→ R
(v,w) 7−→ ‖v−w‖.

Die ist eine Metrik auf V. Man beachte, dass die Metrik d0 aus a) nicht durch
eine Norm induziert ist, wenn V 6= 0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, 〈·, ·〉), in dem V ein reeller Vek-
torraum ist und 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf V. Das Gegenstück über den kom-
plexen Zahlen ist ein unitärer Vektorraum, d.h., ein Paar (V, 〈·, ·〉), das sich aus
einem komplexen Vektorraum V und einem Skalarprodukt 〈·, ·〉 auf V zusam-
mensetzt.

Bemerkung IV.3.4. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder ein unitärer Vektor-
raum und U ⊂ V ein linearer Teilraum. Dann ist (U, 〈·, ·〉U) mit

〈·, ·〉U : U×U −→ k

(u1, u2) 7−→ 〈u1, u2〉
ebenfalls ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum.

Satz IV.3.5. Es sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder ein unitärer Vektorraum. Dann
wird durch

‖ · ‖ : V −→ R

v 7−→√
〈v, v〉

eine Norm auf V definiert.

Wir erinnern in diesem Zusammenhang an (IV.1) und (IV.2). Dadurch ist
garantiert, dass der Ausdruck unter der Wurzel niemals negativ ist.

Bemerkung IV.3.6. Das Skalarprodukt kann aus der Norm zurückgewonnen
werden. In Fall k = R hat man

∀v,w : 〈v,w〉 = 1

4
·
(
‖v+w‖2 − ‖v−w‖2

)
.

Für k = C gilt die kompliziertere Formel

∀v,w : 〈v,w〉 = 1

4
·

4∑
k=1

ik · ‖ik · v+w‖2.

Weitere interessante Beobachtungen sind in Bemerkung IV.3.9 enthalten.

169



Kapitel IV. Euklidische und unitäre Vektorräume

Im Beweis von Satz IV.3.5 werden wir das folgende wichtige Hilfsmittel be-
nutzen.

Satz IV.3.7 (Cauchy6–Schwarz7-Ungleichung). Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer
oder ein unitärer Vektorraum und v,w ∈ V. Dann gilt:∣∣〈v,w〉∣∣ ≤ ‖v‖ · ‖w‖.
Beweis. Wir notieren zuerst, dass für λ ∈ k die Abschätzung

0 ≤ 〈v− λ ·w, v− λ ·w〉
= 〈v, v− λ ·w〉+ 〈−λ ·w, v− λ ·w〉
= 〈v, v〉+ 〈v,−λ ·w〉− λ · 〈w, v− λ ·w〉
= 〈v, v〉− λ · 〈v, ·w〉− λ · 〈w, v〉− λ · 〈w,−λ ·w〉
= 〈v, v〉− λ · 〈v, ·w〉− λ · 〈w, v〉+ λ · λ · 〈w,w〉

gültig ist. Falls w = 0, dann ist die Cauchy–Schwarz-Ungleichung offensichtlich
erfüllt, und es gilt sogar Gleichheit. Andernfalls können wir

λ :=
〈v,w〉
〈w,w〉

setzen. Die obige Ungleichung wird dann zu

0 ≤ 〈v, v〉− |〈v,w〉|2

〈w,w〉
−

|〈v,w〉|2

〈w,w〉
+

|〈v,w〉|2

〈w,w〉
.

Nach Multiplikation mit der positiven reellen Zahl 〈w,w〉 wird daraus

0 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉−
∣∣〈v,w〉∣∣2,

so dass ∣∣〈v,w〉∣∣2 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉.
Da auf beiden Seiten der Gleichung nicht negative reelle Zahlen stehen, können
wir die Wurzel ziehen und erhalten somit die Cauchy–Schwarz-Ungleichung wie
sie im Satz formuliert wurde.

Bemerkung IV.3.8. Es sei w 6= 0. Die erste Ungleichung im obigen Beweis zeigt,
dass der Fall der Gleichheit genau auftritt, wenn v = λ · w gilt. Somit wird die
Cauchy–Schwarz-Ungleichung genau dann zur Gleichung, wenn v und w linear
abhängig sind.

6Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), französischer Mathematiker.
7Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), deutscher Mathematiker.
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Beweis von Satz IV.3.5. Es seien v ∈ V und λ ∈ k. Es gilt

‖λ · v‖ =
√
〈λ · v, λ · v〉 =

√
λ · λ · 〈v, v〉 =

√
|λ|2 · 〈v, v〉 = |λ| ·

√
〈v, v〉 = |λ| · ‖v‖.

Damit ist Bedingung (N1) erfüllt.
Bevor wir (N2) beweisen, bemerken wir, dass für reelle Zahlen a, b und die

komplexe Zahl z = a+ i · b

|z| =
√
z · z =

√
a2 + b2 ≥

√
a2 = |a| ≥ a =

1

2
· (z+ z)

gilt. Mit dieser Beobachtung folgt, dass

‖v+w‖2 = 〈v, v〉+ 〈v,w〉+ 〈v,w〉+ 〈w,w〉 ≤ 〈v, v〉+ 2 ·
∣∣〈v,w〉∣∣+ 〈w,w〉

für v,w ∈ V gilt. Setzen wir nun die Cauchy–Schwarz-Ungleichung IV.3.7 ein,
dann finden wir

‖v+w‖2 ≤ 〈v, v〉+2·
√
〈v, v〉 · 〈w,w〉+〈w,w〉 = ‖v‖2+2·‖v‖·‖w‖+‖w‖2 =

(
‖v‖+‖w‖

)2
.

Nach ziehen der Wurzel wird daraus die Dreiecksungleichung (N2).
Wenn v ∈ V\{0}, dann gilt 〈v, v〉 > 0, denn ein Skalarprodukt ist positiv definit.

Es folgt ‖v‖ =
√
〈v, v〉 > 0. Damit ist auch Eigenschaft (N3) nachgewiesen.

Bemerkung IV.3.9. a) Es sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer Vektorraum. Aus der Cau-
chy–Schwarz-Ungleichung IV.3.7 folgt

∀v,w ∈ V : −1 ≤ 〈v,w〉
‖v‖ · ‖w‖

≤ 1.

Deshalb kann man

](v,w) := arccos
(
〈v,w〉
‖v‖ · ‖w‖

)
∈ [0, π]

definieren. Wir nennen ](v,w) den Winkel zwischen v und w. Man beachte, dass
bei dieser Winkelmessung genau dann ](v,w) = π/2 (=̂90◦) gilt, wenn 〈v,w〉 = 0.

Zur Motivation dieser Begriffsbildung schauen wir uns R2 mit dem Stan-
dardskalarprodukt aus Beispiel IV.1.2, a), an. Es seien v,w ∈ R2 zwei von (0, 0)t

verschiedene Vektoren. Da ](v,w) = ](λ · v, µ · w) für λ, µ ∈ R>0, können wir v
durch v/‖v‖ und w durch w/‖w‖ ersetzen. Mit anderen Worten, es reicht, die
Situation

v,w ∈ S1 :=
{(

s

t

)
∈ R2

∣∣∣∣ s2 + t2 = 1}
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zu betrachten. Es gibt dann eindeutig bestimmte Zahlen ([36], 3.2.4 Beispiele,
iv) α,β ∈ [0, 2 · π), so dass

v =

(
cos(α)
sin(α)

)
und w =

(
cos(β)
sin(β)

)
.

Es gilt folglich
〈v,w〉 = cos(α) · cos(β) + sin(α) · sin(β).

Gemäß der Additionstheoreme ([35], 4.10.13 Folgerung, b) stimmt dieser Aus-
druck mit

cos(α− β) = cos(β− α)

überein, und wir schließen

](v,w) =

{
|β− α|, falls 0 ≤ |β− α| ≤ π
2 · π− |β− α|, sonst .

Im folgenden Bild ist der Winkel zwischen v und w durch β − α gegeben. Für
den Winkel zwischen v und w ′ erhält man 2 · π− (β ′ − α).

b) In einem euklidischen oder unitären Vektorraum (V, 〈·, ·〉) mit zugehöriger
Norm ‖ · ‖ gilt der Satz von Pythagoras8

∀v,w ∈ V : ‖v+w‖2 = ‖v‖2 + 〈v,w〉+ 〈w, v〉+ ‖w‖2.

Falls 〈v,w〉 = 0 und damit 〈w, v〉 = 〈v,w〉 = 0, dann wird dies zu

‖v+w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2.
8Pythagoras von Samos (um 570 - 510 v.u.Z.), griechischer Philosoph und Mathematiker.
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In Teil a) der Bemerkung hatten wir dazu bereits festgehalten, dass 〈v,w〉 = 0

für von Null verschiedene Vektoren bedeutet, dass sie aufeinander senkrecht
stehen.

c) Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und ‖ · ‖ die
zugehörige Norm. Dann gilt die Parallelogrammgleichung

∀v,w ∈ V : ‖v+w‖2 + ‖v−w‖2 = 2 ·
(
‖v‖2 + ‖w‖2

)
.

Gilt in einem normierten Vektorraum (V, ‖ · ‖) die Parallelogrammgleichung,
dann ist die Norm ‖ · ‖ wie in Satz IV.3.5 beschrieben durch ein Skalarprodukt
induziert ([17], Lemma 20.6, [43], Satz 1.19).

Man beachte, dass ‖v+w‖ und ‖v−w‖ die Längen der beiden Diagonalen in
dem von v und w aufgespannten Parallelogramm sind. Damit können wir die
Parallelogrammgleichung für R2 mit dem Standardskalarprodukt mit elementa-
rer euklidischer Geometrie nachvollziehen. Wir betrachten ein Parallelogramm
mit den Ecken A, B, C und D.

Wir verwenden den euklidischen Abstand d. In dem rechtwinkligen Dreieck mit
den Ecken B, D und E gilt d(E, B) = d(A,B) − d(A,E). Mit s := d(A,E) = d(B, F),
b := d(A,B), c := d(B,D) und h := d(D,E) = d(C, F) folgt

(b− s)2 + h2 = c2

aus dem Satz von Pythagoras. In dem rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken
A, C und F gilt wegen d(A, F) = d(A,B) + d(B, F) = b+ s

(b+ s)2 + h2 = d2

für d := d(A,C). Die Addition der beiden Gleichungen liefert

2 · b2 + 2 · (s2 + h2) = c2 + d2.

Der Satz von Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken mit den Ecken A, D
und E bzw. B, C und F impliziert

s2 + h2 = a2, a := d(A,D).
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Insgesamt haben wir
2 · (a2 + b2) = c2 + d2

nachgewiesen.

IV.4 Orthonormalbasen
Es seien (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und v,w ∈ V. Wir
sagen, dass v orthogonal zu w ist, wenn 〈v,w〉 = 0, und schreiben v ⊥ w. Diese
Begriffsbildung ist durch die Winkelmessung in der euklidische Ebene moti-
viert (s. Bemerkung IV.3.9, a). Der lineare Teilraum U ⊂ V ist orthogonal zu
dem linearen Teilraum W ⊂ V, wenn u ⊥ w für alle Vektoren u ∈ U und w ∈ W
gilt. Wir schreiben dann ebenfalls U ⊥W. Weiter ist für einen linearen Teilraum
U ⊂ V sein orthogonales Komplement durch

U⊥ =
{
v ∈ V |∀u ∈ U : v ⊥ u

}
gegeben.

Bemerkung IV.4.1. a) Man überprüft leicht, dass U⊥ ebenfalls ein linearer Teil-
raum von V ist.

b) Es gilt U ∩ U⊥ = 0, denn für u ∈ U ∩ U⊥ gilt u ⊥ u, d.h., 〈u, u〉 = 0. Da 〈·, ·〉
ein Skalarprodukt ist, bedeutet dies u = 0.

c) Es gilt U ⊂ U⊥⊥.

Aufgabe IV.4.2 (Die orthogonale Summe). Es seien V, W zwei k-Vektorräume
und β : V × V −→ k bzw. γ : W ×W −→ k eine Bilinearform auf V bzw. W.

a) Zeigen Sie, dass

δ : (V ⊕W)× (V ⊕W) −→ k(
(v,w), (v ′, w ′)

)
7−→ β(v, v ′) + γ(w,w ′)

eine Bilinearform auf V ⊕W definiert.
b) Überprüfen Sie, dass bei dieser Konstruktion für v ∈ V und w ∈W

δ
(
(v, 0), (0,w)

)
= 0

gilt.
Man nennt das Paar ((V⊕W), δ) die orthogonale Summe von (V,β) und (W,γ).
Schreibweise. (V,β) ⊥ (W,γ) := ((V ⊕W), δ).

Ein Orthogonalsystem ist eine Familie (vµ)µ∈I von Vektoren in V, so dass
vµ ⊥ vν für alle µ, ν ∈ I mit µ 6= ν gilt. Ein Orthogonalsystem (vµ)µ∈I, in dem
zusätzlich ‖vµ‖ = 1, µ ∈ I, für die durch 〈·, ·〉 induzierte Norm ‖ · ‖ (Satz IV.3.5)
gilt, ist ein Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem (vµ)µ∈I, das gleichzeitig
eine Basis für V ist, ist eine Orthonormalbasis für V
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Bemerkung IV.4.3. i) Eine Basis B = (b1, ..., bn) ist genau dann eine Orthonor-
malbasis für V, wenn die Darstellungsmatrix des Skalarprodukts bzgl. der Ba-
sis B die Einheitsmatrix En ist.

ii) Für ein Orthogonalsystem (vµ)µ∈I mit vµ 6= 0, µ ∈ I, ist { vµ |µ ∈ I } eine
linear unabhängige Teilmenge von V. In der Tat gilt für eine Linearkombination∑
i∈I
λµ · vµ und µ0 ∈ I, dass

〈
vµ0 ,
∑
µ∈I

λµ · vµ

〉
= λµ0 · ‖vµ0‖.

Ferner ist (v ′µ)µ∈I mit v ′µ := vµ/‖vµ‖, µ ∈ I, ein Orthonormalsystem.

Beispiel IV.4.4. Für k = R oder k = C bezeichne 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt
auf kn (Beispiel IV.1.2, a), und IV.1.9, b). Dann ist die Standardbasis (e1, ..., en)
eine Orthonormalbasis für V.

Satz IV.4.5. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitä-
rer Vektorraum und U ⊂ V ein linearer Teilraum. Dann lässt sich jede Orthonor-
malbasis B ′ = (b1, ..., bm) von (U, 〈·, ·〉U)9 zu einer Orthonormalbasis B = (b1, ..., bn)
fortsetzen. Insbesondere besitzt (V, 〈·, ·〉) eine Orthonormalbasis.

Beweis. Die Existenz einer Orthonormalbasis für (V, 〈·, ·〉) ergibt sich durch An-
wendung der vorherigen Aussage auf den linearen Teilraum 0. Dieser hat ver-
einbarungsgemäß die leere Menge als Orthonormalbasis.

Die erste Aussage wird mit dem Orthonormalisierungsverfahren von Gram
und Schmidt bewiesen. Formal handelt es sich um einen Induktionsbeweis.
Die Induktion läuft dabei über die Kodimension κ := Dimk(V) − Dimk(U). Aus
κ = 0 folgt U = V, und die Aussage ist in diesem Fall trivial. Nun sei sie für κ
bereits bewiesen, und U ⊂ V sei ein linearer Teilraum der Kodimension κ + 1.
Wir wählen einen Vektor v ∈ V \ U und definieren mit Hilfe der vorliegenden
Orthonormalbasis B ′ für (U, 〈·, ·〉U) die Vektoren

v ′ := 〈b1, v〉 · b1 + · · ·+ 〈bm, v〉 · bm, b ′ := v− v ′ und bm+1 :=
b ′

‖b ′‖
.

Für j ∈ { 1, ...,m } berechnen wir nun

〈bj, b ′〉 = 〈bj, v〉− 〈bj, v ′〉

= 〈bj, v〉−
m∑
l=1

〈bl, v〉 · 〈bj, bl〉︸ ︷︷ ︸
=δlj

= 〈bj, v〉− 〈bj, v〉 = 0.
9s. Bemerkung IV.3.4
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Somit sind (b1, ..., bm, b
′) ein Orthogonalsystem und (b1, ..., bm, bm+1) ein Ortho-

normalsystem. Der lineare Teilraum U ′ := 〈b1, ..., bm+1 〉 hat die Dimension m +
1 = Dimk(U)+1, s.d. Dimk(V)−Dimk(U

′) = Dimk(V)−Dimk(U)−1 = κ+1−1 = κ.
Nach Induktionsvoraussetzung lässt sich die Orthonormalbasis (b1, ..., bm+1)
von (U ′, 〈·, ·〉U ′) zu einer Orthonormalbasis B = (b1, ..., bm, bm+1, ..., bn) von (V, 〈·, ·〉)
ergänzen. Offenbar ist B auch eine Ergänzung von B ′.

Folgerung IV.4.6. Es seien k = R bzw. k = C und A ∈ Mat(n;k) eine positiv
definite symmetrische bzw. hermitesche Matrix. Dann existiert eine Matrix S ∈
GLn(k), so dass

St ·A · S = En bzw. S? ·A · S = En.

Beweis. Die Matrix A definiert ein Skalarprodukt 〈·, ·〉A auf kn. Es seien (b1, ...,
bn) eine Orthonormalbasis für (kn, 〈·, ·〉A) und S := (b1| · · · |bn). Für k = C gilt

S? ·A · S = (b
t

µ ·A · bν)µ,ν=1,...,n =
(
〈bµ, bν〉A

)
µ,ν=1,...,n

= En.

Der reelle Fall wird analog gelöst.

Folgerung IV.4.7. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer oder
unitärer Vektorraum und U ⊂ V ein linearer Teilraum. Dann gilt

i) V = U⊕U⊥,

ii) U = U⊥⊥.

Beweis. i) Wie in Bemerkung IV.4.1, b), beobachtet, gilt U ∩U⊥ = 0.
Es gilt Dimk(U

⊥) ≥ Dimk(V) − Dimk(U). Denn sei (b1, ..., bm) eine Orthonor-
malbasis von (U, 〈·, ·〉U), dann existiert nach Satz IV.4.5 eine Orthonormalbasis
der Form (b1, ..., bm, bm+1, ..., bn) für (V, 〈·, ·〉). Dabei gilt

〈bm+1, ..., bn 〉 ⊂ U⊥.

Wir argumentieren weiter

Dimk(V) ≥ Dimk(U+U⊥) = Dimk(U⊕U⊥) = Dimk(U) + Dimk(U
⊥)

≥ Dimk(U) + Dimk(V) − Dimk(U) = Dimk(V).

Es gilt folglich in jedem Schritt Gleichheit und damit insbesondere

V = U+U⊥ = U⊕U⊥.

ii) Nach Teil i) für die linearen Teilräume U und U⊥ haben wir

V = U⊕U⊥ und V = U⊥ ⊕U⊥⊥,

so dass Dimk(U) = Dimk(U
⊥⊥). Da auch U ⊂ U⊥⊥ (Bemerkung IV.4.1, c), folgt in

der Tat U = U⊥⊥.
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Bemerkung IV.4.8. Das Gram–Schmidt-Verfahren wird üblicherweise folgen-
dermaßen durchgeführt: Gegeben seien ein euklidischer oder unitärer Vektor-
raum (V, 〈·, ·〉) und eine Basis (v1, ..., vn) von V. Dann setze man

• b1 :=
v1

‖v1‖
,

• uj+1 := vj+1 −
j∑
l=1

〈bl, vj+1〉 · bl, bj+1 :=
uj+1

‖uj+1‖
, j = 1, ..., n− 1.

Man beachte, dass bei diesem Verfahren stets

〈b1, ..., bj 〉 = 〈 v1, ..., vj 〉, j = 1, ..., n,

gilt.

Aufgabe IV.4.9. Es sei A ∈ Mat(n;R) eine positiv definite symmetrische (n× n)-
Matrix. Beweisen Sie, dass es eine obere Dreiecksmatrix T ∈ Mat(n;R) gibt, so
dass T t ·A ·T eine Diagonalmatrix ist. Formulieren und beweisen Sie die analoge
Aussage für eine positiv definite hermitesche (n× n)-Matrix A ∈ Mat(n;C).
Beispiel IV.4.10. Wir behaupten, dass die Matrix

A :=

 4 −2 0

−2 2 0

0 0 5


ein Skalarprodukt auf R3 definiert. Sie ist offenkundig symmetrisch, und für
s = (s1, s2, s3)

t ∈ R3 berechnet man

st ·A · s = (s1, s2, s3) ·

 4 · s1 − 2 · s2
−2 · s1 + 2 · s2

5 · s3


= 4 · s21 − 4 · s1 · s2 + 2 · s22 + 5 · s23
= (2 · s1 − s2)2 + s22 + 5 · s23.

Man erkennt, dass dieser Ausdruck stets nichtnegativ ist und genau dann ver-
schwindet, wenn s1 = s2 = s3 = 0. Das Tripel (v1, v2, v3) mit

v1 :=

 1

0

0

 , v2 =

 0

1

0

 und v3 :=

 0

1

1


ist eine Basis für R3. Wir berechnen10

‖v1‖A = 2 und b1 =
v1

‖v1‖A
=

 1
2

0

0

 .
10Wir schreiben hier ‖ · ‖A für die durch 〈·, ·〉A definierte Norm steht.
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Weiter finden wir

u2 = v2 − 〈b1, v2〉A · b1 =

 0

1

0

−

(1
2
, 0, 0

)
·

 −2
2

0

 ·
 1

2

0

0

 =

 1
2

1

0

 .
Wegen ‖u2‖A = 1 erhalten wir

b2 = u2 =

 1
2

1

0

 .
Schließlich gilt

u3 = v3 − 〈b1, v3〉A · b1 − 〈b2, v3〉A · b2

=

 0

1

1

−

(1
2
, 0, 0

)
·

 −2
2

5

 ·
 1

2

0

0

−

(1
2
, 1, 0

)
·

 −2
2

5

 ·
 1

2

1

0


=

 0

1

1

+

 1
2

0

0

−

 1
2

1

0

 =

 0

0

1

 .
Diesmal gilt

‖u3‖A =
√
5 und b3 =

u3

‖u3‖A
=

 0

0
1√
5

 .
Das Verfahren liefert somit die Orthonormalbasis

b1 =

 1
2

0

0

 , b2 =

 1
2

1

0

 , b3 =

 0

0
1√
5

 .
Zur Probe verifiziert man noch die Gleichung 1

2
0 0

1
2
1 0

0 0 1√
5

 ·
 4 −2 0

−2 2 0

0 0 5

 ·
 1

2
1
2

0

0 1 0

0 0 1√
5

 = E3.

Aufgabe IV.4.11 (Das Radikal). Es seien k ein Körper und V ein k-Vektorraum.
Eine Bilinearform β : V × V −→ k ist antisymmetrisch, wenn

∀v,w ∈ V : β(w, v) = −β(v,w).

a) Es seien V, W k-Vektorräume, β : V × V −→ k, γ : W × W −→ k Biline-
arformen und δ : (V ⊕W) × (V ⊕W) −→ k die orthogonale Summe von β und
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γ aus Aufgabe IV.4.2. Zeigen Sie, dass δ genau dann symmetrisch bzw. anti-
symmetrisch ist, wenn sowohl β als auch γ symmetrisch bzw. antisymmetrisch
ist

Für die folgenden Teilaufgaben sei β : V × V −→ k eine symmetrische oder
antisymmetrische Bilinearform. Das Radikal von β ist

Rad(β) :=
{
v ∈ V | ∀w ∈ V : β(v,w) = 0

}
.

Man sagt, dass β nichtausgeartet ist, wenn Rad(β) = 0 gilt.
b) Zeigen Sie, dass

B : V −→ V? := Homk(V, k)

v 7−→ (
w 7−→ β(v,w)

)
eine lineare Abbildung mit

Ker(B) = Rad(β)

ist.
c) Überprüfen Sie, dass auf V := V/Rad(β) durch

β : V × V −→ k(
[v], [w]

)
7−→ β(v,w)

eine nichtausgeartete Bilinearform gegeben ist. (Vergessen Sie nicht, die Wohl-
definiertheit von β nachzuweisen.)

d) Für einen Unterraum U ⊂ V sei

U⊥ :=
{
v ∈ V |∀u ∈ U : β(u, v) = 0

}
.

Die Bilinearform β sei nichtausgeartet, und der Vektorraum V sei endlichdi-
mensional. Beweisen Sie

Dimk(U) + Dimk(U
⊥) = Dimk(V).

Hinweis. In der vorliegenden Situation können Sie nicht U ∩ U⊥ = {0} voraus-
setzen (s. Teil e).

e) Geben Sie in der Situation von d) einen endlichdimensionalen Vektorraum
V 6= {0}, eine nichtausgeartete Bilinearform β : V×V −→ k und einen Unterraum
U ⊂ V mit

U = U⊥

an.
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Aufgabe IV.4.12 (Antisymmetrische Bilinearformen). Es seien k ein Körper,

β2 : k
2 × k2 −→ k((

s1
s2

)
,

(
t1
t2

))
7−→ s1 · t2 − s2 · t1.

und (s. Aufgabe IV.4.2)

(k2n, β2n) := (k2, β2) ⊥ · · · ⊥ (k2, β2)︸ ︷︷ ︸
k Summanden

, n ≥ 1.

a) Es sei E = (e1, ..., e2m) die Standardbasis von k2n. Geben Sie ME(β2n) an.
b) Zeigen Sie, dass die Form β2n auf k2n nicht ausgeartet ist (s. Aufgabe

IV.4.11).
c) Es seien V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und γ : V × V −→ k

eine nichtausgeartete antisymmetrische Bilinearform. Beweisen Sie, dass es
eine natürliche Zahl n ≥ 1 und einen linearen Isomorphismus Φ : V −→ k2n mit

∀v,w ∈ V : β2n
(
Φ(v), Φ(w)

)
= γ(v,w)

gibt. Insbesondere ist die Dimension von V gerade.

Das Vektorprodukt

Die folgende Konstruktion funktioniert nur für R3 mit dem Standardskalarpro-
dukt. Das Vektorprodukt ist definiert als

× : R3 × R3 −→ R3

(v,w) =

 s1
s2
s3

 ,
 t1
t2
t3

 7−→
 s2 · t3 − s3 · t2
s3 · t1 − s1 · t3
s1 · t2 − s2 · t1

 .
Auf den Standardbasisvektoren wird das Vektorprodukt durch die folgende Ver-
knüpfungstabelle beschrieben:

× e1 e2 e3
e1 0 e3 −e2
e2 −e3 0 e1
e3 e2 −e1 0

.

Eigenschaften IV.4.13. i) Das Vektorprodukt verhält sich bilinear, d.h., für Vek-
toren u, v,w ∈ R3 gilt

(u+ v)×w = u×w+ v×w,
u× (v+w) = u× v+ u×w,

180



IV.4. Orthonormalbasen

und für eine Zahl λ ∈ R und Vektoren v,w ∈ R3

(λ · v)×w = λ · (v×w),
v× (λ ·w) = λ · (v×w).

ii) Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch, d.h.,

∀v,w ∈ R3 : w× v = −(v×w).

iii) Das Vektorprodukt ist orthogonal zu den Ausgangsvektoren, d.h., für v,w ∈
R3 hat man

v ⊥ (v×w) und w ⊥ (v×w).
iv) Für zwei Vektoren v,w ∈ R3 gilt genau dann v×w = 0, wenn v und w linear

abhängig sind.
v) Für zwei Vektoren v,w ∈ R3 ist die Norm ihres Vektorprodukts durch die

Formel
‖v×w‖2 = ‖v‖2 · ‖w‖2 − 〈v,w〉2

bestimmt.

Den Nachweis überlassen wir der Leserin bzw. dem Leser als Übungsaufga-
be.

Beobachtung IV.4.14. Es seien v,w ∈ R3 \ {0}. Dann gilt

‖v×w‖ = ‖v‖ · ‖w‖ · sin
(
](v,w)

)
.

Beweis. Gemäß Definition in Bemerkung IV.3.9, a), gilt für v,w ∈ R3 und ϑ :=
](v,w), dass

〈v,w〉 = ‖v‖ · ‖w‖ · cos(ϑ).

Zusammen mit Eigenschaft IV.4.13, v), ergibt sich

‖v×w‖2 = ‖v‖2 · ‖w‖2 − 〈v,w〉2

= ‖v‖2 · ‖w‖2 ·
(
1− cos2(ϑ)

)
= ‖v‖2 · ‖w‖2 · sin2(ϑ).

Da ϑ ∈ [0, π], gilt sin(ϑ) ≥ 0, so dass man die Behauptung durch Wurzelziehen
ableiten kann.

Die gerade hergeleitete Formel hat eine geometrische Interpretation. Es sei
P ⊂ R2 ein Parallelogramm mit den Seitenlängen a und b und ϑ der Winkel, der
von zwei Seiten eingeschlossen wird. Dann ist der Flächeninhalt F des Paralle-
logramms P durch die Formel

F = a · b · sin(ϑ)
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gegeben. Wenn ϑ 6= π/2, dann ist ϑ nicht eindeutig bestimmt. Der andere mögli-
che Wert ist aber nach dem Satz über Stufenwinkel durch π−ϑ gegeben. Wegen

sin(π− ϑ) = sin(ϑ)

spielt diese Ungenauigkeit aber keine Rolle, und wir dürfen für die Herleitung
der Formel ϑ ∈ (0, π/2) annehmen. Dann kann man Sie aber dem Bild

entnehmen.
Für zwei linear unabhängige Vektoren v,w ∈ R3 gibt die Norm ‖v × w‖ des

Vektorprodukts also den Flächeninhalt des von v und w aufgespannten Paral-
lelogramms (in der von v und w aufgespannten Ebene) an.

Bemerkung IV.4.15. Man kann sich schließlich noch davon überzeugen, dass
für zwei lineare unabhängige Vektoren v,w ∈ R3

Det(v|w|v×w) > 0

gilt, d.h., (v,w, v×w) ist eine positiv orientierte Basis von R3.

In diesem Fall ist das Vektorprodukt also durch folgende Bedingungen festge-
legt:
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• Der Vektor v × w ist orthogonal zu der Ebene E, die von v und w aufge-
spannt wird.

• Det(v,w, v×w) > 0.

• ‖v×w‖ = ‖v‖ · ‖w‖ · sin(](v,w)).

In der Tat bestimmt die erste Bedingung die Gerade durch den Ursprung, auf
der v × w liegt. Die zweite Bedingung legt fest, auf welcher Seite der Ebene E
der Vektor v×w liegt, und die dritte Bedingung gibt die Länge von v×w an.

Ebenen in R3

Wir können mit dem Vektorprodukt Gleichungen für Ebenen in R3 finden. Dazu
seien v,w1, w2 ∈ R3 Vektoren, so dass v = 0 und w1 und w2 linear unabhängig
sind oder v, w1 und w2 linear unabhängig sind. Wir möchten eine lineare Glei-
chung für die Ebene

E := v+ R ·w1 + R ·w2
finden. Dazu beobachten wir, dass

E =
{
u ∈ R3

∣∣ (u− v) ⊥ (w1 ×w2)
}

=
{
u ∈ R3

∣∣ 〈u− v,w1 ×w2 〉 = 0
}

=
{
u ∈ R3

∣∣ 〈u,w1 ×w2 〉 = 〈 v,w1 ×w2 〉}.
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Setzen wir  a1
a2
a3

 := w1 ×w2 und b := 〈 v,w1 ×w2 〉,

dann gilt also

E =


 u1
u2
u3

 ∈ R3
∣∣∣∣a1 · u1 + a2 · u2 + a3 · u3 = b

 .
Beispiel IV.4.16. Wir möchten eine Gleichung für die Ebene E ⊂ R3 finden, die
die drei Punkte

v :=

 1

0

−1

 , v1 :=

 2

1

0

 und v2 :=

 1

3

8


enthält. Mit

w1 := v1 − v =

 1

1

1

 und w2 := v2 − v =

 0

3

9


sind die Vektoren v,w1, w2 linear unabhängig, und

E := v+ R ·w1 + R ·w2

ist in der Tat die einzige Ebene, die v, v1 = v+w1 und v2 = v+w2 enthält.
Mit

w1 ×w2 =


Det

(
1 3

1 9

)
−Det

(
1 0

1 9

)
Det

(
1 0

1 3

)

 =

 6

−9
3



und
〈 v,w1 ×w2 〉 = 3

erkennen wir, dass

E :=


 u1
u2
u3

 ∈ R3
∣∣∣∣ 2 · u1 − 3 · u2 + u3 = 1

 .
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Zum Abschluss diskutieren wir noch den Durchschnitt zweier Ebenen. Dazu
seien v, v ′, w1, w ′1, w2, w

′
2 ∈ R3 Vektoren, so dass

E = v+ R ·w1 + R ·w2

und
E ′ = v ′ + R ·w ′1 + R ·w ′2

Ebenen sind. Wir nehmen an, dass E 6= E ′ und E ∩ E ′ 6= ∅. Das ist gleichbedeu-
tend mitW 6=W ′,W := R·w1+R·w2,W ′ := R·w ′1+R·w ′2. Mit der Dimensionsformel
für Unterräume ([40], Aufgabe III.5.49) folgt W+W ′ = R3 und Dimk(W∩W ′) = 1.
Daher gibt es insbesondere Vektoren w ∈W und w ′ ∈W ′, so dass

v− v ′ = w−w ′, d.h., u := v−w = v ′ −w ′.

Da der Vektor v − w zu E und der Vektor v ′ − w ′ zu E ′ gehört, folgt u ∈ E ∩ E ′,
und die Gerade G := E ∩ E ′ ist durch

G = u+W ∩W ′

gegeben. Um eine Basis für W ∩W ′ zu finden, d.h. einen Vektor t ∈W ∩W ′ mit
W ∩W ′ = 〈t〉, bilden wir

s := w1 ×w2 und s ′ := w ′1 ×w ′2.

Damit haben wir
W⊥ = 〈s〉 und W ′⊥ = 〈s ′〉.

Wegen W 6= W ′ gilt auch W⊥ 6= W ′⊥, so dass s und s ′ linear unabhängig sind
und t := s× s ′ 6= 0. Es gilt weiter

t ∈W⊥⊥ ∩W ′⊥⊥ =W ∩W ′.

Also gilt 〈t〉 =W ∩W ′ und G = u+ R · t.

Weitere Vektorprodukte

Es seien 1 ≤ r < n natürliche Zahlen. Nach Eckmann11 ([10], Abschnitt 912) ist
ein r-faches Vektorprodukt auf Rn eine Abbildung

× : (Rn)×r −→ Rn

mit folgenden Eigenschaften:
11Beno Eckmann (1917 - 2008), schweizer Mathematiker.
12Eckmann stellt nur die schwächere Forderung, dass × stetig von den Argumenten abhängt.
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• × ist in jedem der r Argumente linear.

• Für v1, ..., vr ∈ Rn gilt (v1 × · · · × vr) ⊥ vi, i = 1, ..., r.

• Für v1, ..., vr ∈ Rn gilt ‖v1 × · · · × vr‖2 = Det
(
(〈vi, vj〉)i,j=1,...,r

)
.

Eckmann hat dann weiter bewiesen:

Satz IV.4.17. Es seien 1 ≤ r < n natürliche Zahlen. Auf Rn existiert genau
dann ein r-faches Vektorprodukt, wenn r und n eine der folgenden Bedingun-
gen erfüllen.

• r = 1, und n ist gerade.

• r = 2 und n ∈ { 3, 7 }.

• r = 3 und n ∈ { 4, 8 }.

• r = n− 1.

Diese Aussage und ihr Beweis sind im Wesentlichen in Abschnitt 9 von [10]
enthalten. Genauere Angaben und weitere Beweise findet man in [4] und für
Teile des Satzes in [25]. Wir besprechen einige einfache Elemente des Resultats.

r = 1.

Für m ≥ 1 und n = 2m ist durch

× : Rn −→ Rn

(a1, b1, ..., am, bm) 7−→ (−b1, a1, ...,−bm, am)

ein Vektorprodukt gegeben.
Wenn umgekehrt n ≥ 1 und × : Rn −→ Rn ein Vektorprodukt ist, dann gilt

0 = 〈×(v+w), v+w〉 = 〈×(v), v〉+ 〈×(v), w〉+ 〈×(w), v〉+ 〈×(w), w〉
= 〈×(v), w〉+ 〈×(w), v〉,

so dass
〈×(v), w〉 = −〈v,×(w)〉 v,w ∈ Rn.

Es folgt weiter〈
×
(
×(v)

)
, w
〉
= −

〈
×(v),×(w)

〉
= −〈v,w〉, v,w ∈ Rn.

Bei der letzten Gleichheit haben wir Bemerkung IV.3.6 benutzt, nach der die
Voraussetzung ‖×(v)‖ = ‖v‖, v ∈ V, impliziert, dass 〈×(v),×(w)〉 = 〈v,w〉, v,w ∈
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Rn. Da die obige Gleichung für alle v,w ∈ Rn erfüllt ist, muss ×(×(v)) = −v für
alle v ∈ V gelten. Man überprüft nun weiter, dass durch

· : C× Rn −→ Rn

(α+ i · β, v) 7−→ α · v+ β · ×(v)

auf Rn die Struktur eines C-Vektorraums induziert wird. Wir wissen bereits (vgl.
Abschnitt III.2 und III.6), dass dies nur möglich ist, wenn n gerade ist.

r = 2.

Die zweite Forderung besagt

∀v,w ∈ Rn : ‖v×w‖2 = Det
(
〈v, v〉 〈v,w〉
〈w, v〉 〈w,w〉

)
= ‖v‖2 · ‖w‖2 − 〈v,w〉2.

In Eigenschaften IV.4.13 haben wir gesehen, dass das Vektorprodukt auf R3
diese Forderung erfüllt. Es folgt, dass es sich um ein Vektorprodukt in Eck-
manns Sinne handelt.

Bemerkung IV.4.18. Man beachte, dass auch R3×R3 −→ R3, (v,w) 7−→ −(v×w),
ein zweifaches Vektorprodukt auf R3 ist.

Es sei umgekehrt ein zweifaches Vektorprodukt × : R3 × R3 −→ R3 gegeben.

Aufgabe IV.4.19. a) Zeigen Sie, dass v×v = 0 für jeden Vektor v ∈ R3 gilt. Folgern
Sie, dass v×w = −w× v für alle v,w ∈ R3 erfüllt ist.

b) Weisen Sie nach, dass es εi ∈ {±1}, i = 1, 2, 3, mit e1×e2 = ε3·e3, e1×e3 = ε2·e2
und e2 × e3 = ε1 · e1 gibt.

Das Vektorprodukt ist auf Grund der Bilinearität durch die Produkte ei× ej,
1 ≤ i, j ≤ n, bestimmt. Weiter gilt ei × ei = 0, i = 1, 2, 3, und ei × ej = −ej × ei,
i, j = 1, 2, 3, so dass wir nur e1 × e2, e1 × e3 und e2 × e3 kennen müssen. Aus

e1 × (e2 + e3) = e1 × e2 + e1 × e3 = ε3 · e3 + ε2 · e2

und (
e1 × (e2 + e3)

)
⊥ (e2 + e3)

folgt
ε2 = −ε3.

Ebenso schließen wir von

(e1 + e2)× e3 = ε2 · e2 + ε1 · e1

und (
(e1 + e2)× e3

)
⊥ (e1 + e2)
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auf
ε1 = −ε2 = ε3.

Es gibt auf R3 also höchstens zwei Vektorprodukte. Zusammen mit Eigenschaf-
ten IV.4.13 und Bemerkung IV.4.18 finden wir folgendes Ergebnis.

Lemma IV.4.20. Auf R3 existieren genau zwei zweifache Vektorprodukte und
genau ein zweifaches Vektorprodukt ×, für das

Det(e1, e2, e1 × e2) > 0

gilt.

Auf R7 gibt es verschiedene zweifache Vektorprodukte. Ein Vektorprodukt
× ist durch die Werte ei × ej, 1 ≤ i, j ≤ 7, festgelegt. Eine Verknüpfungstabelle
findet man in [6], Theorem 1. Der Wikipedia-Artikel [46] enthält weitere und
eine ausführliche Diskussion mit zahlreichen Quellenangaben.

r = n− 1.

Man beachte, dass dies den Fall r = 3 und n = 4 einschließt. Es seien nun
n ≥ 2, v1 = (a11, ..., an1)

t, ..., vn−1 = (a1n−1, ..., ann−1)
t und

Ai = (alm) l=1,...,i−1,i+1,...,n
m=1,...,n−1

die ((n − 1)× (n − 1))-Matrix, die durch Streichung der i-ten Zeile aus der (n×
(n− 1))-Matrix (v1| · · · |vn−1) entsteht, i = 1, ..., n. Wir setzen

bi := (−1)n+i ·Det(Ai), i = 1, ..., n,

und

v1 × · · · × vn−1 :=

 b1
...
bn

 .
Man kann sich diese Definition mit der mathematisch unzulässigen Formel

v1 × · · · × vn−1 := Det

 a11 · · · a1n−1 e1
...

...
...

an1 · · · ann−1 en


merken. Dabei ”entwickelt“ man die Determinante formal nach der letzten Spal-
te. Auf Grund der Eigenschaften der Determinante ([40], Definitionen IV.4.1) ist
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das Vektorprodukt linear in jedem der n−1 Argumente. Für v1, ..., vn−1 ∈ Rn und
i ∈ { 1, ..., n− 1 } erkennt man

〈v1 × · · · × vn−1, vi〉 = Det(v1| · · · |vn−1|vi) = 0.

Um die geforderte Identität

∀v1, ..., vn−1 ∈ Rn : ‖v1 × · · · × vn−1‖2 = Det
((
〈vi, vj〉

)
i,j=1,...,n−1

)
zu beweisen, zeigen wir allgemeiner〈

v1 × · · · × vn−1, w1 × · · · ×wn−1
〉
= Det

((
〈vi, wj〉

)
i,j=1,...,n−1

)
,

v1, ..., vn−1, w1, ..., wn−1 ∈ Rn. Sowohl(
v1, ..., vn−1, w1, ..., wn−1

)
7−→ 〈

v1 × · · · × vn−1, w1 × · · · ×wn−1
〉

als auch (
v1, ..., vn−1, w1, ..., wn−1

)
7−→ Det

((
〈vi, wj〉

)
i,j=1,...,n−1

)
ist eine Abbildung von (Rn)×(2n−2) −→ R. Beide Abbildungen verhalten sich
linear in jedem ihrer Argumente. Deshalb muss man die Identität nur für
v1, ..., vn−1, w1, ..., wn−1 ∈ { e1, ..., en } verifizieren. Weiter ändert sich bei beiden Ab-
bildungen das Vorzeichen, wenn man zwei der ersten n−1 Argumente oder zwei
der Argumente zwischen n und 2n − 2 vertauscht. Für i, j ∈ { 1, ..., n } definieren
wir

εij := (e1, ..., ei−1, ei+1, ..., en, e1, ..., ej−1, ej+1, ..., en).

Die vorangegangenen Erläuterungen lehren uns, dass wir die Gleichheit der
beiden Abbildungen nur für die Tupel εij, i, j ∈ { 1, ..., n }, testen müssen. Für
beide Abbildungen gilt aber

εij 7−→ δij, i, j ∈ { 1, ..., n }.

Es seien v1, ..., vn−1 ∈ Rn und A := (v1| · · · |vn−1). Man beachte, dass(
〈vi, vj〉

)
i,j=1,...,n−1

= At ·A.

Damit gilt
‖v1 × · · · × vn−1‖2 = Det(At ·A)

und folglich

‖v1 × · · · × vn−1‖ =
√

Det(At ·A), v1, ..., vn−1 ∈ Rn.
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Das von v1, ..., vn−1 aufgespannte Parallelotop ist

P(v1, ..., vn−1) :=
{
λ1 · v1 + · · ·+ λn−1 · vn−1 | 0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, ..., n− 1

}
.

Die Zahl
√

Det(At ·A) ist nach Definition das ((n − 1)-dimensionale) Volumen
dieses Parallelotops ([21], Abschnitt 11.2).13

Wie für das Vektorprodukt in R3 überlegt man sich, dass es genau zwei
Möglichkeiten für das (n−1)-fache Vektorprodukt auf Rn gibt und dass es genau
ein (n− 1)-faches Vektorprodukt × gibt, das die Bedingung

Det(e1, ..., en−1, e1 × · · · × en−1) > 0

erfüllt. Dies ist gerade das Produkt, das wir soeben definiert haben.

Äußere Potenzen

Kreuzprodukte sind Beispiele für alternierende multilineare Abbildungen. Ei-
nen kurzen Einblick in das Thema liefert [37], Abschnitt 5.1. Eine ausführliche
Darstellung enthält Kapitel I des Buchs [18]. Die zentrale elegante Konstruktion
ist die der äußeren Potenzen, die für die Entwicklung des Differenzialformen-
kalküls eine entscheidende Rolle spielt ([37], Abschnitt 5.2).

Es seien V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und B = (v1, ..., vn) eine
durchnummerierte Basis für V. Wir gehen nun ähnlich wie in Abschnitt II.3 vor
und definieren zunächst

Tq :=
{
s = (i1, ..., iq) | ij ∈ { 1, ..., n }, j = 1, ..., q

}
, q = 1, ..., n.

Zudem wählen wir einen endlichdimensionalen R-Vektorraum Tq mit einer Ba-
sis (bs, s ∈ Tq), definieren Uq als den Unterraum, der von den Vektoren

b(i1,...,iq) − Sign(σ) · b(σ(i1),...,σ(iq)), (i1, ..., iq) ∈ Tq, σ ∈ Σq,

erzeugt wird, und setzen schließlich

q∧
V := Tq/Uq, q = 1, ..., n.

Dies ist die q-te äußere Potenz von V. Für s = (i1, ..., iq) ∈ Tq bezeichnen wir die

Klasse [bs] ∈
q∧
V mit

vi1 ∧ · · ·∧ viq .
13Die Rechtfertigung für diese Festlegung liefert das letzte Lemma im genannten Abschnitt.
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Bemerkung IV.4.21. a) Wie in Bemerkung II.3.1 dargelegt, gilt

vi1 ∧ · · ·∧ viq = 0,

wenn
#
{
i1, ..., iq

}
< q, (i1, ..., iq) ∈ Tq, q = 1, ..., n.

b) Der Vektorraum
q∧
V hat die Dimension

(
n
q

)
, q = 1, ..., n. In der Tat folgt

leicht (vgl. Beobachtung II.3.5), dass die Elemente

vi1 ∧ · · ·∧ viq mit 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n

eine Basis für
q∧
V bilden, q = 1, ..., n. Aus Teil a) folgt, dass vi1∧· · ·∧viq nur dann

ungleich Null ist, wenn { i1, ..., iq } eine q-elementige Teilmenge von { 1, ..., n } ist.
Für q ∈ { 1, ..., n } und ein Tupel (i1, ..., iq) von q verschiedenen Elementen aus
{ 1, ..., n } existiert genau eine Permutation σ ∈ Σq mit σ(i1) < · · · < σ(iq). Daher ist

die Dimension von
q∧
V die Anzahl der q-elementigen Teilmengen von { 1, ..., n }

geteilt durch q!, q = 1, ..., n. Da es n · · · · · (n − q + 1) = n!/(n − q)! Teilmengen
mit q Elementen in { 1, ..., n } gibt, gelangen wir so zu der behaupteten Formel,
q = 1, ..., n.

Aus der obigen Darstellung folgt insbesondere, dass v1 ∧ · · · ∧ vn eine Basis

für
n∧
V ist, und wir werden im Folgenden den Isomorphismus

ω :

n∧
V −→ R

λ · v1 ∧ · · ·∧ vn 7−→ λ

benutzen. Weiter ist das Dachprodukt

∧ :

p∧
V ×

q∧
V −→ p+q∧

V

(vi1 ∧ · · ·∧ vip , vj1 ∧ · · ·∧ vjq) 7−→ vi1 ∧ · · ·∧ vip ∧ vj1 ∧ · · ·∧ vjq
für p, q ∈ { 1, ..., n } mit p+q ≤ n eine bilineare Abbildung.14 Damit definieren wir

β :

n−1∧
V × V ∧−→ n∧

V
ω−→ R

und weiter

β̃ :

n−1∧
V −→ V∨ = HomR(V,R)

u 7−→ { β(u, ·) : V −→ R
v 7−→ β(u, v)

.

14Der Leser bzw. die Leserin möge sich verdeutlichen, was dies bedeuten soll.
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Mit dem Standardskalarprodukt 〈·, ·〉 erklärt man zusätzlich

η : V −→ V∨

v 7−→ { V −→ R
w 7−→ 〈v,w〉 .

In Beobachtung IV.6.2 werden wir sehen, dass dies ein Isomorphismus ist. Die
resultierende lineare Abbildung

η−1 ◦ β̃ :
n−1∧
V −→ V

erfüllt
vi1 ∧ · · ·∧ vin−1 7−→ vi1 × · · · × vin−1 , (i1, ..., in−1) ∈ Tn−1.

Damit hat man das Kreuzprodukt in den allgemeinen Formalismus der äuße-
ren Potenzen und des Dachprodukts integriert. Dies erklärt auch, warum das
Kreuzprodukt in der höherdimensionalen Analysis weitgehend durch Differen-
zialformen ersetzt wurde.

Bemerkung IV.4.22. Die obige Konstruktion wird im Spezialfall n = 3 für Diffe-
renzialformen auch in [37], S. 110ff, erklärt.

Im Beweis von Eckmanns Satz IV.6.2 in [4] spielen diese Konstruktionen
eine zentrale Rolle.

IV.5 Orthogonale und unitäre Endomorphismen
Es sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum. Ein Endomorphis-
mus f : V −→ V wird orthogonal bzw. unitär genannt, wenn

∀v,w ∈ V :
〈
f(v), f(w)

〉
= 〈v,w〉.

Eigenschaften IV.5.1. Für einen orthogonalen bzw. unitären Endomorphismus
f : V −→ V eines euklidischen bzw. unitären Vektorraums gelten folgende Aussa-
gen:

i) ∀v ∈ V: ‖f(v)‖ = ‖v‖.

ii) ∀v,w ∈ V: v ⊥ w ⇐⇒ f(v) ⊥ f(w).

iii Für jeden Eigenwert λ von f gilt |λ| = 1.

iv) f ist injektiv.

v) Falls V endlichdimensional ist, ist f bijektiv, und der inverse Endomorphis-
mus f−1 ist ebenfalls orthogonal bzw. unitär.
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Beweis. Die Teile i) und ii) ergeben sich unmittelbar aus der Definition eines
orthogonalen bzw. unitären Endomorphismus.

Zu iii). Es seien λ ∈ k ein Eigenwert und v ∈ V \ {0} ein nichttrivialer Eigen-
vektor. Dann gilt

‖v‖2 = 〈v, v〉 =
〈
f(v), f(v)

〉
= 〈λ · v, λ · v〉 = λ · λ · 〈v, v〉 = |λ|2 · ‖v‖2.

Da ‖v‖ 6= 0 und |λ| ∈ R≥0, folgt |λ| = 1.
Zu iv). Es gilt Ker(f) = {0}, denn für v ∈ Ker(f) hat man nach Teil i) ‖v‖ =

‖f(v)‖ = ‖0‖ = 0 und damit v = 0.
Zu v). Wenn V endlichdimensional ist, ist f laut [40], Folgerung III.5.41, iii),

bijektiv. Die Umkehrabbildung f−1 : V −→ V ist linear ([40], Satz III.5.8) und

∀v,w ∈ V :
〈
f−1(v), f−1(w)

〉
=
〈
f
(
f−1(v)

)
, f
(
f−1(w)

)〉
= 〈v,w〉.

Somit ist f−1 orthogonal bzw. unitär.

Aus den Formeln in Bemerkung IV.3.6 schließen wir weiter.

Satz IV.5.2. Ein Endomorphismus f : V −→ V eines orthogonalen bzw. unitären
Vektorraums ist genau dann orthogonal bzw. unitär, wenn

∀v ∈ V :
∥∥f(v)∥∥ = ‖v‖.

Bemerkung IV.5.3. Das Standardbeispiel für einen euklidischen Vektorraum
ist Rn zusammen mit dem Standardskalarprodukt und das für einen unitären
Vektorraum Cn mit dem Standardskalarprodukt. In beiden Beispielen bezeich-
nen wir das Standardskalarprodukt (s. Beispiel IV.1.2, a), IV.1.9, b) mit 〈·, ·〉. Es
seien nun (V, 〈·, ·〉V) ein endlichdimensionaler orthogonaler bzw. unitärer Vek-
torraum und n := Dimk(V). Gemäß Satz IV.4.5 besitzt V eine Orthonormalba-
sis B = (b1, ..., bn). Die lineare Abbildung ΦB : V −→ kn, die bµ auf eµ schickt,
µ = 1, ..., n, ist dann ein orthogonaler bzw. unitärer Isomorphismus, d.h.

∀v,w ∈ V :
〈
ΦB(v), ΦB(w)

〉
= 〈v,w〉V .

Endlichdimensionale orthogonale und unitäre Vektorräume werden also eben-
falls nur durch ihre Dimension klassifiziert.

Die Symmetriegruppen euklidischer und unitärer Vektorräume endlicher
Dimension spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle. Auf Grund der vor-
angegangenen Bemerkung sind sie isomorph zu den Symmetriegruppen von kn

mit dem Standardskalarprodukt, k = R,C.
Es sei n ≥ 1. Eine Matrix A ∈ Mat(n;R) ist orthogonal, wenn

A ·At = En
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gilt, d.h., wenn A ∈ GLn(R) und A−1 = At. Wir setzen

O(n) :=
{
A ∈ GLn(R) |A orthogonal

}
,

SO(n) :=
{
A ∈ SLn(R) |A orthogonal

}
=
{
A ∈ O(n) |Det(A) = 1

}
.

Dementsprechend heißt eine Matrix A ∈ Mat(n;C) unitär, wenn

A ·A? = En

gilt, d.h., wenn A ∈ GLn(C) und A−1 = A?, und wir definieren

U(n) :=
{
A ∈ GLn(C) |A unitär

}
,

SU(n) :=
{
A ∈ SLn(C) |A unitär

}
=
{
A ∈ U(n) |Det(A) = 1

}
.

Bemerkung IV.5.4. Eine Matrix A ∈ Mat(n;k) ist genau dann orthogonal bzw.
unitär, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis für (kn, 〈·, ·〉) bilden.

Lemma IV.5.5. Es sei n ≥ 1. Die zuvor definierten Mengen O(n) und SO(n) sind
Untergruppen von GLn(R), und U(n) und SU(n) sind Untergruppen von GLn(C).

Man nennt O(n) die orthogonale Gruppe, SO(n) die spezielle orthogonale
Gruppe, U(n) die unitäre Gruppeindexunitär!e Gruppe und SU(n) die spezielle
unitäre Gruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass U(n) eine Untergruppe von GLn(C) ist. Man beachte,
dass dann auch SU(n) = U(n) ∩ SLn(C) eine Untergruppe von GLn(C) ist ([34],
II.4.8 Beispiel). Ebenso folgt, dass O(n) = U(n) ∩ GLn(R) und SO(n) = SU(n) ∩
GLn(R) Untergruppen von GLn(R) sind.

Wir prüfen die in [40], Definition II.2.7, geforderten Eigenschaften nach.
a) Für die Einheitsmatrix En gilt E?

n = En = E−1
n , so dass En ∈ U(n).

b) Es sei A ∈ U(n). Es gilt A−1−1 = A = A?? = A−1? und deshalb A−1 ∈ U(n).
c) Es seien A,B ∈ U(n). Dann gilt (A · B)−1 = B−1 · A−1 = B? · A? = (A · B)? und

A · B ∈ U(n).

Satz IV.5.6. Es seien (V, 〈·, ·〉V) ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum, B =
(b1, ..., bn) eine durchnummerierte Orthonormalbasis von (V, 〈·, ·〉V) und f : V −→ V

ein Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

a) f ist orthogonal bzw. unitär.

b) Die Darstellungsmatrix MB(f) ist orthogonal bzw. unitär.
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Beweis. Wir beweisen den unitären Fall und benutzen den zu der Orthonor-
malbasis B gehörigen linearen Isomorphismus ΦB : V −→ Cn, der bµ auf eµ ab-
bildet, µ = 1, ..., n. Für die Darstellungsmatrix A :=MB(f) gilt nach [40], Bemer-
kung IV.1.22, i), und Definition III.5.11, die Identität

∀v ∈ V : ΦB

(
f(v)

)
= A ·ΦB(v). (IV.3)

Es gilt daher

∀v,w ∈ V :
〈
f(v), f(w)

〉
= ΦB

(
f(v)

)t
·ΦB

(
f(w)

)
=
(
A ·ΦB(v)

)t
·
(
A ·ΦB(w)

)
= ΦB(v)

t
· (A? ·A) ·ΦB(w).

Da ΦB wie in Bemerkung IV.5.3 beschrieben ein unitärer Isomorphismus ist,
gilt weiter

∀v,w ∈ V : 〈v,w〉V =
〈
ΦB(v), ΦB(w)

〉
= ΦB(v)

t
·ΦB(w).

Da die ΦB bijektiv ist, gilt{ (
ΦB(v), ΦB(w)

)
∈ Cn × Cn

∣∣ v,w ∈ V } = Cn × Cn.

Damit erkennt man, dass f genau dann unitär ist, wenn A? ·A = En gilt.

Wir diskutieren nun weitere Resultate zur Struktur orthogonaler und uni-
tärer Endomorphismen. Wie bei der jordanschen Normalform unterscheidet
sich die Theorie über R von der über C. Daher behandeln wir die beiden Fälle
getrennt und beginnen mit dem einfacheren Fall über den komplexen Zahlen.
Zuvor machen wir noch eine Beobachtung, die sich in beiden Fällen als nützlich
erweisen wird.

Lemma IV.5.7. Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. uni-
tärer Vektorraum, f : V −→ V ein orthogonaler bzw. unitärer Endomorphismus
und U ⊂ V ein f-invarianter lineare Teilraum, d.h., f(U) ⊂ U. Dann ist auch das
orthogonale Komplement U⊥ von U invariant unter f, i.e., f(U⊥) ⊂ U⊥.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir einen induzierten Endomorphismus
fU : U −→ U, u 7−→ f(u). Wegen Eigenschaft IV.5.1, iv), ist fU injektiv und daher
nach [40], Folgerung III.5.41, auch surjektiv. Es gilt folglich f(U) = U. Es seien
u ∈ U und w ∈ U⊥. Es sei u ′ ∈ U der Vektor mit f(u ′) = u. Damit finden wir〈

u, f(w)
〉
=
〈
f(u ′), f(w)

〉
= 〈u ′, w〉 = 0.

Daraus leiten wir die Behauptung ab.
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Unitäre Endomorphismen

Der Körper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen (Satz III.1.1).
Für jeden Endomorphismus f eines endlichdimensionalen C-Vektorraums zer-
fällt sein charakteristisches Polynom χf(t) vollständig in Linearfaktoren und f
ist trigonalisierbar ([40], Satz V.6.2). Für unitäre Endomorphismen gilt noch
mehr.

Satz IV.5.8. Gegeben seien ein endlichdimensionaler unitärer Vektorraum (V, 〈·,
·〉), ein unitärer Endomorphismus f : V −→ V, und es seien λ1, ..., λn die Eigenwerte
von f. Dann existiert eine durchnummerierte Orthonormalbasis B = (b1, ..., bn) von
(V, 〈·, ·〉), in der bµ ein Eigenvektor zum Eigenwert λµ ist, µ = 1, ..., n. Insbesondere
gilt

MB(f) =

 λ1 0
. . .

0 λn

 ,
und f ist diagonalisierbar.

Bemerkung IV.5.9. a) Es seien A ∈ U(n) eine unitäre Matrix und λ1, ..., λn ihre
Eigenwerte. Laut Satz IV.5.8 existiert eine durchnummerierte Orthonormalba-
sis B = (b1, ..., bn) für (Cn, 〈·, ·〉), in der bµ ein Eigenvektor zum Eigenwert λµ ist,
µ = 1, ..., n. Es sei

S := (b1| · · · |bn).
Für diese Matrix gilt S? · S = En, d.h. S ∈ U(n), und

S? ·A · S = S−1 ·A · S =

 λ1 0
. . .

0 λn

 .
b) In Satz IV.5.8 ist V mit zwei Zusatzstrukturen versehen, einem Skalar-

produkt und einem Endomorphismus. Mit Hilfe einer geeigneten Basis B von V
können beide Strukturen simultan vereinfacht werden. Für die Darstellungs-
matrix des Skalarprodukts gilt MB(〈·, ·〉) = En, und die Darstellungsmatrix des
Endomorphismus ist eine Diagonalmatrix.

c) In der Situation von Satz IV.5.8 seien λ1, ..., λs die verschiedenen Eigen-
werte von f. Aus dem Satz folgt, dass

Eig(f, λµ) ⊥ Eig(f, λν)

für 1 ≤ µ < ν ≤ s. Diese Tatsache kann man sich unabhängig vom Satz auf
folgende Weise klar machen: Es seien 1 ≤ µ < ν ≤ s, v ∈ Eig(f, λµ) und w ∈
Eig(f, λν). Da f unitär ist, haben wir

〈v,w〉 =
〈
f(v), f(w)

〉
= 〈λµ · v, λν ·w〉 = λµ · λν · 〈v,w〉.
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Wenn 〈v,w〉 6= 0, dann muss λµ · λν = 1 gelten. Nach Eigenschaft IV.5.1, iii), gilt
λµ · λµ = 1. Beide Beobachtungen zusammen ergeben λµ = λ

−1

µ = λν und führen
somit zum Widerspruch.

Beweis von Satz IV.5.8. Wir führen eine vollständige Induktion über die Di-
mension n von V. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

Für den Induktionsschritt n 7−→ n + 1 wählen wir einen nichttrivialen Ei-
genvektor v zum Eigenwert λ1 und setzen b1 := v/‖v‖. Damit ist U := 〈b1〉 ein f-
invarianter Teilraum. Nach Lemma IV.5.7 ist W := U⊥ ebenfalls f-invariant und
hat nach Folgerung IV.4.7 die Dimension n. Es seien fW : W −→ W, w 7−→ f(w),
der induzierte Endomorphismus und BW = (b2, ..., bn+1) eine durchnummerierte
Basis von W. Die Darstellungsmatrix von f bzgl. der durchnummerierten Basis
B = (b1, b2, ..., bn+1) nimmt dann die Gestalt

MB(f) =


λ1 0 · · · 0

0
... MBW(fW)
0


an. Die Eigenwerte von fW sind λ2, ..., λn+1. Auf Grund der Induktionsvorausset-
zung können wir eine durchnummerierte Orthonormalbasis BW = (b2, ..., bn+1)
finden, in der bµ ein Eigenvektor von fW zum Eigenwert λµ ist, µ = 2, ..., n + 1.
Dann ist B = (b1, b2, ..., bn+1) eine durchnummerierte Orthonormalbasis von V

mit der geforderten Eigenschaft.

Orthogonale Endomorphismen

Wir beschreiben erst einmal die spezielle orthogonale Gruppe SO(2) und die
orthogonale Gruppe O(2). Sei also

A =

(
a b

c d

)
∈ O(2).

Es gilt

E2 = At ·A =

(
a2 + c2 a · b+ c · d

a · b+ c · d b2 + d2

)
.

Wegen a2 + b2 = 1 und c2 + d2 = 1 liegen die Vektoren u := (a, c)t und v := (b, d)t

auf dem Einheitskreis. Weiter bedeutet a · b+ c · d = 0, dass u ⊥ v. Da u 6= 0, gilt
v = λ · (−c, a) für eine geeignete Zahl λ. Aus 1 = ‖v‖ = |λ| · ‖u‖ = |λ| folgt λ = ±1.
Zudem gilt

Det(A) = λ.
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Lemma IV.5.10. Für reelle Zahlen a, c ∈ R mit a2 + c2 = 1 existiert eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl α ∈ [0, 2 · π) mit

a = cos(α) und c = sin(α).

Für den Beweis verweisen wir auf [36], Beispiel 3.2.4, iv). Aus diesen Dis-
kussionen ergibt sich unmittelbar das folgende Resultat.

Satz IV.5.11. i) Eine (2× 2)-Matrix A gehört genau dann der speziellen orthogo-
nalen Gruppe SO(2) an, wenn es eine reelle Zahl α ∈ [0, 2 · π) gibt, so dass

A = Dα :=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
.

ii) Eine (2 × 2)-Matrix A liegt genau dann in O(2) \ SO(2), wenn es eine reelle
Zahl α ∈ [0, 2 · π) gibt, so dass

A = Sα :=

(
cos(α) sin(α)
sin(α) − cos(α)

)
.

Mit Hilfe der folgenden Skizze vergewissert man sich der Tatsache, dass die
Matrix Dα die Drehung um den Winkel α beschreibt, α ∈ [0, 2π).

Man rechnet nun aus, dass Dα dann und nur dann einen reellen Eigenwert hat,
wenn α = 0 oder α = π. Die Matrix D0 ist die Einheitsmatrix, und jeder Vektor
ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Die Matrix Dπ beschreibt die Drehung um
den Winkel π. Es gilt Dπ = −E2. Damit beschreibt Dπ die Multiplikation mit −1.
Diese Abbildung ist auch als Punktspiegelung am Ursprung bekannt. Jeder
Vektor ist Eigenvektor zum Eigenwert −1.

Die Matrix Sα gehört zu der Spiegelung σα/2 an der Geraden g, die mit der
x-Achse den Winkel α/2 einschließt, α ∈ [0, 2π).
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Die Gerade g ist der Eigenraum zum Eigenwert 1. Die zu g orthogonale Gerade
g⊥ ist der Eigenraum zum Eigenwert −1.

Wir werden im Folgenden einen allgemeinen orthogonalen Endomorphismus
beschreiben. Seien dazu (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum, n = DimR(V) und f : V −→ V ein orthogonaler Endomorphismus. Da 1
und −1 nach Eigenschaft IV.5.1, iii), die einzig möglichen reellen Eigenwerte
von f sind, gibt es natürliche Zahlen ν+, ν− und m, so dass

n = ν+ + ν− + 2 ·m

sowie normierte Polynome

pµ(t) = t
2 + βµ · t+ γµ ∈ R[t]

vom Grad 2 ohne reelle Nullstelle, µ = 1, ...,m, so dass

χf(t) = (t− 1)ν+ · (t+ 1)ν− · pm(t) · · · · · p1(t).

Satz IV.5.12. In der obigen Situation existieren reelle Zahlen α1, ..., αm ∈ (0, π),
so dass

pµ(t) = t
2 − 2 · cos(αµ) · t+ 1, µ = 1, ...,m,
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und eine durchnummerierte Orthonormalbasis B = (b1, ..., bn), so dass

MB(f) =



1
. . .

1 0

−1
. . .

−1
0 Dα1

. . .
Dαm


.

Das bedeutet insbesondere, dass bµ ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, µ =
1, ..., ν+, und bν einer zum Eigenwert −1, ν = ν+ + 1, ..., ν+ + ν−.

Beweis. Wir führen wieder Induktion über n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.
Im Induktionsschritt n 7−→ n + 1 können wir wie im Beweis von Satz IV.5.8

argumentieren, falls f einen reellen Eigenwert hat. Wir können also annehmen,
dass dies nicht der Fall ist. In diesem Fall muss n+ 1 gerade sein.

Behauptung. Es gibt einen zweidimensionalen Teilraum U ⊂ V, der invariant
unter f ist.

Es sei m := (n + 1)/2. Nach Abschnitt III.4 existieren normierte Polynome
p1(t), ..., pm(t) ∈ R[t] vom Grad 2, so dass

χf(t) = pm(t) · · · · · p1(t).

Nach dem Satz von Cayley–Hamilton ([40], Satz V.5.4) gilt

0 = χf(f) = pm(f) ◦ · · · ◦ p1(f).

Wir wählen einen Vektor v ∈ V \ {0} und setzen

m0 = min
{
µ = 1, ...,m |

(
pµ(f) ◦ · · · ◦ p1(f)

)
(v) = 0

}
sowie

u :=

{
v, falls m0 = 1(

pm0−1(f) ◦ · · · ◦ p1(f)
)
(v), falls m0 > 1

.

Der Vektorraum U := 〈u, f(u)〉 ist nun invariant unter f. Um das einzusehen,
schreiben wir pm0(t) = t

2 + β · t+ γ. Wegen

0 = pm0(f)(u) = f
(
f(u)

)
+ β · f(u) + γ · u

folgt f(f(u)) ∈ U. Offenbar gilt auch f(u) ∈ U. X
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Es sei W := U⊥. Der Endomorphismus f induziert Endomorphismen fW :
W −→ W und fU : U −→ U. Nach Induktionsvoraussetzung können wir eine
durchnummerierte Orthonormalbasis BW = (b1, ..., bn−1) wählen, so dass die
Matrix MBW(fW) die im Satz behauptete Gestalt annimmt. Wir wählen eine Or-
thonormalbasis BU = (bn, bn+1) für U. Da fU nach Satz IV.5.11 und den darauf
folgenden Bemerkungen eine Drehung ohne Eigenvektor ist, gibt es ein α ∈
(0, 2π) mit MBU(fU) = Dα. Man beachte, dass man für B ′U = (−bn, bn+1) die Dar-
stellungsmatrix D2π−α erhält. Nun gilt entweder α ∈ (0, π) oder 2π−α ∈ (0, π), so
dass wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit α ∈ (0, π) voraussetzen können.
Das charakteristische Polynom der Matrix Dα ist durch t2 − 2 · cos(α) · t + 1 ge-
ben. Bzgl. der durchnummerierten Orthonormalbasis B = (b1, ..., bn−1, bn, bn+1)
hat die Darstellungsmatrix die behauptete Gestalt.

Bemerkung IV.5.13. Wie in Bemerkung IV.5.9, a), gibt es ein entsprechendes
Resultat für Matrizen A ∈ O(n).

Aufgabe IV.5.14. Zeigen Sie, dass jedes Element aus SO(3) eine Drehung um
eine geeignete Achse beschreibt.

IV.6 Selbstadjungierte Endomorphismen

Wir beginnen zunächst mit einem neuen Blickwinkel auf Bilinear- und Ses-
quilinearformen. Seien zunächst V ein R-Vektorraum und β : V × V −→ R eine
Bilinearform. Die Abbildung

β̃ : V −→ V∨ := HomR(V,R)

v 7−→ { β(v, ·) : V −→ R
w 7−→ β(v,w)

ist dann linear. Man beachte

Ker(β̃) =
{
v ∈ V | ∀w ∈ V : β(v,w) = 0

}
. (IV.4)
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Analog kann man für einen C-Vektorraum V und eine Sesquilinearform
σ : V × V −→ C die Abbildung

σ̃ : V −→ V∨ := HomC(V,C)

v 7−→ { σ(v, ·) : V −→ C
w 7−→ σ(v,w)

definieren. Diese Abbildung ist aber nicht C-linear, sondern wie in der Definiti-
on einer Sesquilinearform auf Seite 158 nur semilinear, d.h., es gilt

• ∀v, v ′ ∈ V: σ̃(v+ v ′) = σ̃(v) + σ̃(v ′),

• ∀λ ∈ C, ∀v ∈ V: σ̃(λ · v) = λ · σ̃(v).

Für semilineare Abbildungen kann man wie für lineare Abbildungen den Kern
als Urbild der 0 definieren. Der Kern von σ̃ ist ein linearer Teilraum von V und
hat die Beschreibung

Ker(σ̃) =
{
v ∈ V | ∀w ∈ V : σ(v,w) = 0

}
. (IV.5)

Um keine neuen Begriffe einführen zu müssen und die Standardmethoden
der linearen Algebra anwenden zu können, bemerken wir, dass wir vermöge der
Inklusion R ⊂ C jeden C-Vektorraum W als R-Vektorraum auffassen können.

Bemerkung IV.6.1. Der Körper C ist als R-Vektorraum zweidimensional. So bil-
den 1 und i eine Basis. Sind nun W ein endlichdimensionaler C-Vektorraum
und n := DimC(W), dann besteht ein Isomorphismus ϕ : W −→ Cn von C-
Vektorräumen. Das ist dann auch ein Isomorphismus von R-Vektorräumen.
Da Cn wie gesehen als R-Vektorraum isomorph zu R2n ist, schließen wir

DimR(W) = 2 ·DimC(W).

Beobachtung IV.6.2. Es sei (V, s := 〈·, ·〉) ein euklidischer oder unitärer Vektor-
raum. Dann ist die R-lineare Abbildung

s̃ : V −→ V∨

ein Isomorphismus von R-Vektorräumen. Insbesondere existiert für jede Linear-
form ` : V −→ k ein eindeutig bestimmter Vektor v ∈ V, so dass

` = s(v, ·) = s̃(v).

Beweis. Der Dualraum V∨ hat als k-Vektorraum dieselbe Dimension wie V.
Gemäß Bemerkung IV.6.1 gilt das auch für V und V∨ als R-Vektorräume. Nach
[40], Lemma III.5.7 und Folgerung III.5.41, iii), ist s̃ genau dann ein R-linearer
Isomorphismus, wenn Ker(s̃) = {0}. Für v ∈ Ker(s̃) gilt insbesondere s(v, v) = 0

(vgl. (IV.4) und (IV.5)). Dies impliziert v = 0, denn s = 〈·, ·〉 ist positiv definit.
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Wir erinnern daran ([40], Definitionen IV.2.1, ii), dass für einen Körper k, k-
Vektorräume U,W und eine lineare Abbildung f : U −→ W die duale Abbildung
durch

ft : W∨ −→ U∨(
` : W −→ k

)
7−→ (

ft(`) : U −→ k

u 7−→ `
(
f(u)

) )
gegeben ist. Wenn k = R oder k = C und V und W zusätzlich mit Skalarproduk-
ten versehen sind, dann kann mit Hilfe der obigen Beobachtung eine Variante
der dualen Abbildung definieren.

Satz IV.6.3. i) Es seien (V, s), (V ′, s ′) endlichdimensionale unitäre Vektorräume
und f : V −→ V ′ eine C-lineare Abbildung. Dann ist die eindeutig bestimmte Ab-
bildung f? : V ′ −→ V, für die das Diagramm

V ′ V

V ′∨ V∨

s̃ ′

f?

s̃

ft

kommutiert, C-linear.
ii) Es seien (V, s) ein endlichdimensionaler unitärer Vektorraum, B = (b1, ..., bn)

eine durchnummerierte Basis von V und Bt = (b1, ..., bn) die dazu duale Basis
von V∨, d.h., bµ(bν) = δµν, µ, ν = 1, ..., n. Dann ist C = (c1, ..., cn) mit cµ := s̃−1(bµ),
µ = 1, ..., n, eine durchnummerierte Basis von V mit

s(cµ, bν) = δµν, µ, ν = 1, ..., n.

Bemerkung IV.6.4. Die Abbildung f? : V ′ −→ V ist durch die Bedingung

∀v ∈ V∀v ′ ∈ V ′ : s(f?(v ′), v) = s ′
(
v ′, f(v)

)
charakterisiert.

Beweis. i) Laut Diagramm gilt f? = s̃−1 ◦ ft ◦ s̃ ′. Damit ist bereits klar, dass f?

R-linear ist. In der obigen Verknüpfung kommen zwei semilineare Abbildungen
vor, so dass f? C-linear ist. In der Tat gilt für λ ∈ C und v ∈ V, dass

f?(λ · v) =(s̃−1 ◦ ft)
(
s̃ ′(λ · v)

)
= (s̃−1 ◦ ft)

(
λ · s̃ ′(v)

)
= s̃−1

(
ft
(
λ · s̃ ′(v)

))
=s̃−1

(
λ · ft

(
s̃ ′(v)

))
= λ · s̃−1

(
ft
(
s̃ ′(v)

))
= λ · s̃−1

(
ft
(
s̃ ′(v)

))
= λ · f?(v).

ii) Für eine semilineare Abbildung g : U −→ W zwischen C-Vektorräumen
U,W und eine Teilmenge M ⊂ U kann man wie für lineare Abbildungen ([40],
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Eigenschaften III.5.4, iii) beweisen, dass g(〈M〉) = 〈g(M)〉. Es folgt, dass C ein
Erzeugendensystem für V ist. Da es n = DimC(V) Elemente umfasst, ist es in
der Tat eine Basis. Die angegebene Formel folgt, da s(s̃−1(u), v) = s̃(s̃−1(u))(v) =
u(v) für u ∈ V∨ und v ∈ V gilt.

Man kann die Abbildung f? entsprechend im Kontext der euklidischen Vek-
torräume definieren. In diesem Fall folgt unmittelbar aus der Definition, dass
f? R-linear ist. Ebenso ist unmittelbar klar, dass C wie in ii) definiert eine Basis
für V ist, und die Formel in ii) wird analog bewiesen.

Es seien (V, s), (V ′, s ′) endlichdimensionale euklidische oder unitäre Vek-
torräume und f : V −→ V ′ eine k-lineare Abbildung. Die eindeutig bestimmte
k-lineare Abbildung f? : V ′ −→ V, für die das Diagramm

V ′ V

V ′∨ V∨

s̃ ′

f?

s̃

ft

kommutiert, nennt man die zu f adjungierte lineare Abbildung.
Wenn (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum ist, dann wird ein

Endomorphismus f : V −→ V als selbstadjungiert bezeichnet, wenn f = f? gilt,
also

∀v,w ∈ V : 〈f(v), w〉 =
〈
v, f(w)

〉
.

Beobachtung IV.6.5. i) Es seien (V, s) und (V ′, s ′) zwei endlichdimensionale eu-
klidische bzw. unitäre Vektorräume, B = (b1, ..., bn) bzw. B ′ = (b ′1, ..., b

′
n) eine

durchnummerierte Orthonormalbasis für (V, s) bzw. (V ′, s ′), Bt = (b1, ..., bn) bzw.
B ′t = (b ′1, ..., b ′n) die zu B bzw. B ′ duale Basis von V∨ bzw. V ′∨ und f : V −→ V ′ ei-
ne k-lineare Abbildung. Für die durchnummerierten Basen C = (s̃−1(b1), ..., s̃−1(bn))
bzw. C ′ = (s̃ ′−1(b ′1), ..., s̃ ′−1(b ′n)) von V bzw. V ′ gilt B = C und B ′ = C ′ sowie

MB ′

B (f?) =MB
B ′(f)

?.

ii) Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitärer Vek-
torraum, B eine durchnummerierte Orthonormalbasis für (V, 〈·, ·〉) und f : V −→ V

ein Endomorphismus. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:

a) f ist selbstadjungiert.

b) Die Matrix MB(f) ist symmetrisch bzw. hermitesch.

Beweis. i) Es sei µ ∈ { 1, ..., n }. Aus Satz IV.6.3, ii), und der Voraussetzung, dass
B eine Orthonormalbasis ist, schließen wir

〈cµ, bν〉 = δµν = 〈bµ, bν〉, ν = 1, ..., n.
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Die beiden Linearformen 〈cµ, ·〉 und 〈bµ, ·〉 auf V stimmen überein, so dass aus
der Eindeutigkeit in Satz IV.6.3, i), bµ = cµ folgt, µ = 1, ..., n. Wir definieren
weiter

A :=MB ′

B (f?) und A ′ :=MB
B ′(f).

Für v ∈ V und v ′ ∈ V ergibt sich

ΦB ′(v ′)
t
·A ′ ·ΦB(v) =

〈
v ′, f(v)

〉
= 〈f?(v ′), v〉 =

(
A ·ΦB ′(v ′)

)t ·ΦB(v) = ΦB ′(v ′)
t
·A? ·ΦB(v).

Es folgt A ′ = A? wie behauptet. Teil ii) ist eine direkte Folgerung aus Teil i).

Satz IV.6.6. Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;C) eine hermitesche (n × n)-Matrix.
Dann sind alle Eigenwerte von A reell, d.h., es gibt reelle Zahlen λ1, ..., λn, so dass

χA(t) = (t− λ1) · · · · · (t− λn).

Beweis. Es seien λ ∈ C ein Eigenwert von A und v ∈ Cn ein Eigenvektor mit
‖v‖ = 1. Dann gilt15

λ = λ · 〈v, v〉 = 〈v, λ · v〉 = 〈v,A · v〉 = 〈A? · v, v〉 = 〈A · v, v〉 = 〈λ · v, v〉 = λ · 〈v, v〉 = λ.

Es folgt λ = λ, d.h., λ ∈ R.

Da eine symmetrische (n × n)-Matrix A ∈ Mat(n;R) insbesondere eine her-
mitesche (n × n)-Matrix mit komplexwertigen Einträgen ist, erhalten wir auch
die folgende Aussage.

Folgerung IV.6.7. Es sei A ∈ Mat(n;R) eine symmetrische (n× n)-Matrix. Dann
zerfällt das charakteristische Polynom χA(t) ∈ R[t] über den reellen Zahlen voll-
ständig in Linearfaktoren.

Satz IV.6.8 (Spektralsatz). i) Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidi-
scher bzw. unitärer Vektorraum und f : V −→ V ein selbstadjungierter Endomor-
phismus. Dann gibt es eine durchnummerierte Orthonormalbasis B für (V, 〈·, ·〉),
die nur aus Eigenvektoren von f besteht. Insbesondere existieren reelle Zahlen
λ1, ..., λn ∈ R, so dass

MB(f) =

 λ1 0
. . .

0 λn

 ,
und f ist diagonalisierbar.

ii) Es seien n ≥ 1 und A eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix mit
Einrägen in R bzw. C. Dann existieren eine durchnummerierte Orthonormalbasis

15Hier steht ”〈·, ·〉“ für das Standardskalarprodukt auf Cn.
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B = (b1, ..., bn) für Rn bzw. Cn und reelle Zahlen λ1, ..., λn, so dass für die Matrix
S := (b1| · · · |bn)

St ·A · S = S−1 ·A · S =

 λ1 0
. . .

0 λn


bzw.

S? ·A · S = S−1 ·A · S =

 λ1 0
. . .

0 λn


erfüllt ist.

Beweis. Wie üblich ist Teil ii) eine Folgerung aus Teil i). Wir beweisen Teil i)
durch vollständige Induktion über n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen. Im Induk-
tionsschritt n −→ n + 1 seien λ1, ..., λn ∈ R die Eigenwerte von f (s. Satz IV.6.6).
Wir wählen einen Eigenvektor bn+1 von f zum Eigenwert λn+1 mit ‖bn+1‖ = 1 und
setzen W := 〈bn+1〉. Für u ∈W⊥ und w ∈W berechnen wir

〈
w, f(u)

〉
= 〈f(w), u〉 = 〈λn+1 ·w,u〉

λn+1∈R
= λn+1 · 〈w,u〉 = 0.

Dies zeigt f(u) ∈ W⊥, so dass f(W⊥) ⊂ W⊥. Der Rest des Beweises verläuft nun
wie z.B. der Beweis von Satz IV.5.8.

Bemerkung IV.6.9. a) Es seien (V, 〈·, ·〉) ein endlichdimensionaler euklidischer
oder unitärer Vektorraum, f : V −→ V ein selbstadjungierter Endomorphismus
und λ1, ..., λs die verschiedenen Eigenwerte von f. Da f diagonalisierbar ist, gilt

V = Eig(f, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(f, λs).

Zudem kann man der Aussage zu der Existenz der Orthonormalbasis entneh-
men, dass

∀1 ≤ µ < ν ≤ s : Eig(f, λµ) ⊥ Eig(f, λν).

Dies kann man auch leicht direkt einsehen. Dazu seien 1 ≤ µ < ν ≤ s, v ∈
Eig(f, λµ) und w ∈ Eig(f, λν). Dann gilt

λµ · 〈v,w〉
λµ∈R
= 〈λµ · v,w〉 = 〈f(v), w〉 =

〈
v, f(w)

〉
= 〈v, λν ·w〉 = λν · 〈v,w〉.

Wegen λµ 6= λν muss 〈v,w〉 = 0 gelten.
b) Eine klassische Anwendung des Spektralsatzes in der Physik betrifft die

Hauptträgheitsachsen eines dreidimensionalen Körpers ([2], S. 589, 668).
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Das Verfahren zur Diagonalisierung einer orthogonalen,
unitären, symmetrischen oder hermiteschen Matrix

Zusammenfassend möchten wir noch einmal explizit und mit einem Beispiel
erklären, wie man die Diagonalisierung einer gegebenen Matrix von einem der
genannten Typen explizit bewerkstelligen kann. Es seien wie üblich k = R bzw.
k = C, n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;k) eine orthogonale oder symmetrische bzw. unitäre
oder hermitesche (n× n)-Matrix mit Einträgen in k.

Bemerkung IV.6.10. Eine orthogonale Matrix muss nicht unbedingt diagona-
lisierbar sein. Man denke an das Beispiel einer Drehmatrix für n = 2 (Satz
IV.5.11 und die anschließende Diskussion) oder den allgemeinen Satz IV.5.12.

Das Beispiel, das uns begleiten wird, ist die Matrix

A :=
1

15
·

 10 5 10

5 −14 2

10 2 −11

 .
Diese Matrix ist symmetrisch und deswegen diagonalisierbar (Satz IV.6.8). Man
berechnet weiter Det(A) = 1 und

At ·A =
1

225
·

 10 5 10

5 −14 2

10 2 −11

 ·
 10 5 10

5 −14 2

10 2 −11

 =
1

225
·

 225 0 0

0 225 0

0 0 225

 .
Es handelt sich bei A folglich auch um eine orthogonale Matrix.

Schritt 1

Man berechne das charakteristische Polynom von A und zerlege es in Linear-
faktoren:

χA(t) = (t− λ1)
l1 · · · · · (t− λs)ls .

Dabei wird vorausgesetzt, dass λµ 6= λν für 1 ≤ µ < ν ≤ s.
Bemerkung IV.6.11. Es sei nochmals daran erinnert, dass dies für eine ortho-
gonale Matrix über den reellen Zahlen nicht immer möglich ist.

Für die orthogonale Beispielmatrix A berechnet man

χA(t) = t
3 + t2 − t− 1

und findet ohne große Mühe die Nullstellen −1 und 1. Polynomdivision liefert

(t3 + t2 − t− 1) : (t2 − 1) = t+ 1,

so dass
χA(t) = (t+ 1)2 · (t− 1)

folgt.
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Schritt 2

Mit dem Gaußalgorithmus bestimme man eine durchnummerierte Basis (vµ1 ,
..., vµlµ) für den Eigenraum Eig(A, λµ), µ = 1, ..., s.

Eig(A,− 1). Es gilt

(−1) · E3 −A =
1

15
·

 −25 −5 −10
−5 −1 −2
−10 −2 −4

 .
In der auftretenden (3 × 3)-Matrix subtrahieren wir fünfmal die zweite Zeile
von der ersten und zweimal die zweite Zeile von der dritten und multiplizieren
abschließend die zweite Zeile mit −1. Das Ergebnis ist die Matrix

1

15
·

 0 0 0

5 1 2

0 0 0

 .
Man liest nun

Eig(A,−1) =

〈 0

−2
1

 ,
 1

−5
0

〉
ab.

Eig(A,1). Hier haben wir

E3 −A =
1

15
·

 5 −5 −10
−5 29 −2
−10 −2 26

 .
In der (3×3)-Matrix addieren wir zunächst zweimal die erste Zeile zu der dritten
und anschließend die zweite Zeile zu der ersten. Das Ergebnis ist die Matrix

1

15
·

 0 24 −12
−5 29 −2
0 −12 6

 .
Jetzt wird noch zweimal die dritte Zeile zu der ersten addiert, um zu der Matrix

1

15
·

 0 0 0

−5 29 −2
0 −12 6


zu gelangen. Man erhält

Eig(A, 1) =

〈 5

1

2

〉 .
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Schritt 3

Für µ = 1, ..., s wende man das Gram–Schmidt-Verfahren an, um aus der Ba-
sis (vµ1 , ..., v

µ
lµ
) eine Orthonormalbasis (bµ1 , ..., b

µ
lµ
) für Eig(A, λµ) zu gewinnen. Da

Eig(A, λµ) ⊥ Eig(A, λν), 1 ≤ µ < ν ≤ s, ist

B := (b1, ..., bn) := (b11, ..., b
1
l1
, ..., bs1, ..., b

s
ls
)

eine durchnummerierte Orthonormalbasis für kn, und mit S := (b1| · · · |bn) gilt

St ·A · S = Diag(λ1, ..., λ1︸ ︷︷ ︸
l1×

, ..., λs, ..., λs︸ ︷︷ ︸
ls×

) bzw. S? ·A · S = Diag(λ1, ..., λ1︸ ︷︷ ︸
l1×

, ..., λs, ..., λs︸ ︷︷ ︸
ls×

).

Eig(A,− 1). Zunächst haben wir

b1 := b
1
1 =

1√
5
·

 0

−2
1

 .
Weiter bilden wir 1

−5
0

−

〈
1√
5
·

 0

−2
1

 ,
 1

−5
0

〉 · 1√
5
·

 0

−2
1

 =

 1

−5
0

−

 0

−4
2

 =

 1

−1
−2


und

b2 := b
1
2 =

1√
6
·

 1

−1
−2

 .
Eig(A,1). Hier müssen wir nur

b3 := b
1
2 =

1√
30
·

 5

1

2


setzen.

Zur Probe berechnet man 0 − 2√
5

1√
5

1√
6

− 1√
6

− 2√
6

5√
30

1√
30

2√
30

 ·
 0 1√

6

5√
30

− 2√
5

− 1√
6

1√
30

1√
5

− 2√
6

2√
30

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


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und verifiziert somit, dass B = (b1, b2, b3) eine durchnummerierte Orthonormal-
basis für R3 ist. Schließlich überprüft man noch 0 − 2√

5

1√
5

1√
6

− 1√
6

− 2√
6

5√
30

1√
30

2√
30

 · 1
15
·

 10 5 10

5 −14 2

10 2 −11

 ·
 0 1√

6

5√
30

− 2√
5

− 1√
6

1√
30

1√
5

− 2√
6

2√
30


=

 0 − 2√
5

1√
5

1√
6

− 1√
6

− 2√
6

5√
30

1√
30

2√
30

 ·
 0 − 1√

6

5√
30

2√
5

1√
6

1√
30

− 1√
5

2√
6

2√
30

 =

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 .
IV.7 Der Trägheitssatz von Sylvester
In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit einem weiteren Normalformpro-
blem in der linearen Algebra. Dazu seien k = R bzw. k = C, V ein k-Vektorraum
und β : V×V −→ R bzw. σ : V×V −→ C eine Bilinear- bzw. Sesquilinearform auf
V. Wir suchen eine durchnummerierte Basis B von V, so dass

MB(β) bzw. MB(σ)

eine möglichst einfache Gestalt hat. In diesem Zusammenhang sei daran erin-
nert (Transformationsformel IV.2.3), dass für zwei durchnummerierte Basen B
und C von V und die Basiswechselmatrix S := MB

C(IdV) ∈ GLn(k), n := Dimk(V),
die Darstellungsmatrizen bzgl. B und C durch die Gleichung

MB(β) = S
t ·MC(β) · S

bzw.
MB(σ) = S

? ·MC(σ) · S

verbunden sind. Wir vereinbaren daher:

∀A,B ∈ Mat(n;R) : A ∼∼∼ B :⇐⇒ ∃S ∈ GLn(R) : St ·A · S = B,

∀A,B ∈ Mat(n;C) : A ∼∼∼ B :⇐⇒ ∃S ∈ GLn(C) : S? ·A · S = B.

Bemerkung IV.7.1. a) Man überprüft sofort, dass es sich bei ”
∼∼∼“ um eine Äqui-

valenzrelation handelt.
b) Im Allgemeinen impliziert A ∼∼∼ B nicht, dass A ≈ B für die Äquivalenzrela-

tion ”≈“ aus [40], Definition V.1.4. So gilt etwa E2 ∼∼∼ 2 · E2 aber nicht E2 ≈ 2 · E2.
Matrizen, die unter ”

∼∼∼“ äquivalent sind, müssen also nicht einmal dieselben
Eigenwerte haben.

Es wird also im Folgenden darum gehen, die Äquivalenzrelation ”
∼∼∼“ zu un-

tersuchen. Wir erinnern zunächst an die Resultate, die bereits erzielt wurden.
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IV.7. Der Trägheitssatz von Sylvester

Ergebnisse

a) Wenn β bzw. σ ein Skalarprodukt ist, dann gibt es eine durchnummerierte
Orthonormalbasis B für V, so dass MB(β) = En bzw. MB(σ) = En, n := Dimk(V).
b) Es sei β eine symmetrische Bilinearform bzw. σ eine hermitesche Sesquiline-
arform. Dann existieren reelle Zahlen λ1, ..., λn, n := Dimk(V), und eine durch-
nummerierte Basis B von V, so dass

MB(β) =

 λ1 0
. . .

0 λn


bzw.

MB(σ) =

 λ1 0
. . .

0 λn

 .

Wir erklären den Beweis im Fall k = C. Wir fixieren ein Skalarprodukt 〈·, ·〉
auf V und eine durchnummerierte Orthonormalbasis B für V und erhalten so-
mit die hermitesche Matrix A :=MB(σ) (Lemma IV.2.1, iv). Weiter sei f : V −→ V

die lineare Abbildung mit MB(f) = A. Da A eine hermitesche Matrix ist, ist f
bzgl. des Skalarprodukts 〈·, ·〉 selbstadjungiert (Beobachtung IV.6.5, ii). Nach
dem Spektralsatz IV.6.8 gibt es eine Orthonormalbasis C für V und reelle Zah-
len λ1, ..., λn, n = Dimk(V), so dass

S−1 ·A · S = S−1 ·MB(f) · S =MC(f) =

 λ1 0
. . .

0 λn

 .

Dabei gehört die Basiswechselmatrix S := MB
C(f) der unitären Gruppe U(n) an,

so dass S−1 = S?.

Man beachte, dass λ1, ..., λn die (reellen) Eigenwerte der Matrix A = MB(σ)
sind. Im obigen Beweis haben wir den Trick benutzt, die Darstellungsmatrix
A =MB(σ) der Sesquilinearform σ bzgl. B als Darstellungsmatrix einer linearen
Abbildung bzgl. B zu interpretieren.

Das gerade hergeleitete Ergebnis lässt sich noch verbessern. Dazu führen
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wir für natürliche Zahlen l,m,n mit l+m ≤ n die (n× n)-Matrix

D(l,m) :=



1
. . . 0

1

−1
. . .

−1
0

0
. . .

0


ein. Auf der Diagonalen stehen dabei zunächst l Einsen, gefolgt von m-mal dem
Eintrag −1 und schließlich n− l−m Nullen.

Satz IV.7.2. i) Es seien k = R bzw. k = C, V ein endlichdimensionaler k-Vektor-
raum und β : V × V −→ R bzw. σ : V × V −→ C eine symmetrische Bilinearform
bzw. hermitesche Sesquilinearform. Dann gibt es eine durchnummerierte Basis
B von V und natürliche Zahlen l,m mit l +m ≤ n, so dass MB(β) = D(l,m) bzw.
MC(σ) = D(l,m).

ii) Es seien k = R bzw. k = C und A ∈ Mat(n;k) eine symmetrische bzw.
hermitesche Matrix. Dann existieren natürliche Zahlen l,m mit l+m ≤ n und

A ∼∼∼ D(l,m).

Beweis. Wir beweisen Teil i) für den Fall k = C. Auf Grund des zuvor formu-
lierten Ergebnisses existieren eine durchnummerierte Basis B ′ = (b ′1, ..., b

′
n) für

V und reelle Zahlen λ1, ..., λn, n := Dimk(V), so dass MB ′(σ) = Diag(λ1, ..., λn). Es
seien l := #{ i ∈ { 1, ..., n } | λµ > 0 } und m := #{µ ∈ { 1, ..., n } | λµ < 0 }. Wir können
nach einer geeigneten Umnummerierung voraussetzen, dass λµ > 0, µ = 1, ..., l,
λµ < 0, µ = l+ 1, ..., l+m, und λµ = 0, µ = l+m+ 1, ..., n. Wir definieren nun

bµ :=
1√
|λµ|
· b ′µ, µ = 1, ..., l+m, und bµ := b

′
µ, µ = l+m+ 1, ..., n.

Dann ist B = (b1, ..., bn) eine durchnummerierte Basis für V, für die MB(σ) =
Diag(λ1/|λ1|, ..., λl+m/|λl+m|, 0, ..., 0) = D(l,m) gilt.

Wie aus dem Satz und seinem Beweis ersichtlich ist und bereits in Bemer-
kung IV.7.1, b), festgestellt wurde, können Matrizen, die unter ”

∼∼∼“ äquivalent
sind, verschiedene Eigenwerte haben. Es bleibt daher die Aufgabe, die Zahlen
l und m geeignet zu charakterisieren.
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Nun seien n ≥ 1, k = R bzw. k = C und A ∈ Mat(n;k) eine symmetrische bzw.
hermitesche (n × n)-Matrix. Laut Satz IV.6.6 sind alle Eigenwerte von A reell.
Es seien also λ1, ..., λs ∈ R die verschiedenen Eigenwerte von A. Es gibt dann
positive natürliche Zahlen `1, ..., `s mit `1 + · · ·+ `s = n und

χA(t) = (t− λ1)
`1 · · · · · (t− λs)`s .

Die Zahl
Index(A) :=

∑
µ∈{ 1,...,s }:
λµ>0

`µ

ist die Anzahl der mit Vielfachheiten gezählten positiven Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms χA(t) von A und wird der Index von A genannt. Die
Signatur von A ist

Signatur(A) := Index(A) −
∑

i∈{ 1,...,s }:
λµ<0

`µ,

also die Differenz zwischen der Anzahl der mit Vielfachheiten gezählten positi-
ven Eigenwerte von A und der Anzahl der mit Vielfachheiten gezählten negati-
ven Eigenwerte von A.

Bemerkung IV.7.3. a) Es gilt Rg(A) = 2 · Index(A) − Signatur(A).
b) Es seien l := Index(A) und m := Index(A) −Signatur(A). Nach Satz IV.7.2,

ii), haben wir A ∼∼∼ D(l,m).

Satz IV.7.4 (Trägheitssatz von Sylvester16). Es seien k = R bzw. k = C, n ≥ 1
und A,B ∈ Mat(n;k) symmetrische bzw. hermitesche Matrizen. Wenn A ∼∼∼ B, dann

Index(A) = Index(B) und Signatur(A) = Signatur(B).

Beweis. Wir beweisen den Satz für k = C. Es seien lA := Index(A) und mA :=
Index(A) − Signatur(A). Entsprechend definieren wir lB und mB. Weiter seien
κ1, ..., κn die Eigenwerte von A und λ1, ..., λn die Eigenwerte von B. Wir numme-
rieren so, dass

κµ > 0, µ = 1, ..., lA, κµ < 0, µ = lA + 1, ..., lA +mA, κµ = 0, µ = lA +mA + 1, ..., n,
λµ > 0, µ = 1, ..., lB, λµ < 0, µ = lB + 1, ..., lB +mB, λµ = 0, µ = lB +mB + 1, ..., n.

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit A = Diag(κ1, ..., κn) und B =
Diag(λ1, ..., λn) annehmen.

Es sei S ∈ GLn(C) eine Matrix mit

S? ·A · S = B. (?)
16James Joseph Sylvester (1814 - 1897), britischer Mathematiker.
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Es seien

V+ := 〈 e1, ..., elA 〉, V− := 〈 elA+1, ..., elA+mA 〉, V0 := 〈 elA+mA+1, ..., en 〉,

und W+ := 〈 e1, ..., elB 〉. Man beachte

∀v ∈ V+ \ {0} : vt ·A · v > 0,
∀v ∈ V− ⊕ V0 : vt ·A · v ≤ 0.

Aus diesen Bedingungen und (?) ergibt sich, dass (S ·W+) ∩ (V− ⊕ V0) = {0} und
daher lB ≤ lA. Aus Symmetriegründen gilt auch lA ≤ lB und daher lA = lB.
Ebenso schließt man mA = mB.

Satz IV.7.2 und der Trägheitssatz von Sylvester lösen das Normalformpro-
blem.

IV.8 Positiv definite Matrizen
Es seien n ≥ 1 und A ∈ Mat(n;R) eine symmetrische Matrix. Man nennt A
positiv bzw. negativ definit, wenn vt ·A · v > 0 bzw. vt ·A · v < 0 für alle v ∈ Rn \ {0}
gilt. Ist für alle v ∈ Rn die Bedingung vt ·A · v ≥ 0 bzw. vt ·A · v ≤ 0 erfüllt, dann
bezeichnet man A als positiv bzw. negativ semidefinite Matrix. Schließlich ist
A indefinit, wenn Vektoren v,w ∈ Rn mit vt ·A · v < 0 < wt ·A ·w existieren.

Eine symmetrische Matrix A ∈ Mat(n;R) lässt sich nach dem Spektralsatz
IV.6.8 über den reellen Zahlen mit Hilfe einer orthogonalen Matrix diagonalisie-
ren. Daraus folgert man z.B., dass A genau dann positiv definit ist, wenn alle
Eigenwerte von A positiv sind.

Bemerkung IV.8.1. Dasselbe Kriterium gilt für eine hermitesche Matrix A ∈
Mat(n;C).

Der folgende Satz enthält ein Kriterium für Positivdefinitheit, das ohne die
Kenntnis der Eigenwerte auskommt.

Satz IV.8.2. Es sei A = (aµν)µ,ν=1,...,n ∈ Mat(n;R) eine symmetrische Matrix. Für
k = 1, ..., n sei

Ak := (aµν)µ,ν=1,...,k ∈ Mat(k;R).

Die Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn

∀k ∈ { 1, ..., n } : Det(Ak) > 0.

Bemerkung IV.8.3. a) Da eine Matrix A ∈ Mat(n;R) genau dann negativ definit
ist, wenn −A positiv definit ist, erhält man mit dem Satz auch ein hinreichendes
und notwendiges Kriterium für Negativdefinitheit.
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b) Man beachte, dass eine Matrix A ∈ Mat(n;R) mit Det(A) 6= 0 entweder
positiv definit, negativ definit oder indefinit ist. In der Tat sind entweder alle
Eigenwerte von A positiv, oder alle Eigenwerte sind negativ, oder es gibt positive
und negative Eigenwerte, nicht aber den Eigenwert Null.

c) Um ein hinreichendes und notwendiges Kriterium für Positiv- bzw. Ne-
gativsemidefinitheit zu bekommen, reicht es nicht, die Determinanten Det(Ak),
k = 1, ..., n, zu betrachten. Als einfaches Beispiel möge die Matrix(

0 0

0 −1

)
dienen. Hier gilt vielmehr, dass eine Matrix A ∈ Mat(n;R) genau dann positiv
semidefinit ist, wenn für jedes k ∈ { 1, ..., n } und jedes Tupel s = (i1, ..., ik) mit
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n die Bedingung

Det(As) ≥ 0, As := (aiµiν)µ,ν=1,...,k,

erfüllt ist. Für den Beweis verweisen wir auf [28], Abschnitt 7.6.
d) Das obige Kriterium ist bei der Untersuchung von differenzierbaren Funk-

tionen in mehreren Veränderlichen auf lokale Extremwerte interessant (s. [36],
7.4.2 Satz).

Beweis von Satz IV.8.2. Wir überprüfen zunächst, dass das angegebene Krite-
rium notwendig ist. Wenn A positiv definit ist, existiert nach Satz IV.7.2 eine
Matrix A ∈ GLn(R) mit

St ·A · S = En.

Also gilt

Det(A) =
1

Det(S)2
> 0.

Es sei weiter Vk := 〈 e1, ..., ek 〉 und Bk = (e1, ..., ek) die durchnummerierte Stan-
dardbasis, k = 1, ..., n. Die Matrix Ak ist die Darstellungsmatrix des Skalarpro-
dukts

Vk × Vk −→ R
(v,w) 7−→ vt ·A ·w, k = 1, ..., n.

Nach dem zuvor Beobachteten gilt Det(Ak) > 0, k = 1, ..., n.
Der Nachweis, dass das Kriterium auch hinreichend ist, wird durch voll-

ständige Induktion über n erbracht. Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen. Im
Induktionsschritt n 7−→ n + 1 bemerken wir, dass An nach Induktionsvoraus-
setzung positiv definit ist. Es sei S ∈ GLn(R) eine Matrix mit St · An · S = En. Es
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gibt dann reelle Zahlen b1, ..., bn+1, so dass

A ′ :=


0

S
...
0

0 · · · 0 1


t

·A ·


0

S
...
0

0 · · · 0 1

 =


b1

En
...
bn

b1 · · · bn bn+1

 .
Wir setzen

T :=


−b1

En
...

−bn
0 · · · 0 1

 und b ′ := bn+1 − b
2
1 − · · ·− b2n

und berechnen

A ′ · T =


0

En
...
0

b1 · · · bn b ′


sowie

T t ·A ′ · T =


0

En
...
0

−b1 · · · −bn 1

 ·


0

En
...
0

b1 · · · bn b ′

 =


0

En
...
0

0 · · · 0 b ′

 .
Man beachte b ′ = Det(T t · A ′ · T) = Det(A ′) = Det(S)2 · Det(A) > 0. Aus dem
Trägheitssatz von Sylvester IV.7.4 folgt, dass alle Eigenwerte von A positiv sind
und A deshalb positiv definit ist.

Beispiel IV.8.4. a) Es sei

A :=

 4 −2 3

−2 2 −1
3 −1 5

 .
Es gilt A1 = (4) und Det(A1) = 4 > 0. Man findet

A2 =

(
4 −2

−2 2

)
und Det(A2) = 4 > 0.

Schließlich berechnet man Det(A) = 10. Nach Satz IV.8.2 ist A positiv definit.
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b) Wir untersuchen

B :=

 4 −2 −4
−2 2 −1
−4 −1 5

 .
Wie in a) gilt Det(B1) = 4 > 0 und Det(B2) = 4 > 0. Zu guter Letzt berechnet man
Det(B) = −32. Wegen der negativen Determinante kann die Matrix B nicht posi-
tiv semidefinit sein. Wegen der 4 links oben ist B auch nicht negativ semidefinit.
Die Matrix B ist also indefinit (vgl. Bemerkung IV.8.3, b).
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V
Hilberträume

In diesem kurzen Kapitel gewähren wir einen ersten Einblick in die Theorie
der Hilberträume1 über den komplexen Zahlen. Sie spielen z.B. in der Quan-
tenmechanik eine große Rolle. Ein detaillierte Einführung in die Theorie der
Hilberträume und die Operatoren zwischen ihnen enthalten die Bücher [43]
und [44]. Kapitel III in [42] diskutiert den Zusammenhang mit der Quantenme-
chanik aus mathematischer Perspektive.

V.1 Definitionen

Ein Prähilbertraum ist ein unendlichdimensionaler unitärer Vektorraum (V, 〈·,
·〉). Ein Hilbertraum ist ein Prähilbertraum (V, 〈·, ·〉), der bzgl. der durch 〈·, ·〉
induzierten Norm ‖ · ‖ (Satz IV.3.5) vollständig ist ([36], 2.1.6 Definition, c). In
der Theorie der Hilberträume interagieren somit Analysis und lineare Algebra.

V.2 Der hilbertsche Folgenraum

Der in [40], Bemerkungen und Beispiele III.1.2, ii), eingeführte Vektorraum
Abb(N,C) ist der C-Vektorraum der Folgen komplexer Zahlen. Ein Element die-
ses Vektorraums notieren wir daher in der Form (zn)n∈N mit zn ∈ C, n ∈ N.
Skalarmultiplikation und Addition sind in dieser Notation gegeben durch

• ∀λ ∈ C ∀(zn)n∈N ∈ Abb(N,C) : λ · (zn)n∈N = (λ · zn)n∈N,

1Nach David Hilbert (1862 - 1943), einem deutschen Mathematiker.
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• ∀(wn)n∈N, (zn)n∈N ∈ Abb(N,C) : (wn)n∈N + (zn)n∈N = (wn + zn)n∈N.

Wir erklären

`2 :=

{
(zn)n∈N ∈ Abb(N,C)

∣∣∣ ∞∑
k=0

|zk|
2 <∞}.

Man bezeichnet eine Folge aus `2 auch als quadratsummierbar.

Bemerkung V.2.1. In der Integrationstheorie kennt man das Analogon der qua-
dratintegrierbaren Funktionen ([21], Abschnitt 10.3).

Lemma V.2.2. Die Menge `2 ist ein linearer Teilraum von Abb(N,C).

Beweis. Die Folge 0 = (zn)n∈N mit zn = 0, n ∈ N, ist offenbar in `2 enthalten.
Für eine komplexe Zahl λ und eine quadratsummierbare Folge (zn)n∈N gilt auf
Grund der üblichen Grenzwertregeln ([35], 2.6.8 Satz, ii), [38], II.1.3 Satz)

∞∑
k=0

|λ · zk|2 =
∞∑
k=0

|λ|2 · |zk|2 = |λ|2 ·
∞∑
k=0

|zk|
2 <∞.

Die Folge λ · (zn)n∈N gehört somit ebenfalls `2 an.
Es seien w, z ∈ C. Dann gilt 0 ≤ (|w|− |z|)2 = |w|2−2 · |w| · |z|+ |z|2 und deswegen

2 · |w| · |z| ≤ |w|2 + |z|2. (?)

Nun seien (wn)n∈N, (zn)n∈N ∈ `2. Wir schätzen wie folgt ab:

∞∑
k=0

|wk + zk|
2 ≤

∞∑
k=0

(
|wk|+ |zk|

)2
=

∞∑
k=0

(
|wk|

2 + 2 · |wk| · |zk|+ |zk|
2
)

(?)
≤

∞∑
k=0

(
2 · |wk|2 + 2 · |zk|2

)
≤ 2 ·

∞∑
k=0

|wk|
2 + 2 ·

∞∑
k=0

|zk|
2

<∞.
Damit ist (wn)n∈N + (zn)n∈N ∈ `2 nachgewiesen.

Im nächsten Schritt versehen wir `2 mit einem Skalarprodukt.
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Lemma V.2.3. i) Für quadratsummierbare Folgen (wn)n∈N, (zn)n∈N ∈ `2 konver-
giert die Reihe ∞∑

k=0

wk · zk

absolut.
ii) Die Vorschrift

〈·, ·〉 : `2 × `2 −→ `2(
(wn)n∈N, (zn)n∈N

)
7−→ ∞∑

k=0

wk · zk

definiert ein Skalarprodukt auf `2.

Beweis. Wir weisen Teil i) nach und stellen Teil ii) der Leserin bzw. dem Leser
als Übungsaufgabe. Es gilt

∞∑
k=0

|wk · zk| =
∞∑
k=0

|wk| · |zk|
(?)
≤ 1
2
·
( ∞∑
k=0

|wk|
2 +

∞∑
k=0

|zk|
2

)
<∞.

Dies ist die behauptete Aussage.

Satz V.2.4. Das Paar (`2, 〈·, ·〉) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Nach Lemma V.2.3, ii), ist (`2, 〈·, ·〉) ein Prähilbertraum. Wir haben also
noch zu zeigen, dass `2 bzgl. der Norm ‖·‖ vollständig ist. Es sei ((zkn)n∈N)k∈N eine
Cauchy-Folge in `2. Im ersten Schritt werden wir beweisen, dass (zkn)k∈N für jede
natürliche Zahl n ∈ N eine Cauchy-Folge in C ist. Da C bzgl. des komplexen
Absolutbetrags vollständig ist, definieren wir (zn)n∈N mit zn := lim

k→∞ zkn, n ∈ N.

Im zweiten Schritt verifizieren wir, dass (zn)n∈N ∈ `2. Im abschließenden dritten
Schritt wird überprüft, dass ((zkn)n∈N)k∈N gegen (zn)n∈N konvergiert.

Schritt 1. Sei ε > 0. Nach Voraussetzung gibt es eine natürliche Zahl k0, so
dass

∀µ, ν ≥ k0 :
∥∥(zµn)n∈N − (zνn)n∈N

∥∥ < ε.
Für n0 ∈ N ist offensichtlich die Ungleichung

|zµn0 − z
ν
n0
|2 ≤

∞∑
n=0

|zµn − z
ν
n|
2 =

∥∥(zµn)n∈N − (zνn)n∈N
∥∥2

erfüllt, und wir schließen

∀µ, ν ≥ k0 : |zµn0 − z
ν
n0
| < ε.
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Schritt 2. Es seien (zn)n∈N die im Überblick über den Beweis definierte Folge
und ε > 0. Nach Voraussetzung existiert eine natürliche Zahl k0, so dass

∀µ, ν ≥ k0 :
∞∑
n=0

|zµn − z
ν
n|
2 <

ε2

4
.

Insbesondere gilt

∀λ ∈ N∀µ, ν ≥ k0 :
λ∑
n=0

|zµn − z
ν
n|
2 <

ε2

4
.

Wir bilden nun den Grenzwert ν → ∞ und nutzen die Monotonie des Grenz-
werts ([35], 2.2.18 Satz) aus, um

∀λ ∈ N∀µ ≥ k0 :
λ∑
n=0

|zµn − zn|
2 ≤ ε

2

4

zu schließen. Daraus folgt

∀µ ≥ k0 :
∥∥(zµn)n∈N − (zn)n∈N

∥∥2 = ∞∑
n=0

|zµn − zn|
2 ≤ ε

2

4
,

so dass
∀µ ≥ k0 :

∥∥(zµn)n∈N − (zn)n∈N
∥∥ ≤ ε

2
< ε.

Insbesondere gilt (zk0n )n∈N − (zn)n∈N ∈ `2. Wegen (zk0n )n∈N ∈ `2 gilt auch

(zn)n∈N = (zk0n )n∈N −
(
(zk0n )n∈N − (zn)n∈N

)
∈ `2.

Schritt 3. Im zweiten Schritt haben wir bereits gesehen, dass

∀ε > 0∃k0 ∈ N∀µ ≥ k0 :
∥∥(zµn)n∈N − (zn)n∈N

∥∥ < ε.
Dies ist die Bedingung, dass ((zkn)n∈N)k∈N gegen (zn)n∈N konvergiert.

Der Hilbertraum (`2, 〈·, ·〉) wir als hilbertscher Folgenraum angesprochen.

V.3 Hilbertbasen

In [40], Aufgabe II.3.7, b), haben wir bereits den linearen Teilraum

Abb ′(N,C) :=
{
(zn)n∈N | zn = 0 für fast alle n ∈ N

}
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eingeführt und gezeigt, dass { e(k) |k ∈ N } mit e(k) = (e(k)n)n∈N und e(k)n = δkn,
k, n ∈ N, eine Basis für Abb ′(N,C) ist. Offenkundig gilt Abb ′(N,C) ⊂ `2. Damit
ist { e(k) |k ∈ N } eine linear unabhängige Teilmenge von `2. Da weiter

∀µ, ν ∈ N :
〈
e(µ), e(ν)

〉
= δµν,

ist { e(k) |k ∈ N } sogar ein Orthonormalsystem. Schließlich beachte man

∀k ∈ N∀(zn)n∈N :
〈
e(k), (zn)n∈N

〉
= zk. (??)

Informell können wir also

(zn)n∈N =

∞∑
k=0

〈
e(k), (zn)n∈N

〉
· e(k)

schreiben.

Aufgabe V.3.1. Beweisen Sie, dass für (zn)n∈N ∈ `2 die unendliche Reihe
∞∑
k=0

〈e(k),

(zn)n∈N〉 · e(k) in der durch 〈·, ·〉 definierten Norm ‖ · ‖ gegen (zn)n∈N konvergiert.

Ist schließlich (zk)k∈N =
∞∑
k=0

λk · e(k) eine konvergente Reihe, dann gilt λk = zk,

k ∈ N, auf Grund von (??). Die Koeffizienten λk, k ∈ N, sind somit eindeutig be-
stimmt. Angesichts dieser Eigenschaften nennt man { e(k) |k ∈ N } eine Hilbert-
basis für (`2, 〈·, ·〉). Ein Hilbertraum, der eine abzählbare Hilbertbasis besitzt,
wird separabel genannt. Jeder separable Hilbertraum ist zu (`2, 〈·, ·〉) isomorph.
In der Quantenmechanik wird mit separablen Hilberträumen gearbeitet [42],
Kapitel III, Axiom 1.
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polygone convexe étant donné, de combien de manières peut-on le partager
en triangles au moyen de diagonales?, J. math. pures appl. 3 (1838), 505-
7.3

[24] St. Marschner, P. Shirley, Fundamentals of computer graphics, CRC Press,
5. Aufl., 2021, xv+699 S.

[25] W.S. Massey, Cross products of vectors in higher-dimensional Euclidean
spaces, Amer. Math. Monthly 90 (1983), no. 10, 697-701.

[26] W.S. Massey, A basic course in algebraic topology, Graduate Texts in Ma-
thematics, Bd. 127, Springer-Verlag, New York, 1991, xvi+428 S.

[27] M. Mesbahi, M. Egerstedt, Graph theoretic methods in multiagent networks,
Princeton Series in Applied Mathematics, Princeton University Press, Prin-
ceton, NJ, 2010, xx+403 S.

[28] C. Meyer, Matrix analysis and applied linear algebra, mit 1 CD-ROM (Win-
dows, Macintosh und UNIX) und Lösungsbuch (iv+171 S.), Society for In-
dustrial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA, 2000, xii+718
S.

[29] E. Munch, A user’s guide to topological data analysis, Journal of Learning
Analytics 4 (2) (2017), 47-61, http://dx.doi.org/10.18608/jla.2017.
42.6.

[30] S.Y. Oudot, Persistence theory: from quiver representations to data analy-
sis, Mathematical Surveys and Monographs, vol. 209, American Mathe-
matical Society, Providence, RI, 2015, viii+218 S.

[31] C.M. Ringel, Representation theory of Dynkin quivers. Three contributions,
Front. Math. China 11 (2016), no. 4, 765-814.

[32] St. Roman, An introduction to Catalan numbers, mit einem Vorwort von
R. Stanley, Compact Textbooks in Mathematics, Birkhäuser/Springer,
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eingebetteter ebener Graph, 92
Einheit

Gruppe der —en, 22
Einheitssphäre, 135
endlich

er Darstellungstyp, 50
er Graph, 2
er Köcher, 9

Endomorphismenring einer Darstel-
lung, 18

Endomorphismus
einer Darstellung, 12
nilpotenter —, 21
orthogonaler —, 192
selbstadjungierter —, 158, 204
unitärer —, 192

Endpunkt, 9, 86
eines orientierten Kantenzugs, 86
eines Pfeils, 9

euklidisch
e Geometrie, 157
e Metrik, 98
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e Norm, 135
e Topologie, 80
er Abstand, 54, 80, 98, 168
er Vektorraum, 169

Euler, 1, 57
charakteristik, 77, 92

der kleinschen Flasche, 98
der Sphäre, 92
des Torus, 95

formel, 93
für Graphen, 93

scher Weg, 4, 9
Exponentialfunktion

komplexe —, 114
Extremwert, 215

Färbung der Ecken eines (einfachen)
Polygons, 65

Faktorregel, 141
Filtrierung

Čech-—, 105
Rips-—, 54, 99
Vietoris–Rips-—, 99

Fitting, 21
-Zerlegung, 21

Fläche, 93
eines Graphen, 93

Flächeninhalt eines Parallelogramms,
181

Flasche
kleinsche —, 92, 97

Eulercharakteristik der —n —,
98

Homologie der —n —, 98
Triangulierung der —n —, 98

Folge
quadratsummierbare —, 220

Folgenraum
hilbertscher —, 222

Fundamentalsatz der Algebra, 113,
114

Funktion

quadratintegrierbare —, 220
Funktionalanalysis, 167
Funktionentheorie, 115
Funktor, 45, 75

Darstellung eines Köchers als —,
46

Diagramm als —, 46
Reflexions—, 46
Vergiss—, 45

Gabriel, 50
Satz von —, 50

Gaußalgorithmus, 208
gekoppelte Pendel, 149
Geometrie

euklidische —, 157
geometrisch

e Realisierung, 83
er Simplizialkomplex, 81

Träger eines —n —es, 84
Gerade, 78
gerichteter Graph, 9
geschlossener

orientierter Kantenzug, 86
Weg, 3

Gleichung
einer Ebene, 183

Gram, 157, 175, 177, 209
— –Schmidt-Prozess, 157, 175, 177,

209
Orthonormalisierungsverfahren von

— –Schmidt, 157, 175, 177, 209
Graph, 2

Ecke eines —en, 2
eingebetteter ebener —, 92
endlicher —, 2
Fläche eines —en, 93
gerichteter —, 9
Knoten eines —en, 2
Kreis in einem —en, 7
zugrunde liegender —, 11
zusammenhänger —, 4
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Grundriss, 63
Gruppe

der Einheiten, 22
nhomomorphismus, 45
orthogonale —, 157, 194, 197
spezielle orthogonale —, 194, 197
spezielle unitäre —, 194
unitäre —, 194

Hamilton, 200
Satz von Cayley– —, 200

Hauptsatz der elementaren Zahlen-
theorie, 17

Hauptträgheitsachse, 206
Hauptvermutung, 86
head, 9
Heine, 114, 135

Satz von — –Borel, 114, 135
Hermite, 160
hermitesch

e Matrix, 160, 164, 204
Vektorraum der —n —en, 162

e Sesquilinearform, 160
positiv definite — —, 162

Hilbert, 219
Hilbertbasis, 223
Hilbertraum, 219

separabler —, 223
hilbertscher Folgenraum, 222
homöomorph, 54
Homöomorphismus, 79
Homologie

beständige —, 54, 102
der kleinschen Flasche, 98
des Torus, 97
gruppe, 73

nullte —, 91
zweite —, 92

klasse, 88, 89, 102
Lebensdauer einer —, 103

simpliziale —, 54
singuläre —, 86

Homomorphismus
Bild eines —, 13
Kern eines —, 13
zwischen Darstellungen, 12

Ideal
eines Rings, 22
maximales —, 23
zweiseitiges —, 22

idempotent
es Element, 18
System von orthogonalen —en Ele-

menten, 19, 23
Imaginärteil, 116
indefinit, 214, 217
Index, 213
injektiv, 47
Inklusionsabbildung, 12, 19, 23
Inneres, 56, 92

eines Polygons, 56
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Rang—, 32
invarianter linearer Teilraum, 195
isomorphe Darstellungen, 13
Isomorphismus

orthogonaler —, 193
unitärer —, 193
von abstrakten Simplizialkomple-

xen, 83
von Darstellungen, 13, 21

Jordan
block, 15, 25, 138

reeller —, 121, 139
köcher, 26

jordan
sche Normalform, 25, 113

reelle — — für Endomorphis-
men, 133

reelle — — für Matrizen, 124
scher Kurvensatz, 94

für (einfache) Polygone, 56
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Köcher, 9, 54, 113
Darstellung eines —s, 11, 54

als Funktor, 46
dualer —, 49
Ecke eines —s, 9
endlicher —, 9
Jordan—, 26
Kategorie der endlichdimensiona-

len Darstellungen eines —s,
44

Kategorie eines —s, 44
Knoten eines —s, 9
linearer — vom Typ A, 28, 54
Quelle in einem —, 34
Senke in einem —, 34
sternförmiger —, 16
Teil-—, 10
wilder —, 51
zahmer —, 51
zugrunde liegender Graph eines

—s, 11
zusammenhängender —, 11

Königsberg, 3
—er Brückenproblem, 3, 4, 6

Körperautomorphismus, 117, 159
Künnethformel, 96
Kaliningrad, 3, 6
Kamera, 63, 66
Kante, 2, 55
Kantengrad, 5
Kategorie, 43

der abstrakten Simplizialkomple-
xe, 68

der endlichdimensionalen Darstel-
lungen eines Köchers, 44

der endlichdimensionalen Vektor-
räume über einem Körper, 44

der Mengen, 44
der Vektorräume über einem Körper,

44
duale —, 49

eines Köchers, 44
Morphismus in einer —, 43
Objekt einer —, 43
Verknüpfung von Morphismen in

einer —, 43
Kern eines Homomorphismus, 13
Klasse, 43
Klein, 92
kleinsche Flasche, 92, 97

Eulercharakteristik der —n —, 98
Homologie der —n —, 98
Triangulierung der —n —, 98

Knoten, 2, 9, 59
eines Graphen, 2
eines Köchers, 9
verbindbare —, 4, 27

Koeffizient, 73
kompakt, 80, 114, 135
Komplement

orthogonales —, 174, 195
Komplex

Čech-—, 104
Rips-—, 98, 105

komplex
e Exponentialfunktion, 114
e Konjugation, 116, 117
konjugierte Matrix, 123

Komplexifizierung (eines reellen Vek-
torraums), 132, 134

Konjugation
komplexe —, 116, 117

konstanter Pfad, 10
Kreis in einem Graphen, 7
Kreispolygon

Anzahl der Triangulierungen ei-
nes —s, 57

Krull, 17
Satz von — –Schmidt, 1, 17, 25
Satz von — –Schmidt, 23

Kurvensatz
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jordanscher — für (einfache) Po-
lygone, 56

Länge, 3
eines Pfads, 10
eines Systems von orthogonalen

idempotenten Elementen, 19
eines Wegs, 3

Lösung eines Systems von linearen
Differenzialgleichungen erster
Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten, 140

Lösungsraum, 141
Lamé, 57
Laplace, 150
Laplace-Entwicklung, 150
Lebensdauer, 103
lexikographische Ordnung, 88, 95
linear

bzgl. eines Körperautomorphismus,
159

e Abbildung
adjungierte — —, 158, 204

er Köcher vom Typ A, 28, 54
er Teilraum

über R definierter — —, 118,
133

invarianter — —, 195
invarianter —er Teilraum, 195

Linearkombination
von orientierten Kantenzügen, 86
von Simplexen, 70

linker Nachfolger, 59
Loch, 90, 91
lokaler Ring, 23
loop, 2

Matrix
exponential, 136
hermitesche —, 160, 164, 204
komplex konjugierte —, 123
orthogonale —, 193

symmetrische —, 160, 164, 204
unitäre —, 194
Vektorraum der hermiteschen —

en, 162
Vektorraum der symmetrischen —

en, 162
maximales Ideal, 23
mehrfaches Vektorprodukt, 185
Menge, 43

Kategorie der —n, 44
Mengen-Klassen-Lehre, 43
Mengenlehre

axiomatische —, 43
Metrik, 168

euklidische —, 98
Morphismen

Verknüpfung von —, 43
Morphismus in einer Kategorie, 43
multilineare Abbildung

alternierende — —, 190
Museum, 63, 66

sproblem, 54, 63
swächter, 63

Nachfolger
linker —, 59
rechter —, 59

negativ
definit, 214
semidefinit, 214

Negativdefinitheit, 214
nichtausgeartet, 162, 179, 180
nilpotenter Endomorphismus, 21
Nordpol, 92
Norm, 135, 167

euklidische —, 135
zu einem Skalarprodukt, 169

Normalform
jordansche —, 25, 113
problem, 210, 214
reelle jordansche — für Endomor-

phismen, 133
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reelle jordansche — für Matrizen,
124

normierter Vektorraum, 168
Nulllösung, 153
Nullstelle

Vielfachheit einer —, 122

Objekt einer Kategorie, 43
offen, 94

e Teilmenge, 80
des Torus, 94

Operatornorm, 135
Ordnung

lexikographische —, 88
orientierter

abstrakter Simplizialkomplex, 68
Baum, 26, 59
Kantenzug, 86

Endpunkt eines —n —s, 86
geschlossener — —, 86
Linearkombination von —n —

en, 86
Startpunkt eines —n —s, 86

Zyklus, 10
Orientierung, 70
orthogonal

e Gruppe, 157, 194, 197
e lineare Teilräume, 174
e Matrix, 193
e Summe, 174, 178
e Vekoren, 174
er Endomorphismus, 192
er Isomorphismus, 193
es Komplement, 174, 195
spezielle —e Gruppe, 194, 197

Orthogonalsystem, 174
Orthonormalbasis, 157, 174
Orthonormalisierungsverfahren

von Gram–Schmidt, 157, 175, 177,
209

Orthonormalsystem, 174

Parallelogramm, 181

Flächeninhalt eines —s, 181
gleichung, 173

Parallelotop, 190
Volumen eines —s, 190

Pendel, 154
gekoppelte —, 149

Permutation, 23, 69
Pfad, 10, 59

algebra, 10, 19
konstanter —, 10
Länge eines —s, 10

Pfeil, 9
Endpunkt eines —s, 9
Startpunkt eines —s, 9

Polygon, 55, 63
Äußeres eines —, 56
Diagonale eines —s, 64
einfaches —, 55, 63
Färbung der Ecken eines (einfa-

chen) —s, 65
Inneres eines —, 56
jordanscher Kurvensatz für (ein-

fache) —e, 56
Triangulierung eines —s, 56

Polynomdivision, 207
positiv

definit, 162, 214
e hermitesche Sesquilinearform,

162
e symmetrische Bilinearform, 162

orientierte Basis, 182
semidefinit, 214

Positivdefinitheit, 214
Potenz

äußere, 190
Dimension der —n —, 191

Prähilbertraum, 219
Pregel, 3
Projektion

sabbildung, 19, 23
stereographische —, 92, 93
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Prozess
Gram–Schmidt- —, 157, 175, 177,

209
Punkt

als abstrakter Simplizialkomplex,
75

reeller —, 118
Pythagoras, 172, 173

Satz von —, 172, 173

quadratintegrierbare Funktion, 220
quadratsummierbare Folge, 220
Quantenmechanik, 219, 223
Quantenphysik, 158
Quelle in einem Köcker, 34
quiver, 9
Quotient einer Darstellung, 13
Quotiententopologie, 94, 97

Radikal, 179
Rand, 73
Ranginvariante, 32
Raum

topologischer, 54, 79
Realisierung

geometrische —, 83
Realteil, 116
rechter Nachfolger, 59
reell

e jordansche Normalform
für Endomorphismen, 133
für Matrizen, 124

er Jordanblock, 121, 139
er Punkt, 118
er Vektorraum

Komplexifizierung eines — —s,
132, 134

Reflexionsfunktor, 46
Regelmäßiges Vieleck, 54
Ring

lokaler —, 23
Rips, 54

filtrierung, 54, 99
komplex, 98, 105

russelsche Antinomie, 43

Sage, 97
Satz

von Cayley–Hamilton, 200
von Gabriel, 50
von Heine–Borel, 80, 114, 135
von Krull–Schmidt, 1, 17, 23, 25
von Pythagoras, 172, 173

Schleife, 2
schleifenfrei, 5
Schlinge, 2
Schmidt, 17, 157, 175, 177, 209

Gram– — -Prozess, 157, 175, 177,
209

Orthonormalisierungsverfahren von
Gram– —, 157, 175, 177, 209

Satz von Krull– —, 1, 17, 25
Satz von Krull– —, 23

Schwarz, 170, 171
Cauchy- — -Ungleichung, 171
Cauchy- — -Ungleichung, 170

Seite, 81
eines Simplex, 81

selbstadjungierter Endomorphismus,
158, 204

semidefinit
negativ, 214
positiv, 214

semilinear, 159, 202
Senke in einem Köcker, 34
separabler Hilbertraum, 223
Sesquilinearform, 158

Darstellungsmatrix einer —, 163
hermitesche —, 160, 164
positiv definite hermitesche —, 162
Vektorraum der —en, 166

Signatur, 157, 213
Simplex, 53, 68, 78, 80, 99

als topologischer Raum, 80
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dreidimensionales —
ist homöomorph zu einer Sphäre,

90
Ecke eines —, 81
eines abstrakten Simplizialkom-

plexes, 68
Linearkombination von —en, 70
Seite eines —, 81

simplizial
e Abbildung, 68
e Homologie, 54
e Kette, 69

Vektorraum der —n —n, 69
Simplizialkomplex, 53

abstrakter —, 67
geometrischer —, 81

singuläre Homologie, 86
Skalarprodukt, 162, 173

Norm zu einem —, 169
Standard—, 157, 159, 163, 175

Spektralsatz, 158, 205, 211, 214
spezielle

orthogonale Gruppe, 194, 197
unitäre Gruppe, 194

Sphäre, 90
Einheits—, 135
Eulercharakteristik der —, 92

Spiegelung, 198
Spur, 162
stabil, 153
Standardbasisvektor, 82
Standardsimplex, 78
Standardskalarprodukt, 157, 159, 163,

175
Startpunkt, 9, 86

eines orientierten Kantenzugs, 86
eines Pfeils, 9

stereographische Projektion, 92, 93
sternförmiger Köcher, 16
stetig, 140

e Abbildung, 79

Nicht jede bijektive — — ist ein
Homöomorphismus, 79

Strecke, 65
Strichcode, 32, 54, 103
Stufenwinkel, 182
Summe

direkte —
von Darstellungen, 14
von Vektorräumen, 47

orthogonale —, 174, 178
von Teildarstellungen, 12

surjektiv, 47
Sylvester, 157, 213

Trägheitssatz von —, 157, 213
Symmetriegruppe, 157, 193
symmetrisch

e Bilinearform, 160, 164
positiv definite — —, 162

e Matrix, 160, 164, 204
Vektorraum der —n —en, 162

e Sesquilinearform, 164
System

Orthogonal—, 174
Orthonormal—, 174
von linearen Differenzialgleichun-

gen erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten, 140

Lösung eines —, 140
von linearen Differenzialgleichun-

gen zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten, 149

von orthogonalen idempotenten Ele-
menten, 19, 23

tail, 9
Teildarstellung, 12

Durchschnitt von —en, 12
Summe von —en, 12

Teilköcher, 10
Teilmenge

offene —, 80
Teilraumtopologie, 80, 84
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Topologie, 79
euklidische —, 80
Quotienten-—, 94, 97
Teilraum-—, 80, 84

topologisch
e Datenanalyse, 104
er Raum, 54, 79

Simplex als — —, 80
Triangulierung eines —n —s, 86

Torus, 92, 94
Eulercharakteristik des —, 95
Homologie des —, 97
offene Teilmenge des —, 94
Triangulierung des —, 95

Träger, 11, 17, 25, 84
einer Darstellung, 11, 17, 25
eines geometrischen Simplizialkom-

plexes, 84
Trägheitssatz von Sylvester, 157, 213
Transformationsformel, 166, 210
Transposition, 69
Triangulierung, 53, 56, 86

Anzahl der —en eines Kreispoly-
gons, 57

der kleinschen Flasche, 98
des Torus, 95
eines Polygons, 56
en von Polygonen und binäre Bäume,

61

unabhängig
affin —, 78

Ungleichung
Cauchy–Schwarz- —, 171
Cauchy–Schwarz- —, 170

unitär
e Matrix, 194
er Endomorphismus, 192
er Isomorphismus, 193
er Vektorraum, 169
spezielle —e Gruppe, 194

universelle Eigenschaft, 47

unverkürzbarer Weg, 7
unzerlegbare Darstellung, 17, 121

Vektorprodukt, 180
mehrfaches, 185

Vektorraum
der Bilinearformen, 165
der hermiteschen Matrizen, 162
der Sesquilinearformen, 166
der simplizialen Ketten, 69
der symmetrischen Matrizen, 162
direkte Summe von —en, 47
euklidischer —, 169
Kategorie der —e über einem Körper,

44
Kategorie der endlichdimensiona-

len —e über einem Körper, 44
normierter —, 168
unitärer —, 169

verallgemeinerter Eigenraum, 123
verbindbar, 4

e Knoten, 4, 27
Verbindungsstrecke, 83
Vergissfunktor, 45
Verknüpfung von Morphismen in ei-

ner Kategorie, 43
vertex, 2
Vieleck, 54, 55

regelmäßiges, 54
Vielfachheit

algebraische — eines Eigenwerts,
123

einer Nullstelle, 122
Viereck, 56
Vietoris, 99

–Ripsfiltrierung, 99
vollständig, 137, 219

e Dimension, 18
Volumen eines Parallelotops, 190

Wächterproblem, 54
Weg, 3
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eulerscher —, 4, 9
geschlossener —, 3
unverkürzbarer —, 7

wilder Köcher, 51
Winkel, 157, 171
Wurzel, 59

eines binären Baums, 59

zahmer Köcher, 51
Zeilenstufenform, 30
zugrunde liegender

abstrakter Simplizialkomplex, 83
Graph, 11

zulässige Folge, 36
zusammenhängend, 4, 87, 93

er Graph, 4
er Köcher, 11

Zusammenhangskomponente, 4, 27,
93

Zweieck, 57
zweiseitiges Ideal, 22
Zyklus, 73, 86

orientierter —, 10
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