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Grundlegende Begriffe der
Darstellungstheorie von Kochern

Graphen und gerichtete Graphen, die auch Koécher genannt werden, kénnen
verwendet werden, um komplizierte Prozesse und Gebilde auf einfache Weise zu
veranschaulichen. Ein bekanntes Beispiel sind Liniennetzpldne im OPNV. Die
mit der Darstellung verbundene Vereinfachung ermdéglicht oft tiefere Einblicke
in die entsprechende Struktur. Das klassische Beispiel ist EulersE] Losung des
konigsberger Briickenproblems [12], die allgemein als Geburtsstunde der Gra-
phentheorie angesehen wird. In Abschnitt [I. 1| fihren wir die Grundbegriffe der
Graphentheorie ein und stellen als Motivation Eulers Loésung des Bruickenpro-
blems vor. Anschliefend wenden wir uns den gerichteten Graphen zu, die wir
wie in der Darstellungstheorie tiblich als Kocher bezeichnen. Eine Darstellung
eines Koéchers ist ein Objekt der linearen Algebra. In Abschnitt besprechen
wir die Grundlagen der Klassifikation von Koécherdarstellungen. Die Klassifi-
kation von endlichdimensionalen Vektorrdumen und der Satz tiber die jordan-
sche Normalform sind Beispiele. Der Satz von Krull-Schmid{l.4.16| reduziert
das Klassifikationsproblem auf die Klassifikation von unzerlegbaren Darstel-
lungen. In den Abschnitten [I.6|und [I.7| erkldren wir schlieBlich die Klassifikati-
on von unzerlegbaren Darstellungen von Kéchern vom Typ A.

Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker, Physiker, Astronom, Geograph,
Logiker und Ingenieur.



Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Kéchern

Hinweise zur Literatur.

Eine Einfihrung in die Graphentheorie gibt z.B. das Buch [8]. Der Anhang des
Buchs [30] enthilt eine Einfiihrung in die Darstellungstheorie von Kéchern, die
im Hinblick auf Anwendungen auf bestandige Homologie (s. Kapitel [II) geschrie-
ben wurde. Allerdings richtet sich diese Einflihrung an weiter fortgeschrittene
Leserinnen und Leser. In dem Artikel [31] werden ebenfalls die Grundbegriffe
der Darstellungstheorie von Kéchern eingeftihrt und die Zerlegung in unzerleg-
bare Darstellung erlautert. Der Artikel enthélt auch einen Beweis der Resultate
aus Abschnitt [.6] In [22] werden die Darstellungstheorie auf der Basis grund-
legender linearer Algebra entwickelt und einige grundlegende darstellungstheo-
retische Konzepte vorgestellt. Naturlich gibt es auch verschiedene Lehrbticher
zur Darstellungstheorie der Koécher. Wir verzichten allerdings an dieser Stel-
le auf Referenzen, weil diese Blicher zu umfangreich sind. Einige von ihnen
werden selbstverstandlich in den genannten Quellen zitiert.

I.1 Graphen und das konigsberger
Briickenproblem

Es sei X eine nichtleere Menge. Auf X x X fithren wir die Aquivalenzrelation
(xny1) ~ (x,42) = g =x2Ay1=y2) V(xi =y2 Ay =x3)

ein. Wir bezeichnen mit X?) die Menge der Aquivalenzklassen. Die Menge X
ist die Menge der ungeordneten Paare von Elementen aus X. Wir kénnen X%
auch als die Menge der Teilmengen von X auffassen, die ein oder zwei Elemente
umfassen.

Ein (endlicher) Graphist ein Tripel I' = (V, E, ¢), das sich aus einer nichtleeren
endlichen Menge V, einer (moglicherweise leeren) Menge E und einer Abbildung
¢: E — V@ zusammensetzt. Die Elemente von V heifien Ecken oder Knoten/
diejenigen von E Kanten.ﬁ Eine Kante e € E mit #(¢(e)) = 1 nennen wir auch
eine Schlinge oder Schleife. Graphen koénnen wir zeichnen. Die Knoten stel-
len wir uns als Punkte in der Ebene vor, und eine Kante e mit ¢(e) = {v,w}
zeichnen wir als Verbindungslinie zwischen den Knoten v und w. Dabei ist zu
beachten, dass in dem Bild fiir alle v,w € V auch wirklich #(e¢~'({v,w})) Verbin-
dungslinien sichtbar sind. Die folgende Abbildung zeigt einen Graphen. Hier
gilt V=1{1,2,3,4,5,6,7} und E = {qa,b,c,d,e,f,g,h}. Die Leserin bzw. der Leser
moge die Abbildung ¢: E — V2 selbststindig definieren. Es gilt z.B. ¢(d) = {1}.

2Engl. vertices.
SEngl. edges.
4Engl. loop.



I.1. Graphen und das kénigsberger Briickenproblem

Abbildung I.1: Ein Graph

Graphen begegnen einem im tdglichen Leben, z.B. als Netz- und Schalt-
plane, und in wichtigen Anwendungen, z.B. in Netzwerken zur Energieversor-
gung [27]. Es lohnt sich also, sich mit dieser Struktur eingehender zu beschafti-
gen. Im Mathematikstudium geschieht dies in den Vorlesungen zur diskreten
Mathematik. Hier méchten wir das Thema nicht allzusehr vertiefen. Als Mo-
tivation wird lediglich die klassische Anwendung der Graphentheorie auf das
sogenannte konigsberger Bruckenproblem besprochen. Hier zeigt sich bereits,
wie konkrete Probleme mit Hilfe von Graphentheorie modelliert werden kénnen
und Satze uber Graphen entstehen und interpretiert werden kénnen.

Die Stadt Kénigsbergﬂ wird durch den Fluss Pregel in zwei Teile geteilt. Zu-
dem gibt es zwei Inseln im Fluss. Die beiden Stadtteile und die Inseln waren
im achtzehnten Jahrhundert durch insgesamt sieben Briicken verbunden (s.
Abbildung [[.2). Es wurde gefragt, ob es einen Spaziergang durch Konigsberg
gibt, bei dem man jede Briicke genau einmal tiberquert. Als Verscharfung ist
ein Spaziergang gesucht, bei dem man jede Briicke genau einmal uberquert
und der einen zum Ausgangspunkt zurtickfiihrt.

Es seien I' = (V| E, ¢) ein Graph und v,w € V. Ein Weg vonv nachw (in I') ist
ein Tupel y = (ey,....,e,) von Kanten, so dass es Knoten vy, ...,v,; € V gibt, far
die

* v=v;, w=v,, und
* eley) ={vi,vinh i=1,..,n,

gilt. Der Weg ist geschlossen, wenn v = w gilt. Die Zahl n wird auch die Ldnge
des Wegs genannt.

Bemerkung1.1.1. i) Die Knoten vy, ..., v,,;; sind durch die Kanten ey, ..., e, eindeu-
tig bestimmt. Der Deutlichkeit halber schreiben wir einen Weg y = (ey,....,e,)

SHeute Kaliningrad (Russland).
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Abbildung 1.2: Die sieben Bruicken von Kénigsberg

auch in der Form
Vi€V ++ - Vn€nVny1.

ii) Geschlossene Wege der Lange eins sind gerade Schleifen.

Ein Graph ist zusammenhdingend, wenn es zwischen je zwei verschiedenen
Knoten v,w € V einen Weg vy gibt.

Bemerkung 1.1.2. Zwei Knoten v,w € V in einem Graphen I' = (V,E,¢) sind
verbindbar, wenn es einen Weg von v nach w in I' gibt. Damit definieren wir die
Relation ,~* auf V durch

v~w &= (v=w)V (vund w sind verbindbar).

3

Man vergewissert sich, dass ,~ eine Aquivalenzrelation ist. Es seien Vi,...,V,
die Aquivalenzklassen von ,~*, E; := {e € E|e(e) € Vi(z)} und ¢: E; — Vi(z),
e — ¢(e), i = 1,...,L. Die Graphen I = (Vi,E,¢1),...,v = (Vi, Eq, &) sind die
Zusammenhangskomponenten von I (vgl. [35], Aufgabe 6.3.1).

Ein eulerscher Weg in einem Graphen I ist ein Weg y = (ey,...,e,), in dem
jede Kante genau einmal vorkommt, d.h.

E={e..,en} und #(E)=mn.

Die folgende Frage ist eine Verallgemeinerung des konigsberger Briickenpro-
blems.

4



I.1. Graphen und das kénigsberger Briickenproblem

Problem 1.1.3. Wann besitzt ein Graph einen eulerschen Weg?

Wir erkennen sofort, dass Schleifen das Problem nicht verkomplizieren (s.
Bemerkung [[.1.6). Da wir aus jedem Graphen die Schleifen problemlos entfer-
nen kénnen, nehmen wir im Folgenden an, dass I' schleifenfrei ist, d.h.

{ecEl#(ele)) =1} =2.

Fir einen schleifenfreien Graphen I' und einen Knoten v € V ist der Kantengrad
von v als

d(v) :=#{ecElvee(e)}
definiert. Problem hat nun die folgende elegante Losung.

Satz 1.1.4. Es seil = (V, E, ¢) ein schleifenfreier zusammenhdngender Graph.

i) In T gibt es genau dann einen geschlossenen eulerschen Weg, wenn jeder
Knoten einen geraden Grad aufweist.

ii) In T existiert genau dann ein nicht geschlossener eulerscher Weg, wenn es
in V genau zwei Knoten von ungeradem Grad gibt.

Beweis. Es sei y = (ey,...,e,) ein eulerscher Weg. Gemaf3 Bemerkung i),
schreiben wir

Vi€1Va -+ + - Vn€nVn41.

Es seien v ein Knoten und i1 € {2,...,n} ein Index mit v = v;. Dann sind e; ;
und e; zwei verschiedene Kanten, die v enthalten. (Jede Kante kommt in y nur
einmal vor.) Ist j € {2,...,n} ein weiterer Index mit v = vj;, so sind e;_; und e;
zwei weitere Kanten, die v enthalten.ﬁ Gilt schliefSlich v = vy, dann ist e; eine
zusatzliche Kante, die v enthélt. Dasselbe gilt fur e,, wenn v = v,,;. Da vy jede
Kante von I' enthélt, finden wir so alle Kanten, die v enthalten, d.h.,

dv) =2-#{ie{2,.,n}lv=v}+#{ic{l,n+1}v=w}. (I.1)

Zu i). Wenn der Weg y geschlossen ist, dann folgt aus ([.1), dass die Grade
aller Knoten gerade Zahlen sind.

Sei umgekehrt n die maximale Lange eines Wegs, in dem jede Kante von I
hochstens einmal auftritt. Wir wahlen einen Weg vy = (ey, ..., e,) der Lange n, in
dem sich keine Kante wiederholt, und schreiben ihn in der Form

Vi€i1Vy -+ - Vp€npVn4t.

Wir beobachten, dass v; = v,;;. Ansonsten zeigt die zu Beginn besprochenen
Abzdhlung der Kanten in einem Weg, dass y eine ungerade Anzahl von Kanten,

6Da I" keine Schleife enthélt, muss [i —j| > 2 gelten.
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die v,;; enthalten, durchlauft. Da d(v,;) aber gerade ist, gdbe es noch min-
destens eine weitere Kante e, die v,,; enthalt, und (ey, ..., e,1) wire ein Weg,
in dem sich keine Kante wiederholt. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von
n. Wenn vy kein eulerscher Weg ist, dann gibt es eine Kante e,, die in y nicht
vorkommt. Wenn keiner der beiden Knoten in ¢(ey) = {wy,w;} in {vy,...,vn 1}
vorkommt, dann wahlen wir einen Weg n = (fy, ..., f;), der w; und v, verbindet.
(Der Graph I' wurde als zusammenhangend vorausgesetzt.) Wir schreiben

n=wifiwy---wefewi, Wy = v,

Weiter sei

jr=min{t€{2,..,0+1}Hw, €{vi,.cvnir}}.

Dann ist fj_; eine Kante, die ebenfalls nicht in y erscheint, aber einen Knoten
enthalt, der auf vy liegt. Da der Weg vy geschlossen ist, kdnnen wir jeden Kno-
ten auf diesem Weg als Start- und Endpunkt wihlen. Nach einer geeigneten
Umnummerierung gibt es somit eine Kante e,;; die nicht auf vy liegt, so dass
e(ens1) = {vn+1,Vni2 }. Dann ist (ey,...,e,,1) ein weiterer Weg, in dem sich keine
Kante wiederholt. Das widerspricht der Wahl von n.

Zu ii). Wenn in der zu Beginn geflihrten Diskussion v; # v, gilt, dann
folgt mit Formel ([.1), dass v; und v,,; einen ungeraden Grad haben und alle
anderen Knoten einen geraden Grad.

Es seien v,w € V zwei verschiedene Knoten von ungeradem Grad, so dass die
verbleibenden Knoten einen geraden Grad aufweisen. Wir fliigen dem Graphen
I' nun eine Kante e,,, zu, die v und w verbindet, d.h., wir bilden I= Vv, E,E) mit
E:=EU{e,,) und g: E — V@ mit £(e,,,) := {v,w} und £(e) = ¢(e) fiir e € E. Der
Graph T erfiillt nun die Voraussetzung von Teil i). Es gibt also einen geschlos-
senen eulerschen Weg (e, ..., e,, e,,,). Damit ist y = (e, ..., ;) ein eulerscher Weg
inTl. []

Beispiel 1.1.5. Der Graph des konigsberger Briuickenproblems hat drei Knoten
vom Grad drei und einen Knoten vom Grad funf (s. Abbildung [.3). In ihm gibt
es also keinen eulerschen Weg.

Bemerkung 1.1.6. Wenn man in I' auch Schleifen zulassen moéchte, dann muss
man vereinbaren, dass jede Schleife zum Grad des Knotens, an dem sie anliegt,
den Wert zwei zum Kantengrad beisteuert. Satz behalt dann Gultigkeit.

Aufgabe 1.1.7. Schauen Sie sich einen aktuellen Stadtplan von Kaliningrad an
und erstellen Sie den zugehoérigen Graphen. Gibt es heutzutage einen Weg bzw.
einen geschlossenen Weg, bei dem jede Briicke genau einmal tiberquert wird?

6



I.1. Graphen und das kénigsberger Briickenproblem

7N

Abbildung 1.3: Der Graph des konigsberger Briickenproblems

Baume

Es sei I' = (V,E,¢) ein Graph. Ein Weg v = vieyv, - - - vpeqvny ist unverktirzbar
, wenn die Knoten vy, ...,v,,;; verschieden sind. Es gilt dann insbesondere v, #
Vn4i.

Bemerkung 1.1.8. Es sei vy = viejvy---vpe, vy €in Weg in ' mit v; # v,1. Wenn
1 <i<j<n+1Indizes mit v; = v; sind, dann ist y' =viejvy- - vi_jei_1viejvjiq -+ - vy
envn+1 €benfalls ein Weg von vy nach v, ;. Wenn wir diese Konstruktion iterieren,
dann erhalten wir schlussendlich einen unverkiirzbaren Weg von v; nach v, ;.

Ein Kreis ist entweder eine Schleife oder ein geschlossener Weg y = vie;v,e;vy
mit e; # e, oder ein geschlossener Weg y = vie;v; - - - ve,vy mit n > 3, so dass der
Weg viejvs - - - v_1e, 1V, unverkurzbar ist.

Bemerkung 1.1.9. Es seien n > 3 und vy = vie;v; - - - ve, vy ein Kreis. Wir konnen
jeden Knoten v € {vy,...,v, } als Start- und Endpunkt des Wegs y wahlen. Die
Eigenschaft, ein Kreis zu sein, hangt naturlich nicht von der Auswahl dieses
Knotens ab, d.h., der Weg vie;vi.;---vi_,e;_,v;_; ist ebenfalls unverkurzbar, i =
2, ... M.

Der Graph I' = (V|E,¢) ist ein Baum, wenn er zusammenhingend ist und
keinen Kreis enthalt.

Bemerkung 1.1.10. Wenn I" ein Baum ist, dann gibt es a) keine Schleife, so dass
es keine Kante e € E mit #¢(e) = 1 gibt, und b) keinen Kreis der Lange zwei, so
dass es zu zwei verschiedenen Knoten v;,v, € V hochstens eine Kante e € E mit
e(e) ={vi, v, } gibt. Es folgt insbesondere, dass ¢ injektiv ist.

Satz I.1.11. Fiir einen zusammenhdngenden Graphen I' = (V,E, ¢) sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

i) T ist ein Baum.
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ii) T enthdilt keine Schleife, und zu je zwei verschiedenen Knoten v,v’' € V gibt
es genau einen unverktirzbaren Weqg vy, der v mit v’ verbindet.

iii) Fiir jede Kante e € E hat I, := (V,E \ {e}, ¢r\(¢y) hat genau zwei Zusammen-
hangskomponenten.

Bewseis. ,i) = 1i)*. Da Schleifen Kreise sind und ein Baum keine Kreise ent-
hélt, enthalt I keine Schleife. Es seien y = ve;v; - - -vyeqv' und 8 = vfiw, - - - wpfv/
zwei unverkuirzbare Wege von v nach v'. Es sei t :== min{i € {1,...,n}|e; # fi}.
Dieses Minimum existiert, weil v und & verschieden sind und y kein Teil von &
sein kann, denn b ist unverkurzbar. Falls « > 2, betrachten wir die beiden ver-
schiedenen unverkiirzbaren Wege y = viev -+ - vpenv' und 8 = vifwe g - - wypfpy’
von v, nach v/. Wir diirfen also ohne Beschriankung der Allgemeinheit e; # f;
voraussetzen.

Wenn {v,,..,vn} N{wy .., W, } = &, dann ist ve;v,---vyev'fyw,---wifv ein
Kreis. Das ist ein Widerspruch. Es seien iy := min{i = 2,...,n|v; € {wy, ..., W} }}
und jo € {2,...,p } der Index mit w;; =v;;. Dann sind vy’ = ve;v;---v;,_je;,_v;, und
d" = vfiywy - - wj, 1 fj, vy, Zzwei Wege von v nach v nach vy,. Da iy > 2 und vy un-
verkuirzbar ist, gilt v # v;;. Aus der Tatsache, dass vy und 6 unverkuirzbar sind,
folgt, dass v’ und &’ unverktirzbar sind. Da e; # f;, sind vy’ und &’ verschieden.
Schlieglich gilt nach Konstruktion {v,, ...,viy_1 } N {wa, .., wj,_1 } = @[]

»ii) = iii)“. Es sei e € E eine Kante. Da I' nach Voraussetzung keine Schleife
enthalt, gilt ¢(e) = {v,v’'} mit v # v'. Wir behaupten, dass v und v’ in verschie-
denen Zusammenhangskomponenten von I liegen. Wenn y = vfiv, --- v, fv’ ein
unverkurzbarer Weg in I, ist, der v und v’ verbindet, dann ist y auch in T' ein
unverkurzbarer Weg, der v und v’ verbindet. Wegen e ¢ E\{e} ist 6 = vev’ ein von
v verschiedener unverkiirzbarer Weg in I', der v und v’ verbindet. Dies wider-
spricht der Voraussetzung. Zu guter Letzt miissen wir Uberpriifen, dass jeder
Knoten w von I, entweder mit v oder mit v/ verbunden werden kann. Es sei
Y =wev; - - -vpenv' ein unverkiirzbarer Weg in I', der w mit v/ verbindet. Ein sol-
cher Weg existiert, weil I' als zusammenhangend vorausgesetzt wurde. Wenn y
die Kante e nicht enthalt, dann ist y ein unverkuirzbarer Weg in I, der w mit v’
verbindet. Wenn vy die Kante e enthalt, dann gilte, =eund e; #e,i=1,..,n—1,
weil v unverkuiirzbar ist. Somit ist vy’ = wejv,---v,_1e,1v ein unverkiirzbarer
Weg in I, der w mit v verbindet.

»iii) = i)*. Es sei e € E eine Schleife. Da I' zusammenhédngend ist, gibt es
zu zwei verschiedenen Knoten v,v’ € V einen unverkuirzbaren Weg, der v mit v’
verbindet. Ein unverkurzbarer Weg enthdalt aber keine Schleife. Wir schlief3en,
dass I, immer noch zusammenhdngend ist. Unter Voraussetzung iii) kann I
keine Schleife enthalten. Nun seien n > 2 und y = vie;v,---v,e,v; ein Kreis.

"Die Voraussetzung e; # f1; wir im Fall iy = 2 benétigt.



[.2. Kocher und ihre Darstellungen

Abbildung I.4: Ein Koécher

Dann ist v = vieyv, - - - v, _1e,1v, €in unverkirzbarer Weg, der v; mit v, verbin-
det und der die Kante e, nicht enthilt. Ebenso ist v” = v,e,_1vn_1 - v2e1v; ein
unverkurzbarer Weg, der v,, mit v; verbindet und der die Kante e,, nicht enthalt.
Es seien v,v' € V zwei verschiedene Knoten und y ein Weg in I, der v mit v’
verbindet. Wir kénnen in vy jedes Vorkommen von e, durch y’ oder y” ersetzen
und so einen Weg b in I, konstruieren, der v mit v’ verbindet. Damit ist T,
ein zusammenhangender Graph. Setzen wir also iii) voraus, dann muss I' ein
Baum sein. 0

Aufgabe 1.1.12. Gegeben sei ein Baum I' = (V| E, ¢).

a) Es sei vy = viev; - - - vpenviny €in unverkurzbarer Weg maximaler Lange in
I'. Beweisen Sie, dass der Kantengrad von v; (in I') eins ist.

b) Zeigen Sie #V = #E + 1.
Hinweis. Teil a) gestattet es Ihnen, das Resultat induktiv zu beweisen.

c) Bestimmen Sie alle Baume, die einen eulerschen Weg zulassen.

I.2 Kocher und ihre Darstellungen

Ein (endlicher) Kécherﬁ oder gerichteter Graph ist ein Quadrupel Q = (V, A, t, h),
das aus endlichen Mengen V und A und Abbildungen t,h: A — V besteht.
Die Elemente von V heifen nachwievor Ecken oder Knoten und die Elemente
von A Pfeilef| Fur einen Pfeil a € A ist t(a) der Startpunk{®und h(a) der End-
punkt. Wir stellen uns ein Element a € A wirklich als Pfeil vor, der von t(a)
auf h(a) zeigt. Wie Graphen kénnen wir Kécher zeichnen. Abbildung zeigt
ein Beispiel.

8Engl. quiver.
9Engl. arrow.
10Engl. tail.
1Engl. head.
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Bemerkung 1.2.1. Der Begriff Kocher statt gerichteter Graph ist vor allem in der
Darstellungstheorie gebrauchlich. Da wir hier die Grundlagen dieser Darstel-
lungstheorie besprechen mochten, werden wir von Kéchern sprechen.

Es sei Q = (V,A,t,h) ein Kocher. Ein Teilkécher ist ein Paar R = (W,B), in
dem W C V und B C A Teilmengen sind, so dass t(b),h(b) € W fur alle Pfeile
b € B gilt. Das Tupel (W, B, t5, hp) ist somit ein eigenstandiger Kocher, den wir
abermals mit R bezeichnen.

Es sei n > 1. Ein Pfad der Lédnge n in dem Koécher Q = (V, A, t, h) ist ein Tupel
p = (ay,..., a,) von Pfeilen ay,...,a, € A, so dass h(q;) =t(aig), i=1,..,n—1. Gilt
dabei h(a,) = t(a;), dann sprechen wir von einem orientierten Zyklus.

Bemerkung 1.2.2. Es sei Q = (V,A,t,h) ein Kocher. Fir jeden Knoten v € V
fihren wir formal den konstanten Pfad f, der Lange 0 ein, der in v startet und
endet. Pfade p = (ay,...,a,) und q = (by, ..., b,) mit h(a,,) = t(b;) kébnnen zu dem
Pfad q xp = (ay, ..., i, b1, ..., by ) verkntlipft werden. Wir vereinbaren weiter, dass
fhian) * P =P = P * fi(q,) fUr jedes n > 1 und jeden Pfad p = (ay, ..., a,) der Lange n
in Q. Zudem gilt f, » f, = f, flir jeden Knoten v € V.

Der Kocher Q enthilt genau dann keinen orientierten Zyklus, wenn die
Lange der Pfade in Q nach oben beschrankt ist. Wenn es in Q einen orien-
tierte Zyklus gibt und n > 1 seine Lénge ist, dann hat der Pfad p' = px--- % p
(¢ Faktoren) die Lange {-n, n > 1. Wenn p = (ai, ..., a,) ein Pfad ist, flir dessen
Lange n > #V gilt, dann muss ein Knoten von p zweimal durchlaufen werden,
d.h., es gibt ein vy € V und Indizes 1 < i < j < n, so dass t(a;) = vo = h(q;).
Damit ist p’ = (aj, ..., q;) ein orientierter Zyklus.

Aufgabe 1.2.3 (Die Pfadalgebra). Es seien Q = (V, A, t,h) ein Kocher, 1T die Menge
der Pfade in Q und P ein k-Vektorraum, der eine Basis der Form (b,,p € TI)
besitzt['| Far Pfade p = (ay, ..., a) und q = (by, ..., b,) setzen wir

b oeb by, falls hiay,) = t(by)
q®0p = 0, falls h(an) # t(by)

Weiter definieren wir far einen Pfad p = (ay,...,a,) € IT und einen Knoten v € V
| bgep =bp, falls h(a,)=v
br, @ bp := { 0, falls h(ay,) £ v

sowie
— bp*f\, = bp, falls t(CL]) =V
O @ br = { 0, falls t(a;) #v

12Wenn Sie nicht mit unendlichdimensionalen k-Vektorrdumen arbeiten méchten, kénnen
Sie annehmen, dass Q keinen orientierten Zyklus enthilt. Aus Bemerkung folgt, dass TT
endlich ist, so dass Sie P = k*'" wahlen kénnen.
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[.2. Kocher und ihre Darstellungen

Schlieglich erklaren wir fiir Knoten v,w € V

b [ ] b = bfv*fv - bf\,) falls vV =W
fy fw «— O’ fa]ls v % W .

Mit diesen Festlegungen fihren wir die Abbildung

:PxP—P

(Zocp-bp,ZBp-bp) — ) ag-Bp-bgeb,

pell pell (q,p)€TTXIT

ein. Es sei (P,+,0) die abelsche Gruppe des Vektorraums P. Beweisen Sie, dass
es ein Element 1 # 0 in P gibt, so dass (P, +,e) mit 0 und 1 ein Ring im Sinne
von [40], Definitionen I1.3.1, ist. Wann ist dieser Ring kommutativ?

Der einem Kocher Q = (V, A, t,h) zugrunde liegende Graphist I'(Q) = (V, A, ¢)
mit e: A — V¥, a+—— {t(a),h(a) }. Dem Koécher in Abbildung [.4{liegt der Graph
aus Abbildung [I. 1| zugrunde. Ein Kécher Q ist zusammenhdngend, wenn der Q
zugrunde liegende Graph I'(Q) zusammenhéangend ist.

Wie bereits angedeutet mochten wir Kocher nicht um ihrer selbst Willen
untersuchen, sondern sie dazu einsetzen, interessante Klassifikationsprobleme
in der linearen Algebra zu formulieren, die wir dann mit Methoden der linearen
Algebra untersuchen werden. Wir fixieren dazu einen Korper k. Es sei Q =
(V, A, t,h) ein Kocher. Eine Darstellung von Q ist ein Tupel R = (R,,v € V,f,,a €
A), das aus endlichdimensionalen k-Vektorrdumen R,, v € V, und k-linearen
Abbildungen f,: Ryq — Rn(q), a € A, besteht. Das Tupel d(R) = (Dimy(R,),v € V)
ist der Dimensionsvektor der Darstellung R. Das folgende Beispiel zeigt auf, dass
wir uns bereits mit diesen Objekten beschéftigt haben.

Beispiel 1.2.4. a) Es sei Q = o. Eine Darstellung von Q ist dasselbe wie ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum.

b) Fir Q = 1 -5 2 besteht eine Darstellung von Q aus endlichdimensionalen
k-Vektorraumen R;, R, und einer k-linearen Abbildung f: Ry — R,.

c) Es sei Q der Kécher
+ )

i.e., V={e}, A ={a} und t(a) = ¢ = h(a). Eine Darstellung von Q setzt sich aus
einem endlichdimensionalen k-Vektorraum R und einem k-linearen Endomor-
phismus f: R — R zusammen.

Einer Darstellung R = (R,,v € V,f,,a € A) des Kbéchers Q = (V, A, t,h) ordnen
wir den Teilk6cher Tr(R) = (Wy, Bg) mit W :={v € V|R, # 0} und By := {a €
A|fq # 0} zu und nennen ihn den Tréger von R.

Viele der Begriffe und Konstruktionen, die in der Vorlesung ,Lineare Algebra
I* fiir Vektorrdume eingefiihrt wurden (s. [40], insbesondere Kapitel III), lassen
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Kéchern

sich auf Kécherdarstellungen verallgemeinern. Wir beginnen mit einer kleinen
Auswahl.

Es seien weiterhin k ein Kérper und Q = (V,A,t,h) ein Kocher. Eine Teil-
darstellung einer Darstellung R = (R,,v € V,f,,a € A) von Q ist ein Tupel
u = (u,,v € V), in dem U, C R, ein linearer Teilraum ist, v € V, und far das
fa(ut(a)) - Uh(a), acA, gﬂt.

Bemerkung 1.2.5. Wenn U = (U,,v € V) eine Teildarstellung von R = (R,,v €
V,fq,a € A) ist, dann ist fur jeden Pfeil a € A das Bild von fgy, ,: Uia) — Riq)
im linearen Teilraum Uy, C Ry enthalten, und es ergibt sich eine induzierte
lineare Abbildung Fa: Uyq) — Up(e. Das Tupel (U,,v € V,ﬂ,a € A) ist dann
ebenfalls eine Darstellung von Q, die wir weiterhin mit U bezeichnen.

Aufgabe 1.2.6. Es seien Q = (V, A, t,h) ein Kécher, R = (R,,v € V,f,,a € A) eine
Darstellung von Q und T = (T,,v € V), U = (U,,v € V) Teildarstellungen von Q.
a) Beweisen Sie, dass TN U := (T, N U,,v € V) ebenfalls eine Teildarstellung
von R ist.
2 Zeigen Sie, dass auch T+ U := (T, + U,,v € V) eine Teildarstellung von R
ist /)

Wie fir Vektorraume ist es ferner wichtig, geeignete Abbildungen zwischen
Darstellungen zu untersuchen. Seien dazu R = (R,,v € V,f,,a € A) und S =
(Sv,v € V,gq,a € A) Darstellungen von Q. Ein Homomorphismus ¢: R — S ist
ein Tupel ¢ = (@,,v € V), in dem ¢,: R, — S, eine lineare Abbildung ist, v € V,
so dass @p(q) © fq = ga © () fur jeden Pfeil a € A gilt, d.h., das Diagramm

fa
Rt() — Rn(q)

(pt[a)l l‘f’h(al

Ja
Stta) — Sh(a)

ist kommutativ. Fur eine Darstellung R wird ein Homomorphismus ¢: R — R
auch ein Endomorphismus von R genannt.

Beispiel 1.2.7. a) Fur jede Darstellung R = (R,,v € V,f,,a € A) ist Idg := (Idg,,Vv €
V) ein Endomorphismus.

b) Es seien R = (R,,v € V,f,, a € A) eine Darstellung von Q und U = (U,,v € V)
eine Teildarstellung von R. Weiter sei (,: U, — R, die Inklusionsabbildung,
v € V. Dann ist t := (1,,v € V) ein Homomorphismus von der Darstellung U =
(U,,v ey, ?m a € A) (s. Bemerkung in die Darstellung R.

c) Es seien R = (R,,v € V,f,,a € A) eine Darstellung von Q und U = (U,,v € V)
eine Teildarstellung von R. Wir setzen T, := R, /U, und bezeichnen mit =,: R, —

13Hjerbei steht ,+“ fiir die Summe von k-linearen Teilriumen eines k-Vektorraums ([40],
Definitionen II1.2.1, ii).
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[.2. Kocher und ihre Darstellungen

T, die Quotientenabbildung (s. [40], Satz I11.6.3), v € V. Es gilt dann Ker(m,) =
U,, v € V. Da U eine Teildarstellung von R ist, gilt f,(Ker(mq))) € Ker(mn(qy),
a € A. Auf Grund von [40], Aufgabe III.6.8, a), existiert damit fiir jeden Pfeil
a € A eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f,: Tyq) — Th(a), SO dass das
Diagramm

fa
Ri@) — Rna)

T[t(a)l lﬂh(a]

fa
Tia) — Tha

kommutiert. Somit sind R/U = (T,,v € V, f,, a € A) eine Darstellung von Q und
mn:= (m,Vv € V): R — R/U ein Homomorphismus von Darstellungen.

d) Es seien R = (R,,v € V|f,a € A), S = (S,,v € V,gq,a € A) Darstellungen
von Q und ¢ = (@,,v € V): R — S ein Homomorphismus. Dann ist Ker(¢) =
(Ker(@,),v € V) bzw. Bild(¢) = (Bild(¢,),v € V) eine Teildarstellung von R bzw.
S.

Ein Homomorphismus ¢: R — S zwischen den Darstellungen R und S von
Q ist ein Isomorphismus, wenn es einen Homomorphismus {: S — R gibt, so
dass

Poe=Idg und ¢ o =Ids.

Wir sagen R und S sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢: R — S
gibt, und schreiben dann R = S.

Aufgabe 1.2.8. a) In der obigen Situation seien R = (R,,v € V,f,,a € A), S =
(Sy,v € V,gq,a € A) Darstellungen von Q und ¢ = (¢,,v € V): R — S ein Ho-
momorphismus. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann ein Isomorphismus ist, wenn
¢, fur alle Knoten v € V bijektiv ist, d.h. nach [40], Bemerkung III.5.9, ein
Isomorphismus von Vektorraumen.

b) Es seien R, S Darstellungen von Q und ¢: R — S ein Homomorphismus.
Verwenden Sie [40], Satz II1.6.5, um R/Ker(¢@) = Bild(¢) zu zeigen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts besprechen wir eine Konstruktion, die
eine entscheidende Rolle bei der Klassifikation von Darstellungen bis auf Iso-
morphie spielt. Im ndchsten Abschnitt werden wir sie anhand der Beispiele aus
der Vorlesung ,Lineare Algebra I“ illustrieren.

Es seien R = (R,,v € V|f,,a € A) und S = (S,,v € V,gq,a € A) zwei Darstel-
lungen von Q. Wir bilden die direkten Summen R, & S, von Vektorraumen ([40],
Aufgabe II1.1.9), v € V, sowie die linearen Abbildungen

fa @ ga: Riq) @ St(a) = Rha) © Sh(a)
(r,8) — (fa(r), gals)),
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Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Kéchern

acA.Dannist R® S := (R, ®S,,v € V,f, & gq, a € A) eine Darstellung von Q, die
als direkte Summe von R und S bezeichnet wird.

Bemerkung 1.2.9. Es seien R eine Darstellung von Q und 0 = (S,,v € V,f,,a € A)
die Darstellung mit S, =0, v € V. Dann gilt

R®0=R.
Fur eine Darstellung R setzen wir R®° := 0 und

R :=R®---®R, n>1.

n Summanden

Aufgabe 1.2.10. Es seien Q = (V,A,t,h) ein Kbécher, R = (R,,v € V,f,,a € A)
eine Darstellung von Q und T = (T,,v € V), U = (U,,v € V) Teildarstellungen
von Q. (Wie in Bemerkung konnen wir T und U als Darstellungen von Q
auffassen.) Es gelte TN U =0 und T + U = R. Folgern Sie, dass R=T ¢ U.

1.3 Die bereits bekannten Beispiele

In der Vorlesung ,Lineare Algebra I* wurde die Klassifikation der Darstellungen
der Kécher aus Beispiel durchgeftihrt. Nattirlich wurde dabei die Sprache
der Kécher noch nicht benutzt. Wir fixieren einen Koérper k.

Der Kocher o.

Wie bereits in Beispiel [[.2.4] a), vermerkt wurde, ist eine Darstellung des Ko6-
chers e dasselbe wie ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Damit ist speziell
k eine Darstellung dieses Kochers. Fur n > 1 haben wir

K'=2k""'=kop---dk.
—_——

n Summanden

Vereinbarungsgemasf gilt k° = 0. Es seien nun V ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum und n := Dimy (V) seine Dimension. Nach [40], Folgerung II1.5.34,
gilt

V =k

Jeder nichttriviale Vektorraum kann also - bis auf Isomorphie - auf eindeuti-
ge Weise mit Hilfe der Operation der direkten Summe aus dem Vektorraum k
aufgebaut werden.
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Der Kocher 1 — 2.

Eine Darstellung des Kochers Q = 1 — 2 ist ein Tripel R = (Ry, Ry, f), das aus
zwei endlichdimensionalen k-Vektorrdumen Ry, R, und einer linearen Abbildung
f: Ry — R, besteht.

Es sei 0 der Nullvektorraum. Fuir einen beliebigen k-Vektorraum V bezeich-
nen wir die einzige lineare Abbildung 0 — V und die einzige lineare Abbildung
V — 0 ebenfalls mit 0. Damit sind I := (0, k,0), I; := (k,0,0) und I; := (k, k,Idy)
drei nichttriviale Darstellungen von Q.

Es sei nun R = (Ry, R, f) eine Darstellung von Q. Wir nehmen R; # 0 und
R, # 0 an und setzen n; := Dimy(R;), i = 1,2, und r := Rg(f) (s. [40], Folge-
rung IV.1.30). Nach [40], Folgerung IV.1.30, existieren durchnummerierte Ba-
sen By = (by,...,b} ) bzw. B, = (bf,...,, b7 ) von R; bzw. R;, so dass

Aufgabe 1.3.1. a) Beweisen Sie, dass
R~ I?(nZ*T) D I?UH*T) D Ig}r

b) Uberpriifen Sie, dass das Resultat auch stimmt, wenn R; = 0 oder R, = 0.

Mit Hilfe der direkten Summe kann jede nichttriviale Darstellung von Q aus
den Darstellungen I;, I, und I; aufgebaut werden. Die Anzahl v; der Kopien
von Ij, die man dabei bendétigt, ist eindeutig bestimmt, j = 1,2,3. Lediglich die
Nummerierung von [;, I, und I; ist willkurlich.

Der Kocher Q .

Eine Darstellung R des Kochers Q = Q besteht aus einem endlichdimen-
sionalen k-Vektorraum V und einem Endomorphismus f: V — V. In diesem
Abschnitt nehmen wir an, dass k algebraisch abgeschlossen ist.

Fir s > 1 und A € k sei [(s,A) die Darstellung, die aus k® und dem Endomor-

phismus f): k* — k* besteht, der beztiglich der Standardbasis von k°* durch
den Jordanblock

J(s,A) == € Mat(s; k)
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gegeben ist.

Fur jede nichttriviale Darstellung R = (V,f) von Q existieren nach [40], Satz
V.8.1, eine naturliche Zahl t, verschiedene Elemente A;,...,A; € k, naturliche
Zahlen vy, ..., v mit vi+- - -+v, = n, n := Dim(V), und Partitionen r* = (7, , ..., 71})
von vi, i =1,...,t, so dass

Vi Vi
R=PIm )™ @& P I(m,A) "™,
m=1 m=1

Die Daten sind dabei bis auf Permutation eindeutig bestimmt (s. [40], Satz
V.8.1, iii), fiir die genaue Aussage).

Aufgabe 1.3.2 (Ein sternférmiger Koécher). Es seien k ein Korper, n > 1 und
Q={0,1,.ccun}i{1,..snht,h) mit t(i) =i und h(i) =0,i=1,...,n:

a) Es sei R = (R;,i =0,...,n,f;,i = 1,...,n) eine Darstellung von Q. Firj=1,..,n
definieren wir K(j) = (K(j);,i1 =0,...,n) durch

* K(jlo:=0,
* K(j); := Ker(fj),
© K(3)i:=0, i€ {1,.n}\ ik

Zeigen Sie, dass K(j) eine Teildarstellung von R ist, j = 1,...,n, und dass es eine
Teildarstellung T = (T;,i =0, ...,n) von R mit

R=TaHK(i)
j=1

gibt.
Bemerkung. Die Einschrankung von f; auf T; ist injektiv, so dass man den
linearen Teilraum U; := f;(T;) von T, erhélt. Die Darstellungen von Q beschrei-
ben nach dem obigen Resultat im Wesentlichen Konfigurationen von n linearen
Teilrdumen in einem k-Vektorraum.

b) Betrachten Sie speziell n = 2, also

Q: 1

1
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I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull-Schmidt

Erklaren Sie, wie man eine Darstellung R von Q in die Darstellungen (k,0,0,0,
0), (0,k,0,0,0), (0,0,k,0,0), (k,k,0,Idy,0), (0,k,k,0,Idy), (k,k,k,Idy,Idy) zerlegen
kann.

I.4 Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von
Krull-Schmidt

Die Beobachtungen, die wir im vorangegangenen Abschnitt fiir spezielle Kécher
gemacht haben, lassen sich in gewisser Weise auf beliebige Kocher ausdehnen.
Genauer gesagt konnen wir die Bausteine, aus denen sich beliebige Darstel-
lung bis auf Isomorphie eindeutig mittels direkter Summen aufbauen lassen,
charakterisieren.

Es seien k ein Korper und Q ein Koécher. Eine Darstellung R von Q heif3it
unzerlegbar, wenn R # 0 und fiir Darstellungen S;,S,; mit R = §; & S, folgt, dass
S1 =0 (und damit S, = R) oder S; = 0 (und damit S; = R).

Bemerkung 1.4.1. Diese Definition ist analog zu der Definition einer Primzahl als
nattirliche Zahl, die von eins verschieden ist und sich nur durch eins und sich
selbst teilen lasst. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie ([34], 1.4.8),
der besagt, dass sich jede néaturliche Zahl in eindeutiger Weise als Produkt von
Primzahlen schreiben lasst, ist das Vorbild fiir den Satz von Krull"*-Schmid{™]
den wir in diesem Abschnitt beweisen werden. In der Zahlentheorie wissen wir,
dass es unendlich viele Primzahlen gibt, aber in gewisser Weise kennen wir sie
nicht. Wir haben z.B. keine explizite Formel, mit der wie sie erzeugen kénnen.
Im Allgemeinen werden wir auch keine explizite Beschreibung der unzerleg-
baren Darstellungen haben. In den Spezialfidllen, die wir im vorangegangenen
Abschnitt besprochen haben, gibt es eine solche explizite Beschreibung, und
es ist das Hauptanliegen dieses Kapitels, fir eine gewisse Klasse von Kéchern
eine Beschreibung der unzerlegbaren Darstellungen anzugeben.

Aufgabe 1.4.2. Zeigen Sie, dass der Trdger einer unzerlegbaren Darstellung zu-
sammenhangend ist.

Lemma I.4.3 (Der Satz von Krull-Schmidt - Teil 1). Es seiR # 0 eine Darstellung
von Q. Dann existieren eine nattirliche Zahlt > 1 und unzerlegbare Darstellungen
Siy . St von Q, so dass

R=§5® - @ Ss.

4wWolfgang Krull (1899 - 1971), deutscher Mathematiker
150tto Juljewitsch Schmidt (1891 - 1956), sowjetischer Politiker, Mathematiker, Geophysiker
und Arktisforscher
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Bewseis. Es sei R = (R,,v € V,f,,a € A). Die vollstdindige Dimension von R ist
VDimy(R) := > Dimy(R,). Wir beweisen das Lemma durch vollstandige Indukti-

vev

on uber n := VDimy(R).

n =1. Wenn VDimy(R) = 1, dann ist R offenbar unzerlegbar, d.h., es gilt t = 1
und wir kénnen S; = R wahlen.

n — n + 1. Wenn R unzerlegbar ist, dann gilt wieder t = 1, und man kann
R = §; wihlen. Ansonsten existieren S; # 0 und S; # O mit R = §; & S,. Es
gilt also VDim(S;) > 0, i = 1,2, und VDimy(S;) + VDimy(S;) = n + 1, so dass
VDim(S;) < n, i = 1,2. Nach Induktionsvoraussetzung existieren naturliche
Zahlen t; > 1 und unzerlegbare Darstellungen Tj, ..., T{ mit

Ss=Tie---aT, i=1,2
Damit gilt
R=S1@S2Ta-aT oTie - aT,
und die Behauptung ist gezeigt. ]
Die Eindeutigkeitsaussage ist wesentlich aufwandiger zu beweisen. Sie er-

fordert Techniken, die einen ersten Einblick in die (nicht kommutative) Algebra
geben. Es sei R # 0 eine Darstellung von Q. Wir setzen

Endk(R) := { ¢: R — R| ¢ ist Endomorphismus }.

Aufgabe 1.4.4. Es seien R = (R,,v € V,f,,a € A) eine Darstellung von Q und
¢ = (p,,veV),=(,veV) Endomorphismen von R.

a) Zeigen Sie, dass auch ¢ + ¢ = (¢, + V,,v € V) ein Endomorphismus von
R ist. Dadurch ist die Addition

+: Endy(R) x Endy(R) — Endy(R)

definiert. Weisen Sie nach, dass (Endy(R),+) eine abelsche Gruppe ist.
b) Uberpriifen Sie, dass ¢ o := (¢, o ,,v € V) ein Endomorphismus von R
ist. Somit erhalten wir die Verkntupfung

o: Endy(R) x Endy(R) — Endy(R).

Beweisen Sie, dass (Endy(R),+, o) ein Ring ist.

Der Ring ¥ := (Endy(R),+,0) wird im Allgemeinen nicht kommutativ sein.
Im néchsten Schritt werden wir zeigen, dass der Endomorphismenring einer
unzerlegbaren Darstellung besondere Eigenschaften hat.

Es sei R ein nicht notwendigerweise kommutativer Ring. Ein Element e € R
ist idempotent, wenn e’ := e - e = e gilt.
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Beispiel 1.4.5. In jedem Ring V¥ sind die Elemente 0 und 1 idempotent.

Es sein > 1. Ein System von orthogonalen idempotenten Elementen der Lédnge
n ist ein Tupel (e, ...,e,) von Elementen von ¥, so dass

* ¢; # 0 ein idempotentes Element von V¥ ist, i =1,...,n,
®e-e=01<1i,j<n,i#j,
e +--+ey=1.

Beispiel 1.4.6. a) Es seien Q ein Koécher und P seine Pfadalgebra (s. fJbung.
Dann ist (e,,v € V) ein System von orthogonalen idempotenten Elementen der
Lange #V in P.

b) Es seien Q ein Kocher, n > 1, R; eine nichttriviale Darstellung von Q,
i=1,..,n,und R:=R; &--- ® R,,. Dann hat man die Projektionsabbildung

7T . R — Ri
und die Inklusionsabbildung
LiZRi—)R, l:],,n

Schlieflich sei e; := ;0m;: R — R, i = 1,...,n. Man tUberprift, dass (e, ...,e,) ein
System von idempotenten Elementen der Lange n in Endy(R) ist.

Satz I.4.7. Eine nichttriviale Darstellung R des Kbéchers Q ist genau dann unzer-
legbar, wenn es in ¥ := Endy(R) kein System von idempotenten Elementen einer
Léinge gréfer als eins gibt.

Beweis. Beispiel [[.4.6, b), zeigt, dass es eine naturliche Zahl n > 2 und ein

System (ey,...,e,) von idempotenten Elementen der Lange n in ¥ gibt, wenn R
zerlegbar ist.
Es seien n > 2 und (ey, ..., e,) ein System von idempotenten Elementen der

Lange n in V. Dann ist R; := Bild(e;) eine Teildarstellung von R, i = 1,...,n. Nach
Bemerkung koénnen wir R; als Darstellung von Q auffassen, t;: Ry — R sei
der Inklusionshomomorphismus, i = 1,...,n. Wir erhalten den Homomorphis-

mus’|

Il=y+-- +t,:RyPd---&R, —R
(f1y ey T) — 4 (1) -+ o (f).

18Im Folgenden muss man sich bewusst machen, dass f; = (fi,,v € V) selbst ein Tupel ist
mit fi, € Ry,v, v € V. Dabei sei R; = (Ry,,,v € V) als Teildarstellung von R, i =1, ...,n.
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Wir weisen nach, dass I sowohl injektiv als auch surjektiv ist (vgl. Aufgabe
[.2.8 a). Es seien f € Rund f; :=¢;(f) € R;, i=1,...,n. Es gilt

I(fi, ) =ulfi)+-+wlfn) =e(f)+- +enlf) =(e1 +--- +e)(f) = 1.

Es folgt, dass f im Bild von I liegt. Damit ist gezeigt, dass I surjektiv ist.
Jetzt sei f = (fy,...,f) € Ry @ --- @ Ry, so dass I(f) = 0. Wir wahlen g; € R mit
ei(gi) =f,1= 1,...,1’1. Es fOlgt

0=rei(I(f) =e(ulf) +- +t(fn)) =ei(ei(gr) + - +enlgn)) = ef(gi) = ei(gi) = T,

i=1,..,n, so dass f = (0,...,0). Wir folgern, dass I injektiv ist. O

Die Fitting-Zerlegung

Es seien Q ein Koécher, R eine Darstellung von Q und ¢ € ¥ := Endy(R) ein
Endomorphismus von R. Wir setzen ¢° := Idg und

e i=@po@" ! =go---0@, n>1.

n-mal
Fur alle n € N gilt
Ker(¢") C Ker(¢™"),
Bild(e™) D Bild(e™).

Da die vollstandige Dimension von R endlich ist, existieren nattirliche Zahlen
L, p, so dass

vn>1: Ker(pP)=Ker(ep"),
vYn>p: Bild(e%) =Bild(e").

Wir setzen

© (0) := Ker(p"),
> (R) := Bild(p9).

Bemerkung 1.4.8. a) Man kann 1 = p Wéihlen.lz] In der Tat folgt aus der Dimen-
sionsformel ([40], Satz I11.5.40), dass

VDimy(R) = VDimy (Ker(¢™)) + VDimy(Bild(¢")), n >1.

Der Kern vergrofiert sich also genau dann, wenn sich das Bild verkleinert, und
beide stabilisieren sich an derselben Stelle.
b) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

17Ich danke der entsprechenden Hoérerin der Vorlesung fiir diese Bemerkung.
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I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull-Schmidt

* Es existiert eine nattirliche Zahl | € N, so dass ¢' = 0.

* ¢ >(0) =R.

* ¢>*(R) =0.
Falls diese Bedingungen erfuillt sind, dann nennt man ¢ nilpotent.

c¢) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

* (¢ ist ein Isomorphismus.

* ¢ >(0)=0.

* 9>*(R) =R.
Aufgabe 1.4.9. In dieser Aufgabe wird Teil a) der vorangegangenen Bemerkung
noch prazisiert.

Es seien k ein Korper, Q ein Koécher, R = (R,,v € V,f,, a € A) eine Darstellung

von Q und ¢ = (@,,v € V): R— R ein Endomorphismus von R.
a) Es sei 1 > 1, so dass Ker(¢') = Ker(¢'"'). Beweisen Sie

Vn>1: Ker(e") =Ker(ph).
b) Man setze 1 := max{Dimy(R,)|v € V}. Zeigen Sie
Yn>1: Ker(e") =Ker(ph).

Hinweis. Betrachten Sie zunichst einen einzelnen k-Vektorraum.

Beispiel 1.4.10. Es seien Q ein Kocher, R eine Darstellung von Q und ¢: R — R
ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist Idzy —¢ ein Automorphismus. In der
Tat sei | € N eine naturliche Zahl, so dass ¢' = 0. Dann gilt

(Idg — @) o (Idg + @ +--- + @" ") =1dg — @' = Idg.
Satz I.4.11 (Die Fittind™®} Zerlegung). Es gilt
R= ¢ >(0) ® =(R).

Beweis. Sowohl ¢~*°(0) als auch ¢>(R) ist eine Teildarstellung von R. Wir zeigen
a) @ °(0) N @>*(R) =0 und b) ¢=>(0) + @>*(R) =R.

Zu a). Es sei v € ¢=>°(0) N @*(R). Dann existiert ein s € R, so dass r = ¢'(s).
Wegen r € @ *(0) gilt 0 = @'(r) = @?!(s). Es gilt also s € Ker(¢?') = Ker(p').
Bei der letzten Gleichheit haben wir 21 > 1 benutzt. Damit gilt schlieflich r =
e'(s) =0.

Zu b). Es sei v € R. Wegen Bild(¢?) = Bild(¢') existiert ein s € R, so dass
o' (r) = @*(s). Wir setzen t, := ¢'(s) und t; := r — t,. Dann gilt offenbar r = t; +t;,
und weiter t; € Ker(@') = ¢~>°(0) und t, € Bild(¢') = ¢>(R). O

18Hans Fitting (1906 - 1938), deutscher Mathematiker
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Folgerung 1.4.12. Es seien Q ein Kocher, R # 0 eine unzerlegbare Darstellung
von Q und ¢ € ¥ := Endy(R) ein Endomorphismus. Wenn ¢ kein Automorphismus
ist, dass ist ¢ nilpotent.

Beweis. Es gilt R = ¢~ (0)® > (R). Da R unzerlegbar ist, folgt a) R = ¢~>°(0) oder
b) R = ¢>°(R). Fall b) ist nicht moglich, weil ¢ nach Bemerkung[[.4.8| c), dann
ein Isomorphismus ware und dies durch die Voraussetzung ausgeschlossen
ist. Also tritt Fall a) ein. Nach Bemerkung [[.4.8], b), heit das, dass ¢ nilpotent
ist. []

Fur einen Koécher Q und eine Darstellung R von Q sei
N :={ ¢ € ¥| ¢ ist kein Isomorphismus } CV¥, V¥ :=End(R).

Satz 1.4.13. Es seien Q ein Kocher und R # 0 eine unzerlegbare Darstellung von
Q. Dann gilt:

i) 0 € N.
ii) Vo, € N: @+ € N.
iii) Vo e N,V e R(!): o op € N, Ppo @ € N.

Bewseis. Teil i) ist klar. Es sei ¢ € N. Dann ist ¢ weder injektiv noch sur-
jektiv (Aufgabe [.2.8| a), und [40], Folgerung II1.5.41, iii). Fir einen beliebigen
Endomorphismus 1: R — R ist { o ¢ nicht injektiv und ¢ o1 nicht surjektiv.
Deswegen gilt Vo @, @ o € N, und Teil iii) ist gezeigt. Schlief3lich seien ¢, € N.
Wenn ¢+ ¢ N, dann ist ¢ +1 ein Automorphismus von R. In diesem Fall seien
x:=(@+VP) ", n:=xoeundd:=yxo. Es gilt somit

Idg =xo (@ +VP)=n+9.

Wegen iii) ist weder 1 noch ¥ ein Automorphismus. Nach Folgerung [[.4.12] ist
O nilpotent. Aus Beispiel [.4.10| folgt, dass n = Idg —¥ ein Automorphismus ist.
Dieser Widerspruch beweist, dass ii) richtig ist. [

Bemerkung 1.4.14. Es sei ¥ ein beliebiger Ring. Eine Teilmenge I C R, die die
Eigenschaften i) - iii) aufweist, ist ein zweiseitiges Idealvon V. Wenn 1 € [, dann
gilt offenbar I = R. Allgemeiner sei ¥* :={p e Y|FTp e ¥V: Yoo =1=¢@oY}
die Gruppe der Einheitenvon ¥. Wenn ¢ € ¥* N[, dann giltauch 1 =@ 'o @ €1
und deshalb I = V. Ein echtes zweiseitiges Ideal sei ein zweiseitiges Ideal [ C V.
Wir haben gerade gezeigt, dass jedes echte zweiseitige Ideal von V¥ in WV \ ¥*
enthalten ist. Satz besagt, dass fur den Endomorphismenring ¥ einer
unzerlegbaren Darstellung ¥ \ ¥* = N ein echtes zweiseitiges Ideal von ¥ ist.

190#1
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I.4. Unzerlegbare Darstellungen und der Satz von Krull-Schmidt

Es ist somit das einzige maximale Idealvon V¥, d.h., das einzige echte zweiseitige
Ideal von V¥, das bzgl. der Inklusion ,C* maximal unter den echten zweiseitigen
Idealen von V ist. Ein Ring, der genau ein maximales Ideal hat, wird auch lokal
genannt.

Lemma 1.4.15. Es seien Q ein Kécher, R # 0 eine nichttriviale Darstellung von
Q. S eine unzerlegbare Darstellung von Q und ¢: R — S, {: S — R Homomor-
phismen. Wenn o ¢: R — R ein Automorphismus von R ist, dann sind ¢ und
Isomorphismen.

Beweis. Wir betrachten die Teildarstellungen Bild(¢) und Ker({) von S. Es sei
s = @(r) € Bild(e) N Ker(y). Aus 0 = P(s) = (P o @)(r) folgt r = 0, denn P o @
ist nach Voraussetzung ein Isomorphismus. Es gilt dann offenbar auch s = 0.
Somit haben wir Bild(¢) N Ker(y) = 0 gezeigt.

Nun sei s € S. Da { o ¢ ein Isomorphismus ist, gibt es genau ein Element
r € R mit P(s) = (P o @)(r). Wir definieren t; := ¢(r) und t, := s — t;. Dabei gilt
s =1t +t2, ty € Bild(¢) und t; € Ker({). Wir schlieffen S = Bild(¢) + Ker().

Insgesamt haben wir S = Bild(¢) ¢ Ker(1{) bewiesen. Ferner gilt R # 0 nach
Voraussetzung und damit Bild(¢) # 0, denn ¢ ist injektiv, weil { o ¢ injek-
tiv ist (vgl. [40], Aufgabe 11.1.27, a). Da S als unzerlegbar vorausgesetzt wurde,
muss Ker(l) = 0 und Bild(¢) = S gelten, d.h., ¢ ist auch surjektiv und ein
Isomorphismus. Als isomorphe Darstellungen haben R und S denselben Di-
mensionsvektor, und  ist surjektiv, weil 1V o ¢ surjektiv ist. Mit [40], Folgerung
I11.5.41, iii), folgt, dass auch 1 ein Isomorphismus ist. ]

Satz 1.4.16 (Der Satz von Krull-Schmidt - Teil 2). Es seien Q ein Kécher, t,u > 1
und Sy, ..., Sy, T, ..., T, unzerlegbare Darstellungen von Q. Es gilt genau dann

Si®-- 52T PTy,

wennt =u und es eine Permutation o: {1,...,t} — {1,...,t} mit
Si=Towy, 1=1,..1,

gibt.

Beweis. Unter den genannten Bedingungen gilt sicher $;®--- &S, =T, ®--- @ T,..

Die Umkehrung beweisen wir durch Induktion tiber t. Es gelte S1 & --- & S; =
T -dT,.Wirsetzen S:=5;@---dS,und T:=T1®---®dT,. Fallst =1, dann
ist S unzerlegbar. Daher gilt u =1 und S$; =S =T =T,. Jetzt gelte t > 1. Wie in
Beispiel [.4.6] b), dargelegt, gehort zu der Zerlegung S = S; @ --- & S; ein System
(eq,...,e¢) von orthogonalen idempotenten Elementen der Lange t. Weiter seien
m: T, — T die Inklusionsabbildung und p;: T — T, die Projektionsabbildung
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(vgl. Beispiel [[.4.6] b). Schlielich wahlen wir einen Isomorphismus x: T — S
und setzen ¢ :=x o1, P := p; ox~'. Wir haben

Idr, :J)O(szll)o(el+"'+et)O(NP:1~|)O€1O(?)—l—'--—|—1~|)oeto¢),

Da T; unzerlegbar ist, folgt aus der dritten Eigenschaft in Satz [[.4.13] dass
es einen Index i, € {1,...,t} gibt, so dass 1T) o ey, o @ ein Isomorphismus ist.
Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit iy = 1 annehmen. Es seien
t1: S — S die Inklusionsabbildung m;: S — §; die Projektionsabbildung, ¢ :=
m o @ und P = 1~p o 1. Nach Definition gilt 1~p oe;o@ = Vo . Lemma
impliziert, dass ¢ und 1 Isomorphismen sind. Insbesondere gilt S; = T;.

Wir zeigen im nachsten Schritt, dass wir den Isomorphismus x so wahlen
kénnen, dass x(n:1(T1)) = u(S). Wir wissen bereits, dass x(1;(T;)) isomorph zu
S ist.@ Esseit:S;®--- @S¢ — S die Inklusionsabbildung. Wir zeigen, dass
XM (M) NUS,®---@St) = 0. Aus Dimensionsgriinden gilt dann x(n;(Ty)) + (S, ®
@ S) =S, und

T:$590S®---dS — S
(81582, «oey St) = (X 0 M1 0 P)(81) + L(S2, o0 St)

ist ein [Isomorphismus. Somit ist T 'ox: T — S ein Isomorphismus, der x(n;(T;))

auf 11(S;) abbildet. Sei jetzt s € x(mi(T7)) NS, D - DSt). Aus s € (S, D --- D Sy)
folgt e;(s) = 0. Wir wahlen q € T; mit s =x(n:(q)) = ¢(q). Es folgt

0=1(ei(s)) = (Woe)(P(q)) = (Woerod)q) = (Poe)q.

Da 1y o ¢ wie gesehen ein Isomorphismus ist, impliziert dies q = 0 und s =

x(m(q)) =0.
Nun nehmen wir an, dass x: T — S ein Isomorphismus mit x(1n;(T7)) = 11(S;)

ist. Wir erhalten das kommutative Diagramm

Die Existenz des Homomorphismus X ergibt sich aus [40], Aufgabe II1.6.8, a).
Man tiberlegt sich weiter, dass X ebenfalls ein Isomorphismus ist. Es gilt auch

S/u(S1)=S,@®---@S und T/MM =T, o & T..

An dieser Stelle konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und den
Beweis beenden. O

20Ein Isomorphismus (von S; nach x(n;(T))) ist z.B. x onj 0.
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Wir kommen auf die Beispiele aus Abschnitt [[.3] zurtick.

Beispiel 1.4.17. Im Falle des Koéchers e ist die Darstellung k offenkundig unzer-
legbar. Ebenso sind die Darstellungen I;, [, und [; des Kéchers ¢ — e unzer-

legbar. Schlieflich betrachten wir Q =« Q , 8 > 1, A € k und die Darstellung

I(s,A), die durch k® und den Endomorphismus f,: k® — k* gegeben ist. Wir
behaupten, dass I(s,A) unzerlegbar ist. Ware dies nicht der Fall, dann gabe es
Teilraume V; Ck*, 1 =1,2,sodass V; 20, f,(V;) C Vi, i=1,2, und k* =V, V,. Es
sei By = (b},...,b} ) eine Basis fiir V;, i = 1,2. Dann ist B = (b}, ...,b} ,bf,...,bj )
eine Basis fur k°, und es gilt

(Mg, ()| 0
oo = (M5 )

Dabei sei fi: V; — V; der Endomorphismus, der durch f, wegen f,(V;) C V;
induziert wird, i = 1,2. Jetzt konnen wir B; so wahlen, dass sich Mg, (fi) in
der jordanschen Normalform befindet, i = 1,2. Damit erkennen wir, dass der
grofite Jordanblock in der jordanschen Normalform von f, héchstens die Grof3e
max{ d;,d;} < s hat. Vor dem Hintergrund der Eindeutigkeitsaussage in [40],
Satz V.8.1, widerspricht dies der Vorgabe, dass f) bzgl. der Standardbasis durch
den Jordanblock J(s,A) definiert ist.

Die in Abschnitt aufgelisteten Beispiele sind damit Beispiele fur Lemma
[4.3 und Satz [4.16l

I.5 Konstruktion unzerlegbarer Darstellungen

Es sei Q = (V,A,t,h) ein Kocher. Der Satz von Krull-Schmidt reduziert die
Klassifikation aller Darstellungen von Q auf die Klassifikation der unzerlegba-
ren Darstellungen. Leider ist auch die Klassifikation der unzerlegbaren Dar-
stellungen im Allgemeinen so komplex, dass sie bisher noch nicht vollstandig
durchgefihrt wurde. In diesem Abschnitt erkldren wir die Konstruktion und
Klassifikation gewisser unzerlegbarer Darstellungen flir sogenannte orientierte
Baume.

Im Folgenden sei Z(Q) die Menge der zusammenhingenden Teilk6cher von
Q. Eine Darstellung R = (R,,v € V,f,, a € A) ist diinn, wenn Dimy(R,) < 1 fiir alle
v € V gilt. Es sei D(Q) die Menge der Isomorphieklassen von diinnen unzerleg-
baren Darstellungen von Q]| Der Tréger einer Darstellung hédngt offenbar nur
von ihrer Isomorphieklasse ab. Damit definieren wir die Abbildung Tr: D(Q) —

2!Warum handelt es sich um eine Menge (vgl. Beweis von Satz[.5.5)?
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Z(Q), [R] — TT‘(R).lZQI Es sei (W, B) ein zusammenhdngender Teilkdcher von Q.
Wir fiihren die diinne Darstellung I(W,B) = (R,,v € V,f,,a € A) uber die Vor-
schriften

Idy, falls a € B

R k, fallsve W
v 0, fallsa ¢B

0, fallsvgw 04 foi= {

ein.
Lemma 1.5.1. Die Darstellung I(W, B) ist unzerlegbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass (W, B) zerlegbar ist, [W,B) =1, & [, mit [; # 0,
I, # 0. Es sei Tr(l;) = (W;,B;), j = 1,2. Es gilt dann W; # &, j = 1,2, und
W =W, UuW,. Es seienv; € Wj, j = 1,2. Da (W, B) zusammenhéngend ist, gibt es
Pfeile a;,...,a, € B, so dass der Weg p = (a4, ..., a,) in dem Q zugrunde liegenden
Graphen den Knoten v; mit dem Knoten v, verbindet. Nach Definition muss
dann f,, = Idy gelten, i =1,...,n. Es gibt einen Index i, € {1,...,n} mit t(a;,) € W,
und h(a;,) € W, oder t(a;,) € W, und h(a;,) € W;. Es kann also weder a;, € B;
noch a;, € B; gelten. Es folgt nun leicht, dass f,, = 0. Dieser Widerspruch zeigt,
dass die Behauptung stimmt. ]

Wir kénnen damit die Abbildung J: Z(Q) — D(Q), (W,B) — [1(W, B)], defi-
nieren. Da Tro ] =1dz(q). ist | injektiv.

Beispiel 1.5.2. Fiur den Jordankoécher ist (k,A - Idy), A € k*, eine unzerlegbare
diinne Darstellung, deren Trager der ganze Graph ist. Fur A, u € k* sind (k, A-Idy)
und (k, p-Idy) genau dann isomorph, wenn A = .

Aufgabe 1.5.3. Es sei Q = (V,A,t,h) der Kocher mit V = {1,2}, A = {a,b},
t(a) =1 = t(b) und h(a) = 2 = h(b). Bestimmen Sie die unzerlegbaren diinnen
Darstellungen von Q.

Diese Beispiele zeigen, dass die Abbildung ] im Allgemeinen nicht surjektiv
ist.

Ein orientierter Baum ist ein Kécher Q = (V, A, t, h), so dass der Q zugrunde
liegende Graph I' = (V, A, ¢) ein Baum (s. S.[7) ist.

Beobachtung 1.5.4. Es seien Q = (V, A, t,h) ein orientierter Baum, R = (R,,v €
V,fq, a € A) eine Darstellung von Q, ay € A ein Pfeil von Q und A € k*. Dann ist Q
isomorph zu der Darstellung R' = (R,,v € V,f/,;a € A) mit

Yy "ay

fl =

a

{7\~fa, falls a = aq dcA

fo, fallsa +# ap ’

22Man beachte dabei Aufgabe
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(1+/
ai an—1
LIS AN

Abbildung I1.5: Ein Graph

Beweis. Es seien Vv’ := t(ay), v := h(ay). Fur die Kante ay des Baums ' = (V, A, ¢),
der Q zugrunde liegt, gilt ¢(ay) = {v/,v”} . Nach Satz hat der Graph I, =
(V,A\ {ao}, ¢) zwei Zusammenhangskomponenten. Der Beweis von Satz
zeigt, dass dies die Zusammenhangskomponenten von v/ und v” sind. Es sei V_
die Menge der Knoten, die in I,, mit v’ verbindbar sind, und V| die Menge der
Knoten, die in I',, mit v” verbindbar sind. Wir definieren ® = (¢,,v € V): R — R’
durch
o { Idg,, fallsve V]
VU A-ldg, fallsve V]

Man uberprift sofort, dass ® ein Isomorphismus zwischen R und R’ ist. O

Satz 1.5.5. Flir einen orientierten Baum Q = (V,;A,t,h) ist J: Z(Q) — D(Q) bi-
jektiv.

Beweis. Wir wissen bereits, dass | injektiv ist. Es ist also noch zu zeigen, dass
] surjektiv ist. Sei dazu R = (R,,v € V,f,,a € A) eine dinne unzerlegbare Dar-
stellung von Q und (W,B) ihr Trager. Offenbar ist R = (R,,v € V,f,,a € A)
isomorph zu einer Darstellung S = (S,,v € V,g,,a € A) mit S, =k, ve W. Zu
jedem Pfeil a € B existiert dann eine Zahl A, € k* mit g, = A, - Idx. Eine wieder-
holte Anwendung von Lemma zeigt, dass S isomorph zu der Darstellung
T=(T,v € hgya € A) mit hy, = Idy, a € B, ist. Furv ¢ V\ W gilt T, = 0,
und fir a € A\ B gilt h, = 0, so dass T = I(W,B). Damit ist bewiesen, dass
R=S=T=I(W,B), d.h., [R] =](W,B). O

Aufgabe 1.5.6. Es seien n > 2 und D,, der Kocher, der durch das Bild beschrie-
ben wird. Beachten Sie, dass D,, ein orientierter Baum ist, n > 2.

a) Schreiben Sie D,, in der Form (V,, A, t,,h,), n > 2.

b) Listen Sie fur jedes n > 2 alle zusammenhédngenden Teilk6cher von D,
auf.

c) Beweisen Sie, dass die Darstellung R = (k, k% k,k,f;,f",f_) von D, mit
fiik — KL, A— (AA), fH: k2 — k, AT,A) — AT, und f_: k¥ — k, (AT, A) —
A_, unzerlegbar ist. (Sie ist nicht dunn.)
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I.6 Lineare Kocher vom Typ A

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Kécher A, = (V,, Py, tn, hy) mit V,, :=
{1,..,n}, Po:={1,..,n—1Lti)=1, h(i)=1+1,i=1,..,n—1, kurz

1 2 n—2

An: 1 y 2 S ,n—ln—4>n, n>2.

Wir nennen den Koécher A, den linearen Kécher vom Typ A der Léinge n — 1,
n > 2. Der Vollstandigkeit halber bezeichnen wir den Kécher e mit A;.

Essein > 1. Fur 1 <1l < m < n haben wir den zusammenhdngenden
Teilk6cher (Wi, Bin) == ({1, ..., m},{L,...,m —1}) von A,,.

Bemerkung 1.6.1. Fur 1 = m gilt B;,, = @.

Es sei I[l, m] := [(Wi,, Bi) die im vorigen Abschnitt konstruierte zugehorige
unzerlegbare diinne Darstellung.

Satz 1.6.2. Es sei R = (R,,v = 1,..,n,f,,a = 1,...,n — 1) eine Darstellung des
Kochers A,,. Dann existieren eindeutig bestimmte nattirliche Zahlen &, ,,, 1 <1 <

m < n, so dass
R= P 10,mem,

1<l<m<n

Bemerkung 1.6.3. Der Satz besagt, dass alle unzerlegbaren Darstellungen von
A, diunn sind.

Beweis von Satz[[.6.2 Fir n = 1 und n = 2 ist uns der Satz bereits bekannt
(Abschnitt [[.3). Damit ist der Induktionsanfang gemacht.

Wir setzen fi, ;= f_10---0of: R — R, und Ky, := Ker(fi,), 1 <l <m < n.
(Speziell gllt fug =1, L= ], ey L— 1.)
Bemerkung. Fur 1 <1< m < n gilt Ker(f;) C Ky,.

Mit diesen Vereinbarungen erhalten wir die Teildarstellung K := (Kj,, Ky, ...y
Kn1n,0) von R.@ Da der letzte Eintrag null ist, konnen wir K als Darstellung
von A,_; ansehen. Nach Induktionsvoraussetzung ist es moéglich, K als direkte
Summe der diinnen unzerlegbaren Darstellungen I[lym], 1 <1 <m <n-—1,
darzustellen.

Um den Beweis zu vollenden, mussen wir in Fall R # K eine Teildarstellung
L von R finden, so dass a) K& L = R und b) L eine direkte Summe von diinnen
unzerlegbaren Darstellungen I[l,m/ mit 1 <1<m <n ist.

Wir setzen Ciy i = KOdimRi(Km) = Dimk(Ri)—Dimk(Km), i= 1, ,Tl—] , Co := 0 und
cn := Dimy(R,) = Kodimg, (0). Es gilt co =0 < ¢; < --- < ¢,. In der Tat seien i €
{1,..,n—=T1}und L; C R, ein lineares Komplement zu K;,,. Wie zuvor bemerkt gilt

23Die Teildarstellung enthélt alle Summanden mit m <n — 1.
24Genauer gesagt werden nur Summanden mit m = n auftreten.
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[.6. Lineare Koécher vom Typ A

Ker(f;) C K, und daher LinKer(f;) = 0. Aus diesem Grund ist fy;,: L; — fi(L;) ein
Isomorphismus. Auflerdem haben wir f;(L;) NK;;;, = 0. Denn far v € f;(L;) NKi11n
existiert ein u € [; mit v = fi(u). Wegen 0 = fi 1, (v) = fian(fi(u)) = fin(u) gilt
u e L;NKy = 0. Sei nun EH ein lineares Komplement zu fi(L;) ® K1, in Ry,;.
Dann ist fm @ fi(L;) ein lineares Komplement zu K, in Ri;;, und es gilt

cis1 = Kodimg,,, (Kitn) = Dimy(Lisq) + Dimy(fi(Li)) = Dimy(Lisq) + Dimy (L)
> Dlmk(l_l) = KOdimRi(Km) = Ci.

Es seien 1 <j; < --- <j, < n die Stellen, an denen die Funktion {0,...,n} —
N, i+— ¢, springt, dh.,co=-=¢-1, 6,1 <C,, V=1,.47, ¢, = =Cj,, -1
v=1,.,7r—1,und ¢, =--- = c,. Wir wihlen zunichst ein lineares Komplement
Lj, zu Kj, in R;, (bzw. zu 0, falls j; = n) und eine Basis (ul, ..., u],) fiir L;, 5| Weiter
definieren wir I = (I""",i =1,..,n) durch I'" := 0, i=1,..,j; — 1, I;;V‘ = (u),)
und I == (f,:(ul,)), =31 +1,..,m, vi = 1,..,t;. Wie zuvor folgt, dass

t
KanNEPL" =0, i=1,.,n-1.

\/1:]

Es seien L, ein lineares Komplement zu

t
1,v
Kim @ @ IJ'z 1

vi=I1

in R;, und (uj,...,u$)) eine Basis fur tjz. Wir fithren nun "2 = (I?2,i=1,...,n)
tber I =0, i=1,.,j; — 1, [ == (1)) und 7" := (f,i(ud), i=j,+ 1,..,m,

v, =1,..., 1, ein. Diese Konstruktion konnen wir iterieren und erhalten am Ende
Zahlen t, und Teildarstellungen I von R, v, =1,...,t, t=1,...,1, so dass

o " =1fj,nl, vi=T1,.,t,t=1..,1,

T t
d @ @IL’“ ein lineares Komplement zu K ist.

=1 v.=1

Damit haben wir die Aufgabe, die wir uns zuvor gestellt haben, erledigt.
Die Eindeutigkeit der Koeffizienten folgt nattuirlich aus dem Satz von Krull-
Schmidt. In diesem Fall lasst sie sich aber auch leicht direkt beweisen (s. Auf-

gabe [[.6.6). O

25Da wir jetzt unter der Voraussetzung R # K arbeiten, existiert mindestens ein Sprung.
26
t

o7 = Cj,
t2 = ¢y, —¢j,

29
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Beispiel 1.6.4. Wir betrachten die Darstellung R = (Q% Q% Q3 f;, ;) von A;, fur

die f; durch die Matrix
1 -3
My=1[ 1 =2
0 1

3 -2 4
Mpy=1[1 -1 1
1T -1 1

bestimmt ist. Eine Zeilenstufenform von M, ist

1T -1 1
o 1 1.
0O 00
-2
Ker(f;) = <( —1 )>
1

Die Abbildung f;3: Q* — Q?® ist durch die Matrix

1T -1
MzOM]: O O
0 0

1
KeT('ﬁg) = <( 1 )>
Die Teildarstellung

(Ker(f1;), Ker(f,),0) = (<(

von R is isomorph zu I[1,2]. Der Vektor

(o)

spannt ein lineares Komplement zu Ker(f;3) in Q* auf. Es gilt

()= (1) e (D)-(3)

und f, durch die Matrix

Es folgt

gegeben, und daher gilt

N———
\/
—
/
.
—_—— N
N—
~_—
vO
N—
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[.6. Lineare Koécher vom Typ A

(MGG

von R ist isomorph zu I[1, 3]. Der Vektor

(

Die Teildarstellung

o o =

spannt ein lineares Komplement zu

auf, und es gilt

Die Teildarstellung

D)

ist isomorph zu I[2, 3]. Schlielich spannt
ein lineares Komplement zu

auf, und die Teildarstellung
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ist isomorph zu I[3, 3].
Insgesamt haben wir

R=101,2] @ I[1,3] @ 1[2,3] © 113, 3]

gezeigt und diese Zerlegung mit expliziten Teildarstellungen von R realisiert.
Die Teildarstellungen sind dabei nicht eindeutig bestimmt.

Bemerkung 1.6.5. Die gefundene Zerlegung kann durch das Bild

Q

Q » Q » Q

visualisiert werden. Man kann sich nun leicht tiberlegen, wie man auf der Basis
von Satz Darstellungen von A, mit Hilfe von Strichcodes klassifizieren
kann.

Aufgabe 1.6.6. Es seien n > 2 und R = (R,,v = 1,..,1i,f,,1 = 1,..,n — 1) eine
Darstellung von A,,. Die Ranginvariante von R ist

p(R) := (Rank(fin), 1 <l<m < n).

Erkliaren Sie, wie man die Koeffizienten §;,,, 1 <1 < m < n in Satz [[.6.2] aus
dem Dimensionsvektor d(R) und der Rang-Invariante p(R) berechnet.

Ein weiteres Beispiel und eine weitere Moglichkeit, die Zerlegung graphisch
darzustellen, werden in Beispiel [II.6.8| und Bemerkung [II.6.9| besprochen.

I.7 Reflexionsfunktoren

In diesem Abschnitt méchten wir die unzerlegbaren Darstellungen fiir Kdcher Q
und Q’ mit demselben zugrunde liegenden Graphen I" vergleichen. Die Kécher
Q und Q’ kénnen wir als zwei Orientierungen der Kanten von I' ansehen.

Es seien Q = (V,A,t, h) ein Kécher und v € V ein Knoten von Q. Der Kécher
0,(Q) = (V, A, 0y(t), 0 (h)) ist der Kocher, den man erhalt, indem man alle Pfeile
umdreht, die in v starten oder ankommen, und die tbrigen Pfeile unverandert
lasst, d.h.,

oy(t)(a) =t(a) Aoy(h)(a) =h(a), fallst(a)#vAh(a)#v
oy(t)(a) = h(a) Noy(h)(a) =t(a), fallst(a)=vVh(a)=v
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Bemerkung1.7.1. Ein Pfeil a € A mit t(a) =v = h(a) bleibt ebenfalls unverandert
und o,.

Lemma 1.7.2. Es seien Q = (V,A,t,h) ein nicht notwendigerweise zusammen-
hdngender Kécher ohne orientierten Zyklus und n = #V. Dann gibt es eine Bijek-
tion 3:{1,...,n} — V, so dass i > j fiir jeden Pfeil a € A und i,j € {1,...,n} mit
t(a) = B(i) und h(a) = B(j) gilt.

Beweis. Falls Q keine Pfeile enthalt, konnen wir jede Bijektion nehmen. Diesen
Fall kénnen wir ausklammern.

Als weitere Vorbemerkung betrachten wir den Fall, dass Q nicht zusammen-
hingend ist. Es seien QY = (V¥ A® t0 hlV) die Zusammenhangskomponenten
von Q, n; == #VW und gW: {1,...,n;} — VI eine Bijektion mit den gewiinschten
Eigenschaften fiir den Kocher QW, i = 1,...,. Fir n; < i < n sei j(i) := max{j €
{1,y —=1}ny +---+ny <i}. Damit definieren wir

B:{1,..,n}—V

o W), fallsi<mny
U (i —my — .. —my), falls i>mny

Diese Abbildung hat dann die gewtinschte Eigenschaft fir Q.

Wir beweisen den Satz durch Induktion tiber n = #V. Es sei n = 2. Wenn es
in Q Pfeile gibt, haben sie alle denselben Startpunkt und denselben Endpunkt,
weil es in Q keinen orientierten Zyklus gilt, und die Behauptung ist klar.

Fir den Induktionsschritt wahlen wir einen Pfad p = (ay,..., a;) maximaler
Liange. Dies ist nach Bemerkung moglich. Es vy := t(a;). Dann existiert
kein Pfeil a € A mit h(a) = vy, weil man p sonst verlangern kénnte. Es sei Q' :=
(VAL R) mit V= V\{w}, A :==A\{a e Alt(a) =w}, t' :=ta und h' := hW.@
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Bijektion p’: {1,...,n —1} — V/,
so dass

Vijje{l,.,n—1}: FaeA: tla)=p'(1)Ah(a) =p'(j) = 1i>j.
Die Bijektion

B:{1,...n} — V

. B'(i), falls1 <i<n-—1
i — .
vy, fallsi=n

hat die gewtlinschten Eigenschaften. [

28Dijeser Kécher kann unzusammenhéngend sein. Fiir Q = e «— ¢ — e liefert die Konstruk-
tionz:B. Q':e .
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Wir nehmen an, dass Q zusammenhangend ist und dass #A > 1. Ein Knoten
v € V ist eine Senke, wenn in v nur Pfeile ankommen und keine Pfeile von v
ausgehen, also

Yae A: t(la)#w.

Eine Quelle in einem — von Q ist ein Knoten v, von dem nur Pfeile ausgehen
und in dem kein Pfeil ankommt, d.h.,

Vae A: h(a)#w.

Bemerkung 1.7.3. a) Da wir vorausgesetzt haben, dass Q zusammenhingend
ist und dass #A > 1, kommt in jeder Senke von A auch ein Pfeil an und geht
von jeder Quelle ein Pfeil aus.

b) Der erste Schritt im Beweis von Lemma [[.7.2] zeigt, dass es in Q unter den
gegebenen Voraussetzungen eine Quelle gibt. Der Beweis zeigt dann weiter,
dass man zu jeder Quelle vy von Q eine Nummerierung (3 mit 3(n) = v, finden
kann. Entsprechend lasst sich zeigen, dass es zu jeder Senke v, von Q eine
Nummerierung 3 mit (1) = v, gibt.

Beispiel 1.7.4. Die Bijektion ist nicht eindeutig. Das folgende Bild zeigt zwei
verschiedene Nummerierungen eines Kochers.

Lemma 1.7.5. Es seien Q = (V, A, t,h) ein orientierter Baum, n := #V und q, € A.
Dann gibt es Knoten vy,...,v; € V, so dass

* v; eine Senke von o, ,(---(0y,(Q))---) ist, i =2,...,(,
* in Q = 0y, (- (0y,(Q)) - - - ) genau der Pfeil a, umgedreht wurde, i.e.,
t(ao) = h(ap) Ah(ag) = t(ag) und Vae A\{ao}:t(a)=1t(a) Ah(a) = h(a).
Dabei sei (~Q = (V,A,t, h).
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Beweis. Nach Satz hat der Kocher Q = (V, A\ {ao}, tia\(ae} Niaviay)) ZWel Zu-
sammenhangskomponenten Q' = (V/,A’;t',h/) und Q" = (V", A" t” h”). Dabei
sei Q” die Zusammenhangskomponente mit h(ay) € V”. Es seien n” := #V” und
B”:{1,..,n"} — V" eine Bijektion wie in Lemma [[.7.2] Wir zeigen nun, dass

* 3”(i) eine Senke von o/ i_1(--- (ogrn(Q"))---) ist, i =2,..,n",

® in ogrmn(--- (oprm(Q"))---) kein Pfeil aus A” umgedreht wurde.

Es sei a € A” ein Pfeil und t”(a) = $”(i) und h”(a) = f”(j). Da Q keinen orien-
tierten Zyklus enthalt, gilt i # j. Der Pfeil a wird von o) und og umgedreht
und von ogr ) fur h € {1,..,n"}\{1i,j} invariant gelassen. Durch 0[3 iy Opr(1)
wird also jeder Pfeil genau zweimal umgedreht. Damit ist die zweite Eigenschaft
Klar.

Es seien i € {2,...,n" — 1}, a € A” ein Pfeil mit t(a) = B”(i) oder h(a) =
B”(i) und QWY = (V, A,t1 DR = oy (- -+ (0571 (Q")) - - - ). Im zweiten Fall
gilt t(a) = B”(j) mit j > i. Der Pfeil a wird also von og(), ..., Opri_y) nicht
verandert, so dass h""(a) = B”(i). Im ersten Fall haben wir h(a) = B”(j) mit
j €{1,..,i—1}. Der Pfeil a wird von oy.; umgedreht und von oy mit h €
{1,...,i— 1}\ {j} unberiihrt gelassen. Dies impliziert h""V(a) = 3”(i). Damit ist
B”(i) eine Senke von 0'[5//(171)(' . (O'[g//(])(QN)) cee ), 1= 2,...,1’1,”. Der einzige Pfeil
aus A \ A”, der einen Knoten aus V" betrifft, ist ay, und dieser hat nur seinen
Endpunkt in A”, nicht aber seinen Startpunkt. Damit ist klar, dass ”(i) auch

eine Senke von opri-1)(--- (0p»1)(Q))---) ist, i=2,..,n".

In dem Koécher oginr(--- (0p»1)(Q))---) sind die Pfeile von A’ und A” un-
verandert. Fur A’ ist das offensichtlich und fiir A” folgt dies aus der zweiten
Eigenschaft, die wir im Beweis festgestellt haben. Schlieflich dreht o) den
Pfeil ay wegen h(ap) = f”(k) um. Far h € {1,...,n" }\ {k} ist der Pfeil a, mcht von
der Operation og () betroffen. O

Beispiel 1.7.6. In den folgenden Abbildungen wird das im obigen Beweis entwi-
ckelte Verfahren dazu verwandt, den Pfeil ay umzudrehen.
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Aufgabe 1.7.7. Es sei n > 2. Wir betrachten den Koécher D,, aus Abbildung [.1]

Eine Folge i,...,i, € {1,..,n,n",n_} ist zuldissig, wenn i; eine Senke des Kéchers
O-ijq ( o (O-ﬁ (Dn)) T ) ist, J = ])>E|?|

a) Bestimmen Sie fur jeden Pfeil by € {ay,...,a,1,a",a_} eine zulassige Folge
iyt €{1,...,ny,n",n_} von Indizes, so dass in

é = ({ 1) ey Ny TL+,TL, }a{ah ceey A1, (l+, a_ };{) ﬁ) = O—i((' o (0—11 (Dn)) e )
der Pfeil b, aus D,, umgedreht wurde, d.h.,
t(bo) = h(bo) A h(bo) = t(by)

und N N
Vac{ay,..,an1,a,a_}\{bo}: t(a)=1t(a)Ah(a)=nh(a).

b) Bestimmen Sie eine zulassige Folge 1i;,...,i, € {1,...,n,n",n_} von Indizes, so

dass in

Qv - ({]) ey N TL+,Tl, },{(l], cery An—1, (l+, a_ }a tvahv) = Gig(' t (0—11 (Dn)) e )

29Fir j = 1 bedeutet dies, dass i; eine Senke von D,, ist.
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alle Pfeile b, von D,, umgedreht wurden, d.h.,
tY(b) = h(b) AhY(b) =t(b), be{ay,..,an1,a",a_}.

Im nachsten Schritt miissen wir die Reflexionen auf dem Niveau der Dar-
stellungen einfiihren. Es seien Q = (V; A, t,h) ein beliebiger Kécher und v, € V
ein Knoten. Dann ist ({vo}, @) ein zusammenhangender Teilkocher. Wir setzen
I[vo] := I({vo}, @) (s. Abschnitt[l.5). Dies ist eine unzerlegbare Darstellung von Q.
Schreiben wir I[v] = (I,,v € V,fq,a € A), dann gilt I,, =k, I, =0, v € V\ {vo}, und
naturlich f, =0, a € A.

Es wird zunéchst vorausgesetzt, dass vy € V eine Senke ist. Es sei Q] :=
0,,(Q) = (V,A,t,h’'). Fur eine Darstellung R = (R,,v € V,f,,a € A) von Q ist die
Darstellung 2 (R) := (R),v € V;f;,a € A) von Q; gegeben durch:

Y 'ay

R\l; = Rv’ vev \ {VO}>

R, = Ker( Z fg: @ Ri(a) — Rvo>>

acA:h(a)=vy acA:h(a)=vy
foi="f, hla)#w (&= t'(a)#Ww),
fo = =Pa: R, — Ri(o)(=Rya), (sv,h(b) =vo) — sq, h(a) =wo.
Dabei gilt in der zweiten Zeile ( Y fy)(sq,h(a)=vo) = > fa(sa)-
acA:h(a)=vo acA:h(a)=vo

Bemerkung 1.7.8. a) Man erkennt leicht, dass genau dann I (R) = 0 gilt, wenn
R, = 0 fur v € V \ {v} erfillt ist. In diesem Fall existiert eine nattirliche Zahl
s € N, so dass R = I[v]*. Man tUberlegt sich auch, dass es fur s > 0 nicht
vorkommen kann, dass ZjO(R) = Tvo]®5.

b) Es sei ﬁvo =Bild( ) f,). Dann gilt Bild(f,) C ﬁvc fur jeden Pfeil a € A

acA:h(a)=vy

mit h(a) = vy. Setzen wir also Rv .= R,, v € V\{v}, dann ist R = (ﬁv,v € V)
eine Teildarstellung von R. Diese Teildarstellung hat ein lineares Komplement
T = (T,,v € V). Dazu wiahlen wir ein lineares Komplement T zu RVO in R,, (s. [4Q],
Definition III.5.35) und setzen T, := T, T, =0, v € V\ {w}. Da vy, eine Senke
ist, ist T eine Teildarstellung von R, und man verifiziert, dass R = R @ T. Man
beachte auch, dass T = I[vo]®*, s :== Dimy(R,,) — Dimk(ﬁvo).

¢) Falls R unzerlegbar ist und R # I[vy], dann zeigt die Diskussion aus Teil
b), dass > f, surjektiv ist.

acA:h(a)=vy

d) Es seien R und S zwei Darstellungen von Q. Anhand der Definition tiber-

prift man leicht, dass I} (R® S) = X (R) @ L] (S).

Beispiel 1.7.9. Es sei Q = 1 — 2. Man berechnet sofort, dass £ (k — 0) =k RS

kund £} (k -2 k) = k «— 0.
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Aufgabe 1.7.10. Wir betrachten den Kocher D,. Wie in Aufgabe [.7.7] b), sei
i1y .01 € {1,2,2%,2_} eine zuldssige Folge von Indizes, so dass in Q¥ = ({1,2,2%,
2_h{aj,a*,a_}, ’cv yhY) = oy,(--- (0y,(D3)) - - -) alle Pfeile von D, umgedreht wur-
den. Es sei R die Darstellung aus Aufgabe [[.5.6] c). Berechnen Sie

z;(...(zi(]{))...)

firj=1,..,L.

Aufgabe 1.7.11. Es sei R = (Q%, Q% Q% f1,f,) die Darstellung von Az aus Beispiel
[.6.4. Berechnen Sie die Darstellung %7 (R) = (R, R}, R}, 1, 5, f5). Wahlen Sie da-
zu fur R, R) und R} geeignete Basen, und beschreiben Sie f; und f; durch die
entsprechenden Darstellungsmatrizen.

Jetzt nehmen wir an, dass v, € V eine Quelle ist, und setzen Q, = 0,,(Q) =:
(V,A,t',h’). Fur eine Darstellung R = (R,,v € V,f,,a € A) von Q ist ¥ (R) =
(Rl,v € V,fl,a € A) definiert durch:

Yy 'ay

R/ = Rv, Ve V\{Vo},

v

R., —Koker< > farRy — EB Rh(a)>,

acA:t(a)=vy acA:t(a)=vg
f(ll = fa) ( ) 7£ Vo (@ h 7& VO )
fo = 1a: R{q)(= Rue)) — R} s»—)[sb,t(b):vo], Sa: =S8, sp:=0, be A\{a},

a Vo)

t(a) = vo.

In der zweiten Zeile benutzen wir () fg)(sy,) = (fa(sy, ), t(a) = vo).

acA:t(a)=vp
Bemerkung 1.7.12. a) Es sei jetzt wieder vy € V eine Senke des Kochers Q.
Dann ist v, eine Quelle von Q; , und man beachte auch o0,,(Q;,) = Q. Es seien
R = (R,,v € V|fy,a € A) eine Darstellung von Q, Z; (R) = (R{,v € V,f;,a € A),

Y a)

L:RLO:K6T< Z fa)—> @ Rt(a): @ R/ (a)

acA:h(a)=vy acA:h(a acA:t/(a)=vg

die Inklusion und m,: @  Riag — Ryq die Projektionsabbildung, a € A.
a€A:h(a)=vg

Nach Definition gilt p, = Mo, a € A. Es folgt + = > Pa = > fl.

acA:h(a)=vg acA:t’(a)=vq
Insbesondere ist die zu der Darstellung X7 (R) assoziierte lineare Abbildung
> fl injektiv.
acA:t’/(a)=vy
b) Wie in Teil a) sei vy € V eine Senke des Kochers Q. Wir beginnen mit einer

Darstellung R = (R,,v € V,fs,a € A) von Q und schreiben I (X (R)) = (ﬁv,v €
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V, 1?(1 € A). Nach Definition gilt ﬁv =Ry, v € V\ {vo}, und unter Zuhilfenahme von
[40], Satz II1.6.5, und Teil a) tiberprift man leicht, dass R,, = Bild( >_ fa).
acA:h(a)=vp
Genauer gesagt existiert ein Isomorphismus n: ﬁvo — Bild( > f,), sodass
acA:h(a)=vo
das Diagramm

@ Rt(a)
—~ acA:h(a)=vg
> fa
aeA:}%a)\:ofa/ wa)vo
Ry, - > Bild( Y fo)
acA:h(a)=vp
Ry,

kommutiert. Mit diesem Diagram beweist man weiter, dass X (Z} (R)) isomorph

zu der Teildarstellung R von R ist, die in Bemerkung , b), beschrieben wur-
de.Istalso )  f, surjektiv, dann gilt Z_ (X (R)) = R. Diese Voraussetzung
acA:h(a)=vg

ist insbesondere dann erfiillt, wenn R unzerlegbar ist und nicht isomorph zu
I[[vo] (vgl. Bemerkung , c). Die Details tiberlassen wir der Leserin bzw. dem
Leser. Ebenso uberlassen wir es der Leserin bzw. dem Leser, die entsprechen-
den Aussagen fur ) (2] (R)) in dem Fall, dass v, eine Quelle ist, zu formulieren
und beweisen.

c) Wenn v, € V eine Quelle von Q ist, dann gilt genau dann £, (R) = 0, wenn
es eine Zahl s € N mit R = I[vo]%* gibt. Far s > 0 existiert keine Darstellung R
von Q, so dass I (R) = I[vo]®*.

d) In der Situation, dass v, eine Quelle von Q ist, sei ﬁvo =Ker( Y  fq).

acA:t(a)=vy

Fir jeden Pfeil a € A mit t(a) = v, gilt somit ﬁVO C Ker(f,). Setzen wir weiter R, :=
0, v € V\{w}, dann ist R= (ﬁv,v € V) eine Teildarstellung von R. Als Darstellung
von Q (vgl. Bemerkung ist sie isomorph zu I[v,]®Pm«(Rvw)  Sije besitzt ein
lineares Komplement T = (T,,v € V). Dazu setzen wir T, := R,, v € V\{v}, wiahlen
ein lineares Komplement T zu ﬁvo in R,, und definieren T,, := T. Da v, eine Quelle
von Q ist, ist T eine Teildarstellung von R. Aus der Konstruktion folgt R = RaT.

e) Wenn R unzerlegbar ist und nicht isomorph zu I[v,], dann ist > o fq
acA:t(a)=vp
nach Teil d) injektiv.
f) Es seien vy € V eine Quelle und R und S zwei Darstellungen von Q. Es gilt,
dass Z (R®S) =1, (R)@ L, (S).

39



Kapitel I. Grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie von Kéchern

Satz 1.7.13. Es seien Q = (V, A, t, h) ein orientierter Baum und v, € V ein Knoten.
i) Wenn v, eine Senke ist, dann ist L] (I) fiir jede unzerlegbare Darstellung 1
von Q, die nicht isomorph zu I[v,] ist, unzerlegbar.
ii) Wenn v, eine Quelle von Q ist, dann ist ¥, (1) fiir jede unzerlegbare Darstel-
lung I von Q, die nicht isomorph zu Ilv,] ist, unzerlegbar.

Beweis. Wir beweisen Teil i). Teil ii) verlauft vollig analog.@

Wenn [ # I[v], dann gilt 2] (I) # 0. Weiter gilt £ (27 (I)) = [ nach Bemerkung
[.7.12] b). Wir nehmen nun an, T; und T, seien Darstellungen von o,,(Q), so
dass I (I) = Ty @ T,. Laut Bemerkung , f), haben wir I = £ (Ti & T,) =
L, (M) & &, (T2). Da I unzerlegbar ist, muss einer der beiden Summanden tri-
vial sein. Wir nummerieren so, dass X, (T,) = 0. Wie in Bemerkung ,
c), beobachtet, muss ein s € N existieren, so dass T, = I[v]®. Schreiben wir
0,(Q) = (VA ', h)und Ty & T, = (S,,v € V,gq,a € A), dann ist die Abbildung

> ga: Sy, — @  Sw(q nicht injektiv. Das widerspricht Bemerkung

acA:t’/(a)=vy acA:t/(a)=vy
[.7.12] a), so dass der Beweis an dieser Stelle beendet ist. O

Es seien Q = (V, A, t,h) ein orientierter Baum und v, € V ein Knoten. Wenn
v eine Senke von Q ist, kénnen wir auf Grund von Satz[[.7.13] i),

55,(Q): D(Q) — D(,(Q))

(25, (D], falls I 2 Iv]
= { Tivol], falls 1= Ifv,)

definieren. Ist vy eine Quelle, so erlaubt es Satz|[.7.13] ii), die Abbildung

5,(Q):D(Q) — D(Z,,(Q))

(2., (D], falls I # Iv]
m — { Tivel], falls I = Ifv,]

einzuftiihren.

Satz 1.7.14. Es seien Q = (V, A, t, h) ein orientierter Baum und v, € V eine Senke.
Dann ist v, eine Quelle von o,,(Q), es gilt o,,(0,,(Q)) = Q, und

S5,(Q) und S, (0,,(Q))
sind zueinander inverse Bijektionen.

Beweis. Die Tatsachen, dass v, eine Quelle von o,,,(Q) ist und dass o,,(0,,(Q)) =
Q, folgen direkt aus den Definitionen. Fiir eine unzerlegbare Darstellung I von
Q, die nicht isomorph zu I[v] ist, gilt ] (£} (I) = [ nach Bemerkung [.7.12,

30Man beachte auch die Bemerkungen zur Dualitéit weiter unten.
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b). Nach Definition gilt auch S (0,,(Q))(Sy (Q)([Iwo]])) = [Ilwo]]. All dies zeigt
S5, (04, (Q)) 0 S5, (Q) = Idp(q). Ebenso beweist man, dass S; (Q) o S (0,,(Q)) =
Idp(o,,(q)- O

Folgerung 1.7.15. Es seien Q; = (V, A, t;, hy) und Q, = (V, A, t,, h,) zwei orientier-
te Bdume mit demselben zugrunde liegenden Baum I' = (V, A, ¢). Dann besteht
eine Bijektion zwischen D(Q;) und D(Q3).

Beweis. Laut Lemma existieren Knoten vy, ..., v, so dass v; eine Senke in
QWist,i=0,...,0, Q¥ :=Q;und QY =0, (- (0v,(Q1)) ), i=1,..,¢ und

QZ - O-V((Q(EJ) = Oy, ( o (G\q (Q])) ' )

Nach Satz[.7.14] ist
S‘Z(Q“)) 0---0 S‘TO(Q(O))
eine Bijektion ]

Aufgabe 1.7.16. a) Es sei I' = (V;A,¢) ein Baum. Es gebe einen Knoten v, € V
mit Kantengra d(vo) > 3. Beweisen Sie, dass es einen orientierten Baum Q =
(V, A, t, h) mit zugrunde liegendem Baum I und eine unzerlegbare Darstellung
R von Q, die nicht dunn ist, gibt.

b) Es sei I' = (V, A, ¢) ein Baum, so dass d(v) < 2, v € V, fur die Kantengrade
der Knoten von I' gilt. Beweisen Sie, dass I' bei geeigneter Nummerierung der
Knoten und Pfeile die Gestalt

aj az An-—2 an—1
V1 V2 V-1 — Vn,

n = #V, annimmt.

c) Es sei Q = (V,A,t,h) ein orientierter Baum, dessen zugrunde liegender
Graph durch die Abbildung in Teil b) gegeben ist, n = #V. Zeigen Sie, dass alle
Darstellungen von Q dinn sind.

d) Schliefen Sie, dass die orientierten Bdume, fiir die alle unzerlegbaren
Darstellungen dunn sind, genau diejenigen sind, deren zugrunde liegender
Baum wie in Teil b) aussieht.

I.8 Anhang. Kategorien und Funktoren

Was ist ein Funktor?

Es seien Q = (V| A, t,h) ein Kbcher, v, € V eine Senke und o,,(Q) = (V; A, t’,h/).
Bisher haben wir L] als eine Art Zuordnung kennengelernt, die einer Darstel-
lung R von Q die Darstellung %} (R) von o,,(Q) zuweist.@ Der Hauptaspekt ist

3ls. Seite
32Wir werden diesen Begriff gleich noch prézisieren.
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nun, dass I} auch auf Homomorphismen wirkt. Dazu seien R = (R,,v € V,fq,a €
A)und S = (S,,v € Vg4, a € A) Darstellungen von Q und ¢ = (¢,,ve V): R — S
ein Homomorphismus (s. S. [I2). Nach Definition eines Homomorphismus ist
das Diagramm

2 fa
acA:h(a)=vqy
@ Ry(a) > Ry,
acA:h(a)=vg
2 Pt(a) Pvo
aceA:h(a)=vq Z Ja
acA:h(a)=vq
D Sww —— Sy

acA:h(a)=vg

kommutativ. Daher bildet die Abbildung > ¢y, denKernvon Y  f,
acA:h(a)=vg acA:h(a)=vy
inden Kernvon ) g, ab und induziert somit eine lineare Abbildung
acA:h(a)=vg

(pLO:RéozKer( Z fa)—>K€T‘( Z ga):%o.

acA:h(a)=vy acA:h(a)=vg

Weiter setzen wir @, = ¢,, v € V\ {vo}. Wir miissen nun noch tberprufen, dass
(@) = ¢’ := (9{,v € V) ein Homomorphismus von %] (R) = (R},v € V,f;,a € A)
nach £J (S) = (§),v € V,g,,a € A) ist. Die Bedingung ist nur fur Pfeile a € A
mit t'(a) = vp zu Uberpriifen. Nach Konstruktion von ¢; kommutiert fiir einen

solchen Pfeil das Diagramm

o
Ry, — @ Riwp —— Ry
beA:t/(b)=vy
@Col > @{L/(b,l lqﬁ{l,m) .
beA:t!(b)=v,
T
S‘l’o D S{l’(b) S{l’(ﬂ)
beA:t’(b)=vy
Dabei sei 7t~: X AG?b) Rl — Risia)» (s6,t'(b) = vo) = sq, und 7 sei analog
€At/ (b)=vy

definiert. Die Abbildung in der oberen Zeile ist nach Definition f/ und die in der
unteren g/. Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe 1.8.1. a) Es sei R eine Darstellung von Q. Uberpriifen Sie I (Idg) =
IdZQ,LO(R)'

b) Es seien R, S und T Darstellungen von Q und ¢: R — S, : S — T
Homomorphismen. Zeigen Sie, dass

£5, (b 0 @) = I, () 0 I, ().
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c) Fithren Sie die analogen Uberlegungen fiir L., far den Fall, dass v, eine
Quelle ist, durch.

Die Eigenschaften a) und b) aus dieser Ubung sind die charakteristischen
Eigenschaften eines Funktors.

Um die obigen Konzepte noch etwas zu prazisieren, gehen wir kurz auf
den Begriff einer Kategorie ein. Dazu miissen wir noch einmal in die Diskus-
sion der Mengenlehre aus [40], Abschnitt II.1, oder [35], Abschnitt 1.2, ein-
steigen. Dort haben wir gesehen, dass die Bildung der Menge aller Mengen
zu Widerspruchen fiihrt. Der Ausweg aus dem Dilemma ist die axiomatische
Mengenlehre. Eine Variante dieser axiomatischen Mengenlehre ist die soge-
nannte Mengen-Klassen-Lehre, die etwa in dem Buch [13] vorgestellt wird. In
der Mengen-Klassen-Lehre gibt es Mengen und Klassen.

Dabei sind Mengen spezielle Klassen.

Weiter existiert die Elementbeziehung ., die zwischen Mengen und Klassen
bestehen kann.

Die Elemente von Klassen sind Mengen. Klassen, die keine Mengen sind,
koénnen nicht Elemente von Klassen sein.

Man darf nun beliebig Mengen zu Klassen zusammenfassen. Insbesondere
existiert die Klasse A aller Mengen, die sogenannte Allklasse. Die russelsche
Antinomie ([35], 1.2.2) zeigt, dass die Allkasse eine echte Klasse ist, also eine
Klasse, die keine Menge ist. Ware A namlich eine Menge, dann miusste A € A
gelten, und man erhielte den tblichen Widerspruch.

Eine Kategorie C besteht nun aus folgenden Bausteinen:

¢ einer Klasse Ob(C) von Objekten der Kategorie,

* einer Menge Mor¢(X,Y) von Morphismen zu je zwei Objekten X;Y € Ob(C)
der Katgorie,

* einer Verkniipfungsabbildung

%Z:MorC(X,Y)xMOTC(Y,Z) — More(X,2)

C
(fg) — 9., f

zu je drei Objekten X,Y,Z € Ob(C),
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* einem Element Idx € Mor¢(X, X) zu jedem Objekt X € Ob(C),
so dass

. IdYx%Yf =f und fxéYIdx = f flir Objekte X,Y € Ob(C) und jeden Morphis-

mus f € Morc(X,Y) gilt,
e fur je vier Objekte W, X,Y,Z € Ob(C) das Diagramm

¢
Idmore (wyx) X ©

More (W, X) x More(X,Y) x More(Y, Z) ———23*More(W, X) x More(X, Z)

$ xIa S
o (o)
W, X,Y Morc (Y,2) ¢ W,X,Z
Y,

Mortc(W,Y) x More(Y, Z) e s More(W, Z)

kommutiert.

Fuar X, Y € Ob(C) schreiben wir oft f: X — Y statt f € Mor¢(X,Y). Die Indizes bei
der Veknuipfung werden meist weggelassen, d.h., wir schreiben einfach ,0o* statt

" %z X,Y,Z € Ob(C). Das zweite Axiom lautet dann

SRS

YW, X,Y,Z € Ob(C), Vf: W — X;g: X— Y,h: Y — Z: (hog)of=ho(gof),
und man erkennt, dass es sich um das Assoziativgesetz handelt.

Beispiel 1.8.2. a) Die Kategorie der Mengen Sets hat als Objekte die Mengen;
Ob(Sets) := A. Far Mengen X,Y sei Mors.(X,Y) die Menge aller Abbildungen
von X nach Y| Die Verkntipfung ist die Verkniipfung von Abbildungen. Die
obigen Axiome sind uns in diesem Fall wohlbekannt. Die Kategorie Sets ist
gewissermafien der Prototyp fiir Katgorien.

b) Es seien k ein Korper. Mit Hilfe der Axiome der Mengenlehre konnen
wir alle k-Vektorrdume zu einer Klasse Ob(Vekt,) zusammenfassen. Fur k-
Vektorrdume VW sei Moryey, (V;W) := Hom (V, W) die Menge der k-linearen
Abbildungen von V nach W. Da die Identitit eines Vektorraums und die Ver-
kntipfung k-linearer Abbildungen k-linear sind, sind die Veknupfungen defi-
niert und die Axiome erftillt. Somit ist die Kategorie Vekt, der k-Vektorrdume
erklart. Entsprechend konnen wir die Kategorie ed-Vekt, der endlichdimensio-
nalen k-Vektorrdiume einftihren.

c) Es seien k ein Korper und Q ein Koécher. Es sollte nun klar sein, wie man
die Kategorie ed-Rep, (Q) der endlichdimensionalen Darstellungen von Q definie-
ren muss. Es ist die Kategorie, mit der wir uns in diesem Kapitel beschaftigt
haben.

d) Es sei Q = (V;A,t,h) ein Kocher. In Aufgabe [.2.3]wurde die Menge T der
Pfade in Q betrachtet. Wir definieren die Kategorie Q mit Ob(Q) = \/@ und

33Man erinnere sich daran, dass dies eine Teilmenge der Potenzmenge P(X x Y) von X x Y ist.
34Hier bilden die Objekte also eine Menge.
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Morg(v,w) = {p € IT|vist der Startpunkt von p und w der Endpunkt}, v,w €
V. Die Verknupfung ist durch die Operation ,x* gegeben, die in Aufgabe
beschrieben wurden. Fiir v € V spielt das Element f, € Morg(v,v), das ebenfalls
in Aufgabe erklart wurde, die Rolle der Identitat. Das Assoziativgesetz
wurde bereits im Rahmen von Aufgabe verifiziert. Dieses Beispiel zeigt,
dass die Morphismen zwischen zwei Objekten einer Kategorie nicht immer eine
Interpretation als Abbildungen zwischen den entsprechenden Mengen haben
mussen.

Die Leserin bzw. der Leser findet gewiss noch zahlreiche weitere Kategorien,
die ihr bzw. ihm im bisherigen Studium begegnet sind. Mit Hilfe von Kategorien
konnen wir die Gegenstdnde einer Theorie, fir die wir uns interessieren, z.B.
k-Vektorraume und k-lineare Abbildungen, zu einem neuen mathematischen
Objekt zusammenfassen.

Mit Hilfe von Funktoren kénnen wir verschiedene Kategorien und damit
auch verschiedene Theorien in Bezug setzen oder auch Symmetrien einer Ka-
tegorie beschreiben. Seien also C und D Kategorien. Ein Funktor F: C — D
besteht aus

¢ einer Abbildung F: Ob(C) — Ob(D) zwischen den Klassen der Objekte von
C und D,

* einer Abbildung Fxy: Mor¢(X,Y) — Morp(F(X),F(Y)) zwischen den Mor-
phismenmengen zu je zwei Objekten X, Y € Ob(C),

so dass

i FX,X(IdX) = Id]:(x) fﬁrjedes Objekt X e Ob(C),

ot)

o sz(g g f) = Fvz(9g) FXLEVFZ) Fxy(f) fir je drei Objekte X,Y,Z € Ob(C) und
Morph1smen f € Mor¢(X ,Y)) g € Mor¢(Y,Z).

Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition und ersten Eigenschaft von Grup-
penhomomorphisme ([40], Definition IV.3.7).

Beispiel 1.8.3. a) Es sei k ein Koérper. Der Vergissfunictor F: Vekt, — Sets ordnet
einem k-Vektorraum (V,+,-) die zugrunde liegende Menge V zu und sieht eine
k-lineare Abbildung f: V — W nur noch als mengentheoretische Abbildung
an. Wir benutzen diesen Funktor implizit, wenn wir von Eigenschaften wie In-
jektivitat oder Surjektivitit etwa von Homomorphismen sprechen, die nur von
den zugrunde liegenden mengentheoretischen Abbildungen abhangen.

35Die Eigenschaft Fx,x(Idx) = Idr(x), X € Ob(C), ist hier nicht automatisch erfillt, da Mor-
phismen im Allgemeinen keine Inversen besitzen.
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b) Es seien Q = (V,A,t,h) ein Kécher und v, € V eine Senke von V. Die
Zuordnungen R —— X7 (R}, R eine Darstellung von Q, I} (¢): L (R) — X (S),
R, S Darstellungen von Q, ¢: R — S ein Homomorphismus, definieren einen
Funktor I} :ed-Rep (Q) — ed-Rep (0v,(Q)) (s. auch Aufgabe [.8.1). Ebenso
definiert man fiir eine Quelle wy € V von Q den Funktor X, : ed-Rep (Q) —
ed—Re]ok(owO (Q)). Dies sind die Reflexionsfunitoren.

Aufgabe 1.8.4. Es seien k ein Korper, Q ein Kécher und Q die Kategorie, die
in Beispiel , d), dem Kécher Q zugewiesen wurde. Uberpriifen Sie, dass
die Angabe eines Funktors F: O — ed-Vekt, aquivalent zu der Angabe einer
Darstellung R von Q ist.

Wir mochten die Kategorientheorie an dieser Stelle nicht weiter vertiefen. Im
ndchsten Abschnitt stellen wir noch ein wichtiges Beispiel eines Funktors vor.

Man beachte, dass in dem Buch [3] die Sprache der Kategorien und Funk-
toren von Beginn an in der linearen Algebra verwendet wird. Dementsprechend
findet der interessierte Leser bzw. die interessierte Leserin dort weitere Beispie-
le und Vertiefungen zu diesem Thema.

Dualitat

Die Tatsache, dass wir mit den Begriffen der Kategorien und Funktoren eine
neue Sprache eingeftihrt haben, mit der wir die Grundbausteine einer mathe-
matischen Theorie, die Objekte und die Morphismen zwischen ihnen, und ih-
re fundamentalen Gesetzmafligkeiten beschreiben kénnen, stellt noch keinen
Fortschritt dar. Allerdings zwingt uns die sogenannte Kategorientheorie zu ei-
ner noch praziseren Ausdrucksweise. Dabei spielen Diagramme eine wichtige
Rolle. Mit ihnen kénnen wir Begriffe wie die Injektivitat einer mengentheoreti-
schen Abbildung auf eine Weise formulieren, die in jeder Kategorie Sinn macht,
und so die richtige Verallgemeinerung finden.

Bemerkung 1.8.5. Die Sprache der Kategorien und Funktoren gestattet es uns
auch, den Begriff des Diagramms sauber zu definieren. Dazu seien Q ein Ko-
cher und Q die zugehorige Kategorie (s. Beispiel d). Ein Q-Diagramm in
einer Kategorie C ist ein Funktor D: Q — C. Man denke z.B. an den Koécher Q,
der durch das Bild

veranschaulicht wird. (Die Kommutativitat des entsprechenden Diagramms in
C ist in der Definition des Q-Diagramms noch nicht eingeschlossen.) Ein Q-
Diagramm in ed-Vekt, haben wir als Darstellung von Q kennengelernt. (Welche
Sprechweise man verwendet, hangt von den Fragestellungen ab.)
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Eine scheinbar banale Operation ist nun das Umdrehen aller Pfeile in einem
Diagramm. Allerdings kann man damit zu jedem Konzept ein ,duales® Konzept
formulieren. Wir veranschaulichen diese Operation mit dem Diagramm

g1
A__'B-—"scC
g2

in der Kategorie Sets der Mengen. Die Abbildung f: B — C ist genau dann
injektiv, wenn fiir jede Menge A und jedes Paar (g;,g,) von Abbildungen von
A nach B aus fo g; = fo g; folgt, dass g; = ¢g,. Um dies einzusehen, nehmen
wir zundchst an, dass f injektiv ist. Seien also A eine Menge und g;: A — B,
i=1,2, zwei Abbildungen mit f o g; = f o g,. Das bedeutet

VxeA: f(gix) = (fogi)(x) = (fog)x) =f(ga(x)).

Da f injektiv ist, folgt
Vx € A gi1(x) = g2(x),

d.h., g = g;. Sei nun die angegebene Bedingung erfullt. Es seien y;,y, € B
Elemente mit f(y;) = f(y,). Wir wahlen A = {1}, g;: A — B, 1T ~— vy;, und
g2: A — B, 1 — y,. Es gilt dann f o gy = f o g;. Die Voraussetzung besagt
g1 = g2, also y; = g1(1) = g2(1) = y,. Die Abbildung f ist also injektiv.

Drehen wir die Pfeile um, dann erhalten wir das Diagramm

91
A B+ — C.
92

Man erhalt eine neue Eigenschaft einer Abbildung f: C — B, die fordert, dass
fiir jede Menge A und jedes Paar (g;,g;) von Abbildungen von B nach A aus
gy of = g, o f folgt, dass g; = g;. Man kann nun zeigen, dass diese Eigenschaft
aquivalent dazu ist, dass f surjektiv ist. Injektivitit und Surjektivitat sind also
im obigen Sinne dual zueinander.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel aus der Kategorie ed-Vekt,, das auch
in der Kategorie ed-Rep(Q) existiert. Es seien k ein Koérper, X, Y zwei endlichdi-
mensionale k-Vektorraume und Z := X @ Y ihre direkte Summe. Wir haben die
k-linearen Abbildungen px: Z — X, (x,y) — x, und py: Z — Y, (x,y) — y.
Das Tripel (Z,px, py) hat eine sogenannte universelle Eigenschaft. Fur jedes Tri-
pel (W, fx,fy), das aus einem endlichdimensionalen k-Vektorraum W und k-
linearen Abbildungen fx: W — X und fy: W — Y besteht, existiert genau eine
k-lineare Abbildung fx+fy: W — Z, so dass pxo(fx+fy) = fx und pyo(fx+fy) = fy.
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Wir illustrieren diese universelle Eigenschaft mit Hilfe des Diagramms

w x
Z -y x-
Pvl
Y

Die gesuchte Abbildung ist fx+fy: W — Z, w — (fx(w), fy(w)). Die Eigenschaft
besagt, dass

Hom, (W, X) & Homy (W, Y) — Homy (W, Z)
(fx, fy) — fx + fy
eine Bijektion ist.@ Sie ist invers zu
Homy (W, Z) — Homy (W, X) ® Hom (W, Y)
g — (pPx°g,prog).
Die duale universelle Eigenschaft wird durch das Diagramm

veranschaulicht. Gesucht ist also ein endlichdimensionaler k-Vektorraum Z zu-
sammen mit k-linearen Abbildungen ix: X — Z und iy: Y — Z, so dass fur
jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum W und alle k-linearen Abbildungen
fx: X — W, fy: Y — W genau eine k-lineare Abbildung fx + fy: Z — W mit
(fx + fy) o ix = fx und (fx + fy) o iy = fy existiert. Die Abbildung

Homy (X, W) & Homy (Y, W) — Homy(Z, W)

(fx, fy) — fx + fy

ist dann eine Bijektion, die invers zu

Homy (Z, W) — Hom, (X, W) ® Hom, (Y, W)

gr— (goix,goiy)

ist. Hier kbnnen wir Z .= Xa® VY, ix: X — Z, x +— (x,0), iy: Y — Z, y — (0, y)
setzen und fx + fy: Z — W, (x,y) — fx(x) + fy(y), definieren.

36Es handelt sich sogar um einen k-linearen Isomorphismus.
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Bemerkung 1.8.6. a) In einer beliebigen Kategorie muss keines der beiden ,uni-
versellen Probleme* eine Losung haben. Es kann auch vorkommen, dass eines
eine Losung hat und das andere nicht. Die beiden Probleme kénnen auch ver-
schiedene Losungen haben.

b) Eine andere Inkarnation des Umdrehens von Pfeilen ist die duale Katego-
rie C° einer Kategorie C. Hier setzt man Ob(C°P) := Ob(C) und

VA,B € Ob(C?) = 0Ob(C): Moreor(A,B) :=Mor¢(B,A).

Fir A € Ob(C°) gilt Morcor (A,A) = Morc(A,A), so dass Id,y definiert ist. Wir
uberlassen es dem Leser bzw. der Leserin, die Verkntipfungen von Morphismen
zu definieren und die Axiome einer Kategorie zu verifizieren.

In der Kategorie ed-Vekt, haben wir einen Funktor, der das Umdrehen der
Pfeile realisiert. Dies ist

(\)V: ed-Vekt, — ed-Vekt?,
Ob(ed-Vekt, ) — Ob(ed-Vekt,?)
V — VY := Homy(V, k),
YV,W € Ob(ed-Vekt,): Homy(V,W) — Hom(W", V")
P { oW — VY

A — Aof °

Bemerkung 1.8.7. Wir konnen nicht sagen, dass die Abbildung (zwischen Klas-
sen) (-)V: Ob(ed-Vekt,) — Ob(ed-Vekt;’) eine Bijektion ist. Fur endlichdimen-
sionale k-Vektorrdume V,W ist Homy(V,W) — Hom (WY, V), f — fV, aller-
dings ein k-linearer Isomorphismus. Schlieflich ist fiir jeden endlichdimensio-
nalen k-Vektorraum V

V VY = Homy (VY, k)
vi— ((f: V— k) — f(v))

ein k-linearer Isomorphismus. Fur f: V— W kommutiert das Diagram

v — s w
zl lz
WY Y

Dies wollen wir nun auf Darstellungen von Kéchern ausdehnen. Es sei Q =
(V,A,t,h) ein Kécher. Der zu Q duale Kécher ist Q¥ = (V,A,tV,hY) mit t¥ := h
und h" := t. Der Kocher Q entsteht also aus Q, indem man alle Pfeile umdreht.
Fur eine Darstellung R = (R,,v € V,f,,a € A) von Q ist RV := (R/,v e V,f/,a € A)
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eine Darstellung von QY, die zu R duale Darstellung. Fiur Darstellungen R, S
von Q und einen Homomorphismus ¢ = (¢,,v € V): R — S ist ¢ = (@/,v €
V): SY — RY ebenfalls ein Homomorphismus. Auf diese Weise erhalten wir den
Funktor

()V: ed-Rep(Q) — ed-Rep(QY)°".

Ist vy eine Quelle von Q, dann ist v, eine Senke von QY. Fir eine Darstellung R
von Q gilt
_ - v

Ry = (ZH(R) .
Dazu muss man Bemerkung benutzen. Die Leserin bzw. der Leser moge
die entsprechende Aussage flir Homomorphismen von Darstellungen formulie-
ren und beweisen. Mit dieser Beobachtung kann man die Eigenschaften des
Reflexionsfunktors I formal auf die Eigenschaften des Reflexionsfunktors X
zuruckfihren.

Weitere Resultate

Ein Koécher Q, fur den es nur endlich viele Isomorphieklassen von unzerleg-
baren Darstellungen gibt, hat endlichen Darstellungstyp. Wir haben bisher ge-
zeigt, dass ein Kocher, dessen zugrunde liegender Graph die Gestalt

Ap: 1122 .. 5 1 5 a>1,

annimmt, endlichen Darstellungstyp hat. Fiir den Graphen D,, aus Abbildung
kann man ebenfalls noch auf recht elementare Weise zeigen, dass er end-
lichen Darstellungstyp hat (s. [31], Part 2, [41], Section 1). Mit Hilfe der Reflexi-
onsfunktoren beweist man weiter, dass jeder Kocher, dessen zugrunde liegen-
der Graph die Form

hat, ebenfalls endlichen Darstellungstyp hat. Ein fundamentaler Satz von Ga-
brie ([14]. [15]), der in [22], [31] und [7], Chapter 4, besprochen wird, besagt,
dass die einzigen weiteren Kocher, die einen endlichen Darstellungstyp haben,

37Peter Gabriel (1933 - 2015 ), franzdsischer Mathematiker.
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[.8. Anhang. Kategorien und Funktoren

diejenigen sind, deren zugrunde liegender Graph einer der folgenden ist:

1 2 3 4 5
Egl ‘
6
1 2 3 4 5 6
E7I ‘
7
1 2 3 4 5 6 7
Eg: ‘
8

Es gibt eine weitere Klasse von Kochern, die man zahm nennt, fir die man das
Klassifikationsproblem noch gut l6sen kann. Die Liste findet man z.B. in [7],
Chapter 7. Alle anderen Kocher bezeichnet man als wild. Hier besteht wenig
Hoffnung, das Klassifikationsproblem auf dhnlich explizite Weise zu 16sen wie
fiir die Kocher von endlichem Darstellungstyp oder die zahmen Kdocher.

Beispiel 1.8.8. Ein Beispiel fur einen wilden Kocher ist

oy

Eine Darstellung dieses Kochers ist ein Tripel (R,f;,f;), das aus einem end-
lichdimensionalen k-Vektorraum R und zwei Endomorphismen f;,f;: R — R
besteht. Die Klassifikation der Darstellungen, in den R die Dimension n hat, ist
aquivalent zu der Beschreibung der Ahnlichkeitsklassen von Paaren von Ma-
trizen (M;, M;) € Mat(n;k) @ Mat(n; k), n > 1. Hier sagen wir, dass (A;,A;) und
(B, B2) dhnlich sind, wenn es eine invertierbare Matrix S € GL, (k) mit

S-A;-S'=B; und S-A,-S7"=B,

gibt. (Man vergleiche [40], Definition V.1.4). Es ist bemerkenswert, dass ein so
einfach zu formulierendes Problem derart komplex ist.

51






11

Ripsfiltrierungen und bestiandige
Homologie

Die Idee hinter simplizialen Komplexen ist, komplexe Gebilde aus einfachen
Bausteinen zusammenzusetzen. Im Fall von Flichen sind die Bausteine Drei-
ecke, bei hoherdimensionalen Objekten sogenannte Simplexe. Ein Simplizial-
komplex kann abstrakt definiert werden mit Hilfe einer endlichen Menge und
ihrer Teilmengen. Diese Struktur kann man einem Computer ,beibringen”. Die-
se Moglichkeit wird in der Computergraphik intensiv genutzt ([24], Abschnitt
12.1). Abbildung zeigt zwei Beispiele [ Nun gibt es allerdings viele Moglich-

'Das Beispiele stammen von Wikipedia (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Torus—-triang.svg, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Triang—-cyl—-sphi4.
svg), erstellt von Nutzer Ag2gaeh (https://de.wikipedia.org/wiki/Benutzer:Ag2gaeh).

Abbildung II.1: Beispiele fiir Triangulierungen von Fldachen im Raum
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Kapitel II. Ripsfiltrierungen und bestandige Homologie

keiten, ,dasselbe* Objekt zu triangulieren, d.h., als Simplizialkomplex darzu-
stellen?| Wir suchen daher Invarianten, die wir einem Simplizialkomplex zu-
ordnen konnen, so dass zwei Simplizialkomplexe, die im obigen Sinne dasselbe
Objekt darstellen, auch ,dieselben® Invariantenf| haben. Die Gleichheit der In-
varianten ist also eine notwendige, aber meist nicht hinreichende Bedingung
daftir, dass zwei Simplizialkomplexe denselben topologischen Raum beschrei-
ben. Die Invarianten sind endlichdimensionale Vektorraume, die sich elegant
definieren und gut berechnen lassen.

Wenn nun eine endliche Teilmenge V = {v,...,v,x} C RN gegeben ist, dann
kann man mit dieser Teilmenge sehr viele verschiedene Simplizialkomplexe,
die verschiedene topologische Riaume beschreiben, erstellen. Um die Ripsfil-
trierung’ zu erhalten, verwendet man den euklidischen Abstand auf RN, um
endlich viele ,verschachtelte* Simplizialkomplexe KV c ... ¢ K™ zu definieren.
Mit Hilfe der simplizialen Homologie kann man so einer verschachtelten Fol-
ge von Simplizialkomplexen ihre sogenannte bestandige Homologie zuordnen.
Diese setzt sich aus Darstellungen des Koéchers

An: 1 b Y n

zusammen. In Abschnitt haben wir bewiesen, dass eine solche Darstellung
bis auf Isomorphie durch die Angabe eines Tupels ((1;,m;), ..., (15, ms)) von Paa-
ren (l,m;y) mit 1 <1; <m; <n,i=1,..5s, bestimmt ist. Man nennt dies auch
einen Strichcode. Diese Konstruktion wurde erfolgreich eingesetzt, um grofien
Datensitzen einfache Invarianten zuzuordnen.

Zum Aufwiarmen werden wir verschiedene Triangulierungen eines regelma-
Bigen n-Ecks betrachten, um einen Eindruck von der Komplexitat des Problems
zu bekommen. Es ergibt sich eine Anwendung auf das sogenannte Wachter-
oder Museumsproblem. Zudem besteht ein interessanter Zusammenhang zu
Koéchern.

Hinweise zur Literatur.

Der Formalismus der (abstrakten) Simplizialkomplexe ist z.B. in Kapitel 7 des
Buchs [33] enthalten. Der neugierige Leser bzw. die neugierige Leserin erfahrt
dort auch mehr tiber die Rolle von Simplizialkomplexen in der Topologie. Einen
guten Uberblick geben auch die Folien [11]. Das Wachterproblem wird in [5],

2Die Objekte, von denen wir hier reden sind topologische Rdume. Jeder Simplizialkomplex
definiert einen topologischen Raum, und wir sagen, dass zwei Simplizialkomplexe dasselbe
Objekt beschreiben, wenn die zugehoérigen topologischen Rdume homdéomorph, also isomorph
im Sinne der Topologie, sind.

3Auch hier versteckt sich wieder ein geeigneter Isomorphiebegriff.

4Eliyahu Rips (geb. 1948), israelischer Mathematiker.
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Abbildung II.2: Beispiele fiir Polygone

Kapitel 3, besprochen. Hierzu gibt es auch die Folien [20] von der Freien Uni-
versitat Berlin.

II.1 Triangulierungen von Polygonen

Ein Vieleck oder Polygon TT besteht aus einer endlichen Teilmenge P C R?, die
mindestens drei Punkte enthélt, und einer Bijektion (: {1,....,n} — P, n = #P.

Wir schreiben kurz IT = (py,...,pn). Die Punkte p;, ..., p, nennen wir die Ecken
des Polygons. Mochten wir die Anzahl der Ecken betonen, sprechen wir auch
von einem n-Eck. Die Kanten des Polygons IT = (py, ..., pn) sind

si={A-pi+ (=N -pialAel0, 1]}, i=1,.,n—1, und
sn={Apnt(T—=A)-pr[Ael0,1]}.

Wir setzen auch

§1:{)\p1+(1—7\)p1+]|7\€(0,])}, iz],...,n—1, und
Sni= A pat (1-A) prlAe (0,11,

Das Polygon 1T = (py, ..., pn) ist einfach, wenn
V1SI<J§TL §im§j:®-
In der Abbildung ist nur das dritte Polygon einfach.
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Abbildung I1.3: Zwei Beispiele fiir Triangulierungen

Bemerkung 1I.1.1. Der Leser bzw. die Leserin moge sich davon uberzeugen,
dass man bei einem einfachen Polygon von dem Inneren und dem AuBeren
des Polygons sprechen kann. Dies ist der jordansche Kurvensatz fur einfache

Polygone (Satz[[1.7.7).

Kreispolygone

Es sei S := {(a,b) € R*|a? + b? = 1} der Einheitskreis. Wir betrachten jetzt ein
Polygon TT = (p1y...,pn) mit p; € S, i =1,.,n,sodasses 0 < t) < --- < t, <
1 mit p; = (cos(2m - t;),sin(2m - t;)), i = 1,...,n, gibt, d.h., die Punkte sind so
nummeriert, wie man sie antrifft, wenn man den Einheitskreis beginnend in
(1,0) im mathematisch positiven Sinn einmal umrundet. Die Diagonalen von T1
sind die Strecken

Syr={A-pi+(1—=A)-piIxel0, 1]}, je{i+2,.,n} i=1,.,n-2, (i,j)#(1,n).

Eine Triangulierung des Polygons IT = (py, ..., p») ist eine Zerlegung von IT in n—2
Dreiecke durch n — 3 Diagonalen (s. Abbildung [II.3).

Bemerkung I1.1.2. Das Konzept kann man sich gut induktiv veranschaulichen.
Ein Dreieck wird durch null Diagonalen in ein Dreieck zerlegt. In einem Viereck
gibt es zwei Diagonalen. Jede dieser Diagonalen zerlegt das Viereck in zwei

Dreiecke.
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In einem n-Eck zerlegt eine Diagonale das n-Eck in ein i-Eck und ein j-Eck mit
,j>3undi+j=n+2.

Satz I1.1.3. Es sein > 1. Ein (n + 2)-Eck besitzt
(2n)! o 2n
m+1n! n+1 \n

Die Zahl (2n)!/((n+1)!n!) ist als n-te Catalarﬁ-Zahl bekannt. Catalan-Zahlen
treten in einer Vielzahl von Zahlproblemen auf, und es gibt ganze Biicher tiber
sie, z.B. [32]. Die obige Formel geht ebenfalls auf Euler ([9], Problem 7) zurtck.
Wir stellen hier den Beweis von Laméd® aus vor.

Triangulierungen.

Beweis von Satz[[L.1.3l Fur { > 1 sei nt(¢) die Anzahl der Triangulierungen eines
(¢ + 2)-Ecks. Es sei 7t(0) := 1. Wir geben nun zwei Rekursionsformeln fiir diese
Anzahl an.

Wir betrachten zundchst eine feste Triangulierung. Die Kante s,,, die die
Ecken 1 und n + 2 verbindet, kommt in genau einem Dreieck der Triangulie-
rung vor. Die dritte Ecke dieses Dreiecks sei k € {2,...,n+ 1}. Wir erhalten das
k-Eck (pi,...,px) und das (n — k + 3)-Eck (py, ..., pns2) (s. Abbildung E| Das k-
Eck (pj,...,px) kann auf n(k — 2) Weisen trianguliert werden, das (n —k + 3)-Eck
(Piy eeey Pra2) @auf w(m —k + 1) Arten.ﬂ Es gibt also n(k — 2) - t(n — k + 1) Triangulie-
rungen, die das Dreieck mit den Ecken k, 1 und n + 2 enthalten, k =2,...,n+ 1.

SEugéne Charles Catalan (1814 - 1894), belgischer Mathematiker.

6Gabriel Lamé (1795 - 1870), franzdsischer Mathematiker und Physiker.

“In Abbildung Weichen wir von der Konvention fiir die Nummerierung ab, weil wir nicht
von (1,0) aus startend nummerieren. Die Punkte sind aber weiterhin im mathematisch positi-
ven Sinn entlang des Einheitskreises nummeriert. Dies ist die wichtige Eigenschaft, die man
fiir das Argument braucht.

8Fir k =2 und k = n + 1 entsteht ein ,Zweieck”. Hier verwenden wir 7(0) = 1.
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P2

— P

M\

Pnt2

Pr_1 Pnt1

\
Pk

Pr+1

Abbildung II.4: Zur Herleitung der Rekursionsformel

Das liefert die Rekursionsformel

n—1

mn) =) m(k)-nn—k—1). (II.1)

k=0

Wir fixieren den Punkt p;. Wie bereits in Bemerkung explizit gemacht
teilt die Diagonale &;, das Polygon in ein k-Eck und ein (n — k + 4)-Eck, k =
3,...,n+1. Es gilt somit 7t(k —2) - t(n —k+2) Triangulierungen, die die Diagonale
61 enthalten. Wir betrachten zunachst den Ausdruck

n—1

> m(k) - m(n—k). (11.2)

k=1

Dies ist nicht die Anzahl aller Triangulierungen, da dieser Ausdruck Triangu-
lierungen mehrfach zahlt, denn fiir 3 < k; < k; < n+1 gibt es Triangulierungen,
die sowohl die Diagonale 6, als auch die Diagonale 0;,, enthalten. Wir bilden
denselben Ausdruck fiir jede der n 4+ 2 Ecken, summieren und erhalten

n—1
(n+2)-) n(k)-m(n—k). (I1.3)
k=1

Jetzt kénnen wir leicht ermitteln, wie oft jede Triangulierung durch den obigen
Ausdruck gezahlt wird. Wie bereits bemerkt ist eine Triangulierung durch n—1
Diagonalen bestimmt. Es sei § eine dieser Diagonalen. Sie verbinde die Punkte
pi und p;. Auf Grund dieser Diagonalen wird sie einmal durch die Formel
fir den Punkt p; und einmal durch die entsprechende Formel fiir den Punkt
p; gezdhlt. Auf Grund ihrer n — 1 Diagonalen wird eine Triangulierung von der
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II.1. Triangulierungen von Polygonen

Formel (II.3) insgesamt (2n — 2)-mal gezahlt, so dass

n—1
) = ;1*_22 Y (k) - m(n— k). (I1.4)

Mit ([T.1) und (IT.4) folgt

w2 n—4
nn)-2-nn—1)=) nk)-nn-k—1)= cn—1),

— n+1
so dass 4 5
n J—
(n) = — nn—1), n>1.
Damit ergibt sich
n—1
2" AL (2n)! (2n)!
= . 2 ] - * - .
= gy LI D = Gy e S

Das ist die behauptete Formel. [

Binidre Baume

Es sei Q = (V,A,t,h) ein Kocher. Fur v € V setzen wir

In(v):={aecAlh(a)=v},
Out(v) :={a€cAlt(a)=v}.

Ein bindirer Baumist ein Tupel B = (Q = (V;A,t,h),w = (w,,v € V)) in dem Q ein
orientierter Baum ist und w,: Out(v) — { L, R} eine injektive Abbildung,ﬂ vev,
so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:

* Es gibt genau einen Knoten v, € V mit In(vy) = @.
e Fur alle Knoten v € V' \ {w} gilt #In(v) = 1.

Der Knoten v, ist die Wurzel des bindren Baums. Ein Knoten v € V mit Out(v) =
@ heif3t Blatt. Es seien v,w € V zwei verschiedene Knoten. Dann ist w ein linker
bzw. rechter Nachfolger von v, wenn es einen Pfad p = (a;,...,a,) in Q von v
nach w gibt[[% so dass w,(a;) = L bzw. w,(a;) = R.

Man zeichnet bindre Baume meist mit der Wurzel oben wie in Abbildung
.5 Die Begriffe links und rechts ergeben sich dann aus dem Blickwinkel der
Wurzel.

9Insbesondere gilt also #Out(v) < 2.
10Djeser Pfad ist dann eindeutig bestimmt, weil Q ein orientierter Baum ist.
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Abbildung II.5: Ein binarer Baum

Lemma II.1.4. Es sei B = (Q = (VA,t,h),w = (w,,v € V)) ein bindrer Baum.
Dann existiert genau eine Bijektion :{1,...,n} — V, n = #V, so dass fiir zwei
verschiedene Zahlen i,j € {1,...,n} gilt:

* i <j, falls 3(j) ein linker Nachfolger von (3(i) ist,
* i >, falls 3(j) ein rechter Nachfolger von 3(i) ist.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstandige Induktion tiber n = #V. Der
besseren Verstandlichkeit halber beginnen wir die Induktion bei n = 2. Hier
gibt es die beiden Moglichkeiten:

Y

Im Induktionsschritt setzen wir

V= {v € V\ {vo}|v ist linker Nachfolger von v, },
Vi := {v € V\{w}|v ist rechter Nachfolger von v, }.

Man uberprift leicht
VA\{vo} =VL U W

und dass By = (Qu = (Vi, Ar, t, h), wr = (w,,v € V1)) und By = (Qr = (Vk, Ag, try
hg), wg = (w,,v € Vg)) mit

A ::{aGAIt(a) € Vi Ah(a) EVL},

AR ::{a€A|t(a) GVR/\]’L(CL) GVR},
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te (he): AL — WL tr (hr): Ax — W
a — tla) (h(a))’ a — t(a) (h(a))’
binare Bidume sind. Die gewtinschte Nummerierung verlangt 3(k + 1) = v,

k := #Vk. Wegen #V; < n und #V < n existieren eindeutig bestimmte Bijek-
tionen Br: {k+2,...,n} — VL und Br:{1,...,k} — Vi mit den entsprechenden
Eigenschaften. Die Abbildung

B:{1,..,n} —V

Br(i), fallsi<k
ir— vy, fallsi=k+1
Br(i), fallsi>k+2

leistet das Gewtlinschte, und die Argumente zeigen, dass sie die einzige Abbil-
dung ist, die dies tut. ]

Beispiel 11.1.5. Das folgende Bild zeigt die Nummerierung geméaf3 Lemma [lI.1.4
des Baums aus Abbildung [II.5]

Satz II.1.6. Es sein > 1 eine natiirliche Zahl und TT = (p1,...,Pni2) €in (n + 2)-
Eck, dessen Ecken auf dem Einheitskreis liegen und die wie zuvor beschrieben
nummeriert sind. Dann besteht eine Bijektion zwischen der Menge der bindiren
Bdume mit n Knoten und der Menge der Triangulierungen von I1.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion tiber n. Dabei konstruieren
wir eine Abbildung, die einem bindaren Baum eine Triangulierung des Polygons
zuordnet. Aus der Konstruktion wird sich unmittelbar ergeben, dass diese Ab-
bildung eine Bijektion ist. Der Fall n = 1 ist klar. Wir illustrieren auch den Fall
n = 2. Hier betrachten wir
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RN

Den Induktionsschritt flihren wir so durch, wie wir die Rekursionsformel (IL. I] -
im Beweis von Satz [[I.1.3] hergeleitet haben. Es sei B = (Q = (V,A,t,h),w

(w,,v € V)) ein bindrer Baum mit n Knoten, 3:{1,...,n} — V die Bijektion
mit den Eigenschaften aus Lemma [[I.1.4] und (k) = vy, vo € V die Wurzel
des Baums. Wir betrachten nun Triangulierungen, die das Dreieck mit den
Ecken pn;2, p1 und py1 enthalten (s. Abbildung [[I.4). Der im Beweis von Lem-
ma konstruierte bindre Baum By der rechten Nachfolger von v, definiert
nach Induktionsvoraussetzung eine Triangulierung des (k+1)-Ecks (p1, ..., Px+1)-
Ebenso definiert der bindre Baum B, eine Triangulierung des (n — k + 2)-Ecks
(Pxs1y ooy Pni2). All dies zusammen ergibt eine Triangulierung des (n + 2)-Ecks
IT. O

Beispiel 11.1.7. Die binaren Baume, die den Triangulierungen aus Abbildung
I1.3| entsprechen, sind:

Aufgabe 11.1.8. Bestimmen Sie die Triangulierung eines 24-Ecks TI1, die zu dem
bindren Baum aus Beispiel gehort.

Aufgabe 11.1.9. Es seien 3(n) die Anzahl der bindren Bidume mit n Knoten,
n > 1, und 3(0) := 1. Beweisen Sie, ohne die Korrespondenz zwischen bindren
Baumen und Triangulierungen zu verwenden, dass

n—1
Yn>1: B(k)-B(m—k—1).

k=0

62
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Das Museumsproblem

In diesem Abschnitt betrachten wir den Grundriss eines Museums, z.B[!]

|

UJ

Die Frage, die in diesem Abschnitt gestellt wird, ist, wieviele Kameras oder Mu-
seumswdchter man benoétigt, um die Ausstellungsflache vollstandig zu tber-
wachen. Dazu moéchten wir die Konzepte, die wir bisher untersucht haben,
verwenden und beschreiben den Grundriss mit Hilfe von Polygonen, also in
obigem Beispiel

L

U_l I |

Allerdings haben wir in diesem Bild mehrere Polygone. Wir untersuchen die
Fragestellung unter der vereinfachten Annahme, dass wir ein einziges (einfa-
ches) Polygon haben. Das ist z.B. in Abbildung der Fall, wenn wir die Ecken
verninftig nummerieren. Dazu konnen wir etwa in der Ecke links oben anfan-
gen, die Linie abschreiten und die Ecken in der Reihenfolge nummerieren, wie
wir sie antreffen. Jetzt kommen Triangulierungen ins Spiel. Hat man namlich
ein Dreieck, dann kann man eine Kamera in einem beliebigen Punkt des Drei-
ecks positionieren und so das gesamte Dreieck ubersehen. Wir moéchten uns
daher zunachst davon tiberzeugen, dass wir ein n-Eck mit Hilfe von n — 3 Dia-
gonalen in n — 2 Dreiecke zerlegen konnen, n > 3.

1An geeigneter Stelle muss man sich natiirlich noch eine Eingangsttir vorstellen.
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— 1

[

Abbildung II.6: Ein Museum mit einem einfachen Polygon

Um dies zu formalisieren, berachten wir ein einfaches n-Eck IT = (p, ..., pn),
pi € R?, i =1,...,n, und setzen wie zuvor

Sy:={A-pi+(1=A)-p;IAel0, 1]}, je{i+2,.,n} i=1,.,n-2 (ij)#(1,n).
Wir nennen oy eine Diagonale von I, wenn
i :={A-pi+(1—=A) -p;jIAe(0,1)}
im Innern des Polygons IT liegt, j e {i+ 2,..,n}, i=1,..,n—2, (i,j) # (1,n).
Satz I1.1.10. In einem einfachen Polygon existiert eine Diagonale.
Beweis. Es sei p; = (a;, b;) € R?, i = 1,...,n. Wir setzen
a:=min{a;li=1,..,n}

und
b ::min{bilie{l,...,n}/\ai: a}.

Es sei iy € {1,...,n} der Index mit p;, = (a,b). Es ist die Ecke von I, die am
weitesten links liegt und unter den Ecken, die genauso weit links liegen, am
tiefsten. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
ip = 1 gilt. Wenn 6,,, keine Diagonale von TT ist, dann muss es eine Ecke qy €
{p3y...,Pn_1} geben, die auf oder links von der Geraden durch p, und p, liegt.m

12Da das Polygon einfach ist, liegen pj, p, und p,, nicht auf einer Geraden. Nach Wahl von
P liegt p, oder p, rechts von p;. Der spitze Winkel, den die Gerade durch p; und p; mit der
Geraden durch p; und p,, einschlief3t, enthalt innere Punkte von I1. Sonst muisste es namlich
Ecken links von p; geben. Es folgt auch, dass §,, innere Punkte von TT enthélt. Wenn 6,,, keine
Diagonale ist, dann schneidet $,,, eine Kante von TI.
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Wir wahlen q, so dass fiir den euklidischen Abstand von q, zu der Geraden
durch p, und p,
d(q0> l) = max{ d(pi> 011i=3, o= 1 }

gilt.

Pn

LN

P2

Die Strecke
[p1, qo) == {7\'131 +(T—=A)-qolA € [031]}

enthalt innere Punkte von TT. Wenn sie keine Diagonale von IT wire, muisste

(P1,qo) ={A-pr+(T—=A)-qolAe(0,1)}

eine Kante von TT schneiden. Eine der beiden Ecken, die an dieser Kante anlie-
gen, hatte einen grof3eren Abstand zu { als qy. Dieser Widerspruch zeigt, dass
[p1, qo] eine Diagonale von IT ist. O

Dieser Satz impliziert, dass wir ein einfaches Polygon triangulieren kénnen.
Im obigen Beispiel haben wir z.B. die Triangulierung aus Abbildung [[I.7] Eine
Kamera kénnen wir an einer beliebigen Stelle eines Dreiecks montieren und so
das gesamte Dreieck tiberblicken. Wahlt man in der Triangulierung Ecken, an
denen ja mehrere Dreiecke aufeinandertreffen, als Standpunkte fiir die Kame-
ras, dann kann man erwarten, dass weniger Kameras benotigt werden.

Satz II.1.11. Es sein > 3. Gegeben seien ein einfaches n-Eck Tl = (py, ..., pn) und
eine Triangulierung von Il durch n — 3 Diagonalen mit n — 2 Dreiecken Ay, ..., A, 5.
Es sei Ay = (qi1(1),92(1),q3(1)), i = 1,...,n — 2. Dann existiert eine Abbildung
F:{p1,..opn} — {1,2,3}, so dass Fq )q00),0:07: 191(1), 92(1), q3(1) } — {1,2,3}
injektiv ist,i=1,...,n — 2.

13Der euklidische Abstand zweier Punkte r = (a,b) und s = (¢, d) in der Ebene R? ist d(r,s) =
\/ (a—c)? + (b —d)2 und der Abstand eines Punkts r zu einer Geraden { ist

d(r,¢) :==min{ d(r,s)|s € ¢ }.

Es ist der Abstand von r zum Fuf3punkt sy des Lots von r auf {. Mehr Details kann man in [36]
und [39|, Abschnitt I.1.1, nachlesen.
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Abbildung II1.7: Eine Triangulierung mit passender Farbung der Ecken

Der Satz besagt, dass die Ecken des Polygons IT mit drei verschiedenen Far-
ben so eingefarbt werden kénnen, dass die Ecken eines jeden Dreiecks der
Triangulierung in den drei verschiedenen Farben eingfarbt sind (s. Abbildung
11.7).

Beweis von Satz[[I.1.11l. Wir beweisen den Satz durch Induktion tiber n. Far
n = 3 ist die Behauptung trivial. Wir wahlen geméaf3 Satz eine Diagonale
in TT. Diese Diagonale unterteilt IT in ein einfaches i-Eck Q = (qy, ..., q;) und ein
einfaches j-Eck R = (14, ...,,15) mit i,j > 3 und i+j = n+2. Die Triangulierung von
T induziert Triangulierungen von Q und R. Auf Grund der Induktionsvoraus-
setzung existieren Farbungen Fq: {qi,...,qi} — {1,2,3} und Fg: {ry,..., 75} —
{1,2,3} mit den entsprechenden Eigenschaften. Die gewahlte Diagonale verbin-
de q,, und q,,, und es sei ry, = q,,, Tw, = q,,- Es gibt genau eine Permutation
0:{1,2,3} —{1,2,3} mit o(Fg(q,,)) = Fr(rw,), i =1,2. Die Farbungen o o Fq und
Fr lassen sich nun zu einer Farbung F: {py,...,pn} — {1,2,3 } mit der behaupte-
ten Eigenschaft zusammenfiigen. O

Folgerung I1.1.12. Das Museum werde durch das einfache Polygon T = (py, ...,
pn) beschrieben. Dann geniigen |n/3| Kameras fiir die Uberwachung des Muse-
ums.
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Beweis. Wir wahlen eine Triangulierung von IT und eine passende Farbung
F: {p1,..Pn} — {1,2,3} wie in Satz [[I.1.11] Da F offensichtlich surjektiv ist,
existiert ein Index i € {1,2,3} mit #F '(1) < n/3. Es geniigt, Kameras an den mit
der Farbe i gefarbten Ecken zu montieren. ]

Diese Zahl wird im allgemeinen nicht die geringste Zahl an Kameras liefern.
Der Leser bzw. die Leserin moge sich davon tiberzeugen, dass man in Abbildung
mit deutlich weniger Kameras auskommt. Es gibt allerdings Situationen,
in denen sich das Resultat nicht verbessern lasst. Man betrachte etwa das
Polygon im folgenden Bild:

Wenn es m Spitzen gibt, dann hat das Polygon n =3 - m + 2 Ecken und |n/3| =
m. Der Bereich, in dem eine Kamera aufgestellt werden muss, die die obere
Ecke der zweiten Spitze im Blick hat, ist markiert. Man benétigt offenkundig
mindestens m Kameras, um das Polygon zu tiberwachen['¥] Folgerung
ist in dieser Allgemeinheit also optimal.

In Kapitel 3 des Buchs [5] werden auch die algorithmischen Aspekte des
Problems erldutert.

I1.2 Abstrakte Simplizialkomplexe

Ein abstrakter Simpliziallkomplex ein Paar (V,K), das aus einer endlichen Menge
V und einer Teilmenge K C P(V) der Potenzmenge von V besteht, so dass

* g ¢K,
e (ve Kfurallev eV,

e ¢/ ¢ Kfltiralle c € Kund alle o # ¢’ C 0.

4Man kann etwa eine Kamera an der Ecke links unten anbringen und jeweils eine an der
oberen Ecke der zweiten bis m-ten Spitze.
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Die Elemente aus V sind die Ecken des Komplexes. Ein Element o € K mit
#o0 = n + 1 ist ein n-Simplex, n € N. Ein 0-Simplex ist also dasselbe wie eine
Ecke.
Schreibweise. i) Wir werden kiinftig meist K statt (V,K) schreiben.

ii) Wir schreiben Dim(c) = n, wenn o € K ein n-Simplex ist.
Die Dimension des simplizialen Komplexes (V, K) ist

Dim(K) := Dim(V, K) := max{ Dim(o)|o € K }.

Ein orientierter abstrakter Simplizialkomplex ist ein Tripel (V, ,K), das aus ei-
nem abstrakten Simplizialkomplex (V,K) und einer Bijektion 3:{0,...,n} —V,
n ;= #V — 1, besteht. Wir schreiben dann V = {v,...,v,}. Es seien (V,K) und
(W, L) abstrakte Simplizialkomplexe. Eine simpliziale Abbildung ist eine Abbil-
dung ¢: V— W, so dass

VoeK: ¢(o)el.

Schreibweise. Wir schreiben ¢: (V,K) — (W, L) oder kurz ¢: K — L flir eine
simpliziale Abbildung.

Aufgabe 11.2.1. Zeigen Sie, dass die simplizialen Komplexe zusammen mit den
simplizialen Abbildungen eine Kategorie (s. S. bilden.

II.3 Simpliziale Homologie
Es seien (V, 3, K) ein orientierter Simplizialkomplex, V ={vgy.ce, V. },
Tq(K) := {5 = (Vig, o0y Vig) [0y o0y g €{0, ey} i {vig, oy vi, JEK ), g EN,

und k ein Korper. Fur jede naturliche Zahl q € N wahlen wir einen k-Vektorraum
Tq(K) der Dimension #7,(K), eine Basis (b, s € 7,4(K)) von T,(K), definieren U,(K)
als die lineare Hiilld”| der Vektoren

By (Vier e Vig) € Tq(K)  mit Dim ({vi,, ..., vi, }) < 4,

und

b( ) — Slgn(rr) -b )y (Vio) "-)Viq) € %(K))

vio,...,viq (Viﬂ[o),...,\}in

(q)

m:{0,...,q} —{0,...,q } bijektiv, und setzen

Cq(K) = T4 (K)/Uq(K).

15Auf die Rolle der Orientierung gehen wir in Bemerkung ein.

16Man beachte, dass die Menge 7 (K) nicht von der Orientierung abhéngt. Es ist die Menge
der geordneten (q + 1)-Tupel mit Eintradgen aus V, so dass die Menge, die aus den Eintragen
des Tupels besteht, ein (nicht notwendigerweise q-dimensionales) Simplex von K ist (vgl. auch
Bemerkung|lL.3.6] c).

175, [40], Definition I11.2.1, ii)
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Diesen Vektorraum bezeichnen wir als den Vektorraum der simplizialen q-Ket-
ten.

Bemerkung 11.3.1. Es sei (v, ...,vi,) € 74(K) ein Tupel mit Dim({v,,...,vi, }) < q.
Dann gibt es Indizes 0 <1 < m < q mit v;, = v;, . Mit der Transposition T, sehen
wir

2-b = b( ) — Sign('clm) . b(\,.lT )e

(V'loa-")viq ] Viov--\viq

lm(o],...,ViTlm(q)
Wenn 1+ 1 # 0 in k gilt, benétigen wir nur die Vektoren der zweiten Art, um
U, (K) zu definieren.

Beobachtung I1.3.2. Fiir ¢ > Dim(V,K) gilt C,(K) = {0}.

Beweis. Der Vektorraum Cq(K) wird von den Bildern der Vektoren b, .., ).
(Vigy -+ Viy) € Tq(K), unter der Projektionsabbildung T,(K) — Cg4(K) erzeugt We-
gen Dim({ vy, ..., v;, }) < Dim(V,K) < q gilt b ) € Uq(K), SO dass das Bild von

vio,...,viq

Diugypig) I Cq(K) null ist, (viyy ..., vi,) € Tq(K). O
Fur q € N setzen wir
To(K) =TT U UT;
mit

To = { Wior o iy) € T(K) [ DIM (v w1, }) < 0},
:{vlo) qu GE(K)|10<<1’q}’
T = { (Vigy ooy Vi,) € To(K)\ T2 I DIM({vig) o0 v, }) = q }.
Es sei S, die Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen der Menge {0, ..., q }**|und
Sg =S¢ \{ldo,...q}}-

Bemerkung 11.3.3. Man beachte, dass es zu jedem Tupel (vy,...,vi,) € T3 genau
eine Permutation 7 € S; gibt, so dass 7t(ip) < --- < 7i(iq). Umgekehrt gilt fir jedes
Tupel (vi,y ..., vi,) € T, und jede Permutation 7t € S, dass (Va(ig)y -+ Va(iq)) € T3-

Beobachtung I1.3.4. Es sei q € N. Die Menge
{b(vio,...,viq) | (Vigy oy Vig) € Th } U {b(vio,...,viq] | Wigy ey Vig) € T2 JU
{ Bvaig i) | Vigy e Vig) € To, mE S5 }
ist eine Basis fiir T,(K).
Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Bemerkung [[1.3.3] O

Im Folgenden bezeichne (vi,...,vi,) das Bild des Basisvektors b, .v,) in
Cq(K), (Vigy ey Vi) € Tq(K) und q € N.

18ygl. [40], Abschnitt IV.3
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Beobachtung II.3.5. Es sei q € N. Die Menge
{ (Vigy ooy Vig ) | (Vigy oy Vi) € T2 }
ist eine Basis fiir C4(K).
Bewseis. Dies folgt direkt aus Beobachtung [[1.3.4] O

Bemerkung 11.3.6. a) Es seien q € N und o = {v,...,vi, } ein ¢-Simplex. Wie
bereits bemerkt existiert eine eindeutig bestimmte Permutation 7, € S; mit
e (1o) < - -+ < M4 (iq). Die Abbildung

o — <vﬂ0(io), S )

ist eine Bijektion zwischen der Menge der g-Simplexe von K und der Basis
aus der vorigen Beobachtung. Auf diese Weise konnen wir die Elemente des
k-Vektorraums C,(K) als formale k-Linearkombinationen von q-Simplexe in K
ansehen, q € N. Wahlt man keine Orientierung, dann ist die Konstruktion einer
Bijektion zwischen der Menge der q-Simplexe in K und einer geeigneten Basis
von C4(K) miithsamer, q € N.

b) Die gewdhlte Orientierung benutzen wir nur an dieser Stelle. Mit ihr
kénnen wir leicht die obige Basis fiir C4(K) finden und die Bijektion zwischen
dieser Basis und der Menge der q-Simplexe von K herstellen, q € N. Fiir die Be-
rechnung von Beispielen erweist sich die Wahl einer Orientierung als gunstig.
Zudem wird die Analogie des Formalismus zum Differenzialformenkalkiil ([37],
Abschnitt 5.2) deutlich.

c) Die Leserin bzw. der Leser sollte sich bewusst machen, dass die folgenden
Konstruktionen nicht von der Auswahl der Orientierung abhangen.

Esseiq > 1. Furl €{0,..,q} und s = (vi,...,vi,) € T4(K) setzen wir
0(1(§) = (Vio) ey Vi 1y Vi "')Viq)>

d.h., wir bilden ein q-Tupel, indem wir den l-ten Eintrag aus dem (q + 1)-Tupel
s streichen. Wir definieren weiter die k-lineare Abbildung

0q: Tq(K) — Tq—1(K)

durch die Formel
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Beweis. Wir beginnen mit einer kurzen Vorbetrachtung. Fur 1 € {0,...,q}, m €
{0y, g\ {l} und s = (viy, ..., vi,) € Tq(K) setzen wir

L (Vio, ey Vi s Viggy s Vi 1y Vinan ---)Viq)) fallsl<m
“lm(§) T

xmi(s), fallsl>m °
Es gilt dann

x (oc (s)) B om, fallsl<m
W)= aqm, falls1>m

q—1 ¢
(aqf1 o aq)(bg) = Z( ])Hm boq (otm(s))
1=0 m=0
q—1 ¢ q—1 1
=3 D (D bag ) D) (DT ba
1=0 m=1+1 1=0 m=0
q—1 ¢ q -1
= Z ( 1)1+m b(le ) - Z (_] )l+m . b“lm(§)
1=0 m=1+1 1=1 m=0
( ] 1+m b‘xlm )_ Z (_1)l+m bo‘lm )
1<l<m<q 1<m<l<q
- ( ])IJ’_m b‘xlm )_ Z ( 1)l+m b(xml )
1<l<m<q 1<l<m<q
Nach Definition gilt o, (s ) = oum(s), 1 <1l <m < q, s € 7q(K), und der obige
Ausdruck ist null. O

Lemma II.3.8. Fiir q > 1 gilt
9q(Uqg(K)) C Ugq(K).

Beweis. Es sei zundchst s = (vy, ..., vi,) € T4(K) ein Tupel mit Dim({vi, ..., vi, }) <
q. Dann existieren 0 < 1 < m < n mit v;, = v;,. Fiar p € {0,...,q}\ {l,m} gilt
Dim({viyy ..., iy } \ {vi,}) < q—2 und daher b, € Uy1(K). Wir miissen uns daher
mit dem Ausdruck

(=1)" ey + (=)™ - bagys)
beschiftigen. Es gilt oq(s) = (Vigy -eey Vip_ys Viagy ooy Vig) =2 (Woy ey Wq—1) Und oty (s) =
(Vigy eeey Vi, ],vlmﬂ, ey Vig) = (WG, oy Wy ). Man beachte wy = w{, 1 =0,..,1-1,m, ...,
q—1, wi=w;,i=1L...,m—2, wy =v =w{. Wir benétigen also die Permu-
tation

m:{0y.... q—1} —{0,...;q—1}
i, fallsi=0,..,1—TVi=m,..,q—1
i i—1, fallsi=1+1,...,m—1
m—1, fallsi=1
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Wir schreiben kurz
n=mMm—-2m—-3---1lm—1).

Man verifiziert sofort die Formel (vgl. [34], Beweis von Satz I1.5.10)
m=m-2m-3---lm—1)="Tn om1 Tma21-"" Tm—2m-—3-

Dies zeigt
Sign(m) = (=1)™ .

Es seien t := (wo, ..., wq_1) und 7(t) := (Wg), ..., Wr(q—1)). Wir haben gezeigt, dass
(=)' bays) + (1™ by = (=)' - (by — Sign(m) - b)) € Uqi(K).

Als niachstes muissen wir

aq(b§ — Slgn(TE) : bﬂ@]) [H5)

far s = (viyy ...y vi,) € T4(K), eine Permutation 7t: {0,...,q} — {0,...,q} und 7(s) =
(Vino)s -+ Vi ) Detrachten. Es seien p,9: {0, ...,q} — {0, ...,  } Permutationen, so
dass m = p od. Dann gilt
bs — Sign(d) - by(s) + Sign(d) - (bas) — Sign(p) - bgas))
= b§ — Slgn(ﬁ) . Slgn(p) : bp({)(§))
= b§ — Slgn(rt) . bﬂ(g).
Behauptung. Jede Permutation m: {0,...,q} — {0,...,q} ldsst sich als Produkt

der Transpositionen 1o, ..., Tq—1q benachbarter Elemente schreiben
Man berechnet (vgl. [34], Folgerung I11.5.13)

® Ty = Toi - Toj - Toi» 0 <1< j < q,
® Toi =Tizti- - Tiz-Tor- Ti2- -+ Tictis L= 1, 4.

Auf Grund der Behauptung und der Voruiberlegung mussen wir Formel (I1.5)
nur fir n = 7541, j = 0,...,q — 1, tiberprifen. Es seien also j, € {0,...,q — 1} und
T = Tjyjo+1- FUr L =jo + 2,...,q und s € 74(K) gilt

X1 (Tijo41(8)) = Tije1 (00a(s))

und somit
boy(s) + Doy (n(s)) = Dey(s) + b

Fiarl=0,...,jo— 1 und s € 74(K) gilt

((s) € Uq(K).

Tj0j0+]

0t (Tjojo+1(8)) = Tjo-15 (0u(s))
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und somit
bau(s) + Pay(nis)) = Payis) + by 1, (ats)) € Ug—1(K).

Schlieflich gilt

ba (59 = Pagi(nts) UNd by (s) = bey (n(s),
so dass
(=170 - o (o) + (1) - bag (i) + (=1 by ) + (1) By s = O
Damit ist alles gezeigt. ]

Auf Grund dieses Lemmas existiert fiir jede nattirliche Zahl q eine k-lineare
Abbildung 9,: C4(K) — C4_;, so dass das Diagramm

To(K) —2s T, (K)

| |

Cq(K) — Cqi(K)

kommutiert. Wir definieren noch 9y: Co(K) — 0. Da Ty[K) — C4(K) surjektiv
ist, q € N, impliziert Lemma [[I.3.7]

6q_1 o aq =0, q=>1. (IT.6)
Man setzt

Z4(K) :=Ker(94(K)) C Cq4(K),
B,(K) :=Bild(94:1(K)) € C4(K), qeN.

Ein Element von Z,(K) ist ein q-Zyklus, ein Element von B,(K) ein ¢-Rand.
Wegen Gleichung (II.6) gilt fiir q € N, dass

B4(K) C Z4(K),
so dass man den k-Vektorraum
Hq (K, k) = Hq(K) := Z4(K)/B4(K)

definieren kann. Er wird die q-te Homologiegruppe von K mit Koeffizienten in k
genannt [

9Man kann, wie in der Topologie tiblich, die analogen Konstruktionen tiber dem Ring Z der
ganzen Zahlen durchfiihren. In diesem Fall erhélt man die abelschen Gruppen Hq(K,Z), q € N.
Dies erklart die Terminologie.
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Nun seien (V ={vg, ..., vin }, K), (W ={wy,....,w, }, L) orientierte abstrakte Sim-
plizialkomplexe und ¢: V — W eine simpliziale Abbildung. Fur q € N und
ein Tupel s = (Vi,,...,vi,) € To(K) setzen wir @(s) = (@(vi,), .., @(vi)) € T(LP]
und definieren damit die k-lineare Abbildung

Qax: Tq(K) — T4(L)
by — by, SE E(K)'
Aufgabe 11.3.9. a) Zeigen Sie, dass fuir alle g € N
Pqx (Ug(K)) C Ug(L)
gilt.
b) Uberpriifen Sie, dass??
Vg>1: (~Pq—1* © 5q = 5q o (~Pq*>

d.h., dass das Diagramm

T,(K) — Ty 1(K)

?ﬁq*l ; lﬁqq*
Ty(L) —— T4 (L)

kommutiert.
c) Schliefen Sie, dass ¢, eine k-lineare Abbildung

Qs Cq(K) — Cq“—)) qeN,

induziert und dass
VgeN: @q1,00q =040 @g,.

Aus Aufgabe [[1.3.9] ¢, folgt
Vg eN: @q(Z4(K)) C Z4(L),
©qx(Bq(K)) C Bg(L).
Daher kann man die k-lineare Abbildung
Hq(@) := Hq(@, k): Hg(K) — Hq(L)
(K] — [(pq*(K)L qeN,

definieren.
Im nachsten Abschnitt werden wir diesen Konzepten eine anschauliche In-
terpretation geben.

20Es wird keine Bedingung an die Vertriglichkeit mit der Orientierung gestellt.
2lHier verwendet man, dass ¢ eine simpliziale Abbildung ist.
22Links bezieht sich 94 auf K und rechts auf L.
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Aufgabe 11.3.10. Es sei AbSimp die Kategorie der abstrakten Simplizialkomple-
xe. Wir fixieren einen Korper k. Fur jede naturliche Zahl q € N haben wir eine
Zuordnung

Hq(+, k): Ob(AbSimp) — Ob(ed-Vekt)
(V,K) — Hq(K, k)
und fir abstrakte Simplizialkomplexe (V,K), (W, L) eine Abbildung
Hq (') k) : MorAbSimp ((\/> K)) (VV, L)) — Homk (Hq (K> k)) Hq (]—a k))
@ — Hy(@, k).

Zeigen Sie, dass diese Daten einen Funktor (s. S. Hq(, k): AbSimp —
ed-Vekt definieren, q € N.

Beispiel 11.3.11. a) Der einfachste Simplizialkomplex besteht nur aus einem
Punkt; (Vo, Ko) = ({x}, {{x}}). Hier gilt Hy(Ko, k) =k und Hq(Ko, k) =0, g > 1.
b) Es seien V; :={0,1,2} und

Ky = {{O}){]}){Z}){O> 1 }>{0>2}){]>2}>{0) ])2}}
Wir benutzen die Basen aus Beobachtung [lI.3.5] d.h.,

(b?) mit b?:=(0,1,2 als Basis fiir C,(K;),

1 1

(bl,bl,bl) mit b} :=(1,2), bl :=(0,2), bl :=(0,1) als Basis fiir C;(K;),

(b9,69,b9) mit b := (0), b := (1), b := (2 als Basis fiir Cy(K;).
1y 03, 03 1 3

Wir haben

02(b7) = 02((0,1,2)) = (1,2) = (0,2) +(0,1) =bj — by + b3,

(1)

die Darstellungsmatrix von 0, bzgl. der gewahlten Basen ist. Weiter gilt
D =01((1,2)) = (2) = (1) = —b3 + b3,

01(by) = 01((0,2)) = (2) — (0) = —b + b5,

01(b3) =01((0,1)) = (1) — (0) = —bf + b3,

so dass

so dass
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die Darstellungsmatrix von 9; bzgl. der gewahlten Basen ist.@
Wir erkennen, dass 0, injektiv ist, so dass

H,(Kq, k) = 0.
Weiter hat M; den Rang zwei, so dass

Ho (K1, k) = k.
Schlieglich gilt Bild(9d,) = Ker(9;) und deswegen

H; (K, k) = 0.

Die Homologie von (V;, K;) sieht also genauso aus wie die Homologie des Punkts
aus Teil a).
c) Es seien V; :={0,1,2} und

Kz = {{O},{]},{Z},{O,]},{O,Z},{],Z}}

Hier berechnet man H;(K;, k) = k, Hy(K;, k) = k und dass H; (K, k) von der Klasse
von

c:=(1,2)—(0,2)+(0,1)
aufgepannt wird. Jede Abbildung ¢: V, — V; ist eine simpliziale Abbildung.

e Es seien ¢(0):=0, ¢@(1):=2und ¢(2) := 1. Wir haben
(p*(c) = <2>1>_<O>1>+<O>2> :_<1)2>+<O)2>_<0>1 > =—C

und schlief3en
Hi (@, k) = —Idn, (k,x)-

Zur Ubung mége der Leser bzw. die Leserin Hy (@, k) bestimmen.
¢ Es seien P (0) := 0, P(1) := 1 und P(2) := 0. Wir finden
P, (c) = <1»O>_<O>O>+<O’1>:_<O>1>_<O>O>+<O>] > :_<O)O> =0

und folgern
H, (ll)) k) =0.

23Man kann sofort tiberpriifen, dass M; - M, = 0 gilt.
24Es gilt
91(c) = (1) —(2) = (0) +(2) + (0) — (1) = 0.

Daher ist ¢ wirklich ein 1-Zyklus.
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Bemerkung 11.3.12. Das obige Beispiel verdeutlicht, warum die Vektorrdume
der g-Ketten, q € N, auf scheinbar umstiandliche Weise definiert wurden und
nicht direkt mit Hilfe der einfachen Basis aus Beobachtung [[.3.5] Dazu be-
achte man, dass es, wie in Teil c) des obigen Beispiels illustriert, fiir orientier-
te Simplizialkomplexe ({vo, ..., vix }, K), ({wo, ..., wy,), L), eine simpliziale Abbildung
¢: K— L, ein g € N und ein q-Simplex 0 = (vi;,...,w;, ) mit 0 <ip <--- <ig<m
und @ (o) = (@(Viy)y eery @(vi,)) = (Wjy, ..., Wj, ) vorkommen kann, dass

* es einen Index 1 € {0,...,q — 1} mit j, > j.1 gibt,
* es Indizes 0 <1< m < q mit w;, =w;, gibt.

Diese Fille bereiten bei der Definition von ¢, in der verwendeten Konvention
keine Probleme, muissten aber gesondert behandelt werden, wenn man nur die
Basen aus Beobachtung |I1.3.5 fiir C4(K) bzw. C4(L) verwenden méchte, q € N.

Es seien (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex und n := Dim(V,K). Far
q = 0,..,n sei aq(K) die Anzahl der g-dimensionalen Simplexe in (V,K). Die
alternierende Summe

X(V,K):= ) (1) aq(K)

q=0
ist die Eulercharakteristik von (V, K).

Beobachtung I1.3.13. In der obigen Situation gilt

n

X(V,K) = > (=1)%- Dimy (Hq (K, k)).
q=0

Beweis. Nach Beobachtung gilt
aq(K) = Dimy (C4(K)), q=0,..,n.
Fir q € N haben wir den Homomorphismus
0q: Cq(K) — Cqi(K).
Die Dimensionsformel ([40], Satz II1.5.40) zeigt
Dimy (C4(K)) = Dimy (Ker(d4)) + Dimy (Bild(94)) = Dimy (Z4(K)) + Dimy (B4-1(K)).
Es folgt

n

X(LK) = 3 (<119 (Dimy(Z4(K)) — Dim (B4(K)) ).
q=0

Die Dimensionsformel impliziert auch
Dimy (Hq(K, k)) = Dimy (Z4(K)/B4(K)) = Dimy (Z4(K)) — Dimy (B4(K)), ¢q € N.

Damit gelangen wir zu der behaupteten Formel. O
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I1.4 Geometrische Simplizialkomplexe und
geometrische Realisierung

Es seien q,N > 1 nattirliche Zahlen. Punkte py, ...,pq € RN sind affin unabhdn-
gig, wenn die Vektoren p; — po, ..., pq — po R-linear unabhéngig sind, d.h., fur
Zahlen Ay, ...,A; € R aus

M- (pr—Po) + -+ Aq - (pg —Po) =0
folgt, dass
AM=--=A;=0.
Einen einzelnen Punkt p, sehen wir auch als affin unabhéingig an.

Bemerkung 11.4.1. Diese Definition ist unabhéngig von der Nummerierung der
Punkte. Denn seien i, € {0, ...,q } und w,...,uq € R, so dass

M- (po_pio) + -+ Hi (pio—1 _pio) + Wig+1 - (pio—H _pio) +-+ Wq - (pq _pio) = O)

q
dann folgt mit u:=—) ;, dass

i=1
e (Pio—Po) + 12 (P1—Po) ++ -+ iy - (Pig—1—P0) + Hig+1* (Pigr1—Po) ++ - -+ g (Pq—Po) = 0.

Beispiel 11.4.2. a) Zwei Punkte sind genau dann affin unabhangig, wenn sie
verschieden sind, drei Punkte, wenn sie nicht auf einer Gerade liegen, und
vier Punkte, wenn sie nicht auf einer Eben liegen.

b) Es seien n > 1, ey, ..., e, die Standardbasis von R™ und e, := 0. Dann sind
€o, €1, ..., &, affin unabhangig.

Es seien q > 1, N > 1 und py, ...,pq € RY affin unabhéngige Punkte. Das von
Po. ..., Pq aufgespannte q-Simplex ist

g q
Aq(pOw"»pq)::{Z)\i‘pi }\iERzo, i:O,...,q/\Z}\i:1},
=0 i=0

Abbildung zeigt das nulldimensionale ,Standardsimplex* in R° 7| das eindi-
mensionale Standardsimplex in R', das zweidimensionale Standardsimplex in
R? und das dreidimensionale Standardsimplex in R3.

25Es werden hier beliebige Geraden betrachtet, nicht nur solche, die durch den Ursprung
gehen.

26 Auch hier sprechen wir von beliebigen Ebenen und nicht nur von solchen, die den Ur-
sprung enthalten.

2"Hier lassen wir ausnahmsweise N = 0 zu.
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€2

L 2
r

Abbildung II.8: Standardsimplexe bis zur Dimension 3

Bemerkung 11.4.3. a) Es seien e, ...,eq € R9 wie in Beispiel [I[1.4.2} b). Die Abbil-
dung

Aq(e(h ey eq) — Aq (P0> °°->pq)

q q
PREEESD R
i=0 i=0

ist bijektiv.
b) Es sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge 7 C P(X) der
Potenzmenge von X, so dass gilt:

e geT,XeT,

e UNVeT, falls U,V eT,

e JUieT, fallsU; e T,iel.
i€l

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7), das aus einer Menge X und einer
Topologie 7 auf X besteht. Es seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Raume. Eine
Abbildung f: X — Y ist stetig, wenn f~'(U) € Tx fur jede Menge U € 7y gilt. Man
sagt, dass f: X — Y ein Homdomorphismus ist, wenn f stetig ist und es eine
stetige Abbildung g: Y — X mit g o f =Idx und f o g = Idy gibt.

Nicht jede stetige bijektive Abbildung ist ein Homdéomorphismus.

Dazu konsultiere man etwa [36], Gegenbeispiel 10.1.5.

79



Kapitel II. Ripsfiltrierungen und bestandige Homologie

Mit Hilfe des euklidischen Abstands (s. Abschnitte [I.6] und [[V.3] und [36],
Beispiel 1.2.4, i) definiert man das Konzept einer offenen Teilmenge von R,
n > 1. Die offenen Mengen bilden eine Topologie auf R", die euklidische Topolo-
gie. Es sei X C R" eine Teilmenge. Man sagt V C X ist offen, wenn es eine offene
Teilmenge U C R™ mit V = XN U gibt. Die in diesem Sinne in X offenen Mengen
bilden eine Topologie auf X, die sogenannte Teilraumtopologie. Insbesondere
werden Simplexe zu topologischen Ridumen. Die in Teil a) definierten Abbil-
dungen sind Einschrankungen einer stetigen Abbildung von RY nach RN und
damit stetig. Simplexe sind nach dem Satz von Heine-Borel ([36], Satz 2.2.12)
kompakt. Eine bijektive stetige Abbildung zwischen kompakten topologischen
Raumen ist ein Homdomorphismus ([36] Satz, 3.4.1 und Lemma 10.1.4). Daher
sind je zwei q-dimensionale Simplexe homéomorph. Natiirlich kénnen wir im
vorliegenden Fall auch direkt die Umkehrabbilldung angeben und tiberprtfen,
dass sie stetig ist.

Es seien q € N und N > 1. Eine Teilmenge A C RN ist ein q-Simplex, wenn es
affin unabhéngige Punkte py,...,p, € R" gibt, so dass

A= Aq (pO) ---,Pq)-

Die Punkte py,...,pq sind bis auf die Nummerierung eindeutig bestimmt. Ge-
nauer gesagt gilt das folgende Resultat.

Beobachtung I1.4.4. Es seien q € N, N > 1, und (po, ..., Pq). (P, -, Pq) Tupel von
affin unabhdingigen Punkten in RN, so dass

Aq(Poy -y Pq) = Ag(Pgy oy Po)-

Dann gilt
{Poy-sPa} ={Pos g }-

Beweis. Fuir zwei verschiedene Punkte A, B € RN definieren wir
(A,B) = { (T—A)-A+A-BIAe (0,1) }

Wenn A,B € A, dann auch (A,B) C A.
Es seirt € A\ {po,...,Pq ). Wir schreiben

mit A\; > 0,1=0,...,q, und ZA = 1. Wegen r ¢ {p,...,pq} gibt es Indizes 0 <1 <
m < g mit A; # 0 und A,, # O W1r konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit
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l =0 und m = 1 voraussetzen und ¢ > 0 so wahlen, dass A\; ¢ € (0,1), 1 =0,1.
Weiter seien

q
Ay = (Aoiﬁ)'Po+(7\1¢€)‘P1+Z7\1'Pio
i—2

Es gilt AL € Aund

1 1
TZE'A_+§‘A+€(A_,A+).

Es seijo € {0,...,q}. Wenn p; & {po, ..., pq}, dann gibt es auf Grund der Vorbe-
trachtung Punkte AL € Amit p; =(1/2)-A_+(1/2)-A, € (A_,A;). Wir kénnen

q
Ar=) w-pi
i=0

q
mit yf >0,1i=0,...,q, und 5_ ¥ = 1 schreiben. Dies zeigt
=0

q

Y ()

i=0

I\.)I—l

/o
Pi, =

und
jo—1 q
D (i +u)-(pi—pj)+ D (w +u)-(pi—pj) =0
i=0 i=jo+1
Angesichts von Bemerkung [II.4.1| widerspricht dies der Tatsache, dass py, ..., pq
affin unabhangig sind.
Wir schliefen {py,...,pq} C {po, .-, Pq }. Da beide Mengen q + 1 Elemente ent-
halten, gilt Gleichheit. O

Es seien q € N, N > 1, A ein ¢-Simplex und py, ...,pq € RN affin unabhéangige
Punkte, so dass A = Ay(po, ..., Pq). Wir setzen

A) = {Poy o }-

Die Elemente von ¢(A) sind die Ecken von A. Es sei 0 < s < q. Ein s-Simplex I'
ist eine s-dimensionale Seite von A, wenn es verschiedene Punkte ry,...,1s € ¢(A)
gibt, so dass

I'= Ag(1oy ey Ts ).

Fur Simplexe I A C RN schreiben wir
=< A,

wenn [ eine Seite von A ist.
Ein geometrischer Simplizialkomplex in R ist eine nichtleere endliche Menge
K von Simplexe in RN, so dass gilt:
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AN AV AN

Ad%ﬁ

Abbildung I1.9: Zulassige Lagen zwischen 1- und 2-Simplexen

L A LN N

Abbildung II.10: Einige verbotene Lagen zwischen 1- und 2-Simplexen

* Fur jedes Simplex A € K und jede Seite I' von A gilt ' € K.

e Fur Simplexe [[A € K gilt entweder a) TN A = @ oder b) (TN A) < T und
(TNA) <A.

Beispiel 11.4.5. Abbildung zeigt die moglichen Lagen, die ein 1-Simplex und
ein 2-Simplex bzw. zwei verschiedene 2-Simplexe in einem geometrischen Sim-
plizialkomplex zueinander einnehmen kénnen. In Abbildung sind einige
verbotene Lagen zwischen einem 1-Simplex und einem 2-Simplex bzw. zwei 2-
Simplexe in einem geometrischen Simplizialkomplex wiedergegeben.

Aufgabe 11.4.6. Es seien N > 1, ¢; := 0 und ey, ..., ey die Standardbasisvektoren
von RN. Wir setzen

IC::{Aq(eio,...,eiq)!q:0,...,N/\O§io<---<iq SN}

Diese Menge besteht aus dem N-Simplex Ay (e, e, ..., en) und allen seinen Sei-
ten. Uberpriifen Sie, dass es sich bei £ in der Tat um einen geometrischen
Simplizialkomplex handelt.
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Bemerkung 11.4.7. Es sei K ein geometrischer Simplizialkomplex. Wir setzen

und
K::{E(A)!AGIC}.

Man verifiziert leicht, dass (V, K) ein abstrakter Simplizialkomplex ist. Es ist der
K zugrunde liegende abstrakte Simplizialkomplex.

Es sei (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex. Eine geometrische Realisierung
von (V,K) ist ein geometrischer Simplizialkomplex X zusammen mit einem Iso-
morphismus ¢: (V,K) — (W,L) von Simplizialkomplexen,@ (W,L) der K zu-
grunde liegende abstrakte Simplizialkomplex.

Beispiel 11.4.8. Es seien V :={0,1,2,3,4,5},

Ky o= (0L {1H {25 {35 {4}, (55,{0, 1 1,{0,2},{1,2}1,{1,3},{1,4},{2,4 },{2,5},
{3,44{4,51,{0,1,2},{1,2,4},{1,3,4},{2,4,5} }

und
Kz = K] U{{O,S}}

Der geometrische Simplizialkomplex im linken Teil der folgenden Abbildung ist
eine geometrische Realisierung von (V,K;) aber nicht von (V, K;).

Po Po

P1 P2 \ P2

P3 P4 P5 P3 P4 P5

Die Verbindungsstrecke A; von p, und p; ist ein 1-Simplex, das die Verbin-
dungsstrecke A, von p; und p; enthalt. Allerdings ist A, keine Seite von A,
(vgl. die zweite Figur von links in Abbildung [[I.10). Der rechte Teil der obigen
Abbildung zeigt eine geometrische Realisierung von (V,K;).

Satz I1.4.9. Ein abstrakter Simplizialkomplex (V, K) besitzt eine geometrische Re-
alisierung.geometrischle Realisierung!Existenz einer —n —

28Das bedeutet, dass ¢ eine simpliziale Abbildung ist und es eine simpliziale Abbildung
P: (W,L) — (V,K) mit P o ¢ =Idy und ¢ o =Idy gibt.
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Beweis. Es seien N := #V — 1 und d := Dim(K). Wir wahlen eine Bijektion
B:{0,..,N} — V. Wie zuvor seien e, := 0 € RN und (ey,...,en) die Standard-
basis von RN. Es sei

K:={Aqlei,..rei)[q=0,..,dN0 <1y <+ <ig < N:{B(io)y ..y Blig) } €K}
Dies ist ein geometrischer Simplizialkomplex:

* Es seien 0 < s < q < d, A € K ein g-dimensionales Simplex und I" eine
s-dimensionale Seite von A. Dann existieren 0 < j, < --- < j; < N und
0 <1< <ig < NmitT = A(e,...,e,) und A = Ay(ey,..., ;). Wegen
I < A gilt {jo,...,js } C {i0,...y1q ). AuBerdem gilt {B(io),...,B(iq) } € K. Nach
Definition eines abstrakten Simplizialkomplexes folgt aus { (jo), ..., B(js) } C
{B(i0)y ..y B(ig) }, dass { B(jo), ..., B(js) } € K und damit I' = A(e;,, ..., €;,) € K.

* Es wurde bereits in Aufgabe [I1.4.6| nachgewiesen, dass fir zwei Seiten A,
und A; von Ay(e,...,en) der Durchschnitt A; N A; entweder leer ist oder
sowohl eine Seite von A; als auch von A, ist.

Es sei (W :={ey,...,ex }, L) der abstrakte Simplizialkomplex, der £ zugrunde
liegt. Durch

:V—W

Vi — €4, i:O,...,N,

ist nach Definition ein Isomorphismus von abstrakten Simplizialkomplexen ge-
geben. ]

Fur einen geometrischen Simplizialkomplex K ist
K= A
Ack

der Trdger von K.

Beispiel 11.4.10. Das folgende Bild zeigt zwei verschiedene geometrische Simpli-
zialkomplexe mit demselben Trager.

Wir versehen den Trager K mit der Teilraumtopologie.
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Bemerkung I11.4.11. Es sei K ein geometrischer Simplizialkomplex in RY. Jedes
Simplex A € K trage ebenfalls die Teilraumtopologie. Eine Teilmenge U C [K]
ist genau dann offen in |[K|, wenn U N A fur jedes Simplex A von K offen in
A ist. Falls U C |K| offen ist, dann existiert eine offene Teilmenge V C RN mit
VNIKl =U. Far A € L ist UNA = VN A offen in A. Wenn umgekehrt U C |K]
eine Teilmenge ist, flir die U N A fiir jedes Simplex A € K offen in A ist, dann ist
Zx = ZNA fur jedes Simplex A € K abgeschlossen in A, Z := ||\ U. Ein Simplex
in RN ist eine abgeschlossene Teilmenge von RN. Fir jedes Simplex A € K gibt
es eine offene Teilmenge V, C RN mit VA N A = U N A. Daher ist

Zy=AN(RN\ V)

als Durchschnitt zweier abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen. Weiter ist

Y::UzA

Aek

als endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen. Daher ist
V =RV \ Y offen, und man verifiziert

u=vnlKl|.

Satz I1.4.12. Es seien (V,K) ein abstrakter Simplizialkomplex und (K, @), (£,V)
zwei geometrische Realisierungen von (V, K). Dann sind die topologischen Rdume
|| und |£| hombomorph.

Beweis. Wir wahlen eine Orientierung (3: {0,...,n} — V, n:=#V —1. Fir q € N,
ein Tupel s = (viy, ..., vi,) Mit 0 <ip < --- <ig <nund {vi,..., v, } € Kist

wie in Bemerkung [lI.4.3| gesehen ein Homo6orphismus. Man uiberprtift, dass die
Xs» 8 € TEHK) = {(Vigy ooy Vi) [0 < 1o < -+ < ig < A {Vigy Vi, } € K}, zu einer
bijektiven Abbildung

x: K| — L]

verkleben. Da die x;, s € 7;2( K), Homdéomorphismen sind, folgt mit der Beschrei-
bung der Topologie des Tragers eines geometrischen Simplizialkomplexes aus
Bemerkung [I1.4.11]|leicht, dass x ein Homéomorphismus ist. O
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II.5 Triangulierungen topologischer Riume

Es sei X ein topologischer Raum. Eine TriangulierungindexTriangulierung!eines
topologischen Raums von X besteht aus einem geometrischen Simplizialkom-
plex £ und einem Homéomorphismus

T K] — X.

Satz I1.5.1. Es seien K und L geometrische Simplizialkomplexe, (V,K) und (W, L)
die zugrunde liegenden abstrakten Simplizialkomplexe und k ein Kérper. Wenn
die Trdger |K| und |£| homdomorph sind. Dann gilt

VqeN: HI(K k)= HI(L k).

Insbesondere liefern zwei Triangulierungen desselben topologischen Raums X
isomorphe Homologiegruppen.

Zum Beweis. Dieser Satz lasst sich nicht direkt mit simplizialen Methoden be-
weisen, da die sogenannte Hauptvermutung im Allgemeinen nicht stimmt (s.
[33], S. 152, oder [47]). Man muss deshalb die simpliziale Homologie mit der
sogenannten singuliaren Homologie vergleichen ([33], Corollary 7.23). Die sin-
gulare Homologie wird in [33], Kapitel 4, besprochen und im weiteren Verlauf
des Buchs untersucht. O

Wir benutzen dieses Resultat, um die Idee hinter den Homologiegruppen zu
motivieren. Wir beschranken uns dabei auf die nullte und die erste Homolo-
giegruppe. Dazu sei (V, 3, K) ein orientierter abstrakter Simplizialkomplex. Wie
ublich schreiben wir V = {vy, ..., v, }. Ein orientierter Kantenzug ist ein Element

der Form
t—1

Y — <vij)vij+1 > e C] (K)'

j

Wir nennen v;; den Startpunkt und v;, den Endpunkt . Der Kantenzug vy ist
geschlossen,wenn i, = i, gilt. Man berechnet

I
o

t—1

01(y) = Z<Vij+1> - <Vij> = <vit> - <Vio>'

=0
Der Kantenzug ist also genau dann ein 1-Zyklus, wenn er geschlossen ist.
Aufgabe 11.5.2. a) Zeigen Sie, dass immer Hy(K, k) # 0 gilt.

b) Es seien iy,1; € {0,...,n}. Beweisen Sie, dass die Klasse von (vi,) — (vi,)
in Hy(K,k) genau dann null ist, wenn es einen orientierten Kantenzug y mit
Startpunkt v;, und Endpunkt v;, gibt.

c) Beweisen Sie, dass jeder 1-Zyklus w € Z;(K) eine k-Linearkombination von
orientierten Kantenzugen ist.
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P2 P1 PO
p3 p5 Pé
Pé P7 Ps

Abbildung II.11: Orientierte Kantenziige in geometrischen Simplizialkomplexen

Geméaf der Ubung gilt Dimy(Hy(K,k)) > 1, und die Dimension ist genau
dann eins, wenn je zwei Ecken des Simplizialkomplexes durch einen orientier-
ten Kantenzug verbunden werden kénnen. Das bedeutet, dass der topologische
Raum, der zu einer geometrischen Realisierung des abstrakten Simplizialkom-
plexes gehort, zusammenhangend ist.

Um eine Anschauung fir H; (K, k) zu gewinnen, schauen wir uns angesichts
von Teil c) der Ubung einen orientierten Kantenzug vy in (V,,K) an und un-
tersuchen, wann die Klasse in H;(K, k), die durch y definiert wird, null ist.
Zur Illustration betrachten wir die Beispiele in Abbildung [[I. 11} Im zum linken
Bild gehorigen abstrakten Simplizialkomplex schauen wir uns den orientierten
Kantenzug

Y=(0,1)+(1,2)+(2,3)+(3,4)+(4,7)—(5,7)—(0,5)
an. Die Linearkombination
k:=(0,1,5)+(1,4,5) 4+ (1,3,4) + (1,2,3) — (4,5,7)
ist eine 2-Kette mit
0:(K) = (3BT — (0,5) + (0, 1) LSBT LI BT L LIs%T+ (3,4) (It LUIBT+

_|_
) BT+ (1,2) = (5,7) + (4,7 ) k5T
> +<2)3>+<3>4>+<4a7>_<5>7>_<0>5>

Der Weg vy berandet also eine gewisse Vereinigung von 2-Simplexen, die ent-
sprechend orientiert werden miissen.
Im Simplizialkomplex auf der rechten Seite der Abbildung definieren wir
n==—(0,1,5)+(1,5,6)—(1,2,6)+(2,6,7)
o <2»3»7> o <3»4>7> + <O»3>4> + <0>4>5>
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und berechnen

0:(n) = —A5T 55T —(0,1) +(5,6) =(K6) £ 557
— 6T +(56) —(1,2) £(6,7) NM
THLLFTHLL—(2:3) — (4,7) FIHL—(34)
TU34) EO4Y+ (0,3) + (4,5) — (05T FE84)
:<4>5>+<5>6>ﬂ6>7>_<4>7>
—<0,1>—<1,2>—4L2,3>ﬂ0,3>
=Y1—Y2

mit

Dabei ist y; bzw. vy, der a&uflere bzw. innere Kreis, jeweils im mathematisch po-
sitiven Sinne durchlaufen. Diese Berechnung bedeutet, dass y; und vy, dieselbe
Homologieklasse in H; (K, k) definieren. Hier berandet die Differenz eine gewisse
Vereinigung von 2-Simplizes mit den entsprechenden Orientierungen.

Es sei (V,L) der abstrakte Simplizialkomplex, der obigem geometrischen
Simplizialkomplex zugrunde liegt. Unsere Vortliberlegungen zeigen Hy(K, k) = k.
Da Zy(K) = Cy(K) achtdimensional ist, ist By(K) siebendimensional. Weiter hat
C;(K) die Dimension sechzehn. Daraus schlieffen wir, dass Z;(K) ein neundi-
mensionaler k-Vektorraum ist. Wir wiahlen

bi:=(0,1,5), b3:=(1,56), b3:=(1,2,6), bi:=(2,6,7),
bi:=1(2,3,7), bi:=(3,4,7), b2:=(0,3,4), bi:=(0,4,5

bi==(0,1), b):=(1,2), bl:=(2,3), bj:=(0,3),
bl = (4,5), bi:=(56), b; = (6,7), b} ;:<4,7>,
b; =(0,5), b1o =(1,5), 11 =(1,6), 12 =(2,6),
b}s ::<2>7>» b}4 -:<3>7>> b}S ::<3>4>) b}G '_< 4>

als Basis von C; (K).@ Damit berechnet man schnell, dass die Darstellungsma-

29Im Allgemeinen wiirde man z.B. die lexikographische Ordnung verwenden, um die Basis-
vektoren systematisch zu nummerieren. In dieser Anordnung gilt fiir ¢ > 0 und n > 1 und zwei
verschiedene Vektoren (io,...,iq) und (jo,...,jq) mit0 <ip <--- <ig<nbzw. 0 <jo < - <jgq <
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trix von 0, bzgl. dieser Basen durch

1 0 0 0 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0 0 0
O 0 0 0 1 0 0 0
o 0 0 0 o0 0 1 0
O 0 0 0 0 0 0 1
o 1 0 0 0 0 0 0
o 0 o0 1 0 0 0 0
O 0 0 0 o0 1 0 0
M=t 4 o 0 0 0 0 0 —1
1 1 0 0 0 0 0 0
0O -1 -1 0 0 0 0 0
o 0 1 1 0 0 0 0
0O 0 0 -1 -1 0 0 0
o 0 0 0 1 -1 0 0
o 0 0 0 o0 1 1 0
O 0 0 0 0 0 —1 1

gegeben ist. Die (8 x 8)-Matrix, die aus den ersten acht Zeilen von M, besteht,
kann durch eine geeignete Permutation der Zeilen in die Einheitsmatrix Eg
ubergeftihrt werden. Es folgt sofort, dass Rang(M;) = 8, dass 0, injektiv ist
und dass

H, (K, k) = 0.

Wegen H,(K, k) = k folgt, dass der Kern von 0; neundimensional ist. Deswegen
gilt
Hy (K, k) = k.

Wir weisen zum Abschluss nach, dass der geschlossene orientierte Kantenzug
vs=(4,5)—(1,5)+(1,6) —(2,6) +(2,3) +(3,4)

eine nichttriviale Homologieklasse in H;(K, k) hat. Bzgl. der verwendeten Basis
ist dies der Vektor

w:= (0,0,1,0,1,0,0,0,0,—1,1,—1,0,0,1,0)".

n genau dann
(10y -y iq ) < (JOyeeriq )y
wenn
i <Jju
fiir den Index
pe=min{m €{0,...,q}im #jm }
gilt.
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Es ist zu zeigen, dass y; nicht im Bild von 0, liegt, also die Matrix (M;|/w) Rang
neun hat. Es seien my,..., mg die Spalten der Matrix M,. Wenn <y; im Bild von
0; lage, ware w eine Linearkombination dieser Spalten. Verwendet man nur die
ersten acht Zeilen, dann schlie3t man, dass

W = ms5 + Mg
gelten miusste. Das ist aber falsch. Man sieht das z.B. am letzten Eintrag von

w. Der Weg v; berandet offenkundig keine Vereinigung von 2-Simplizes.

Aufgabe 11.5.3. Finden Sie einen Linearkombination x von 2-Simplexen in obi-
gem Komplex, so dass
02(x) =v1—V3-
Diese Beispiele illustrieren, dass man in ebenen Figuren Locher mit Hilfe

der ersten Homologiegruppe entdecken kann. Wir illustrieren das Phanomen
noch fiir zwei kompliziertere topologische Raume.

Beispiel 11.5.4 (Die Sphare). Es sei (vgl. Abbildung [I1.8)

K= {{0}{1}{2},{3},{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3},
{0)])2}){0)])3}){032)3}3{])2)3}}‘

Der zu diesem abstrakten simplizialen Komplex gehorige topologische Raum S
ist die Oberflache eines dreidimensionalen Simplex. Der Raum S ist homoo-
morph zu der zweidimensionalen Sphare

$*:={(a,b,c) eR’|a*+ b’ +c*=1}.
Um dies einzusehen, wiahle man die Ecken des dreidimensionalen Simplex auf

der Sphare dergestalt, dass der Ursprung im Inneren des Simplex liegt. Nun
kann man das Simplex vom Ursprung aus auf die Sphéare projizieren.
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Wir benutzen die Basis
b?:=(0,1,2), b3:=(0,1,3), b3:=(0,2,3), bli:=(1,2,3)
von C,(K), die Basis
b;:==(0,1), b):=(0,2), bl:=(0,3), by:=(1,2), bi:=(1,3), bl:=(2,3)
von C;(K) und die Basis
b= (0), BY:=(1), by:=(2), bl:=(3)

von Cy(K). Die Darstellungsmatrix von 9,(K) ist

Mz =

OO 4O =
©C - O a0 =
— 00 4 a0
—_——m a0 oo

An der (3 x 3)-Matrix links unten erkennt man, dass M, mindestens Rang drei
hat. Auf der anderen Seite gilt

(erste Spalte) — (zweite Spalte) + (dritte Spalte) — (vierte Spalte) = 0.
Wir schlieffen Rang(M;) = 3 und
H,(K, k) = k.

Die Darstellungsmatrix fur 9; ist

1 -1 =1 0 0 0
1 0 0 -1 -1 0

My = o 1 0 1 0 —
0 0 1 0 1

Die (3 x 3)-Matrix links unten verriat uns, dass M; mindestens Rang drei hat.
Auf der anderen Seite ist die Summe der Zeilen null. Damit gilt Rang(M,) = 3,
und wir folgern

Ho(K,k) =k und H;(K,k)=0.

Die nullte Homologiegruppe sagt uns, dass der Raum zusammenhdingend ist.
Die erste Homologie sagt wieder etwas Uber Locher aus. Um dafiir eine An-
schauung zu gewinnen, mussen wir das Ergebnis mit dem Ergebnis flir den
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Torus aus Beispiel vergleichen. Die zweite Homologie hangt damit zu-
sammen, dass $? den Raum R’ in ein Inneres und ein Auferes teilt. Hier muss
man das Ergebnis mit dem Ergebnis fiir die kleinsche Flasch vergleichen (s.
Aufgabe [[I.5.8). Wir notieren noch, dass fiir die Eulercharakteristik

x(V;K) = Dimy (Ho(K, k)) — Dimy (Hy (K, k)) + Dimy (Ha (K, k)) = 2
gilt.
Fur zwei geometrische Simplizialkomplexe X und £ mit homéomorphen Tra-
gern folgt aus Satz |I1.5.1} dass die Eulercharakteristiken der zugrunde liegen-

den abstrakten Simplizialkomplexe gleich sind. Diesen Sachverhalt moéchten
wir zumindest fur Triangulierungen von S? direkt beweisen.

Satz I1.5.5. Es seien K ein geometrischer Simpliziallkomplex mit zugrunde liegen-
dem abstraktem Simplizialkomplex (V,X) und t: |[K| — S? eine Triangulierung.
Dann gilt

x(V,K) = 2.

Zum Beweis. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass der Nordpol N = (0,0,1) der Sphéare nicht im Bild eines 1-Simplex von
K enthalten ist. Wir konnen dann eine kleine abgeschlossene Kreisscheibe um
den Nordpol finden, die kein Bild eines 1-Simplex unter t schneidet. Nun flihren
wir die stereographische Projektion ¢ aus (s. [38], S. 159f).

»(x)

Das Komplement des Inneren der gewéhlten Kreisscheibe in $? wird dann ho-
moomorph auf eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene abgebildet, und
wir erhalten eine Triangulierung dieser Kreisscheibe. Der Satz folgt nun aus
einem allgemeineren Satz aus der Graphentheorie.

Ein eingebetteter ebener Graph ist ein Paar (W, Q), das aus einer endlichen
Teilmenge W C R? und einer endlichen Menge Q von injektiven stetigen Abbil-
dungen von [0, 1] — R? besteht, so dass

30Felix Christian Klein (1849 - 1925), deutscher Mathematiker.
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* w(0) e Wund w(1) e W fiur w € Q gilt
* und entweder w; = w; oder w;(0,1) Nw,(0,1) = & fir w,, w, € Q gilt.

Diese Menge definiert tiber ¢(w) := {w(0),w(1)} einen Graphen im Sinne von
Abschnitt [L1]. Es sei
M= {J w(lo,1).

we

Die Teilmenge I' C R? ist abgeschlossen ([36], Satz 3.4.1 und Satz 2.2.12). Das
Komplement hat endlich viele Zusammenhangskomponenten (s. Anhang
Fy,...,F;, die Fldichen des Graphen heif3en. Die Eulerformel fiir einen zusam-
menhangenden eingebetteten ebenen Graphen lautet

#W—-#0 4+ 0= 2. (IL.7)

In unserem Beispiel sind die Elemente von W die Bilder der 0-Simplexe unter
T gefolgt von der stereographischen Projektion ¢. Fur die Konstruktion von Q
wahlen wir eine Orientierung f3: {0,....,n} — V, n := #V — 1. Fir ein 1-Simplex
A € K gibt es dann Zahlen 0 <1< m < n, so dass A = A{(3(1), (m)). Wir setzen
dann

wa: [0,1] — R?
A— (@oT)((1=A) B +A-B(m))

und
Q:={wy|A € K ein 1-Simplex }.

Die 2-Simplexe der Triangulierung entsprechen dann den Flachen des engebet-
teten ebenen Graphen.

Formel ist uns fiir Baume bekannt (s. Aufgabe b) . Wenn der
Graph kein Baum ist, dann existiert nach Satz eine Kante e € ), so dass
(W, Q \ {e}) zusammenhangend ist. Wenn e aus dem Graphen entfernt wird,
dann erhilt man den zusammenhidngenden Graphen (W, Q \ {e}). Dabei nimmt
sowohl die Anzahl der Ecken als auch die Anzahl der Flachen um eins ab. Wir
skizzieren dies nur:

e e

3lHier muss man noch zeigen, dass das Komplement von I' zusammenhéngend ist.
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Man muss allerdings beachten, dass die Bilder von stetigen Abbildungen sehr
kompliziert sein kénnen (s. z.B. [36], Beispiel 4.2.2) und stark von Strecken
abweichen konnen. Die detaillierten Argumente, die an dieser Stelle notwendig
sind, sind im Anhang zu diesem Kapitel zusammengetragen. Die Hauptzutat
ist der jordansche Kurvensatz ??. [

Beispiel 11.5.6 (Der Torus). Den (zweidimensionalen) Torus T? erhilt man, indem
man in einem Rechteck die gegentiberliegenden Kanten unter Beachtung der
vorgegebenen Orientierungen identiﬁziert:@

—

T

Die ersten Versuche der Triangulierungen eines Torus scheitern:

0 0 0 ] 0
2 g 4
0 0 0 ] 0

Auf der linken Seite héatten die ,Dreiecke® wegen der vorgenommenen Identi-
fizierungen nur eine Ecke. Auf der rechten Seite hétten z.B. die Dreiecke mit

32Formal wird auf I x I, I:= [0, 1], die Aquivalenzrelation ,~* mit
e V(t,z) e IxI: (t,z) ~ (t,2),
e Vzel: (0,z) ~ (1,z),
o Viel: (£,0)~ (t1).

betrachtet und T2 := (IxI)/ ~ gesetzt. Eine Teilmenge U C T? ist hier offen, wenn ihr Urbild in IxI
unter der Projektionsabbildung I xI — T2 offen ist. Dabei trigt IxI ¢ R? die Teilraumtopologie.
Man nennt dies die Quotiententopologie.
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den Ecken 1, 2 und 3 bzw. 0, 1 und 3 die Ecken 1 und 3 gemeinsam, aber keine
Kante. Der Durchschnitt ist also keine Seite der beiden Dreiecke.

Die folgende Abbildung zeigt allerdings eine Triangulierung.ﬁ

V4
Va4l

Es sei (V,K) der abstrakte Simplizialkomplex zu der Triangulierung aus der Ab-
bildung. Der Torus T? ist offenbar zusammenhéngend. Laut Aufgabe [I1.5.2] a),
gilt Hy(K, k) = k. Der k-Vektorraum Z,(K) = Cy(K) ist neundimensional. Da C;(K)
die Dimension siebenundzwanzig hat, muss Z;(K) ein neunzehndimensionaler
k-Vektorraum sein. Wir ordnen nun die Basisvektoren mit der lexikographi-
schen Ordnung aus Fuf3inote an, d.h.,

0

<O)1)3>) <0)1)7>) )y <4)6)7>) <5)7)8>

bzw.

(0,1), (0,2), .., (68), (7,8)

ist die angeordnete Basis von C,(K) bzw. C;(K). Als Darstellungsmatrix fir 0,

33Man benétigt mindestens vierzehn Dreiecke, um T2 zu triangulieren. Da die Eulercharak-
teristik x = x(T?) null ist, ergibt sich dies aus [26], Kapitel I, Aufgabe 8.2.
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bzgl. dieser Basen findet man die Matrix

Sie hat Rang siebzehn. Wir schliefen

= K2

k und H;(K k)

~

HZ(K) k)

Dieses Resultat wird verstandlich, wenn man beachtet, dass der zweidimensio-

nale Torus homdomorph zu S' x S ist?]

Die beiden rot markierten Wege im Bild des Torus entsprechen den Kan-

tenzugen

Y:< )1>+<])2>_<0)2>

und

5=(0,3)+(3,6)—(0,6).
34Dje Kiinnethformel der algebraischen Topologie ([33], Theorem 9.37) zeigt, wie man die

Homologie eines Produkt aus den Faktoren berechnen kann.
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Bei Verwendung der obigen Basis fiir C;(K) entsprechen diese Kantenziige den
Vektoren

u:=(1,-1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)"
und

v:=(0,0,1,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)".
Wir erweitern die obige Matrix um die Spalten u und v und berechnen den Rang
der resultierenden (27 x 20)-Matrix. Das Ergebnis ist neunzehn. Es folgt, dass
die Klassen [u], [v] € H;(K, k) eine Basis fiir H; (K, k) bilden.
Bemerkung 11.5.7. Der Rang einer Matrix lasst sich leicht mit jedem Compu-

teralgebraprogramm berechnen. Wir haben in den obigen Berechnungen Sage®|
verwendet.

In [11:

Aufgabe 11.5.8 (Die kleinsche Flasche). Die kleinsche Flasche entsteht, indem
man die Kanten eines Rechtecks wie in der Zeichnung angegeben identiﬁziert.

3Bhttps://www.sagemath.org/
S6Hier arbeitet man mit der Aquivalenzrelation ,~* mit

e V(t,z) e IxI: (t,z) ~ (t,2),
e Vzel: (0,z) ~ (1,z),
* Vtel: (t,0)~ ((1—1),1)

auf I x I. Man verwendet wieder die Quotiententopologie.
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>

Y

e A T
Bestimmen Sie eine Triangulierung von F, und berechnen Sie die Homolo-

giegruppen der Kkleinschen Flasche mit dieser Triangulierung. Welche Euler-
charakteristik hat die kleinsche Flasche?

II.6 Ripsfiltrierungen und bestandige Homologie

Fiir N > 1 betrachten wir den Raum RN. In diesem Abschnitt schreiben wir die
Elemente von RN als Zeilenvektoren. Die euklidische Metrik ist die Abbildung

d: RN xRN — R
N

((ah"-)aN)»(bh-")bN)) — Z(aj_bj)z-
j=1

Fur Punkte A = (ay,...,an) und B = (by,...,by) in RN ist d(A, B) ihr euklidischer
Abstand. Fur eine endliche Teilmenge X C RN ist

Diam(X) := max{ d(A,B)| A,B € X }

der Durchmesser von X. Es seien V C RN eine endliche Teilmenge und § > 0 eine
reelle Zahl. Wir definieren

K(3):={o0CV|o+# o ADiam(o) <§}.

Aufgabe 11.6.1. Zeigen Sie, dass (V,K(8)) fur jede nicht negative reelle Zahl ein
abstrakter Simplizialkomplex ist. Wir bezeichnen dies als den Ripskomplex zum
Parameter 9.
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Wir halten eine offensichtliche Eigenschalft fest.
Beobachtung I1.6.2. Fiir 0 < §; < 6, gilt K(&;) C K(52).

Beispiel 11.6.3. a) Es gilt K(0) ={{v}|ve V}

b) Es sei 6, := Diam(V). Fiar 6 > 6, haben wir K(8) = P(V) \ {@}. Der to-
pologische Raum, den dieser abstrakte Simplizialkomplex beschreibt, ist ein
g-Simplex, q := #V — 1. Gilt q > N, dann ist die Dimension von (V,K(3)) grofer
als N.

Teil b) des obigen Beispiels zeigt, dass die Dimension des abstrakten Sim-
plizialkomplexes (V,K(6)) die Dimension N des Raums, in dem die Punktmenge
V lebt, ubersteigen kann.

Es sei weiter

D:={d(A,B)|A,BeV},

und man schreibe
D :{do,...,dg} mit do<---<d,.
Hierbei gilt
do=0 und d;,=Diam(V).

Beobachtung I1.6.4. In der obigen Situation sind folgende Bedingungen erfiillt.
i) Firi= O, ceey {—1und 61, 5, € [di, di_,_]) gllt K(é]) = K(éz)
ii) Firi=0,..,4 —1 gilt K(d;) € K(di;1).

Beweis. Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus den Definitionen. O
Wir setzen K':=K(d;), i =0, ...,{, und nennen
R: KcK ¢...ck"'cK

die Ripsfiltrierung von V. Ein anderer gebrauchlicher Name ist Vietoris—Ripsfil-
trierun .

In Abbildung sind einigd®®| der Simplizialkomplexe des Ripskomplexes
einer Punktmenge in R? dargestellt”| Man beginnt mit einer Menge von sechs
isolierten Punkten und erkennt, dass sich zunachst 1-Simplexe ausbilden. Im
weiteren Verlauf entsteht ein 2-Simplex, dann ein 3-Simplex. Da es insgesamt
sechs Punkte gibt, ist der letzte Eintrag ein 5-Simplex. Man sieht wieder, dass
die Punktmenge in R? zu hoherdimensionalen abstrakten Simplizialkomplexen
fuhrt.

37Leopold Vietoris (1891 - 2002), dsterreichischer Mathematiker.

38aber nicht alle!

39Wenn man K(5) ermitteln méchte, zeichnet man um jeden Punkt die abgeschlossene Kreis-
scheibe vom Radius (1/2) - 6 und schaut, welche Kreisscheiben sich tberlappen. (Es reicht,
wenn sie einen einzigen Punkte gemeinsam haben.)
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b L

Abbildung II.12: Einige Bestandteile des Ripskomplexes zu einer Punktmenge
in R?

W

Aufgabe 11.6.5. Uberlegen Sie sich, wie der vollstindige Ripskomplex zu der
obigen Punktmenge aussieht. (Sie muissen dazu die Abstande der Punkte von-
einander ausmessen.)

Ich danke Herrn Benyoussef flir die Ausarbeitung des folgenden Beispiels, das
in Beispiel [lI.6.8| fortgeftihrt wird.

Beispiel 11.6.6. Wir geben die Menge V = {A,B,C,D } mit A := (0,0), B := (1,3),
C := (2,—1) und D := (3,2) in der Ebene R? vor und tragen die Abstinde zwi-
schen den Elementen von V in eine Tabelle ein:

A B C D

Al 0 V10O V5 VI3
B|vi0o 0 V17 5 .
Cl+v5 V17 0 10
D|[V13 V5 V10 0

In der vorangegangen Notation haben wir somit { = 4,

doZO, d]z\/g, dzzm, dgz\/ﬁ und d4=\/ﬁ.
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Mit Hilfe der Abstandstabelle findet man

K® = {{A},{B},{C},{D} }
K'=K°U{{A,C}L{B,D}},
K*=K'U{{A,B}{C,D}},

K> =K*U{{A,D}L{A,B,D}{A,C,D}},
K*=K*U{{B,C}L{A,B,C},{B,C,D},{A,B,C,D}}.

Dies entspricht dem folgenden Bild.

K° K K2

B B B
.

) \D | o

K3 Kt

Es seien V C R? eine Punktmenge und K’ ..., K! die abstrakten Simplizial-
komplexe, die im Ripskomplex von V vorkommen. Es sei i;: K=' — K die In-
Klusionsabbildung, j = 1,...,£. Man beachte, dass ( eine simpliziale Abbildung
ist, j = 1,...,{. Damit schreiben wir den Ripskomplex als

L L

L L _
KO 1 K 2 “ly ke L K

Far q =0,...,n, n:=#V — 1, erhalten wir

Hq(Ll) Hq(Lz) Hq(UZ—I)

Ry(V): Hg(KO) Hy (K1) ) Ho (K1) 29 (k).
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Dies ist eine Darstellung des Kéchers

L P UTL LN B N N

Agr: 0

Das Tupel (R4(V),q =0,...,#V — 1) ist die bestdndige Homologie von V.

Bemerkung I11.6.7. Anstatt das Tupel (Rq(V),q =0,...,#V—1) zu betrachten, kann
#V—1

man auch R, (V) := @ R(V) bilden.
q=0
Sei q €{0,...,#V —1}. GemafS Satz zerlegen wir
RaV)= @ I, s,

0<r<s<{

Es sei 0 < r < s < {. Wir betrachten einen Summanden auf der rechten Seite,
der isomorph zu I[l, m] ist. Er entspricht einer Teildarstellung I = (I;,j =0, ..., {)
von Ry (V). Dabei gilt ; =0, j = 0,..,7—1,s+1,..,, und ; = k, j = 1,...,5. Wir
wéhlen k € Hq(K", k), so dass I, = (k). Fur diese Klasse und r < u < n gilt

#£0, fallsu<s
=0, fallsu>s. °

(Hg(t) o+ o Hg(ts1)) (k) {

Wir nennen s — r die Bestdndigkei@ von k. Man sieht Homologieklassen mit
einer hohen Bestiandigkeit als charakteristische Merkmale der Punktmenge an
(s. [29], Abschnitt 3.3).

Beispiel 11.6.8. Dies ist die Fortsetzung von Beispiel I1.6.6. Fiir die Homologie
der abstrakten Simplizialkomplexe im Ripskomplex gilt

Ho(K% k) = k%, Hy(K%k)=0, q>1,

Ho(K', k) =K%, Hy(K'k)=0, q>1,

Ho(K% k) =%, Hi(KAhk) =k, Hy(K k) =0, q>2
Ho(K* k) =k, Hq(Kk)=0, q=>1,

Ho(K* k) =k, Hq(KLk)=0, q>1.

Es folgt
Ri(V)=12,2] und Rq(V)=0, q2>2.

SchlieBlich mussen wir die nullte Homologie zerlegen. Wir betrachten die Teil-
darstellung K. Hier gilt K = (K, K;,0,0,0). Wir miissen zunichst ein direktes
Komplement T zu K finden. Dazu seien «, die Klasse von (A) in Hy(K° k) und

Ky = (HO(Lu) k) ©---0 HO(Ll)k)>(KO) S HO(Ku>k)> u = ]>2)3)4°

401N Bemerkung a), werden wir die Lebensdauer einftihren, die auch noch die Werte
do, ..., d¢ bertuicksichtigt.
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Damit ist T = ((ko), (K1), (K2), (K3), (k4)) ein direktes Komplement zu K. Es gilt
T = 1[0, 4].

Um jetzt die Darstellung K = (K, K;,0,0,0) weiter zu zerlegen, bilden wir
die Teildarstellung L = (L,,0,0,0) mit L, := Ker(Ho(y,k)). Wir definieren A, €
Ho(K? k) als die Homologieklasse von (A) — (B) und A; := Ho(u1,k)(A¢). Dann ist
u = ((Ao), (M),0,0,0) ein direktes Komplement zu L in K. Es gilt U = [0, 1].
Schlieglich gilt L, = I[0]®2. Die Klassen von (A) — (C) und (B) — (D) bilden eine
Basis von L,. Wir haben damit

Ro(V) = 1[0]%% @ 1[0, 1] @ 1[0, 4]

gezeigt.

Bemerkung 11.6.9. a) Man kann statt der Strichcodes auch ein Bestandikeits-
diagramm zeichnen. Wir betrachten die Zerlegung (vgl. Bemerkung [I1.6.7]

R(V)= B I, s

0<r<s<t

Ein Summand I[r,s] enstpricht einer Homologieklasse, die in K(6,) zum ersten
Mal auftritt und in K(6,,;) zum ersten Mal verschwindet, 1 < r < s < {, d¢;; := .
Die Differenz ds.; — d, ist die Lebensdauer der Homologieklasse. Die Punkte
(dyydsr) mit 6,5, 0 < v < s < {, trdgt man in ein Diagramm ein. Im obigen
Beispiel ware die

Persistence diagram

3.000

2.000 H

Death

1.000 H

T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1 2.0 25 3.0 3.5

Birth

Die roten Punkte entsprechen den nulldimensionalen Homologieklassen. Da
zwei von ihnen dasselbe Geburts- und Sterbedatum haben, sind nur drei rote
Punkte zu erkennen.

41Djese Diagramm wurde ebenfalls von Herrn Benyoussef angefertigt.
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b) In jedem Ripskomplex ist K' ein abstrakter Simplizialkomplex, der ein
Simplex beschreibt, so dass Hy(K% k) = k und Hq(K%k) =0, q > 1. Zusammen
mit Aufgabe [[1.5.2] a), folgt, dass es in Ry(V) fir jedes N > 1 und jede endli-
che Punktmenge V in RN genau einen Summanden der Form I[0,{] gibt. Far
q > 1 taucht kein solcher Summand in R,(V) auf. Es gibt daher genau eine
Homologieklasse mit unendlicher Lebensdauer.

Aufgabe 11.6.10. Berechnen Sie die bestandige Homologie zu dem Ripskomplex
in Abbildung |II. 12|

Topologische Datenanalyse (TDA)

In diesem Kapitel wurde eine Grundtechnik der topologische Datenanalyse
(kurz TDA) vorgestellt. Einen kurzen Uberblick tiber dieses Thema gibt der Ar-
tikel [29], eine detaillierte Einfiihrung ist in dem Buch [30] enthalten, und eine
aktuelle Anwendung ist in der Arbeit [16] zu finden.

In der Praxis erhebt man gewaltige Datensitze, die man als endliche Punkt-
menge in einem RN auffassen kann. Dabei ist N die Anzahl der Merkmale, die
man erfasst, z.B. Koordinaten, Geschwindigkeit, Beschleunigung in x-, y-, z-
Richtung, Puls, Koérpertemperatur usw. Man mochte topologische Techniken
verwenden, um diese Datensitze zu analysieren. Hier haben wir die simpliziale
Homologie verwandt. Da eine endliche Punktmenge in RN nicht auf naturli-
che Weise einen abstrakten Simplizialkomplex definiert, betrachtet man alle
moglichen abstrakten Simplizialkomplexe, die man nach gewissen Vorschriften
bilden kann. In diesem Kapitel haben wir so die Ripsfiltrierung aufgebaut. Da-
neben gibt es z.B. die Cechﬁltrierung (Aufgabe , [30], Definition 4.10).
Weitere Moglichkeiten werden in [16], Abschnitt 2.1, skizziert. Die topologische
Datenanalyse hat sich zu einem vielgenutzten Werkzeug entwickelt. Mit einer
Internetrecherche findet man leicht umfangreiches Material zu dem Thema.

Aufgabe 11.6.11 (Die Cechfiltrierung). Fiir einen Punkt A € R? und eine reelle
Zahl ¢ > 0 ist der abgeschlossene Ball vom Radius ¢ durch

B(A,e):={B e R*|d(A,B) < ¢}

gegeben. Nun sei V C R? eine nichtleere endliche Teilmenge. Fur eine reelle
Zahl 6 setzen wir

L(é):z{dcv‘c;«é@/\ﬂﬁ(A,g) ¢@}.

A€o

Dies ist der Cechikcomplex*? zum Parameter .

42Eduard Cech (1893 - 1960), tschechischer Mathematiker.
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a) Zeigen Sie, dass (V,L(8)) ein abstrakter Simplizialkomplex ist.

b) Welche Beziehung besteht zwischen dem Cechkomplex (V,L(5)) und dem
Ripskomplex (V,K(8))?

c) Die Menge V = { A, B, C} bestehe aus den Ecken eines gleichseitigen Drei-
ecks. Bestimmen Sie den Ripskomplex K(5) und Cechkomplex L(3) fiir alle
nichtnegativen reellen Zahlen & > 0. Fuir welche Werte unterscheiden sich K(5)
und L(6)?

Bemerkung 11.6.12. Die obige Konstruktion ergibt wieder eine endliche aufstei-

gende Kette
c: L°cl'¢c...cL™'cL™

von abstrakten Simplizialkomplexen, die man als Cechfiltrierung bezeichnet.
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II.7 Anhang. Der jordansche Kurvensatz

Es sei (X,7) ein topologischer Raum. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung
v: [0,1] — X. Das Bild

Spur(y) = {v(t) [t € [0,1] }

wird als die Spur von vy bezeichnet.

Beispiel 11.7.1. Es seien N > 1 und x,y € RN, Dann ist

v: 0,11 — RN
t— (1—1) - x+t-y.

Man schreibt [x,y] := Spur(y). Dies ist die Verbindungsstrecke von x und y.

Bemerkung 11.7.2. Es seien N > 1. Der Raum RN wird mit der euklidischen
Topologie versehen. Fur einen Weg v: [0,1] — RN ist Spur(y) C RN eine abge-
schlossene Teilmenge ([36], Satz 3.4.1 und Satz 2.2.12).

Zwei Punkte x¢,x; € X sind verbindbar, wenn es einen Weg v: [0, 1] — X mit
v(0) =0 und (1) =1 gibt.

Aufgabe 11.7.3. Beweisen Sie, dass Verbindbarkeit eine Aquivalenzrelation auf
X ist.

Die Aquivalenzklassen der Verbindbarkeitsrelation nennt man die Wegzu-
sammenhangskomponenten von X, und man sagt, dass X wegzusammenhdn-
gend ist, wenn es nur eine Aquivalenzklasse gibt. Eine wegzusammenhingende
offene Teilmenge G C R* wird Gebiet genannt.

Ab jetzt betrachten wir N > 1 und eine offene Teilmenge X C RN. Sie wird
mit der Teilraumtopologie bzgl. der euklidischen Topologie auf RN ausgestattet.
Dies bedeutet, dass eine Teilmenge U C X offen ist, wenn es zu jedem Punkt
x € U eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt, so dass

B(x,e) :={y eR"|d(x,y)<e} CU

Beispiel 11.7.4. Der Raum R" ist wegzusammenhéngend. Zwei Punkte x,y € RN
koénnen mit dem in Beispiel [lI.7.2| beschriebenen Weg verbunden werden.

Lemma I1.7.5. Es seien N > 1 und X C RN eine nichtleere offene Teilmenge.

i) Die Wegzusammenhangskomponenten von X sind offene Teilmengen.

ii) Die Menge X hat héchstens abzdhlbar unendlich viele Wegzusammenhangs-
lcomponenten.

Beuweis. i) Es seien x € X, [x] C X die Menge aller Punkte von U, die mit x (in
U) verbindbar sind, und y € [x]. Es existiert ein ¢ > 0, so dass B(y,¢) C X. Alle
Punkte von B(y, ¢) sind ebenfalls mit x verbindbar.
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II.7. Anhang. Der jordansche Kurvensatz

ii) Die Menge QN C RN ist abzdhlbar, und jede nichtleere offene Teilmenge
V C RN enthélt Punkte aus QM. Aus Teil i) folgt, dass jede Wegzusammenhangs-
komponente einen Punkt aus QN enthélt. O

Beispiel 11.7.6. Die Menge

1 1
U]k_Z’k+Z[CR

kEZ

ist eine offene Teilmenge mit abzahlbar unendlich vielen Wegzusammenhangs-
komponenten.

Wir betrachten ein einfaches Polygon TT = (py,...,p,) in R?. Es sei

n
rr[ = U Si.
i=1

Nach Bemerkung [I1.7.2]ist I;; C R? eine abgeschlossene Teilmenge.

Satz II.7.7 (Der jordansche Kurvensatz fir einfache Polygone). In der obigen
Situation hat
R*\ Ty

genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Wir folgen dem Beweis aus [?], der in [?] aufbereitet wurde. Jordans ur-
sprunglicher Beweis [?] wird in [?] dargestellt.

Beweis. Das Iy abgeschlossen ist, ist Uy := R? \ T}y in der Tat eine offene Teil-
menge von R
Wir zeigen zunéachst, dass Uy hoéchstens zwei Zusammenhangskomponen-
ten hat. Es sei i € {1,...,n}. Wir betrachten den Fall 1 < i < n. Es gibt eine Zahl
D > 0, so dass
d(x,y) > D

fur alle x € s;, allej € {1,..,n}\{i—1,4,i+ 1} und alle y € s; gilt{*| Wir wihlen
eine reelle Zahl 0 < d < D/2. Es sei

Ui = {x € R*|d(x,s) < & }.

Die Menge U; nimmt folgende Gestalt an:

43Die Teilmengen s; und U s; sind kompakte Teilmengen von R2. Da TT ein
jel 1, Ni=T1,1,i+1)
einfaches Polygon ist, sind sie disjunkt. Nach [36], Lemma 3.4.4, haben sie einen positiven
Abstand voneinander.
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Die Leserin bzw. der Leser moge sich die notwendigen Details tiberlegen und
sich weiter davon uberzeugen, dass

Wi \ (sio1 UsiUsiy)

genau zwei Wegzusammenhangskomponenten hat. Wir bezeichnen sie mit F;
und F{. Es ist nun offensichtlich, wie U, F;, F{ und U,, F,, F! zu definieren
sind. Dabei wahlen wir die Vorzeichen — und + fiir die Wegzusammenhangs-
komponenten von U, \ (s; Us; Usy) beliebig und fir i € {2,...,n} so, dass

FFNF,#9 und F NF, #02.

Das folgende Bild illustriert die Konstruktion.

Weiter seien
F = UF; und F' = UFf
i=1 i=1
Nun sei x € Up. Wir wahlen einen Punkt z € I und betrachten den Weg

v: 0,1 — R?, t — x + (1 —t) - z. Das Urbild vy '(I};) ist eine abgeschlossene
Teilmenge von [0, 1], die 0 nicht enthéilt. Es seien

ty = min(yq (rr[))

und z’ :=y(to). Seien weiter i € {1,...,n} ein Index mit z’ € s; und v': [0,1] — R?,
t—t-x+(1—1) 2. Es gibt ein ¢ > 0, so dass

vte (1—¢1]: d(z,y'(1) <é.

Wir wahlen t; € (1 — ¢, 1] und definieren y := y'(t;). Es gilt y € F, oder y € F.
Man beachte
Spur(y’) C {v(t)|t € [0,t0) }.

Damit ist y”: [0,1] — R%, t —— t-x + (1 —t) -y, ein Weg, der x und y verbindet
und Spur(y”) C Uy erftillt. Wir kénnen x also in Uy mit einem Punkty € F- UF*
verbinden. Die offenen Mengen F~ und F* sind nach Konstruktion wegzusam-
menhingend. Es sei U* die Wegzusammenhangskomponente, die F* enthélt.
Wir haben

Up=U nu*

gezeigt.
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Jetzt miissen wir noch U~ N U*" = @ nachweisen. Wir schreiben p; = (aj, b;),
i = 1,..,n. Wir durfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass a; # q; fir 1 <i <j < n gilt. Far einen Punkt q = (c, d) sei

{q ::{(c,d+t)|t€ [O,oo)}

die Halbgerade die von q ausgeht, parallel zur y-Achse verlauft und nach unten
beschrankt ist. Auf Grund der Voraussetzung, dass a; # a; fur 1 <i <j < n gilt,
ist die Menge

S(q) = Eq NIy

endlich. Fur 1 € {0, ...,n} setzen wir

L I, falls1<1<n
= n, fallsl=0

und firme{1,...,n+1}

— | falls1<1<n
me= 1, falls m=1 ’

Nun seien
lti:{ai|i€{1>°°°>n}/\aﬂ< ai < am}.

und
St={p=I(a,b)eMMacAf}.

Schlieflich seien fiir q = (c,d) € R?\ Spur(y)
* $*(q) :=S(q) \ St
* und p(q) :=#5*(q).

Man beachte, dass $*(q) aus denjenigen Schnittpunkten r von {, mit I}y besteht,
fiir die r entweder keine Ecke des Polygons ist oder eine Ecke, flir die eine der
beiden Seiten des Polygons, die an r anliegen, links von ¢, liegt und die andere
rechts von {,. Schnittpunkte wie im folgenden Bild werden also nicht gezahlt.

Wir setzen

Uy == { q € R*\ Spur(y) | u(q) ist gerade },
Uy := { q € R*\ Spur(y)| u(q) ist ungerade }.

Beide Mengen sind nicht leer. In der Tat gilt fiir q = (¢, d) mit ¢ < min{a;|i €
{1,..,n}} sicher, dass p(q) = 0 und daher q € U,. Auf der anderen Seite sei
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ip € {1,..,n} der Index mit a;, :=min{ a; |1 =1,...,n}. Sei weiter 0 < ¢ < min{|a; —
ai, |j €{1,...,n}\{io}}. Weiter seien t_ und t" die Kanten des Polygons, die an p;,
anliegen. Wir haben die Vorzeichen dabei so vergeben, dass t_ unterhalb von t*
liegt. In B(pi,, ¢) \ 't finden wir nun einen Punkt q, der rechts von p;,, oberhalb
von t_ und unterhalb von t* liegt. Fur diesen Punkt gilt u(q) = 1 und damit
qe ;.

O

Satz I1.7.8 (Der jordansche Kurvensatz). Es seivy: [0,1] — R? ein Weg, so dass
* v(0) =v(1),
® Yo, iry‘ektiv ist.

Dann hat
R*\ Spur(y)

genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Eingebettete ebene Graphen

Eine eingebetteter ebener Graph ist ein Paar (V,Q), das aus einer endlichen
Teilmenge V C R? und einer endlichen Menge Q besteht, so dass

e ein Element w € Q ein Weg w: [0, 1] — R? ist,
* wp, fur jedes Element w € Q injektiv ist,

* w(0) eV, w(l) e Vund w(t) € V, t € (0,1), far jedes Element w € Q gilt
und

e w(t) # w/(t') far t,t’ € (0,1) und zwei verschiedene Elemente w,w’ € Q
gilt.

Fir einen eingebetteten Ebenen Graph (V, Q) definiere man

e Q — Vi
w— { w(0),w(1) }.

Dann ist (V,;Q,¢) ein Graph im Sinne von ??. Wir sagen, dass (V,Q) zusam-
menhdingend ist, wenn (V, Q, ¢) zusammenhangend im Sinne von ?? ist.
Fir einen eingebetteten ebenen Graphen (V, Q) sei

I:=Spur() == | J Spur(y)

we

die Spur. Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von R2.
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Aufgabe 11.7.9. Man versehe I' mit der Teilraumtopologie. Zeigen Sie, dass (V, Q)
genau dann zusammenhédngend ist, wenn I' als topologischer Raum wegzusam-
menhéangend ist.

Die Zusammenhangskomponenten von R?\ ' sind die Flédchen des eingebet-
teten Graphen.@ Wir bezeichnen die Menge der Flachen von (V, Q) mit F(V,Q).

Lemma I1.7.10. Es sei (V,Q) ein eingebetteter Ebener Graph, so dass (V,Q,¢)
ein Baum ist[* Dann gilt
#(F(V,Q)) =1.

Satz I1.7.11 (Die Eulerformel). Es seien (V,Q) ein zusammenhdingender einge-
betteter ebener Graph, e := #(V), k:= #(Q) und f := #(F(V, Q). Dann gilt

e—k+f=2

Beweis. Es sei y = (wy,..., w,) ein Kreis in (V,Q, ¢). Dann definieren y und die
Wege w;: [0,1] — R?, i = 1,...,n, eine Jordan-Kurve «: [0,1] — R?. Wir kénnen
den Satz mittels vollstandiger Induktion uber die Anzahl { der Flichen von
(V, Q) beweisen.

¢ = 1. Falls (V,Q,¢) einen Kreis enthéalt, dann folgt aus dem jordanschen
Kurvensatz, dass ¢ > 1. Unter der gegebenen Voraussetzung muss (V, Q, ¢) nach
Satz ?? ein Baum sein. In Aufgabe ?? wurde gezeigt, dass in einem Baum

e—k=1

gilt.

¢ — €+ 1. Wegen { + 1 > 2 impliziert Lemma [II.7.10| in diesem Fall, dass
(V,Q,¢) kein Baum ist. Auf Grund von Satz ?? existiert eine Kante w, € Q,
so dass (V,Q \ {wy}, ¢) immer noch zusammenhingend ist. Es sei y ein Kreise,
der w, enthalt. Wie zuvor bemerkt, erhalten wir eine Jordankurve k. Die offene
Menge R?\ Spur(k) zerfillt in zwei Zusammenhangskomponentenen H; und H,.

Folgerung ?? zeigt, dass es zwei Flachen G; und G; von (V,Q) gibt, so dass
Spur(wy) C Gy N G,. Fir jede andere Flache G gilt Spur(w,) NG C &(wy).

Auf Grund dieser Diskussion hat der eingebettete ebene Graph (V, Q\{wy}, €)
genau eine Fliache weniger als (V,Q,¢). Er hat also { Flachen. Offenbar hat er
auch genau eine Kante weniger als (V,Q, ¢). Auf Grund der Induktionsvoraus-
setzung haben wir somit

e—k+f=e—(k—1)+(f—1)=2,

und der Satz ist beweisen. ]

44Im Folgenden wird deutlich, dass es nur endlich viele Fldchen gibt.
4SInsbesondere ist (V, Q) zusammenhingend.
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Die jordansche Normalform iiber
den reellen Zahlen

Fur die Kocher, die in Abschnitt betrachtet wurden, gelten die Resultate
uber jedem Grundkorper. Bei der Entwicklung der jordanschen Normalform
in [40], Abschnitt V.8, mussten wir voraussetzen, dass der Korper, tiiber dem
gearbeitet wird, algebraisch abgeschlossen ist. Der Fundamentalsatz der Alge-
bra besagt, dass der Korper C der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlos-
sen ist. In diesem Kapitel werden wir das Analogon der jordansche Normal-
form tiber dem Koérper der reellen Zahlen vorstellen. Dies ist eine schoéne Illus-
tration daftiir, dass das Normalformproblem fiir Kécher im Allgemeinen uber
verschiedenen Korpern verschiedene Losungen hat. Wir werden zudem illus-
trieren, wie die jordansche Normalform bei der Losung gewisser Systeme von
Differenzialgleichungen hilft. Dazu muss man die Exponentialfunktion fiir Ma-
trizen einftihren. Es ist beeindruckend, wie gut die jordansche Normalform an
die Aufgabe, die Exponentialfunktion einer Matrix zu berechnen, angepasst ist.
Der Vollstandigkeit halber werden wir den Beweis des Fundamentalsatzes von
d’Alember und Argandﬂ erklaren. Er benutzt Techniken der Analysis, die tibli-
cherweise in den Vorlesungen Analysis I und II bereitgestellt werden.

Hinweise zur Literatur. Wir folgen in diesem Kapitel der Darstellung aus [19],
Abschnitte 5.5 bis 5.7. Die gekoppelten Pendel werden in [2], Abschnitt 18.8,

lJean-Baptiste le Rond, genannt d’Alembert (1717 - 1783), franzdsischer Mathematiker,
Physiker und Philosoph der Aufklarung
2Jean-Robert Argand (1768 - 1822), Buchhindler und Amateurmathematiker
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besprochen.

III.1 Der Fundamentalsatz der Algebra

Der folgende Beweis fur den Fundamentalsatz der Algebra geht auf d’Alembert
und Argand zuruck. Zusammen mit geschichtlichen Einblicken wird er in [1],
Abschnitt 21, prasentiert. Wir haben uns in der Darstellung an dieser Vorlage
und dem Wikipedia-Artikel [45] orientiert.

Satz III.1.1 (Der Fundamentalsatz der Algebra). Es seienn > 1 und p € C[t] ein
Polynom vom Grad n. Dann existiert eine komplexe Zahl A € C mit p(A) = 0.

Beweis. Schritt 1. Wir betrachten zundchst einen Spezialfall. Dazu seien c €
C* und n > 1. Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion ([35], Kapitel 4,
Ausblick, [38], Abschnitt I1.4) werden wir nun zeigen, dass t™ — ¢ eine Nullstelle
besitzt. Es seien r:=|c| € R., und ¢’ := ¢/|c|. Bekanntlich ([35], Hilfssatz 2.10.5,
i) existiert eine positive reelle Zahl p mit p™ = r. Wenn es weiter eine komplexe
Zahl A’ mit '™ = ¢’ gibt, dann haben wir (p - A/)* = p" - A" = r.¢’ = ¢. Wir
dirfen somit ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, dass |c| = 1.
Auf Grund von [35], Satz 4.10.12, gibt es eine Zahl ¢ € [0,2-71) mit exp(i- @) = c.
Wegen

A 1) —expli- o) =
exp(vE) —exp<n i n>—exp(1 Q)=c
ist A\:=exp(i- (¢/n)) eine komplexe Zahl mit A™ = c.

Schritt 2. Um den folgenden Schritt zu motivieren, zeigen wir, dass es zu
der Funktion [p|: C — R, A — [p(A)|, eine Zahl A, € C gibt, so dass

AeC:  [p)]| > [p(ho)l.

Das ist offensichtlich, wenn p eine Nullstelle besitzt. Andernfalls schreiben wir
Pp=ao+a-t+- -+ a,-t". Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass

VAeC: [pA)| > lanl-A* =lanal- AT = —lail - Al = |agl-

Wennf :
Al > po = o (2 laol + lag| + - - - + lan—1l + |an),

|an]
dann gilt
[P(A)| > laol = |p(0)]. (+)

Da B(0,py) ={z € C||z| < po} nach dem Satz von Heine-Borel ([36], Satz 2.2.12)
kompakt ist, nimmt die stetige Funktion [p| auf B(0, py) ein Minimum an ([36],
Folgerung 3.4.2). Wegen (+) ist dies ein Minimum fur die Funktion [p| auf C.

3Man beachte, dass diese Abschétzung |A| > 1 beeinhaltet.
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Schritt 3. Gemafs Schritt 2 wihlen wir eine komplexe Zahl A, € C, so dass
Ip(Ao)| < [p(A)], A € C. Wir setzen p(A,) # 0 voraus und definieren

q(t) :=p(t+A) =bo+by-t+---+by-th

Dabei gilt by # 0. Es sei ny := min{m € {1,..,n}|b, # 0}. Die Menge, deren
Minimum gebildet werden soll, ist nicht leer, weil b, = a, # 0. Weiter kénnen
wir n, < n voraussetzen, weil ansonsten p(t) = by + b, - t" gelten wirde und
dieses Polynom nach Schritt 1 eine Nullstelle hiatte. Man beachte, dass der
Term b, + by, - t™ flir kleine Werte von t dominant ist. Genauer gibt es ein o,
so dass

|leo|

2

In der Tat sind diese Ungleichungen fir s = 0 richtig, und die Funktionen
R — R, t — |by,|-t", bzw. R — R, t —— [bp 4| -t + -+ + [by| - t* ™0, sind
stetig. Wie in Schritt 1 nachgewiesen wurde, existiert eine komplexe Zahl v; mit

/Mo

vy ° = —by/by,. (Dies ist eine Nullstelle von by+b,, -t".) Es seien v, := (00-v}) /)l

no __

und « := (03° - [by,|)/[bol, so dass by, - v;° = —k - by. Wir erhalten

Vs € (0,001 [bol > [by,|-s™ und > [bpgitl -S4+ [bpl 8™ ()

la(vo)| = [P(Ao +vo)| < Ibo+bw, - vl + Y Ibyl-o5 =(1—x)-[bol+ Y [byl- o}

k=no+1 k=no+1

Da 0 < k < 1 nach (++4), bleibt noch zu tberpriifen, dass die letzte Summe nicht
zu grofs wird. Wir erinnern daran, dass ny < n, und wenden nochmal (++) an,
um

. n, . —MN, 1 n,

(1=K)-[bol+ > [byl-of =[bo| — 0p° - <|bnor — > byl of ) < [bol = 5 *[bn| - 07
k=no+1 k=no+1

zu erhalten. Damit ergibt sich der Widerspruch [p(Ay + Vvo)| < [p(Ao)l. O

Bemerkung I11.1.2. Die Funktionentheorie halt eine Vielzahl an weiteren ele-
ganten Beweisen fur den Fundamentalsatz der Algebra bereit (s. z.B. [38], Satz
IV.5.11).

II1.2 Reelle Strukturen auf C"

Wir erinnern daran, dass der Korper C der komplexen Zahlen als Erweiterung
der Korpers R konstruiert wurde ([40], Aufgabe 11.3.5). Es gibt insbesondere
eine injektive Abbildung 1: R — C, so dass

* Vs,teR:(s+t) =t(s)+ t(t),
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e Vs,teR:s-t)=1t(s)- (L),
e ((1)=1.

Wir benutzen t, um R als Teilmenge von C aufzufassen. In C gibt es weiter
eine Zahl i, so dass i* = —1. Zu jeder komplexen Zahl z € C gibt es eindeutig
bestimmte reelle Zahlen a,b € R, so dass

z=a+Db-i.

Dabei nennt man a den Realteil von z und schreibt Re(z) := a. Die Zahl b wird
als Imagindirteil von z bezeichnet und mit Im(z) := b notiert.

b=Im@z) F---—-————————— z=a+b-i
|
;a:Re(z)
| =Re(®)
|

~b=Im@E) F----—————————> o

Die komplexe Konjugation ist die Abbildung

wC—C
z=Re(z) +Im(z) -i+—— z:= Re(z) — Im(z) - i.
Eigenschaften III.2.1. i) Flir komplexe Zahlen z,,z, € C gilt
ntn=z1+z, z1-z22=21"2).
ii) Ftir jede komplexe Zahl z € C gilt
z=z < zclk

iii) Ftir jede komplexe Zahl z € C ist die Gleichung

N

=z

erftillt.
iv) Der Real- und Imagindirteil einer komplexen Zahl z € C erfiillen die Glei-
chungen

Re(z) = % (z+z), Im(z)=="(z—2).
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Beweis. All dies ergibt sich durch direktes Nachrechnen. O

Bemerkung I11.2.2. Es sei k ein Korper. Eine Abbildung o: k — k ist ein Korper-
automorphismus, wenn o bijektiv ist und o(a;+a;) = o(ay)+0(a;) und o(a;-a;) =
o(ar) - o(ay) fur alle ay,a; € k gilt. Aus Eigenschaft [[I.2.1] iii), folgt, dass die
komplexe Konjugation bijektiv ist, so dass Eigenschaft [[I1.2.1], i), besagt, dass
komplexe Konjugation ein Kérperautomorphismus ist.

Nun sei n > 1. Wir tibertragen einige der obigen Konzepte und Eigenschaften
auf den Vektorraum C".

* C" ist ein komplexer Vektorraum der Dimension n; Dim¢(C") = n.
* C" ist ein reeller Vektorraum der Dimension 2n; Dimg (C") = 2n.

e R*C C™.

* Die Abbildung

bezeichnen wir ebenfalls als komplexe Konjugation.

Eigenschaften III.2.3. i) Zu jedem Vektor v € C" existieren eindeutig bestimmte
Vektoren s,t € R", so dass
v=s+1i-t.

ii) Ftir jeden Vektor v € C" gilt
v=v < veR.
Lemma III.2.4. Es sei U C C" ein C-linearer Teilraum. Dann ist auch
U:={vlveu}
ein C-linearer Teilraum von C".

Beweis. Es gilt 0 € U und daher 0 =0 € U.

Zu vi,v, € U existieren w;,w, € U, so dass v = w; und v, = Wz. Es gilt
w; +w, € U, so dass Vi+v, =W +Ww, :mgﬂ

Es seien v € U und A € C. Wieder existiert w € U mit v = w; w = v. Aus
A-weUfolgernwir \-v=A-W=A-w=A-wc U [

4Dabei gilt w; =v; und w, = v,, denn fiir jeden Vektor v € C™ hat man v = v.

117
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Wir sagen, dass ein C-linearer Teilraum U C C" tiber R definiert ist, wenn
u=u

gilt.

Bemerkung 111.2.5. Das bedeutet nicht, dass v = v fiir jeden Vektor v € U gilt. So
ist z.B. C" ein tiber R definierter C-linearer Teilraum. Hier gilt v # v fur jeden
Vektor v € C*\ R", z.B. fur (i,0,...,0)*.

Beispiel 111.2.6. a) Es sei n > 2. Der C-lineare Teilraum U := ((i,1,0,...,0)') von
C" ist nicht tiber R definiert, denn es gilt

—
1
=| 0 [gu

S — e
|

0

S e

b) Es sei n > 1. Fur jeden C-linearen Teilraum U C C" sind die C-linearen
TeilrdAume U N U und U + U tber R-definiert.

Fir einen uber R definierten C-linearen Teilraum U C C" ist die Menge der
reellen Punkte definiert als

Up:={velU|v=v}=UNR"

Bemerkung I11.2.7. a) Man tiberzeugt sich schnell davon, dass Uy ein R-linearer
Teilraum von R" ist.

b) Man kann analog Uy fur jeden C-linearen Teilraum U C C" definieren. Fiir
den linearen Teilraum U aus Beispiel [[I.2.6] a), gilt z.B. Ug = 0. Die Aussage
des folgenden Lemmas gilt also nicht fiir beliebige C-lineare Teilrdume von C",
n>2.

Lemma III.2.8. Es sei U C C" ein tiber R definierter linearer Teilraum. Dann gilt
Beweis. Fur jeden Vektor v € U gilt

1 ] —
v—z'(v+v)+1~ﬁ-(v—v).

Dabei beachte man

1 1
z-(vw)eR"ﬂU:uR, Z-(v—v)eanu:uR.
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Es sei nun (by, ..., b,,) eine durchnummerierte Basis von Ur. Mit den obigen For-
meln folgt sofort, dass { by, ..., b, } ein Erzeugendensystem ftir den C-Vektorraum
U ist. Seien nun A; = y;+1-v; € C komplexe Zahlen, so dass y;,v; € R, j=1,...,,m,
und

(D14t b))+ (Vi by Vi b) = Ay by Ay by = 0.

Dann muss - by + -+ - by =0und vy - by +--- + v, - by, = 0 gelten, also
W =0=v;,j=1,..,m, denn by,..., b, sind tber R linear unabhéngig. Dies zeigt
A; =0,j =1,...,m. Damit ist die Menge { by, ..., by, } auch C-linear unabhéngig. [

Wir beschéftigen uns im weiteren Verlauf mit tiber R definierten C-linearen
Teilraiumen von C" gerader (komplexer) Dimension und deren Basen. Diese
Diskussion wird eine wichtige Rolle bei der Entwicklung der jordanschen Nor-
malform tber den reellen Zahlen spielen. Seien dazu m,n > 1 nattirliche Zah-
len und U C C" ein tber R definierter C-linearer Teilraum der Dimension

Es sei B = (by,..., by,) eine durchnummerierte Basis von Ug. Das m(!)-Tupel
B® := (cy,...,cm) ist definiert durch
1 . .
Cj = E (bjym +1i-b5), j=1,..,m
Sei umgekehrt C = (cy, ..., c,) €in Tupel von Vektoren aus U, so dass (cy, ..., Cn, C1,

...,Cm) €ine Basis fiir den komplexen Vektorraum U ist. Wir fiihren das Tupel
C®:= (by,..., by ) durch die Vorschrift

_ 1 s
b]’ I:i'\/z'(Cj—Cj), b]’+m 126'(%‘4-(1]‘), ]:1,...,1’11,

ein.

Bemerkung 111.2.9. Man beachte b; = b;, j = 1,...,2m, so dass C® C Uy, gilt.

Satz III.2.10. i) Es seien B = (b, ..., by,) eine durchnummerierte Basis fiir Ug
und B® = (cy, ..., cm) das zuvor definierte Tupel. Dann gilt (B®)® = B, und (cy, ..., Cm,
C1, ..., Cm) ist eine durchnummerierte Basis fiir U.

ii) Es seien C = (cy, ..., cim) €in Tupel von Vektoren in U, so dass (C1y ..., Cimy C1y «vey
Cm) eine Basis von U ist, und C* = (by, ..., b,,,) das oben eingefiihrte Tupel. Es gilt
(CRC = C, und CR ist eine Basis von Ug.

Beweis. i) Die Gleichung (B®)® = B ergibt sich leicht aus den Definitionen. Im
Beweis von Lemma [[I1.2.8| haben wir bereits festgestellt, dass (by, ..., bs,) auch
eine durchnummerierte Basis des C-Vektorraums U ist. Daher genugt es,

B C <C1, veey Cmy C1, ...,6m>
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zu beweisen. Das folgt aber aus (B®)® = B.

ii) Die Gleichung (C®)® = C tiberpriift man wieder leicht mit den Definitio-
nen. Um zu zeigen, dass (by, ..., by, ) eine Basis fur Uy ist, reicht es nachzuwei-
sen, dass {by,...,by, } eine R-linear unabhéangige Teilmenge von Uy ist. Seien
also «y, ..., xo;m € R reelle Zahlen, so dass

0 = op-by+---4+ om: b

m m

1 1
= —- Z(O(j+m—i' O(j) 'C]' + — ‘Z((Xj+m+i' (Xj) 'Ej.
V2 5 V2 5
Da (¢yy ..ty i,y C1y --oy C) linear unabhéngig ist, folgt
D ogym—i-og =0
() &m+i-og = 0° j=1,.,m.

Addiert man (I) und (II), dann ergibt sich 2- &, =0, j = 1, ..., m. Die Kombination

i-(I)—1i-(II) liefert 2- o =0, j =1,...,m. O
Es seien B = (b, ..., by,) eine durchnummerierte Basis fiir den reellen Vek-
torraum Ui und D = (¢y, ...y Cimy C1y -.vy Cry ) Mt
Cj:%, ]:1,...,111.

Wir haben bereits gesehen, dass sowohl B als auch D eine Basis fiir den kom-
plexen Vektorraum U ist. Mit Definition IV.1.26 aus [40] finden wir folgende
Formeln fur die Transformationsmatrizen:

1 —1-E, E 1 i-E, —1-E
B_ "~ . m m D__ _~ | m m
Tp = ( iE, Em) und T; 7 ( E, E, )

Bemerkung I11.2.11. Fuar komplexe (m x m)-Matrizen A, B € Mat(m;C) gilt
D . A 0 -TB—l- A+B i-(A—B)
B\ 0 B P2\ -i{.(A-B) A+B :

III.3 Die Bausteine fiir die reelle jordansche
Normalform

Mit den obigen Formeln kénnen wir nun die Matrizen prasentieren, aus de-
nen die reelle jordansche Normalform reeller quadratischer Matrizen aufgebaut
wird.
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Es sei p € C eine komplexe Zahl. Fir m > 1 sei

w1 0
J(m, ) = o € Mat(m;C).

S

0 H
Jetzt schreiben wir p = « +1i- 3 mit «, § € R. Mit Bemerkung [[1I.2.1 1| finden wir

0 ](m O() _B 'Em

o (T _ )-TB:< ) . 1.1
g ( 0 Jmm ) P BE. Jima) -

Demgemas3 definieren wir fur eine naturliche Zahl m und reelle Zahlen «, 3 € R
die Matrix

](m> &, B) = ( ][gme:i) ;((1511)1551 ) € Mat(Zm;R).

Fur f # 0 bezeichnen wir dies als einen reellen Jordanblock. Sei zusiatzlich
n = (m,...,T,) eine Partition vom m. Mit

p:=max{je{l,..,m}|m#0}

setzen wir
7, Blocke

J(p, e, B)

............ I(p, o B)

J(m, o, B) == € Mat(2n; R).
1T o)
J(1, &, B)
M Bi%cke

Aufgabe 111.3.1. Es seien m > 1, x € R, € R* und
L= Ljimap : R™ — R™

vi— J(m, o, B) - v.

Beweisen Sie, dass (R*™, L) eine unzerlegbare Darstellung des Kochers » Q ist.
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III.4 Nullstellen reeller Polynome

Es sei p € RJ[t] ein reelles Polynom vom Grad n > 1. Da R[t] C C[t] und C alge-
braisch abgeschlossen ist (Satz|lIl.1.1), existieren komplexe Zahlen A, ...,A, € C,
naturliche Zahlen l,,...,1; > 1 und eine reelle Zahl a,, € R*, so dass

en=0L+ - +L,
) p(t) :an.(t_)\])11 ""‘(t_7\t)lt.

Beobachtung III.4.1. Es seien p(t) € R[t] ein reelles Polynom und A € (_3 eine
lkkomplexe Nullstelle von p. Dann ist auch die konjugiert komplexe Zahl A eine
Nullstelle von p.

Bewseis. Es sei n := Grad(p). Wir brauchen nur den Fall n > 1 zu betrachten.
Es existieren reelle Zahlen ay, ..., a, € R, so dass

* a, #0,
*pt)=an - t"+---+a;-t+ ao.
Wenn A € C eine komplexe Zahl ist, so dass
O=pAN)=an-A"+---+a;- A+ ao,

dann folgt mit den Eigenschaften [[II.2.1], dass

O=pA)=an A"+ Fa - A+a =0 A +--4a-A+a=pQ).
Dies ist die behauptete Eigenschatft. [

Es seien p € R[t] ein reelles Polynom, n := Grad(p) > 1 und A € C eine komplexe
Nullstelle von p. Wie in [40], Satz V.2.4, bewiesen, teilt (t —A) das Polynom p im
Ring C[t]. Man definiert die Vielfachheit der Nullstelle als

u(p,A) :=max{1>1|(t—A)'|p in C[t] }.

Aufgabe 111.4.2. Zeigen Sie p(p,A) = u(p, ).
Es gibt also

* reelle Zahlen A, ..., A; € R, naturliche Zahlen l,....,1; > 1,
* komplexe Zahlen p, ..., u, € C\ R, naturliche Zahlen m;,...,my > 1,

¢ eine reelle Zahl a, € R*,
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SO dass Ajy ..., Agy 1y Hyy -y Hayy |1, die verschiedenen Nullstellen von p sind und

p(t) =an- (t=A)" - (E =AD" ((t— ) - (L =)™ e (b= ) - (t =)

Man beachte, dass

My

(t—1y) - (t—T1) = t* —2-Re(w) - t+ [l

ein reelles Polynom ist, j =1,...,u.

III.5 Die jordansche Normalform iiber den reellen
Zahlen

Es seien n > 1 eine naturliche Zahl, A € Mat(n;R) eine reelle (n x n)-Matrix,
Xa(t) € R[t] ihr charakteristisches Polynom und k € C eine Nullstelle von x4 (t) in
den komplexen Zahlen und somit ein komplexer Eigenwert von A. Wir erinnern
daran, dass wir

(X(A) K) = H(X/M K)

als algebraische Vielfachheit des Eigenwerts k bezeichnet haben. Nach [40], S.
198, ist dies die Dimension des verallgemeinerten Eigenraums

V(A, k) ::{vE(Cn]ElezO: (A_K'Em)z'v:O}.

In Beobachtung [lII.4.1| haben wir nachgewiesen, dass auch K ein komplexer
Eigenwert von A ist.

Satz II1.5.1. In der geschilderten Situation gilt

ve>1: Ker((A—k-Eu)') =Ker((A—«k-Ey)).

Insbesondere hat man

V(A,k) = V(A, k).
Wir weiten die komplexe Konjugation noch auf Matrizen aus. Fiir myn € N

,,,,,

.....

konjugieren.

Eigenschaften II1.5.2. i) Es seienl,m > 1 und A, B € Mat(l, m;C). Dann gilt
A+B=A+B.

ii) Es seien l,m,n > 1, A € Mat(l, m;C) und B € Mat(m,n;C). Dann gilt

A-B=A"-B.
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Beweis. Dies folgt leicht aus den Eigenschaften [III.2.1| und den Formeln fir

die Addition und Multiplikation von Matrizen ([40], Bemerkungen und Beispiele

III.1.2, ii), Gleichung (IV.1)). O]

Beweis von Satz[[IL.L5.1l. Nun seien { > 1 und v € Ker((A — k- E,)"), i.e.,
(A—«k-Ey)"v=0.

Mit Eigenschaften [lI1.5.2| folgt

0=A—-x-E)-v=(A—%k-E)" v=(A—-%k-E,)" .

Dies zeigt v € Ker((A — k- E,)"). Wir schliefen

Ker((A —k-Ey)!) C Ker((A—%-Ep)").

Analog zeigen wir

Ker((A—%-Ey)!) C Ker((A—«k-Ep)Y).

Dies impliziert

Ker((A —%-En)') C Ker((A — k- Ey)!)

und beendet den Beweis. [l
Satz III.5.3 (Die reelle jordansche Normalform fir Matrizen). Es seien n >
1, A € Mat(n;R) eine reelle (n x n)-Matrix, Ay, ..., A, die verschiedenen reellen
Nullstellen des charakteristischen Polynoms xa(t) € R[t] von A, 1; := «(A,A),

..., ls := a(A,As) thre algebraischen Vielfachheiten, , ..., w, die verschiedenen
lkkomplexen Nullstellen von x(t) mit positivem Imagindirteil und

my = oA, W) = ‘X(A)I‘_J'k)> k=1,.,u,

die zugehodrigen algebraischen Vielfachheiten. Dann existieren Partitionen

w= (71{],,...,7["]) von L, j=1,..s,
sowie
= (T @) von My, k=11,
und eine durchnummerierte Basis B = (by,...,b,,) von R", so dass die Matrix | :=

T'.A-T die Form
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J(m', M) O
J (7%, As)
J(¢',Re (), Im(1y))
O - ‘..l
| 7(2", Re(i), Im(w,))
annimmt, T := (by|--- [b,).

Beweis. Nach [40], Satz V.8.5, haben wir die Zerlegung
EBV (A, M) @EB Asttm) @ V(A TL,)).

Dabei sind die C-linearen TeilrAiume V(A,\), 1 =1,...;s, und V(A, u,) ® V(A 1,,),
m =1,...,u, Uber R definiert. Wir schliefen

@VA)\lR@@ )lem @V( ’H'm))]R'

Angesichts dieser Zerlegung kénnen wir annehmen, dass A entweder a) nur
einen einzigen Eigenwert hat und dieser reell ist oder b) genau zwei Eigenwerte
hat und diese komplex konjugiert sind. In Fall a) sei A der reelle Eigenwert. Es
gilt dann xa(t) = (t —A)", und wir kénnen direkt [40], Satz V.8.1, anwenden.
Wir betrachten im Weiteren nur noch Fall b). Es seien p, it € C \ R das Paar
komplex konjugierter Eigenwerte und m := «(A, u) = «(A, i). Wir setzen

W (p) :=Ker((A—p-E,)"), (eN.

Im Beweis von [40], Satz V.8.1, wurde gezeigt, dass die Partition ¢ = (G, ..., ¢1)
von m durch

Cj = _DimC<VVj+1(|J)) +2- Dim(C(VVj(H)) - Dim(C (VVj—1(H))> ] = 1) -eey 1ML,

gegeben ist. Satz |[lII.5.1| impliziert sofort, dass [ dieselbe Partition liefert. Wir
mussen nun die Konstruktion der Basis aus [40], Beweis von Satz V.7.3, wie-
derholen. Wir setzen A, ;== A — u - E,. Es sei

p:=min{f e N|W,(n) = V(A,n) } =max{je{1,..,m}[{#0}.
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Dann gilt

0=Wo(p) CWi(p) - CWp(p) & Wp(p).
Zunichst wihlt man Vektoren ul, ..., uEp € W, (n), die eine Basis fiir ein direktes
Komplement zu W,_;(u) bilden. Die Vektoren A, - ul,.., A, - uEp € W,_(n) sind

C-linear unabhéngig und ihre Hiille schneidet W,,_,(A) in 0. Wir ergianzen sie
durch Vektoren u‘lH, ...,u}’:] € W,_i(n) zu einer Basis fiir ein direktes Komple-

ment von W, _,(u) in W,,_;(p). So fortfahrend baut man die Basis

P P
Upy ey U
P P p—1 p—1
A Upy ey Ay U Uy ey Uy
2 2
: o 1 U, ey U7,
p—1.4,P p—1.,,P p—2 ,,,P— P—2 . ,,P— Y L12 1 1
AL g, AR Uz AT wg L AT U, e Ap Wy g Ay Uz, Ugy ey Uy,

fiir V(A, u) auf. Auf die folgende Weise bilden wir nun eine durchnummerierte
Basis C' = (¢1,y ..., ) VO V(A, u):

N —1 P — P
C] - A.E_ 'LL1,..., Cp — u])

 AP—1.4P — 1P
Cp1 = AL Uy, ..y Cgp 1= Uy,
e AP—2, q,p—] .
Clpptl = AL T W ey Cgpyp-1 = Uy
] ]
Cm—¢i+1 = Ugy ooy Cip 1= LL(:1 .

Es sei

fu: V(A) FL) — V(A> H)
vi— A -,

Mit der obigen Basis gilt
MC’(fu) = ](Q, H)-

Wir wissen bereits, dass C = (¢q,...,Cm) €ine Basis fur V(A, ) ist. Wir setzen

fr: V(A1) — V(A1)
Vi— A v,

Aus Satz [II.5.1 und

A—u-E)) - v=(A—u-E,)-v, veC

leitet man schnell ab, dass
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Jetzt sortieren wir die Basis um und bilden

C:= (C], ceey Cp,Eh ...,Ep, Cp+1yeeey Czp,Ep_H, ...,Ezp,

eery CCpptly oeny C(Cp+1)~p—h6&p-p+1> "')E(Cp-H)-p—]) cory Cm—Cq 41y coey Cm>Em—C1+1) ceey Cm) .

Mit S := (1] - - [em) gilt

7, Blocke
J(p, 1)
J(p, 1)
.1
_____________ J(p, 1)
ST.A-S= € Mat(2m: R).
]hyu) vvvvvvv
J(1, 1)
J(1,m)
JO, 1)
7 Blocke
Schliefdlich werde B := (b, ...,b,) durch
1 _ 1 _
b]' I:i'\/i'(Cj—Cj), b]'+p ZE(C]‘FC])
farj=1,..,p,2-p+1,..,3 Py 2- (G —1)-p+1,..,(2-C — 1) - p, durch
1 1

bj = i.\/z'(Cj—Ej), bj+p—1 Z:E'(Cj‘f‘aj)

fur] = (ch)p+])>(2Cp)p+(p_”)>(ch)p+2 (CpJ _1)'(p_])+1)-"» (2
) p+(2-¢1—1)-(p—1) usw. und endlich durch
1 _ 1 _
b)' I:m'(c]'—(lj), b]‘+] 3:ﬁ'(Cj+C)‘)
firj=2-(m—¢)+1,...,2- m—1 definiert.
Aus unseren Voruberlegungen und Gleichung (III.1) folgt die Behauptung
des Satzes fiuir die Basis B und die Matrix T = (b;]-- - [byn). O

Bemerkung I11.5.4. Wir konnen Eindeutigkeit erreichen, indem wir a) A; < -+ <
As und b) Re(w;) < Re(pi1) oder Re(w;) = Re(pir) und Im(p) < Im(piq), i =
1,...,u—1, fordern.
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Folgerung II1.5.5. Es seienn > 1 und A,B € Mat(n;R). Die Matrizen A und B
sind genau dann einander cdhnlich, wenn sie dieselbe reelle jordansche Normal-
form haben.

Beweis. Wenn A und B dieselbe jordansche Normalform ] haben, dann existie-
ren invertierbare Matrizen S, T € GL,(R), sodass S-A-S'=]=T-B-T " und
damit B=(T'-S)-A-(T7"-S)"".DaT'-S e GL,(R), ist B der Matrix A dhnlich.

Wenn A und B uber R einander dhnlich sind, dann sind sie auch uber
C einander ahnlich. Nach [40], Satz V.8.1, iii), haben sie dieselbe komplexe
jordansche Normalform. Die Beweise ergeben, dass die komplexe jordansche
Normalform die reelle jordansche Normalform bestimmt. Folglich haben A und
B dieselbe reelle jordansche Normalform. O

Beispiel 111.5.6. Es sei

3 -1 1 —7
9 3| -7 -1
A= 0 0 4 -9
0 0 2 4
Wir setzen
3 —1 4 -9
A]:(9_3> und Az.:<2_4>.
Dann gilt

Xxa, () =t x4, () =tP+2 und xa(t) =xa,(t) xa,(t) =t (2 +2).

Die Eigenwerte von A sind also 0, i-v/2 und —i - v/2. Die algebraischen Vielfach-
heiten dieser Eigenwerte sind 2, 1 und 1. Wie wir gleich sehen werden, ist die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 0 eins. Die geometrische Vielfachheit
der Eigenwerte +i - v/2 ist ebenfalls jeweils eins. Mit

J(1,0,v2) = ( 0 _\/z)

V2.0
folgt, dass
01]0 0
0 0|0 0
0 0[]0 —v2
00/v2 0

die reelle jordansche Normalform der Matrix A ist. Wir m6chten nun die Trans-
formationsmatrix bestimmen. Wir bestimmen zunichst die verallgemeinerten
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Eigenvektoren zum Eigenwert 0 mit dem Gauf3-Algorithmus:

3 —1 1 —7 3 —1 1 —7
9 -3 —7 —1 - 0O 0 =10 20
O 0 4 -9 0O 0 2 —4
O 0 2 -4 0O 0 4 -9
3 -1 1 —7
- O 0 =10 20
0O 0 2 —4
0O 0 0 —1
Wir erkennen
1
Ker(A):< (3) >
0
Es gilt
00 0 —1
o [ 00 ©
AT = 00 —2 0
00 0 -2
Es folgt
1 0
N 0 1
Ker(A)_< o 'l o
0 0
Somit haben wir
1
8 € Ker(A?) \ Ker(A).
0
Wir setzen
1 3 1
0 9 0
vii=A- o |l=1 o und v, := 0
0 0 0

129



Kapitel III. Die jordansche Normalform tiber den reellen Zahlen

Jetzt muissen wir Ker(A —i- /2 - E,) ausrechnen. Mit dem Gauf3-Algorithmus
erhalten wir

3—1-v2 —1 1 7
9 —3—1-v2 —7 .
0 0 4—1-42 -9
0 0 2 4142
99 27 —-1-9.v/2 274+1-9-v/2 —189—1i-63-V2
L —33—i-11-12 -77 —11
0 0 18 —36—1-9-V2
0 0 18 —36—1i-9-12
3—i-v2 —1 1 —7
. 0 —6—1i-2-v/2 —104—1i-9-v/2 178+1-63-V2
0 0 412 -9
0 0 0 0
Es sei
X1
zz € Ker(A —1i-V2-Ey).
3
X4

Wir setzen x4 := 2 - t. Dabei stehe t fiir eine reelle Zahlen. gilt x3 = (4+1-v2) -t
auf Grund der dritten Zeile. Jetzt setzen wir x;, = (x4 p - V2 - 1) - t. Die zweite
Gleichung, unterteilt in Real- und Imaginarteil, liefert

—6-oc+4-B—416+18+356 =0
V2 (=2 - a—6-B—36—104+126) =0,

d.h.,

—6-a+4-p—42=0
2. a—6-p—14=0.

—7. Wir lesen somit x, = —7 -t ab. Schlieflich sei

Es folgt 3 = 0 und « =
t. Die erste Zeile liefert, wieder nach Real- und Imaginarteil

X1 :(‘Y—l—é.\/z.i).
unterschieden,

3-vy+2-04+74+4—-14=0

V2. (—y+3-5+1)=0.

5Solche Losungen existieren.
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Es folgt leicht, dass 6 = 0 und y = 1. Damit ist
1
. —7
W= 44 V2
2

ein Eigenvektor zum Eigenwert v/2 - i. Ebenso ist

1
Wy (= -

T 4—-v2ei
2

ein Eigenvektor zum Eigenwert —/2 - i. Nun setzen wir

o N O O

1 1
Vg i= = (W3 +W3) = —= (w3 +wy) = V2

V2 V2

NN

Das Verfahren fiir die jordansche Normalform verlangt, dass wir die Matrix

310 V2
T_|900 72
oo 2 4.2

000 22

bilden. Man berechnet

T =—
36 0 0 18 —36
0 0 0 9-2

und
0 1] 0 0
0 0| 0 0
-1 o

TAT=19703T0 —2
0 0[v2 0
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III.6 Die reelle jordansche Normalform fiir
Endomorphismen
Es seien jetzt V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und f: V — V ein
Endomorphismus. Eine reelle (n x n)-Matrix konnten wir einfach als komplexe
(n x n)-Matrix ansehen und den Satz fir die komplexe jordansche Normalform
anwenden. In der vorliegenden Situation muissen wir erst geeignet ,komplexifi-
zieren”.
Es sei V ein R-Vektorraum. Wir defineren
Cx(VeV)— VeV
(e +1i-By(viyv2)) > (- vy — B -va, 00 vy + B - vy).

Satz III.6.1. Die Menge V & V mit der komponentenweisen Addition und der
gerade eingefiihrten Skalarmultiplikation ist ein C-Vektorraum.

Beweis. Die Axiome aus [40], Definition III.1.1, tberprift man sofort mit den
angegebenen Definitionen. O

Den C-Vektorraum V @ V nennen wir die Komplexifizierung von V und be-
zeichnen ihn mit V¢.

Eigenschaften III.6.2. i) Durch

tV-—VapV
vi— (v,0)

ist eine injektive R-lineare Abbildung gegebenﬁ
ii) Flir jedes Element v € V¢ gibt es eindeutig bestimmte Vektoren s,t € V, so
dass
v=s+1i-t.

iii) Die Abbildung

TI\/(C—)\/(C
s+i-t=(s,t)—s—1i-t=(s,—t)

ist ein Automorphismus des R-Vektorraums und erfiillt folgende Bedingungen:
e YWweVe:veV & v=,

i \V/VEV(CZGZV.

SWir verwenden (, um V als Teilmenge von V¢ aufzufassen.
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e YWwe Ve, VAEC:A-v=A-7.

iv) Es sei B = (by,...,b,) eine durchnummerierte Basis des R-Vektorraums V.
Dann gilt:
* B = (by,...,b,) ist eine durchnummerierte Basis des C-Vektorraum V.
* (by,...,b,1-by,...,i-by,) ist eine durchnummerierte Basis des R-Vektorraums
Ve.

v) Es seif: V — V eine R-lineare Abbildung. Dann ist

f(clv(c—)v(c
S+1i-tr—— f(s)+1i-f(t)

eine C-lineare Abbildung, und es gilt

* YveV:fe(v)=~F(v).

* Vv e Ve fec(v) =fc(v).

Beweis. Zu iii). Fur (s,0) e Vo V gilt i- (s,0) = (0,s). Die Behauptung besagt
also, dass es zu v € V @ V eindeutig bestimmte Vektoren s,t € V mit v = (s, t)
gibt. Dies ist aber in der Definition von V&V enthalten (s. [40], Aufgabe I1I.1.9).

Zu v). Fur die zweite Behauptung schreiben wir v = s+1i-t. Mit der Definition
erhalten wir

fe(V) =fe(s—i-t) =fe(s+1i- (—t))
=f(s) +1i-f(—t)=F(s)—1-f(t)
=f(s)+1i-f(t) =fc(v).

Die tibrigen Behauptungen moge der Leser bzw. die Leserin selbststandig
verifizieren. [

Wir kénnen auch von tiber R definerten C-linearen Teilrdumen von V spre-
chen und so die Ergebnisse aus Abschnitt [III.2| verallgemeinern.

Satz III.6.3 (Die reelle jordansche Normalform fir Endomorphismen). Es sei-
enn > 1, V ein n-dimensionaler R-Vektorraumn, f: V — V ein Endomorphismus,

A1, ..., As die verschiedenen reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
xs(t) € R[t] von f, 1; := «(f,A\), ..., I := «(f,As) thre algebraischen Vielfachhei-
ten, W, ..., w, die verschiedenen komplexen Nullstellen von x:(t) mit positivem

Imagindirteil und
myec= «ffy ) = alf,m), k=151,
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die zugehdrigen algebraischen Vielfachheiten. Dann existieren Partitionen

i () j S
E]—(T[lj,...,ﬂ]) von l, j=1,..s,

sowie

= (T, 0 von my, k=1,.,u
und eine durchnummerierte Basis B = (by,...,b,) von V, so dass M;(f) die Form

J(m', A1) O
J(z As)
J(¢',Re(w), Im(y))
0
| 7(¢*, Re(), Im(1w))

annimmdt.

Beweis. Wir bilden die Komplexifizierung V¢ von V und f¢: Vo — V. Dieser
Endomorphismus induziert die Zerlegung

vc—@v fiey M) @@ (fe, tm) @ V(fe, Bp))

in verallgemeinerte Eigenrdume. Die linearen Teilrdume V(fc,A), 1 = 1,...;s
und V(fc, um) ® V(fe, i,), m = 1,...,u, sind tber R definiert. Dabei gilt V(f,A) =
V(f(c, A[)R, L= 1, eeey So Es fOlgt

V= @me @@ (fe, ) & V(fe, ) -

Man kann nun fortfahren wie im Beweis von Satz [[I1.5.3] Man beachte, dass
die letztendlich konstruierte Basis B aus Vektoren von V besteht und wie in
Eigenschaft [[[1.6.2] iv), festgehalten sowohl eine R-Basis von V als auch eine
C-Basis von V¢ ist und

Mg (f) = Mg (fc)
gilt. O
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III.7 Das Matrixexponential

Es sei n > 1. Wir fixieren eine Norm || - || auf C" (s. [36], Definition 1.2.1, oder
Abschnitt [V.3), z.B. die euklidische Norm

|-]:C*— R

Z1

Nach dem Satz von Heine-Borel ([36], Satz 2.2.12) ist die Einheitssphére
S={veC|v]=1}
bzgl. der Norm kompakt. Es sei nun A € Mat(n;C). Die Abbildungen

LAI Cr— C"

vi— A-v

und ||-||: C* — R sind stetig ([36], Beispiel 3.7.3 und 3.1.2, ii). Deshalb existiert
nach [36], Folgerung 3.4.2,

[Alop :=max{|[A-v|[veS}.
Dies ist die Operatornormvon A. Wir definieren

|- lop: Mat(n;C) — R
A — [|A]lop-

Eigenschaften II1.7.1. i) Die Abbildung || - ||p: Mat(n;C) — R ist eine Norm auf
dem C-Vektorraum Mat(n;C), d.h., es gilt

* VA € Mat(n;C)VA € C: ||A- Allop = Al - [|A][op-

* VA,B € Mat(n;C) : ||A+ Blop < [|Allop + [|B]lop-

* VA € Mat(n;C) : ||Alop =0 = A =0.

ii) Fiir jede Matrix A € Mat(n;C) und jeden Vektorv € C" gilt
[A- VI < [[Allop - [IVII-

iii) Ftir Matrizen A, B € Mat(n;C) gilt

1A Bllop < [[Allop - [IBl[op-
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Beuwseis. i) Flur A € Mat(n;C), A € Cund v € C" gilt
[A-A) v =[N (A-V)[| =]l [|A-V].

Damit folgt leicht die erste Eigenschaft. Auf Grund der Dreiecksungleichung
far die euklidische Norm (s. Satz [IV.3.5) gilt fiir A,B € Mat(n;C) und v € C",
dass

(A +B) vl =[|A-v+B-v[<[A-v[|+]B-v[.

Damit erhalten wir
|A + Bllop = max{ |[(A+B)-v||[veS}
gmax{ |A-v||+|B-v||ve S}

< max{|[|A-v||veS}+max{|B-v|[[veS}
= | Allop + |Blop-

Wenn ||A|lop = 0 gilt, dann folgt aus Teil ii), dass ||A - v|| = 0 fir alle v € C" gilt.
Dies bedeutet A - v =0, v € C", und ist daher dquivalent zu A = 0.

if) Far v = 0 ist die Ungleichung sicherlich richtig. Fiir v # 0 gilt v/ :=v/||v| €
S, und wir berechnen

1Al = [[IvlF - (A VO] = VI A V< V] T Aop-

Bei der letzten Ungleichung haben wir ausgenutzt, dass ||v| > 0.
iii) Es sei v € S. Mit Hilfe von ii) schitzen wir

[(A-B) v = [|A-(B-V)[ < [[Allop - [[B-vI| < [|Allop - [IBllop
ab. [
Als Anwendung dieser Eigenschaften beweisen wir das folgende Ergebnis.
Satz II1.7.2. Es sei A € Mat(n;C). Dann konvergiert die Reihe
2
k=0
bzgl. der Operatornorm.

Den Grenzwert dieser Reihe bezeichnen wir mit exp(A).

Bemerkung 111.7.3. Da Mat(n;C) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist,
sind je zwei Normen auf Mat(n;C) aquivalent ([36], Satz 2.3.3). Daher konver-
giert die obige Reihe auch bzgl. jeder anderen Norm auf Mat(n;C). Ein direkter
Beweis ware aber fiir andere Normen nicht so einfach.
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Beweis von Satz[[II.7.2]. Der Vektorraum Mat(n;C) ist bzgl. der Operatornorm
vollstandig ([36], Satz 2.1.8 und Satz 2.3.3). Daher gentigt es zu zeigen, dass

n Ak
()
k=0 neN

eine Cauchyfolge ist. Unter Beachtung der Eigenschaften [lII.7.1| gilt fir n € N,
dass

W

k=0

= [IAlS

=2

op =
Jetzt kann man auf das entsprechende Resultat der Analysis I ([35], Satz 3.8.10)
zuruckgreifen. O

Wir benétigen noch zwei Rechenregeln fiir das Matrixexponential.

Eigenschaften III.7.4. i) Es sein > 1. Fiir jede Matrix A € Mat(n;C) und jede
invertierbare Matrix T € GL,(C) gilt

exp(T-A-T")=T-exp(A)-T".

ii) Es seienn > 1 und A, B € Mat(n;C) Matrizen, die miteinander kommutieren,
d.h. A-B =B -A. Dann gilt
exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

iii) Es seienn > 1 und A € Mat(n;C). Die Matrix exp(A) € Mat(n;C) ist inver-
tierbar, und es gilt
exp(A)” = exp(—A).

Bewseis. i) Da
VkeN: (T-A-TH=T-Ak. T

gilt
1 = Ak 1
exp(T-A-T ):T}EEOT- %F T
Auf der anderen Seite ist

cr: Mat(n;C) — Mat(n;C)
B—T-B- T

stetig, und daher gilt
. — AX -1 g A" 1 1
Im T < E) T =T- <&§EOZE> T '=T-exp(A)- T

k=0
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ii) Dies beweist man wie in der Analysis I ([35], Satz 3.8.12).
iii) Es gilt
En = exp(0) = exp(A — A) = exp(A + (—A)).
Wegen (vgl. [40], Aufgabe IV.1.32, 3)

A-(—A)=—-A?=(-A)-A
kénnen wir aus ii) folgern, dass
exp(A + (—A)) = exp(A) - exp(—A).

Zusammenfassend haben wir E,, = exp(A) - exp(—A) und ebenso E, = exp(—A) -
exp(A). Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 111.7.5. Fur jedes n > 2 existieren Matrizen A,B € Mat(n;C) mit
A-B#B-Aund exp(A + B) # exp(A) - exp(B) (s. Aufgabe [[I1.7.6).

Aufgabe 111.7.6. Geben Sie ein Beispiel fur (2 x 2)-Matrizen A, B € Mat(2;C) mit
exp(A + B) # exp(A) - exp(B)

arl.

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie gut die jordansche Normalform ftr
die Berechnung des Matrixexponentials geeignet ist. Diese Rechnungen sind
nutzlich, um die jordansche Normalform besser zu verstehen.

Beispiel 111.7.7. a) Es seien Ly, ...,1; > 1, Aj € Mat(;;C), j=1,..,s, n:=1L +--- + 1
und
A

A= € Mat(n;C).
As
Man berechnet
exp(A1)
exp(A) =
exp(As)

b) Die Theorie der jordanschen Normalform, Eigenschaft|lIl.7.4} i), und Teil i)
reduzieren die Berechnung des Matrixexponentials auf die Berechnung des Ma-

trixexponentials fiir (reelle bzw. komplexe) Jordanblécke. Wir betrachten hier
einen komplexen Jordanblock. Dazu seienn > 1, up € C und

](n)u):U'En‘FN
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mit

Weiter gilt
(H'En)'N :N'(H'En))

so dass aus Eigenschaft [[I1.7.4], i),
exp(J(n,n)) = exp(p-E,) - exp(N) = exp(p) - exp(N)

folgt. Man beachte, dass
Vi>n: N'=0

und

N—
i

n—1 __

exp(N):Em+N+§~N+~-+(n_])!-

_— o N[ e

0

c) Fur reelle Jordanblécke verwendet man die Formel (III.1). Fir n > 1 und
uw=oa+1i-p mit «, 3 € R folgt wegen

exp(p-t) =exp(oa-t)- (cos(B-t)+1i-sin(f-t)),

dass i | ‘ )
n, 3
exp (t( 0 U(TI,FL) )) =exp(a-t)-C
mit
Co ( (cos(Bt) +i-sin(Bt)) exp(tN) | 0 )
' 0 | (cos(pt) —i-sin(Bt)) exp(tN) /

Es ergibt sich

exp(t Jn, ) = SR (T TR ) e (TR )
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III.8 Systeme von linearen
Differenzialgleichungen erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Es seienn > 1 und A = (Qum)im=1,..n € Mat(n;C). Das durch A definerte System
von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizien-
tenist

Yi(t) =) @im-yn(t), l=1,.,m. (DGL)
m=1

Wir notieren dies kurz als
yt) =A-y(t).

Eine Losung des Systems (DGL) ist ein Tupel f = (f,...,f,)" in dem f;: R — C
eine differenzierbare Funktion’|ist, l = 1,...,n, so dass

VEERVLE (T, .yn}: () =) aim - fum(t).
m=1

Bemerkung I11.8.1. a) Im Allgemeinen wiirde man nur fordern, dass die Lésung
auf einem offenen Intervall I C R definiert ist (vgl. [36], Definition 9.1.1). Die fol-
genden Sitze zur Existenz und Struktur der Losungen zeigen, dass die Losun-
gen im vorliegenden Fall immer auf ganz R definiert werden kénnen.

b) In der obigen Situation kénnen wir auch mit einer reellen Matrix A begin-
nen und nach Losungen suchen, die Werte in den reellen Zahlen annehmen.

Es sei
C(R,C") := { f: R — C"|f ist stetig }.

Dies ist ein (unendlichdimensionaler) C-Vektorraum.

Beobachtung III.8.2. Es seienn > 1 und A € Mat(n;C). Die Menge der Lésun-
gen des durch A definerten Systems

y(t) =A-y(t)
ist ein linearer Teilraum von C(R, C").

Beweis. Offenbar 16st 0 das System. Der Rest ergibt sich aus den Ableitungs-
regeln ([35], Satz 4.2.1). O

“Fir eine Funktion h: R — C existieren (eindeutig bestimmte) Funktionen ¢,1{: R — R,
so dass h(t) = @(t) +1-1P(t), t € R. Die Funktion h ist genau dann stetig bzw. differenzierbar,
wenn sowohl ¢ als auch 1 stetig bzw. differenzierbar ist. Wenn h differenzierbar ist, dann gilt
h(t)=¢/(t)+1-V'(t), teR.
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Es seien n > 1, T = (tun)imo1..n € Mat(n;C), fi;: R — C eine Funktion,
l=1,..,n, und f = (fy, ..., f,)". Wir definieren das Tupel g = (g1,...,gn)" :=T-f von
Funktionen von R nach C durch die Bedingung

VteR: : =T

Bemerkung I11.8.3. Ist f; fur | = 1,...,n stetig bzw. differenzierbar, dann ist auch
g fur 1 = 1,...,n stetig bzw. differenzierbar.

Fur ein Tupel f = (fy, ..., )%, in dem f;: R — C eine differenzierbare Funktion
ist, definieren wir
= (], ..., £1)N.

Beobachtung III.8.4 (Faktorregel). Es seienn > 1, f = (fy,...,f,)" ein Tupel aus
differenzierbaren komplexwertigen Funktionen aufR und T € GL,,(C). Dann gilt

(T-f) =T-f.

Beweis. Es sei T = (tin)im=1,..n. Die Faktorregel und Summenregel aus der Ana-
lysis ([35], Satz 4.2.1, i) und ii) zeigen

n / n
vie{l,..,n}: <Za1m-fm> :Zalm-f{n.
m=1 m=1

Das ist genau die Behauptung. O

Beobachtung III.8.5. Es seienn > 1, A € Mat(n;C), T € GL,,(C) und B:=T: A -
T-'. Dann ist die Abbildung

L: C(R,C") — C(R,C™)
f= (fry ey fr) o T f

C-linear und bildet den Losungsraum des Systems
y(t) =A-y(t)
bijektiv auf den Losungsraum des Systems

y(t) =B-y(t)

ab.
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Beweis. Man tuberprift sofort, dass Lt C-linear ist. Weiter ist Lt ein Isomor-
phismus mit inverser Abbildung L;-1. Daher gentigt es zu tiberprufen, dass T - f

fir jede Losung f von y(t) = A - y(t) eine Losung von y(t) = B - y(t) ist.
Sei also f = (fy,..., f,)" eine Losung von y(t) = A - y(t), d.h.,
f1(t) fi(t)
VteR: : =A- :
fr(t) fr(t)
Fur t € R finden wir damit
fi(t) fi(t) fi(t) f1(t)
B-T- : =T-A-T'-T. : =T-A- : =T. :
fn(t) fa(t) fa(t) fr(t)
Laut Beobachtung [[11.8.4] gilt fur (gi,...,g,)' =T - f, dass
gi(t) fi(t)
: =T :
g (t) fr(t)
Damit ist der Satz bewiesen. [

Der folgende Satz stellt nun den Zusammenhang zwischen Losungen von
Systemen linearer Differenzialgleichungen erster Ordnung und dem Matrixex-
ponential her und verallgemeinert die grundlegende Aussage [35], Satz 4.8.5,
uber die Exponentialfunktion.

Satz II1.8.6. Es seienn > 1 und A € Mat(n;C). Ein Tupel f = (fy, ..., ;)" von dif-
ferenzierbaren komplexwertigen Funktionen auf R l6st genau dann das System

y(t) = A -y(t),
wenn es einen Vektor vy € C" gibt, so dass

fi(t)
VteR: : =exp(t-A)-w.
fr(t)

Offenbar gilt

Vo = :
fn(0)

Wir nennen dies die Anfangsbedingung.
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Beweis. Wir werden gleich nachweisen, dass der Satz stimmt, wenn A ein Jor-
danblock ist. Wir bemerken zunachst, dass der Satz dann auch fur jede Matrix
stimmt, die sich in jordanscher Normalform befindet. Dazu seien l,...,1; > 1,
Aj; € Mat(l;C), j=1,..,s,n:=1L + - -+ 1, und

A
A= € Mat(n;C).
As
Ein Tupel f = (fy, ..., f,)! von differenzierbaren komplexwertigen Funktionen 16st
genau dann das System zu A, wenn fj := (fi,;..41,_, 41, ..., i, 1..11;)" das System zu

Ajlost, j=1,..,s.

Fur eine beliebige Matrix A € Mat(n;C) existiert eine invertierbare Matrix
T € GL,(C), so dass sich ] = T- A - T! in jordanscher Normalform befindet.
Ferner 16st nach Beobachtung f = (fy,...,f)t das System zu A genau
dann zu der Anfangsbedingung v, € C", wenn T - f das System zu | zu der
Anfangsbedingung T -v, € C" 16st. Nach dem Satz fiir | ist dies dquivalent dazu,
dass fur allet € R

T-f(t) = exp(t-])-T-vo = exp(t-(T-A-T ")) -T-vo = (T-exp(t-A)- T ') T-vo = T-exp(t-A)-vg
gilt, und damit dazu, dass
VteR: f(t)=exp(t-A)-vo.

Nehmen wir schlieflich an, dass es eine komplexe Zahl p gibt, so dass A =
J(n, u). Fiar diese Matrix gilt

2 1)
exp(t-J(n, b)) = explu-t) .
t
0 1
Fur einen Vektor
Qo
: e C"
an—1
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gilt
1 ¢ g2 ...
2 —-1)! n—1
(n-1) . an,1-h+--'+a1't+ao
0 n—2
2 : _ an,yﬁ—k---—kaz-t%—m
2 ) :
An—1 )
t An—1
0 1
Sei
n—1 a
k
p(t):Zg t, teR
k=0

Wir erkennen, dass der obige Vektor mit

ubereinstimmt, t € R.
Die behauptete Gestalt der Losungsfunktionen ist somit

filt) =exp(pu-t)-pt (), teR, 1=1,..,n.

Sei nun f = (fy,...,f,)" eine Losung des Systems y(t) = A - y(t). Es gelten die
Gleichungen

fll(t) =p-fi(t) +fialt), l=1.,n-1,
fr/1(t) =H- fn(t))

t € R. Diese Gleichungen sind dquivalent zu den Gleichungen

(exp(—p--) - f1)'(t)

xp(—p-t) - fiq(t), 1l=1,..,n—1, (II1.2)
(eXP(—H'—) 'fn),(t) )

(&
0, teR.

In der Tat gilt fir L =1,...,n, dass
(exp(—p-_)-f)'(t) = —p-exp(—p-t)-fi(t)+exp(—p-t)-f{(t) = (f{(t)—p-fi(t))-exp(—p-t),
und exp(—u - t) # 0, t € R. Man beachte, dass diese Gleichungen

VteR: (exp(—u_)-f1)™(t) =0
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implizieren. Nach [35], Folgerung 5.7.2, ist

p:=exp(—p_) - f

ein Polynom vom Grad hochstens n — 1. Wir schlieflen, dass die Losung die

behauptete Gestalt hat.

Es sei umgekehrt p € C[t] ein Polynom vom Grad héchstens n—1. Wir finden

dann komplexe Zahlen ay, ..., a, € C, so dass

3

-1
I
p(t) = 1 te.

~
I

Man uberpriuft sofort, dass f = (fy,..., f,)" mit
fi:= CXP(H'—) ) p(l_])> l=1,..,m,
das System (III.2) von Differenzialgleichungen 16st.

Bemerkung I11.8.7. Es seienn > 1, «, 3 € R,

Qo
an—1 n
= R
Vo bo €
bn71
und
n—1 a n71b
k k
q(t) :== F'tk’ r(t) == —'-tk.
k=0 k=0

Mit der Formel aus Beispiel I11.7.7] c), berechnet man

Ty
exp(t-J(n, &, B)) -vo =

on

mit

te R

145



Kapitel III. Die jordansche Normalform tiber den reellen Zahlen

Beispiel 111.8.8. Es sei

3 1] 10
1 1]=1 0

A= |55 7o | € Mat4R).
00/ 02

Wir suchen hier ein Tupel f = (fi, f3, f3, f4)' von differenzierbaren komplexwerti-
gen Funktionen auf R, so dass

f{ =3.-f1+1H+1;
fy=—f +f—f
fl=2-1;
=21,
Wir wahlen v, := (1,1,1,1)%, i.e., wir fordern
fi(0)=1, i=1,2,3,4.
Zunichst wird das charakteristische Polynom von A ermittelt:

Xa(t) =Det(t-Es —A)
t—3 -1 —1 0
1T t—1 1 0

= Det [ —3 0 [t—2 0

0 0 0 t-—2
=((t=3) - (t=1)+1) - (t—2)*
=t —4-t+4) - (t—2)
= (t—2)".

Es gibt also einen einzigen reellen Eigenwert, namlich A = 2. Wir bilden deshalb

10
A=2-E= o 0o
0O 0 00
und lesen
0 1 1
Eig(A,2) = < g , _? , _(]) >
1 0 0

ab. Da der Eigenraum dreidimensional ist, gibt es genau drei Jordanblocke.
Die jordansche Normalform von A ist damit durch
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gegeben. Man beachte, dass (1,0,0,0)' € V(A,2) \ Eig(A, 2). Wir bilden damit die

Basis

O O O

/I\
I )
. \J \J
<
> -~ N o oo~ o OO —
. OO0 O r—
~ + O r— r— O QO r— r— O
— g 001_.0 _ _
—_— O — O .m —_— O O —r— O O
_ 2 ©o—oo | _
N— (]
b —_—r— O O O r— OO QO — O O
Il ) ~ 7 ~
.2.J u O OO r— OO O r— . OO DO —
- . .m ——r— O O O — O OO O
- -~ /.m -——0 0 O— OO o o od !
e N QO O O r— (@]
coNOo T OO
~ _ — 1_. M — N O O
Q_b. _ _ o — OO
I —ocoo 2 =E EE NOoOoo ~ _~
. ® = TTY ~ ) <
- m) ~ N o oo 7 ~
(\
\J O OO r— O O O N
] T OO0 O r— N o N O
~ 5 O— 0o G Mmoo
° L —o oo _ -—— oo
I m -—oc oo =
T m— OO NANOO Nre OO
-~ S X T ocoo- g _ _ _
— O OO S
— < s | ~ I I I
= Q ,.w. o OO & T
< —
SHEE = §
: -——oco -
~ ,m 3 _ = .
o
_ = H(\ b =
< > <
~— = n uu
R or— Gy
.__. a ) =
— o p~ 5
> 5 Q =
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Weiter gilt

20 00 0100
= 0200 n 0 0 0O
o 00 2 0 0 0 0O
0O 0 0 2 0000
und deswegen (vgl. Beispiel I[11.7.7] b)
1 t 00
01 00
exp(t-]J) =exp(2-t)- 0010 | t e R.
0 0 01
Aus Eigenschalft [I11.7.4] i), folgt
exp(t-A)=exp(T-(t-])- T ") =T-exp(t-]) - T
1 1 10 1 t 0 0 0 — 0
A e I o100 [1 1 10
= Xp 00 —1 0 001 0 0 0 —1 0
00 0 1 0O 0 01 0 0 1
1 t+1 10 0 -1 00
14 0 11 10
=exp2-t)- | v 5 1 g 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
t+1 t t 0
—t —t+1 —t 0
=exp(2-1)- | 0 10
0 0 0 1

Mit dem Anfangswert v, = (1,1,1,1)! finden wir far f = (f;, f,f3,f4)' und t € R,
dass

f1(t) t+1 t t 0 1 exp(2-t)-(3-t+1)
fa(t —t —t+1 —t 0 1 exp(2-t)-(—3-t+1
fiEt% =exp(2t)| 0 10 1]~ P! ex)p((z-t) )
f4(t)) 0 0 01 1 exp(2-t)

und man berechnet

exp(2-t)-(6-t+5)
exp(2-t)-(—6-t—1)
2-exp(2-t)
2-exp(2-t)

f'(t) =
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Die Probe
31T 10 3-t+1
R e R N
00 02 1
6-t+5
=exp(2-1t)- _6;_]
2

bestatigt das Ergebnis.

Beispiel 111.8.9 (Die gekoppelten Pendel). Zwei Fadenpendel gleicher Ausfiihrung
werden durch eine Feder gekoppelt.

—

Man kann sich die Bewegungen eines solchen Systems z.B. in dem Video https
//www .youtube.com/watch?v=2EufdoJrSyA anschauen. Die Funktion f; be-
schreibe die Auslenkung des linken Pendels und die Funktion f, die des rech-
ten. Es gibt positive reelle Konstanten u, w, so dass f; und f, durch das System

X () = —w? x;(t) — p - (%1 (t) —x2(t))
X (t) = —w? - xa(t) — p? - (x2(t) = x1 (1))

von linearen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten und eine geeignete Anfangsbedingung bestimmt sind. Dieses System
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koénnen wir in das System

von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten ubersetzen. Es gehort zu der Matrix

0 1 0 0
(2 2 2
A= (w 0+ W) 8 % (1) € Mat(4;R).
(2 0 —(w?+pu?) 0

Wir berechnen das charakteristische Polynom mit Hilfe der Laplace-Entwicklung
([35], S. 146ff):

t —1 0 0

_ (w?+p?) t —p? 0

—u? 0 (w?+p?) t

t —p? 0 w?+ur —u? 0
=t-Det| O t —1 | 4+ Det 0 t —1

0 w?+p? t —? wr4p? ot
=t (B4 w?+ 1) +t - Det R L T N e
= 25 _uz t _uz w? + uz

=t (P +w+ )+t (W 4+ p?) + (w4 p?)?—
=t 2.t (W) Ft 2wk

Es sei A € C eine Nullstelle von xa(t). Dann gilt

—2-(w+ )t /A (W + 22 -4t — 8wl 2

2 _
A= 2

Damit haben wir
}\2 :_(w2+2 HZ)
oder
A= —w?.

Folglich hat A die Eigenwerte
+i-w und +i-w, wW:i=+yw?+2-pl
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Dies sind vier verschiedene Eigenwerte. Wir folgern, dass A diagonalisierbar
ist.
Wir fahren mit der Berechnung der Eigenraume fort. Es sei

Fi-w 1 0 0

. | (w4 ph) Fiw 2 0

AT w-fe= 0 0 Few 1
(2 0 —(w?+y?) Fi-w

Wir schreiben
Xy i =+i-w-T.

Es folgt
x1=T=%x3 und xs =41 -w-T.
Wir lesen
1 1
Eig(A,i- w) = < i']‘*’ > und Eig(A, —i- w) = < _i]' @ >
i-w —1i-w
ab. Weiter schauen wir
q:iz- w i 1 N O2 0
AFi-@- By = _(wo+”) e :Fiu-&) ?
u? 0 —(w?+u?) Fi-o©

an und schreiben

Es folgt x; =T,
—(w+ )t (W42 )t ox3 =0, dh, x3=-T,

und
X4 =Fi-w-T.

Daraus ergibt sich

Eig(A,i-C())=< i;;*’ > und Eig(A,—i-cT)):< _i_']a) >
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Sei nun
1 1 1 1
g._ itrw 1w it 1w
T 1 1 —1 —1
i-w 1w 10w 1-w
Dann gilt
i-w 0
ST.A-S= v
i-w
0 —i-w
und fiar t € R, dass
exp(i-w-t) 0
exp(—i-w-t _
exp(t-A)=S- P! ) exp(i-@-t) ST
0 exp(—i-w-t)

Als Anfangswert wahlen wir v, := (1,0,0,0)*. Dies bedeutet, dass das linke Pen-
del um den Betrag 1 ausgelenkt und dann losgelassen wird. Fur diesen An-
fangswert bendtigen wir nur die erste Spalte (1, t,, t3,t4)! von S~'. Wir haben die
beiden Gleichungen

Hht+t+tz+ty=1
i+t —t;— 1, =0

folgt. Es mussen noch die Bedingungen

. 1 .~ 1

1-w-<2~t1—§)+1-w-(2-t3—z):O
i 2 t—1 —i-w- (2 t—] =0
1-W - - z 1 - - -3 Z =

th=th=t: =14 =~

erfullt werden, die

4
bedeuten. Schlieflich erhalten wir
exp(i-w-t)
_ 1 exp(—i-w-t)
. . . . 1 . —_ . .
VteR: S-exp(t-A)-S" v 1 S expli- @ - 1)
exp(—i-w-t)
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Von diesem Vektor bendétigen wir den ersten und den dritten Eintrag. Diese
Eintrage liefern

- (exp(i-w-t) +exp(—i-w-t)+exp(i-@-t)+exp(—i- @ -1t))
- (cos(w - t) + cos(® - 1)),
- (exp(i-w-t)+exp(—i-w-t) —exp(i-®-t) —exp(—i- @ -1))

I\.)I—*-I>I—*I\)I—*-J>I—l

- (cos(w - t) —cos( - t)).

Das folgende Bildﬂ zeigt die Graphen der Funktionen f; und f, fir w = 50 und
u=47.

+4

+-2

Man vergleiche diese Bilder mit den Bildern der realen Schwingung aus dem
genannten Video.

Zum Abschluss besprechen wir noch eine Eigenschaft der Nulllésung im
reellen Fall. Seien dazu n > 1 und A € Mat(n,R). Die Nulllésung des Systems

y(t) =A-y(t)

ist stabil, wenn

limH(fl(t),...,fn(t))t —0

t—oo
far jede Losung f = (fy, ..., f,,)' des Systems gilt.
Aufgabe 111.8.10. Es seien n > 1 und A,B € Mat(n,R) zwei Matrizen, die ein-

ander ahnlich sind. Zeigen Sie, dass die Nulllésung des Systems y(t) = A - y(t)
genau dann stabil ist, wenn die Nullldsung des Systems y(t) = B -y(t) stabil ist.

8Erstellt mit https://rechneronline.de/function-graphs/.
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Beispiel 111.8.11. a) Betrachtet man ein einfaches Fadenpendel und berticksich-
tigt die Dampung der Schwingung, dann wird die Amplitude der Schwingung,
unabhingig von den Anfangsbedingungen, immer kleiner, und man erkennt
anschaulich, dass die Nulllésung in diesem Fall stabil ist.

b) Das folgende Bild veranschaulicht eine Situation, in der die Nulllésung
nicht stabil ist.

Man betrachtet dabei die Bewegung einer Kugel.

Satz III.8.12. Es seien n > 1, A € Mat(n,R), Ay,...,A; die verschiedenen re-
ellen Eigenwerte von A, wi, iy, ..., ly, i, die verschiedenen Paare von komplex
konjugierten nichtreellen Eigenwerten von A und oy = Re(w), k = 1,...,u. Die
Nulllbsung des Systems

y(t) =A-y(t)

von linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten ist genau dann stabil, wenn

A<0, j=1,.4s, <0, k=1,.,u

Beweis. Es gelte \; < 0, j = 1,..,s, ax < 0, k = 1,...,u. Wir verwenden jetzt,
dass die Exponentialfunktion schneller wiachst als jede Polynomfunktion ([35],
Aufgabe 6.15.2). Fur A < 0 und jedes Polynom s(t) € R[t] gilt deswegen

lim | exp(A-t) - s(t)| =0.

t—o0

Ebenso findet man fiir « < 0 und Polynome u(t),v(t) € R[t], dass

lim | exp(« - t) - (cos(B - t) - u(t) £sin(p - t) - v(t))

t—o0 ’

< lim |exp(oc-t) - u(t)] + lim | exp(a- t) - v(t)]
=0.

Aus diesen Betrachtungen leiten wir ab, dass die Nulllésung unter den ange-
gebenen Bedingungen stabil ist.
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Fur die Umkehrung betrachten wir exemplarisch den Fall «; > 0. In diesem
Fall wahlen wir q(t) =1 und r(t) = 0. Dann gilt fir alle { € N, dass

X E’] _ ﬁ < 7T -
exp(m_”.z.n.o-cos(ml-nw)‘— exp<|ﬁ1| 2.7 €>‘21.

Die Nulllésung ist daher nicht stabil. O
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Euklidische und unitare
Vektorraume

Das Standardskalarprodukt auf R" erlaubt es, Winkel zwischen sich schnei-
denden Geraden und Abstdnde von Punkten zu messen. Mit Hilfe des Stan-
dardskalarprodukts lassen sich die Satze der euklidischen Geometrie analy-
tisch beweisen. Ein reeller Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt verse-
hen ist, wird daher auch euklidischer Vektorraum genannt. Ein Skalarprodukt
ist eine spezielle Bilinearform. In diesem Kapitel werden wir daher zunachst
das allgemeine Konzept einer Bilinearform auf einem Vektorraum vorstellen. In
der endlichdimensionalen Situation besteht wieder ein enger Zusammenhang
zu Matrizen, und die Klassifikation von Paaren, die aus einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum und einer Bilinearform bestehen, flihrt zu interessanten
Normalformproblemen. Die Klassifikation von endlichdimensionalen euklidi-
schen Vektorrdumen ist dabei wieder sehr einfach. Ein n-dimensionaler eukli-
discher Vektorraum ist zu R™ mit dem Standardskalarprodukt isomorph. Dies
wird mit Hilfe von Orthonormalbasen und des Graml-Schmidt? Prozesses—
Schmidt bewiesen. Das Klassifikationsproblem fiir endlichdimensionale reel-
le Vektorraumen, die mit einer symmetrischen Bilinearform ausgestattet sind,
wird durch den Tragheitssatz von Sylvestelﬂ gelost. Hier treten der Rang und
die Signatur als entscheidende Invarianten auf. Von Interesse ist weiter die
Symmetriegruppe eines euklidischen Vektorraums. Fiir R™ mit dem Standards-
kalarprodukt ist dies die orthogonale Gruppe. Mit Hilfe von Skalarproduk-

lJgrgen Pedersen Gram (1850 - 1916), ddnischer Mathematiker.
2Erhard Schmidt (1876 - 1959), deutscher Mathematiker.
3James Joseph Sylvester (1814 - 1897), britischer Mathematiker.
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ten lassen sich auch die Konzepte der adjungierten linearen Abbildungen und
selbstadjungierten Endomorphismen einfuhren. Der Spektralsatz zeigt insbe-
sondere, dass selbstadjungierte Endomorphismen eines endlichdimensionalen
euklidischen Vektorraums diagonalisierbar sind. Besonders die Verallgemeine-
rung dieses Ergebnisses auf unendlichdimensionale Vektorrdume ist far die
Quantenphysik von grofier Bedeutung. Fiir komplexe Vektorraume sind Bili-
nearformen nicht geeignet, eine Langen- oder Abstandsmessung zu definieren.
Zu diesem Zweck werden sogenannte Sesquilinearformen benoétigt. Ihre Theorie
wird daher in diesem Kapitel parallel zur Theorie der Bilinearformen entwickelt.

IV.1 Bilinearformen, Sesquilinearformen

Es seien k ein Korper und V ein k-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung

p: VXV —7k
(v, W) — B (v, w),

so dass gilt:

a) Fur jeden Vektor w € V ist die Abbildung 3(-,w): V — k, v — B(v,w),
k-linear, d.h.

YAek, veV: BA-vyw) = A-B(v,w),
V\)1)\)26\/: B(V1+V2)W) = B(V1>W)+B(V2)W)-
b) Fur jeden Vektor v € V ist die Abbildung pB(v,-): V — k, w — B(v,w),
k-linear, d.h.

YAek, weV: B(v,A-w) A B(v,w),
Ywi,wo e Ve Bv,wr +wy) = Bv,wi) + B(v,wy).

Im Fall des Grundkoérpers C der komplexen Zahlen bendtigen wir ein weiteres
Konzept, das es einem gestattet, eine Norm auf dem entsprechenden Vektor-
raum einzufithren. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Sesquilinearform auf V ist
eine Abbildung

o:VxV —C
(vy,w) — o(v,w),

so dass gilt:

a) Fur jeden Vektor v € V ist die Abbildung o(v,:): V — C, w — o(v,w),
k-linear.
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b) Fir jeden Vektor w € V ist die Abbildung o(-,w): V — C, v — o(v,w),
semilinear, d.h.

Vi, eV ovi+vw) = o(vi,w) + olvz,w),
YAek, veV: oA-v,w) = A-o(v,w).

Dabei ist A = «—1i-p die zu A = a+1i- B € C komplex konjugierte Zahl (s. S.[116),
x, B €R.

Bemerkung IV.1.1. Nach Eigenschaft ist die komplexe Konjugation
wC—C
A A
ein Automorphismus des Korpers C, d.h. eine bijektive Abbildung, so dass
e VA neC:A+pu=A+T11,
* VA,ueC:A-u=A-TL

Wenn k ein beliebiger Koérper ist, y: k — k ein Automorphismus von k und V
ein k-Vektorraum, dann nennt man eine Abbildung L: V — V y-linear, wenn

* vwwe V:L(v+w) =L(v)+L(w),
e VAek,veV:L(A-v)=vy(A)-L(v).
Beispiel IV.1.2. a) Es seien k ein Korper, n > 1 und A € Mat(n;k). Durch
Ba: k" x k" — k
(v, W) — vt A-w

ist eine Bilinearform auf k" gegeben. Im Fall k = R nennt man die zur Einheits-
matrix gehorige Bilinearform

Br,: R" xR" — R
S1 t t

n
> — (81 oo+ sp) - :Zsu'tu

auch das Standardskalarprodukt.
b) Es seien n > 1 und A € Mat(n;C) eine komplexe Matrix. Die Vorschrift

oa: C"xC"— C

(v,w) — V' - A w

definiert eine Sesquilinearform auf C".
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Lemma IV.1.3. i) Es seien k ein Kérper, n > 1 und A, B € Mat(n; k). Dann gilt:
pa=Ps — A=B.
ii) Es seienn > 1 und A, B € Mat(n;C). Dann gilt:
op =0 <— A =B.

Beweis. Wir zeigen Teil ii). Der Beweis von Teil i) verlauft analog. Die Implikati-
on <" ist dabei offensichtlich. Es seien A = (a,y)uv=1,.n» und B = (byy)uv=1, . n.
Wenn o, = op gilt, dann finden wir

Y, ve{l,.,n}: an=e, A e =oale,e,) =o0p(e,e) =¢e, -B-e, =Dby.
Somit gilt A = B. []

Im Folgenden werden wir einige Zusatzeigenschaften von Bilinearformen
und die entsprechenden Begriffe fir Matrizen erklaren.

Es seien k ein Korper, V ein k-Vektorraum und n >. Eine Bilinearform 3: V x
V — k ist symmetrisch, wenn

YvwweV: Bw,v)=pWv,w).
Eine Matrix A ist symmetrisch, wenn sie
A=A

erfullt. Das bedeutet, dass die Matrix A invariant unter der Spiegelung ihrer
Eintrage an der Diagonalen ist.

Fir einen komplexen Vektorraum V wird eine Sesquilinearform o: VxV —
C hermitesc genannt, wen

YvwweV: ow,v)=o(v,w).
Fur n > 1 wird eine komplexe Matrix A € Mat(n;C) hermitesch genannt, wenn
A*=A =A

gilt.

4Nach Charles Hermite (1822 - 1901), einem franzésischen Mathematiker.
5Wenn wir nur annehmen, dass o linear im zweiten Argument ist und die folgende Bedin-
gung erfillt, dann berechnen wir fir vyw € V und A € C, dass

oA-v,w) =ocwW,A-v)=A-o(w,v) =A-c(w,v) =A-o(v,w).

Deshalb muss o semilinear im ersten Argument sein.
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Bemerkung IV.1.4. a) Far n > 1 und A € Mat(n;C) haben wir
A* = AL
b) Aus Bemerkung und den Eigenschaften der Transposition folgt
(A-B)*=B" A~
far ,m,n > 1, A € Mat(l,m;C) und B € Mat(m,n;C).

c) Es seien V ein komplexer Vektorraum und o: V xV — k eine hermitesche
Sesquilinearform. Da fiir einen Vektor v € V definitionsgemaf3

o(v,v) = o(v,v)

gilt, muss o(v,v) reell sein. Ebenso ergibt sich fir n > 1 und eine hermitesche
Matrix A = (auy)yv=1,..n € Mat(n;C), dass

au€R, pu=1,..,n
Aufgabe 1V.1.5. Es sei

1 0 (—1-—-21)
A= 0 4 0 € Mat(3;C).
(—=1+2i) O 5

a) Berechnen Sie A*, und zeigen Sie, dass A hermitesch ist.
b) Zeigen Sie, dass oa(v,v) > 0 fur alle v € C? gilt, und bestimmen Sie alle
v € C? mit oa(v,v) =0.

Lemma IV.1.6. i) Es seien k ein Kérper, n > 1 und A € Mat(n;k). Dann ist die
Bilinearform 35 genau dann symmmetrisch, wenn die Matrix A es ist.

ii) Es seienn > 1 und A € Mat(n;C). Dann ist die Sesquilinearform o, genau
dann hermitesch, wenn die Matrix A es ist.

Beweis. Wir zeigen abermals nur ii). Wir schreiben A = (a,y)uv=1,..n. Wenn oa
hermitesch ist, dann finden wir mit Hilfe von Eigenschaft [[11.5.2| dass

_ =t _ _ _ 5t _ st A5 st —
a =¢, A-e, =o0ale,e,) =oaley,ey) =€ -A-ey=e,-A-e,=¢€,-A-e, =10y,

far p,v € {1,...,n} gilt. Das besagt gerade, dass A hermitesch ist.
Wenn umgekehrt A hermitesch ist, dann berechnen wir

AW, V) =W -A-v=W A V)i=v AL W=V"A - w=V"A-w=o0x(v, W)

fiir vyw € V. Somit ist 0, eine hermitesche Sesquilinearform. O
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Bemerkung IV.1.7. a) Es seien k ein Kérper und n > 1. Die Teilmenge
Sym, (k) := { A € Mat(n;k)[A'=A}
der symmetrischen (n x n)-Matrizen ist ein k-linearer Teilraum von Mat(n; k).
b) Fiir n > 1 ist die Teilmenge
Herm,,(C) := { A € Mat(n;C)|A* = A}
der hermiteschen (n x n)-Matrizen zwar ein R-linearer Teilraum von Mat(n;C)
aber kein C-linearer. Dazu beachte man:

* Fur A,B € Herm,, (C) gilt (A+B)* = A*+B* = A+B, so dass A+B € Herm,,(C).

e Fiir A € R und A € Herm,(C) gilt (A\- A)* = A- A* = A- A und daher
A-A € Herm, (C).

* Es gilt E, € Herm,, (C) aber i-E, ¢ Herm, (C), denn (i-E,)* = —i-E, #1i-E,.

¢) Man beachte Sym_(R) = Herm,(C) N Mat(n;R).

Wir kommen nun zu den zentralen Objekten dieses Kapitels. Eine symme-
trische Bilinearform 3: V x V — R auf einem reellen Vektorraum V wird positiv
definit genannt, wenn

Yve V\{0}: PB(v,v)>0. (Iv.1)

Eine positiv definite und symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektor-
raum ist ein Skalarprodukt.

Aufgabe 1V.1.8 (Die Spur). Es seien k ein Kérper und n > 1.

a) Zeigen Sie, dass

Spur: Mat(n; k) x Mat(n; k) — k
(A,B) — Spur(A - B)

eine symmetrische Bilinearform ist.

b) Zeigen Sie, dass fiir A € Mat(n; k) gilt:

VB € Mat(n;k): Spur(A-B)=0 =— A=0.

(Man sagt, die Spur ist nichtausgeartet.)
c) Ist die Spur fur k = R positiv definit?

Nun sei 0: V x V — C eine hermitesche Sesquilinearform auf dem komple-
xen Vektorraum V. Nach Bemerkung|IV.1.4] c), ist o(v,v) € R, v € V. Wir nennen
0:V x V — C positiv definit, wenn

vYve V\{0}: o(v,v)>0. (IvV.2)

Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform wird ebenfalls Skalarpro-
dukt genannt.
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Beispiel IV.1.9. a) Es sei n > 1. Dann ist das Standardskalarprodukt (g, offen-
bar ein Skalarprodukt auf R™.
b) Ebenso ist fiir n > 1 die Sesquilinearform op, ein Skalarprodukt auf C".

Dazu berechnet man fur ai,..., a,, by,...,b, € R, dass
a1+i~b1 Cl]‘i‘i'b] n n

o%, : , : =Y (ay—i-by)-(ay+iby) =) (ai+bl) > 0.
an +1i-by an +1i-by v=1 v=1

Dabei wird der Ausdruck genau dann null, wenn a; =--- =a, =b; =--- = b,.

Wir bezeichnen oy, als das Standardskalarprodukt auf C".

IV.2 Darstellungsmatrizen von Bilinear- und
Sesquilinearformen

Bisher haben wir erklart, wie man Bilinear- und Sesquilinearformen auf k",
k ein Korper, bzw. C"* mit (n x n)-Matrizen beschreiben kann, n > 1. Dassel-
be ist wie tiblich fur beliebige Vektorraume tiber den entsprechenden Koérpern
moglich, wenn man zuvor eine Basis gewahlt hat. Das soll nun explizit formu-
liert werden.

Es seien k ein Korper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, B = (by, ...,
b,.) eine durchnummerierte Basis von V und 3: V x V — k eine Bilinearform.
Die Darstellungsmatrix von (3 bzgl. der Basis B ist gegeben als

MB(B) = (B(bm bv))

wv=1..,n"

Fir einen endlichdimensionalen komplexen Vektorraum V, eine durchnumme-
rierte Basis B = (by,...,b,) von V und eine Sesquilinearform o: V x V — k ist
die Darstellungsmatrix von o bzgl. der Basis B definiert als

Mg (o) = (G(bm bv))

w,v=1..,n"

Lemma IV.2.1. i) Es seien k ein Korper, V ein endlichdimensionaler k-Vektor-
raum, B = (by, ..., b,,) eine durchnummerierte Basis von V und 3: V x V — k eine
Bilinearform. Flir Vektorenv = «; - b1+ 4+ &, by undw =vy;-by+---+vy, - b, gilt

Y1
B(va):((xh"')o‘n)'MB(B)'
Yn
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Das folgende Diagramm komumnutiert also:

(v, w) VxV Pk

S .

(p(v), Dg(w)) k" x km —22 K

ii) Die Bilinearform f ini) ist genau dann symmetrisch, wenn die Matrix Mz(3)
symmetrisch ist.

iii) Es seien V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, B = (by,...,b,) eine
durchnummerierte Basis von V und o: V x V — k eine Sesquilinearform. Fiir
Vektorenv =o; b1+ -+ o, -bpundw=vy;-by+--- 4+ v, - b, gilt

Y1
G(V>W) = (ah "')&n) : MB(G) :
Yn
Damit ist das _folgende Diagramm kommutativ:
(v, w) VxV —2-C

N

((DB(V),(DB(W)) Crx C —> C

iv) Die Sesquilinearform o in iii) ist genau dann hermitesch, wenn die Matrix
M3 (o) hermitesch ist.

Beweis. Punkt ii) bzw. iv) ist angesichts des kommutativen Diagramm in i) bzw.
iii) und Lemma [IV.1.6} i) bzw. ii), offensichtlich.
Wir beweisen weiter iii). Auf Grund der Sesquilinearitdt haben wir

ol -by 4+ -+ on - by, w) :Z&u-d(bu,w)
:Zau' G(bu)y1 b+ 0 by)

= Za” . Zyv -o(by, by)

u=1 v=1
=) vy olby, by
wyv=1
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Wegen Mg (o), = o(by,by), 1, v=1,..,n, stimmt dieser Ausdruck mit

Y1

(&1y ey @n) - Mp(0) - |
Yn

uberein. O

Aufgabe 1V.2.2. Wir betrachten die Abbildung

B: R xR — R

81 t
(( S ) R ( t, )) —— 4s1t; — 651t — 65t + sty + 7sats.
S3 13

a) Zeigen Sie, dass 3 eine symmetrische Bilinearform mit 3(v,v) > 0 far alle
v € R3 ist, und bestimmen Sie alle v € R?® mit 3(v,v) = 0.

b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix M (f3) bzgl. der Standardbasis E =
(eh €2,€3 ) .

Wir fixieren einen Korper k und einen endlichdimensionalen k-Vektorraum
und setzen
Bily(V) := { B: V x V — k| p ist Bilinearform }.

Mit Hilfe der Addition
(B1, B2) — (B1 + B2z (v, W) — B (v, w) + B2(v,w))
wird Bily (V) zu einer abelschen Gruppe und durch die Skalarmultiplikation

< k x Bil (V) — Bil (V)
(}\) B) — (7\ B: (\),W) — A B(V)W))

zum k-Vektorraum.
Fur eine durchnummerierte Basis B = (by, ..., b, ) sind

B — Mg(pB)

und
Bg: Mat(n; k) — Bil (V)
A — Be(A): (v,w) — Ba(Ds(v), Dp(w))
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nach Lemma [[V.2.1} i), zueinander inverse lineare Abbildungen.
Entsprechend kann man fiir einen endlichdimensionalen komplexen Vek-
torraum V die Menge

Sesq(V) :={ 0: V x V— C|o ist Sesquilinearform }

mit der Struktur eines C- Vektorraums ausstatten. Fiir eine durchnummerierte
Basis B = (b, ..., b,,) sind

Mg: Sesq(V) — Mat(n;C)
(O MB((Y)

und

op: Mat(n;C) — Sesq(V)
A+ og(A): (v,w) — UA(®B(V)>®B(W))

zueinander inverse C-lineare Abbildungen. Zum Abschluss mochten wir das
Verhalten von Darstellungsmatrizen unter Basiswechsel beschreiben.

Satz IV.2.3 (Transformationsformel). i) Es seien k ein Koérper, V ein endlichdi-
mensionaler k-Vektorraum, 3: V x V — k eine Bilinearform und B, C zwei durch-
nummerierte Basen von V. Mit

S = ME(Idy)
gilt
Mg(B) =S'-Mc(B) - S.

ii) Ftir einen endlichdimensionalen C-Vektorraum V, eine Sesquilinearform o:
V xV — C, zwei durchnummerierte Basen B, C von V und die Basiswechselma-
trix
S :=Mg(Idy)

gilt
Mg(o) =S* - Mc(o) - S.

Beweis. Wie ublich zeigen wir ii). Man erinnere sich daran, dass nach [40],
Definition IV.1.26,
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kommutativ ist. Weiter verwenden wir die kommutativen Diagramme aus Lem-
ma |[[V.2.1] iii), zu den Basen B und C und erhalten

OMp (o)
C"xCr —2—— C

((DBy(DB)T H

VxV —F2  +C-

((DC»(DC)\L H

OMc (o)
C"xC* —————— C

Fur Vektoren v,w € C" erkennen wir damit

v Mp(0) - w = (Qc 0 03)(v) - Mc(0) - (O 0 0F")(w)
=Sv :?w
— (#-5)-Mc(o) - (S-w)
=9 (S Mc(0)-S) - w.

Wegen S* = S' kénnen wir daraus die Behauptung folgern. ]

IV.3 Normierte Vektorraume

Normierte Vektorraume verbinden lineare Algebra und Analysis. In der Funk-
tionalanalysis [17] sind die auftretenden Vektorraume allerdings meist unend-
lichdimensional. In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe eingeftihrt und
gezeigt, wie durch Skalarprodukte Normen induziert werden. In diesem Ab-
schnitt ist der Koérper k entweder der Korper R der reellen Zahlen oder der
Korper C der komplexen Zahlen. In beiden Fallen bezeichnen wir mit | - | den
ublichen Absolutbetrag auf k.

Es sei V ein k-Vektorraum, endlich- oder unendlichdimensional. Eine Norm
auf V ist eine Abbildung

I-]:V—R
v [vll,

so dass gilt:

(N1) Vv e WA € k: ||[A-v|| = A [|v].
(N2) Yv,w € V: [[v+w| < |v] + [w].
(N3) weV: |v|=0=v=0.
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Axiom (N2) wird als Dreiecksungleichung bezeichnet.
Bemerkung IV.3.1. Es sei v € V. Dann gilt |0 = [|0-v|| = [0]- [[v|]| =0 |v|] = 0.

Weiter erkennen wir 0 = ||0|| = |[v—v| < [[v[|+ || = V] = M|+ |Vl = 2 |]v|, d.h.,
vl > o.

Ein normierter k-Vektorraum ist ein Paar (V||| -
raum V und einer Norm || - || auf V besteht.

Mit einer Norm kann man die Lange von Vektoren messen. Dies induziert
auch eine Abstandsmessung. Dieses Konzept erldutern wir zunachst allgemein.

Es sei A eine Menge. Eine Metrik auf A ist eine Abbildung

), das aus einem k-Vektor-

d: AxA—R
(x,y) — d(x,y),

die folgende Bedingungen erfiillt:

M1) vx,y € A: d(x,y) = d(y,x).

M2) vx,y,z € A: d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).
(M3) ¥x,y € A: d(x,y) =0 & x =1y.

Axiom (M2) wird wieder Dreiecksungleichung genannt.

Bemerkung 1IV.3.2. a) Es seien A eine Menge und d eine Metrik auf A. Far
x,y € A gilt dann 0 = d(x,x) < d(x,y) + d(y,x) = d(x,y) + d(x,y) = 2 - d(x,y), so
dass d(x,y) > 0.

b) Auf R? ist der euklidische Abstand durch

d(( 2;)»(2; ))1:\/(a1—b1)2+(az—bz)z> (2;)>(};;)€R2»

gegeben. Die Dreiecksungleichung besagt, dass in einem Dreieck in der Ebene
die Lange einer Seite kleiner gleich der Summe der Liange der beiden anderen
Seiten ist. (Wann gilt Gleichheit?)

Beispiel IV.3.3. a) Es sei A eine Menge. Dann ist

dg: AXxA—A

(x,y) s 0, fallsx=y
oY 1, falls x # 1y

eine Metrik. Diese Metrik stellt lediglich fest, ob zwei Punkte in A gleich sind
oder nicht.
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b) Es sei (V,| - ||) ein normierter k-Vektorraum. Man setze

d:VxV-—R
(v, w) — [[v —wl|.
Die ist eine Metrik auf V. Man beachte, dass die Metrik dy, aus a) nicht durch
eine Norm induziert ist, wenn V # 0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V,(-,-)), in dem V ein reeller Vek-
torraum ist und (-, -) ein Skalarprodukt auf V. Das Gegenstiick tiber den kom-
plexen Zahlen ist ein unitdrer Vektorraum, d.h., ein Paar (V| (-, -)), das sich aus
einem komplexen Vektorraum V und einem Skalarprodukt (-,-) auf V zusam-
mensetzt.

Bemerkung IV.3.4. Es seien (V,(-,-)) ein euklidischer oder ein unitirer Vektor-
raum und U C V ein linearer Teilraum. Dann ist (U, (-, -)y) mit

(o UxU—k
(wr, uz) — (ug,uy)
ebenfalls ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum.

Satz IV.3.5. Es sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder ein unitdrer Vektorraum. Dann
wird durch

|-]: V—R
vi— y/(V,V)
eine Norm aufV definiert.

Wir erinnern in diesem Zusammenhang an (IV.1) und (IV.2). Dadurch ist
garantiert, dass der Ausdruck unter der Wurzel niemals negativ ist.

Bemerkung IV.3.6. Das Skalarprodukt kann aus der Norm zuriickgewonnen
werden. In Fall k = R hat man

1
ww: (v w) =5 (v wl v —wl?).

Fur k = C gilt die kompliziertere Formel

4
Wow: (w) =<y 1 [E v+
k=1

Weitere interessante Beobachtungen sind in Bemerkung enthalten.
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Im Beweis von Satz werden wir das folgende wichtige Hilfsmittel be-
nutzen.

Satz IV.3.7 (Cauchyf|-SchwarZ’l Ungleichung). Es seien (V, (-, -)) ein euklidischer
oder ein unitdrer Vektorraumn und v,w € V. Dann gilt:

[ vy W) < [Vl - [wll.
Beweis. Wir notieren zuerst, dass flir A € k die Abschatzung

0<V—=A-wv—A-w)

) >+<V,—7\-W>—X-<W,V—7\-W>
< ,-W>—§-<W,V>—X-<W,—7\-W>

<{

= (VW —A-wW) + (-A-w,v—A-w)
=

:< v

= ( vy W) — A= (W, v) FA-A - (wyw)

v,V
v, V)
v, V)

gultig ist. Falls w = 0, dann ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung offensichtlich
erfullt, und es gilt sogar Gleichheit. Andernfalls kénnen wir

—A-
—A-

A\ — (v, w)

W, W

P
~

setzen. Die obige Ungleichung wird dann zu

(v W)l [ W) v, W)

(w,w) — (wyw)  (wyw)

0 < (v,v) —

Nach Multiplikation mit der positiven reellen Zahl (w,w) wird daraus
2
0< <V,V> ' <W)W> - ’(\),W>| )

so dass ,
[y W)™ < (v, v) - (wyw).

Da auf beiden Seiten der Gleichung nicht negative reelle Zahlen stehen, konnen
wir die Wurzel ziehen und erhalten somit die Cauchy—Schwarz-Ungleichung wie
sie im Satz formuliert wurde. ]

Bemerkung IV.3.8. Es sei w # 0. Die erste Ungleichung im obigen Beweis zeigt,
dass der Fall der Gleichheit genau auftritt, wenn v = A - w gilt. Somit wird die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung genau dann zur Gleichung, wenn v und w linear
abhangig sind.

6Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), franzdsischer Mathematiker.
"Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), deutscher Mathematiker.
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Beweis von Satz[[V.3.5]. Es seien v € V und A € k. Es gilt

NV = V(A VvA-v) = VAN v, v) = VAP - (vyv) = A1/ (vyv) = A v
Damit ist Bedingung (N1) erfullt.

Bevor wir (N2) beweisen, bemerken wir, dass fiur reelle Zahlen a,b und die
komplexe Zahlz=a+1i-b

1
d=Vzz=Va+b?2Va=lal>a=5 (z+2)

gilt. Mit dieser Beobachtung folgt, dass

V4wl = (v,v) + (v, W) + v, W) + (W, w) < (V) + 2 (v, W) | + (w, W)

far vyw € V gilt. Setzen wir nun die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ein,
dann finden wir

2
V4wl < (v, v) 23/ (0, v) - (w, w) +(w, w) = [VIP+2: ]l = (vl Tl
Nach ziehen der Wurzel wird daraus die Dreiecksungleichung (N2).

Wenn v € V\{0}, dann gilt (v,v) > 0, denn ein Skalarprodukt ist positiv definit.
Es folgt ||v|| = v/(v,Vv) > 0. Damit ist auch Eigenschaft (N3) nachgewiesen. O

Bemerkung IV.3.9. a) Es sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum. Aus der Cau-
chy-Schwarz-Ungleichung folgt

YvywweV: -1 §M§1.
[V - [lw]|

Deshalb kann man

(v, w)

£(v,w) := arccos (
vl - flwli

> € [0, 7]

definieren. Wir nennen £ (v, w) den Winkel zwischen v und w. Man beachte, dass
bei dieser Winkelmessung genau dann £ (v,w) = /2 (£90°) gilt, wenn (v,w) = 0.

Zur Motivation dieser Begriffsbildung schauen wir uns R?> mit dem Stan-
dardskalarprodukt aus Beispiel a), an. Es seien v,w € R? zwei von (0,0)!
verschiedene Vektoren. Da £(v,w) = £(A-v,u-w) fur A,pu € R.,, kébnnen wir v
durch v/||v| und w durch w/||w| ersetzen. Mit anderen Worten, es reicht, die

Situation
v,we S ={<i) € R?

sz—l—t2:1}
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zu betrachten. Es gibt dann eindeutig bestimmte Zahlen ([36], 3.2.4 Beispiele,
iv) o, p € [0,2-7), so dass

cos(x) cos(f)
V= ( sin(«) ) und  w = ( sin(p) )

(v,w) = cos(a) - cos(p) + sin(«) - sin(B).

Es gilt folglich

Gemaf3 der Additionstheoreme ([35], 4.10.13 Folgerung, b) stimmt dieser Aus-
druck mit
cos(x— B) =cos(f — «)

uberein, und wir schlie3en

_J B« falls 0 < |p— ol < m
A(V’W)_{Z'ﬂ—lﬁ—al, sonst :

Im folgenden Bild ist der Winkel zwischen v und w durch p — « gegeben. Fur
den Winkel zwischen v und w’ erhdlt man 2 - w— (/' — «).

\

b) In einem euklidischen oder unitaren Vektorraum (V; (-, -)) mit zugehoriger
Norm | - || gilt der Satz von Pythagoras’|

Ywoawe Ve w2 = VR + v, w) + (w,v) + w2

Falls (v,w) = 0 und damit (w,v) = (v,w) = 0, dann wird dies zu

v+ wll* = [vI[* + [[w]]*.

8Pythagoras von Samos (um 570 - 510 v.u.Z.), griechischer Philosoph und Mathematiker.
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In Teil a) der Bemerkung hatten wir dazu bereits festgehalten, dass (v,w) = 0
fiir von Null verschiedene Vektoren bedeutet, dass sie aufeinander senkrecht
stehen.

c) Es seien (V, (-,-)) ein euklidischer oder unitiarer Vektorraum und || - || die
zugehorige Norm. Dann gilt die Parallelogrammgleichung

wWaweV:  v+wlP+ v=w|* =2 (|v|]* + [[w]]%).

Gilt in einem normierten Vektorraum (V|| - ||) die Parallelogrammgleichung,
dann ist die Norm || - || wie in Satz beschrieben durch ein Skalarprodukt
induziert ([17], Lemma 20.6, [43], Satz 1.19).

Man beachte, dass ||[v+w|| und ||v—w|| die Langen der beiden Diagonalen in
dem von v und w aufgespannten Parallelogramm sind. Damit kénnen wir die
Parallelogrammgleichung fiir R? mit dem Standardskalarprodukt mit elementa-
rer euklidischer Geometrie nachvollziehen. Wir betrachten ein Parallelogramm
mit den Ecken A, B, C und D.

D C

P *‘
a “

A E b B F

Wir verwenden den euklidischen Abstand d. In dem rechtwinkligen Dreieck mit
den Ecken B, D und E gilt d(E,B) = d(A,B) — d(A,E). Mit s := d(A,E) = d(B,F),
b:=d(A,B), ¢c:=d(B,D) und h:= d(D,E) = d(C, F) folgt

(b—s)+h*=c?

aus dem Satz von Pythagoras. In dem rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken
A, C und F gilt wegen d(A,F) = d(A,B)+ d(B,F) =b+s

(b+s)?+h*=d?
fiir d := d(A, C). Die Addition der beiden Gleichungen liefert
2-b2+2-(s*+h?) =c*+dA

Der Satz von Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken mit den Ecken A, D
und E bzw. B, C und F impliziert

s+ h’=d’, a:=d(A,D).
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Insgesamt haben wir
2-(a?+bH) =ct+d?

nachgewiesen.

IV.4 Orthonormalbasen

Es seien (V,(:,-)) ein euklidischer oder unitarer Vektorraum und v,w € V. Wir
sagen, dass v orthogonal zu w ist, wenn (v,w) = 0, und schreiben v L w. Diese
Begriffsbildung ist durch die Winkelmessung in der euklidische Ebene moti-
viert (s. Bemerkung [[V.3.9] a). Der lineare Teilraum U C V ist orthogonal zu
dem linearen Teilraum W C V, wenn u | w fir alle Vektoren u € U und w € W
gilt. Wir schreiben dann ebenfalls U | W. Weiter ist fiir einen linearen Teilraum
U C V sein orthogonales Komplement durch

U-={vevVVuelu: v_Lu}

gegeben.

Bemerkung IV.4.1. a) Man uberpriift leicht, dass U+ ebenfalls ein linearer Teil-
raum von V ist.

b) Es gilt UN U+ =0, denn fir u € UNU* gilt u L u, d.h., (u,u) =0. Da ()
ein Skalarprodukt ist, bedeutet dies u = 0.

c) Es gilt U c U+,
Aufgabe 1V.4.2 (Die orthogonale Summe). Es seien V, W zwei k-Vektorraume

und 3: VxV — k bzw. y: W x W — k eine Bilinearform auf V bzw. W.
a) Zeigen Sie, dass

: (VeW)x (VeW) —k

(v, w), V', W) — B, V') +v(w,w)

eine Bilinearform auf V & W definiert.
b) Uberpriifen Sie, dass bei dieser Konstruktion fiirve V und w € W

6((\)) O)) (O)W)) =0

gilt.
Man nennt das Paar (V& W), d) die orthogonale Summevon (V, 3) und (W, v).
Schreibweise. (V,3) L (W,y):= (Ve W),?).

Ein Orthogonalsystem ist eine Familie (v,),c; von Vektoren in V, so dass
vy L v, far alle p,v € I mit u # v gilt. Ein Orthogonalsystem (v,),c1, in dem
zusatzlich |jv,|| = 1, u € I, far die durch (., ) induzierte Norm || - || (Satz [[V.3.5)
gilt, ist ein Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem (v,),c1, das gleichzeitig
eine Basis flir V ist, ist eine Orthonormalbasis fir V
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Bemerkung 1V.4.3. i) Eine Basis B = (by,...,b,) ist genau dann eine Orthonor-
malbasis fiir V, wenn die Darstellungsmatrix des Skalarprodukts bzgl. der Ba-
sis B die Einheitsmatrix E,, ist.

ii) Far ein Orthogonalsystem (v,)ue1 mit v, # 0, p € [, ist {v,|u € I} eine
linear unabhangige Teilmenge von V. In der Tat gilt fur eine Linearkombination

> Au-veund o € I, dass
i€l

<VHO>Z7\H 'VH> = }\Ho ) HVHOH'

pel
Ferner ist (v )uer mit v :=v,/|lv,

Beispiel IV.4.4. Fur k = R oder k = C bezeichne (-, -) das Standardskalarprodukt
auf k" (Beispiel [V.1.2] a), und [[V.1.9] b). Dann ist die Standardbasis (ey, ..., €,)
eine Orthonormalbasis fur V.

|, u € I, ein Orthonormalsystem.

Satz IV.4.5. Es seien (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler eulklidischer oder unitd-
rer Vektorraum und U C V ein linearer Teilraum. Dann lésst sich jede Orthonor-
malbasis B’ = (by, ..., by) von (U, (-, -)u)P| zu einer Orthonormalbasis B = (b, ..., by)
fortsetzen. Insbesondere besitzt (V, (-, -)) eine Orthonormalbasis.

Beweis. Die Existenz einer Orthonormalbasis fir (V, (-, -)) ergibt sich durch An-
wendung der vorherigen Aussage auf den linearen Teilraum 0. Dieser hat ver-
einbarungsgemasp die leere Menge als Orthonormalbasis.

Die erste Aussage wird mit dem Orthonormalisierungsverfahren von Gram
und Schmidt bewiesen. Formal handelt es sich um einen Induktionsbeweis.
Die Induktion lauft dabei tiber die Kodimension « := Dim, (V) — Dimy(U). Aus
k = 0 folgt U =V, und die Aussage ist in diesem Fall trivial. Nun sei sie fiir
bereits bewiesen, und U C V sei ein linearer Teilraum der Kodimension « + 1.
Wir wahlen einen Vektor v € V \ U und definieren mit Hilfe der vorliegenden
Orthonormalbasis B’ fur (U, (-, -)y) die Vektoren

b/
vii=(by,v) b1+ + (by,V) by, bi=v—v' und by = _Hb/H
Furj € {1,...,m} berechnen wir nun
<bj>b/> - <bjav> - <b)'>v/>
m
= (bj,v) = > _(by,v) - (bj,by)

1=1 Ry

= <bj>v> - <b)'>v> =0.

9s. Bemerkung
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Somit sind (by,...,b,,b’) ein Orthogonalsystem und (by,...,bn,, by.1) ein Ortho-
normalsystem. Der lineare Teilraum U’ := (by,...,b,,1) hat die Dimension m +
1 = Dimy(U) 41, s.d. Dimy (V) —Dimy(U’) = Dimy (V) —Dimy (U)—1 =k+1—1=«.
Nach Induktionsvoraussetzung lasst sich die Orthonormalbasis (b,...,bmn.1)
von (U, (-,-)y/) zu einer Orthonormalbasis B = (b1, ..., by, b1, ...y by) von (V, (-, -))
erganzen. Offenbar ist B auch eine Erganzung von B’. O

Folgerung IV.4.6. Es seien k = R bzw. k = C und A € Mat(n;k) eine positiv
definite symmetrische bzw. hermitesche Matrix. Dann existiert eine Matrix S €
GL.(k), so dass

S*“A-S=E, bzw. S*-A-S=E,.

Beweis. Die Matrix A definiert ein Skalarprodukt (-,-)» auf k. Es seien (by,...,
b,) eine Orthonormalbasis fiir (k" (-,-)a) und S := (by|-- - [b,). Far k = C gilt

S*.A.S = (BL “A - bv)u,v:h...,n - (<bu> bV)A) - En'

w,v=I,...,n

Der reelle Fall wird analog gelost. [

Folgerung IV.4.7. Es seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer oder
unitcirer Velktorraum und U C V ein linearer Teilraum. Dann gilt

) V=ueut,
i) U=u+t.

Beweis. i) Wie in Bemerkung [IV.4.1], b), beobachtet, gilt Un U+ =0.

Es gilt Dimy(U+) > Dimy (V) — Dim,(U). Denn sei (by,...,b,,) eine Orthonor-
malbasis von (U, (-, -)y), dann existiert nach Satz eine Orthonormalbasis
der Form (by,..., by, bimy1, ..., by) fir (V, (-, -)). Dabei gilt

(Dmity oy by ) € UL,
Wir argumentieren weiter

Dimy (V) > Dimy (U + UY) = Dimy (U @ U*) = Dimy (U) + Dimy (UH)

Es gilt folglich in jedem Schritt Gleichheit und damit insbesondere
V=U+U=UaU".
ii) Nach Teil i) fiir die linearen TeilrAume U und U+ haben wir
V=UgU* und V=U gU,

so dass Dim, (U) = Dimy (U++). Da auch U c U+ (Bemerkung c), folgt in
der Tat U = U+, O
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Bemerkung IV.4.8. Das Gram-Schmidt-Verfahren wird tiblicherweise folgen-
dermafien durchgefiihrt: Gegeben seien ein euklidischer oder unitdrer Vektor-

raum (V,(-,-)) und eine Basis (v;,...,v;,) von V. Dann setze man
Vv
° b] = _1$
il

j
® Uyt =V — ) (b Vi) by by = S =1, n— 1,
- U1

Man beachte, dass bei diesem Verfahren stets
(b1, b5) = (Viy ey Vi), j=1,.4m,
gilt.
Aufgabe IV.4.9. Es sei A € Mat(n;R) eine positiv definite symmetrische (n x n)-
Matrix. Beweisen Sie, dass es eine obere Dreiecksmatrix T € Mat(n;R) gibt, so

dass T*-A-T eine Diagonalmatrix ist. Formulieren und beweisen Sie die analoge
Aussage fur eine positiv definite hermitesche (n x n)-Matrix A € Mat(n;C).

Beispiel IV.4.10. Wir behaupten, dass die Matrix

4 -2 0
A=| -2 2 0
0O 0 5

ein Skalarprodukt auf R® definiert. Sie ist offenkundig symmetrisch, und far
s = (s1,82,83)' € R? berechnet man

4-81—2'82
s A-s=(s1,82,83)- | —2-s1+2-s;
5'53

=45t —4.57-5;+2-s5+5- 53
=(2-s1—82)" +s3+5-s3.

Man erkennt, dass dieser Ausdruck stets nichtnegativ ist und genau dann ver-
schwindet, wenn s; = s, = s3 = 0. Das Tripel (v;,v;,v3;) mit

1 0 0
vi=| 0], wva=1]1 und v;:=| 1
0 0 1

ist eine Basis fiir R3. Wir berechnen™|

ila=2 und b =2 =
[villa

O OoONI=

10Wir schreiben hier || - || o fir die durch (-,-)o definierte Norm steht.
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Weiter finden wir

o (3 (3 (1) ()-

Wegen ||u,||a = 1 erhalten wir

Schlieflich gilt

(1)) ()-()

Diesmal gilt

husfla

0
||LL3||A:\/§ und bg_i_( 0 )

1

7

%)

Das Verfahren liefert somit die Orthonormalbasis

1 1 0
2 2
b1<0), b2<1), b3<0).
1
0 0 %

Zur Probe verifiziert man noch die Gleichung
0
0
1

0 0 4 20 3
10| (-2 20]-]0 = E;.
1
00 % 0 05 00 —

Aufgabe 1V.4.11 (Das Radikal). Es seien k ein Koérper und V ein k-Vektorraum.
Eine Bilinearform 3: V x V — k ist antisymmetrisch, wenn

N[—=o|—=
C© —N—=

YvwweV: Bw,v)=—PB(v,w).

a) Es seien V, W k-Vektorraume, 3: V xV — k, yv: W x W — k Biline-
arformen und %: (V& W) x (V& W) — k die orthogonale Summe von  und
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v aus Aufgabe [IV.4.2| Zeigen Sie, dass 6 genau dann symmetrisch bzw. anti-
symmetrisch ist, wenn sowohl 3 als auch y symmetrisch bzw. antisymmetrisch
ist

Fur die folgenden Teilaufgaben sei 3: V x V — k eine symmetrische oder
antisymmetrische Bilinearform. Das Radikal von {3 ist

Rad(B) :={veV|vweV:p(v,w)=0}.

Man sagt, dass 3 nichtausgeartet ist, wenn Rad(f3) = 0 gilt.
b) Zeigen Sie, dass
B: V— V*:= Homy(V, k)
vi— (W Bv,w))
eine lineare Abbildung mit
Ker(B) = Rad(p)
ist.
c) Uberpriifen Sie, dass auf V := V/Rad(B) durch
B:VxV-—k
(], W) — B (v, w)
eine nichtausgeartete Bilinearform gegeben ist. (Vergessen Sie nicht, die Wohl-

definiertheit von p nachzuweisen.)
d) Fiar einen Unterraum U C V sei

Ut:={veVivuelU:p(u,v)=0}.

Die Bilinearform {3 sei nichtausgeartet, und der Vektorraum V sei endlichdi-
mensional. Beweisen Sie

Dimy (U) + Dimy (U+) = Dimy (V).

Hinweis. In der vorliegenden Situation kénnen Sie nicht U N U+ = {0} voraus-
setzen (s. Teil e).

e) Geben Sie in der Situation von d) einen endlichdimensionalen Vektorraum
V # {0}, eine nichtausgeartete Bilinearform f3: V x V — k und einen Unterraum
U C V mit

u=ut

arn.
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Aufgabe 1V.4.12 (Antisymmetrische Bilinearformen). Es seien k ein Korper,
Brk? x kP — k

81 4
sty — syt
((2)(8))—rumm

und (s. Aufgabe
(an) BZn) = (kza 62) L L (kz) BZ)) n>1.

N

Vv
k Summanden

a) Es sei E = (ey, ..., ey ) die Standardbasis von k. Geben Sie Mg (f,,) an.
b) Zeigen Sie, dass die Form f3,, auf k" nicht ausgeartet ist (s. Aufgabe

V.4.11).

c) Es seien V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und y: V xV — k
eine nichtausgeartete antisymmetrische Bilinearform. Beweisen Sie, dass es
eine nattirliche Zahl n > 1 und einen linearen Isomorphismus ®: V — k" mit

waweV: B (@W),0w)) =vv,w)

gibt. Insbesondere ist die Dimension von V gerade.

Das Vektorprodukt

Die folgende Konstruktion funktioniert nur fiir R®> mit dem Standardskalarpro-
dukt. Das Vektorprodukt ist definiert als

x: R x R — R3

S1 t Sz~t3—83't2
(vyw) = s2 || t |l oS3t —s1-t3
S3 t3 s1-th—s2- 4

Auf den Standardbasisvektoren wird das Vektorprodukt durch die folgende Ver-
kntipfungstabelle beschrieben:

x| e e e
e 0 e —e
€ | —€3 0 (4] )
€3 € —€ 0

Eigenschaften IV.4.13. i) Das Vektorprodukt verhdilt sich bilinear, d.h., fiir Vek-
toren u,v,w € R3 gilt

U+ V) XWwW=uxw+vxw,
ux (v+w)=uxv+uxw,
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und. fiir eine Zahl A € R und Vektoren v,w € R3

A-v)xw=A-(vxw),
vX (A-w)=A-(vxw).

ii) Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch, d.h.,
Yw,aweR: wxv=—(vxw).

iii) Das Vektorprodulkt ist orthogonal zu den Ausgangsvektoren, d.h., flirv,w €
R3 hat man
vl (vxw) und w Ll (vxw).

iv) Fiir zwei Vektoren v,w € R3 gilt genau dannv x w = 0, wennv und w linear
abhdingig sind.
v) Flir zwei Vektoren v,w € R? ist die Norm ihres Vektorprodukts durch die
Formel
v x w2 = [[v][* - [[w]]* — (v, w)?

bestimmt.

Den Nachweis tiberlassen wir der Leserin bzw. dem Leser als Ubungsaufga-
be.

Beobachtung IV.4.14. Es seienv,w € R3\ {0}. Dann gilt
v wll = [[v]l - [[w] - sin(£ (v, w)).

Beweis. Geméf3 Definition in Bemerkung [IV.3.9, a), gilt fiir v,iw € R® und 9 :=
£(v,w), dass
v, w) = [V - [w] - cos(8).

Zusammen mit Eigenschaft|[V.4.13| v), ergibt sich

v > wi* = V][> wl* = (v, w)?

= [IVI|* - W]l (1 — cos?(9))
= [[v* - [lwl]* - sin?(9).

Da d € [0,7], gilt sin(d) > 0, so dass man die Behauptung durch Wurzelziehen
ableiten kann. 0

Die gerade hergeleitete Formel hat eine geometrische Interpretation. Es sei
P C R? ein Parallelogramm mit den Seitenldngen a und b und 9 der Winkel, der
von zwei Seiten eingeschlossen wird. Dann ist der Flacheninhalt F des Paralle-
logramms P durch die Formel

F=a-b-sin(d)
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gegeben. Wenn 9 # nt/2, dann ist 9 nicht eindeutig bestimmt. Der andere mogli-
che Wert ist aber nach dem Satz tiber Stufenwinkel durch m—9 gegeben. Wegen

sin(t — &) = sin(d)

spielt diese Ungenauigkeit aber keine Rolle, und wir diirfen fiir die Herleitung
der Formel 9 € (0,71/2) annehmen. Dann kann man Sie aber dem Bild

sin(d) - a

/]

entnehmen.

Fir zwei linear unabhéngige Vektoren v,w € R? gibt die Norm |v x w| des
Vektorprodukts also den Fldcheninhalt des von v und w aufgespannten Paral-
lelogramms (in der von v und w aufgespannten Ebene) an.

Bemerkung IV.4.15. Man kann sich schliefllich noch davon tiberzeugen, dass
fiir zwei lineare unabhéngige Vektoren v,w € R?

Det(viwlv x w) > 0

gilt, d.h., (v,w,v x w) ist eine positiv orientierte Basis von R>.

v

vV XWwW

In diesem Fall ist das Vektorprodukt also durch folgende Bedingungen festge-
legt:
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* Der Vektor v x w ist orthogonal zu der Ebene E, die von v und w aufge-
spannt wird.

* Det(v,w,v x w) > 0.
o v xwlf =[] [w] - sin(<£(v,w)).

In der Tat bestimmt die erste Bedingung die Gerade durch den Ursprung, auf
der v x w liegt. Die zweite Bedingung legt fest, auf welcher Seite der Ebene E
der Vektor v x w liegt, und die dritte Bedingung gibt die Liange von v x w an.

Ebenen in R3

Wir kénnen mit dem Vektorprodukt Gleichungen fiir Ebenen in R® finden. Dazu
seien v,w;,w, € R3 Vektoren, so dass v = 0 und w; und w, linear unabhingig
sind oder v, w; und w; linear unabhéangig sind. Wir méchten eine lineare Glei-
chung fur die Ebene

E=v+R-wi+R-w,

finden. Dazu beobachten wir, dass
E:{uER3|(u—v) w1><w2}
= {ue R [(u—v,w xw) =0}
:{u€R3|(u,w1xwz):(v,w1><wz>}.

v+ (Wi X wy)
A

v+ Wy

~

. 7 v+ Wy

\ 4

Wi
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Setzen wir
aQ
a | :=w;xw;, und b:=(v,w; xw;),
as
dann gilt also
U
E= 15 e R? a -y +a-uw+a-u3=>o
Us

Beispiel 1IV.4.16. Wir mochten eine Gleichung fir die Ebene E C R® finden, die
die drei Punkte

1 2 1
V= 0|, vi=11 und v, ;=1 3
—1 0 8
enthalt. Mit
0
wyi=vi—v=|[ 1 und w,=v,—v=1| 3
9

sind die Vektoren v, w;, w; linear unabhangig, und
E=v+R-wi+R-w,

ist in der Tat die einzige Ebene, die v, vi = v+ w; und v, = v+ w, enthalt.

Mit
Det 13
1 9
10 6
W1 X W) = —Det ( = -9
1 9
1 0 3
Det( 13 )
und

(vywi; xwy) =3

erkennen wir, dass

U
E:= w | eR3
U3

2-u1—3-u2—|—u3:1
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Zum Abschluss diskutieren wir noch den Durchschnitt zweier Ebenen. Dazu
seien v, v/, wi, W, wy, wj € R Vektoren, so dass

E:V+R'W1+R'W2

und
E'=v +R-wj+R-wj

Ebenen sind. Wir nehmen an, dass E # E' und ENE’ # @. Das ist gleichbedeu-
tend mit W # W', W := R-w;+R-w,, W' := R-w;+R-w;. Mit der Dimensionsformel
fiir Unterrdume ([40], Aufgabe I11.5.49) folgt W+ W’ = R® und Dim, (WNW') = 1.
Daher gibt es insbesondere Vektoren w € W und w’ € W’, so dass

v—v =w—-w dh, u=v—-w=v' —w'

Da der Vektor v—w zu E und der Vektor v —w’ zu E’ gehort, folgt u € ENE/,
und die Gerade G := ENE’ ist durch

G=u+WwWnw

gegeben. Um eine Basis fir W N W’ zu finden, d.h. einen Vektor t €¢ WN W’ mit
W N W’ = (t), bilden wir
/

s:=w; xw; und s’ :=w; xwj.

Damit haben wir
Wt =(s) und W' =(s).

Wegen W # W’ gilt auch W+ # W'+, so dass s und s’ linear unabhéngig sind
und t :=s x s’ # 0. Es gilt weiter

te W nw =wnw.
Also gilt (t) =WNW und G=u+R-t.

Weitere Vektorprodukte

Es seien 1 < r < n nattrliche Zahlen. Nach Eckmannl| ([10], Abschnitt 9'?) ist
ein r-faches Vektorprodukt auf R" eine Abbildung

x: (RM)*" — R™

mit folgenden Eigenschaften:

11Beno Eckmann (1917 - 2008), schweizer Mathematiker.
12Eckmann stellt nur die schwichere Forderung, dass x stetig von den Argumenten abhéngt.
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* X ist in jedem der r Argumente linear.

* Fir vi,...,vy e RM gilt (v x --- xv) Lv, i=1,..71.

e Fur vy, ..., v, € R™ gilt [[v; x -+ x v,[|* = Det(((vi,vj))ijo1,..r)-
Eckmann hat dann weiter bewiesen:

Satz IV.4.17. Es seien 1 < r < n natirliche Zahlen. Auf R" existiert genau
dann ein r-faches Vektorprodukt, wenn r und n eine der folgenden Bedingun-
gen erfiillen.

* r =1, undn ist gerade.
er=2undn¢c{3,7}.

e r=3undnec{4,8}.

e r=n-—1.

Diese Aussage und ihr Beweis sind im Wesentlichen in Abschnitt 9 von [10]
enthalten. Genauere Angaben und weitere Beweise findet man in [4] und far
Teile des Satzes in [25]. Wir besprechen einige einfache Elemente des Resultats.

r=1.
Fiar m > 1 und n = 2m ist durch

x: R" — R"

((11 ) b]) ceey imy bm) — (_bh A1y eeny _bm) am)

ein Vektorprodukt gegeben.
Wenn umgekehrt n > 1 und x: R™ — R" ein Vektorprodukt ist, dann gilt

0= (X(v+w),v+w) = (x(v),v) + (x(v),w) + (x(W),v) + (x (W), w)

so dass

Es folgt weiter
(x(x(v)),w) = —=(x(v),x(W)) = —=(v,w), v,weR™

Bei der letzten Gleichheit haben wir Bemerkung benutzt, nach der die
Voraussetzung || x (v)|| = ||v||, v € V, impliziert, dass (x(v), x(w)) = (v,w), vyw €
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R™. Da die obige Gleichung fiir alle v,w € R" erfuillt ist, muss x(x(v)) = —v far
alle v € V gelten. Man tiberpruft nun weiter, dass durch

2~ CxRY— R"
(x+1i-Byv)— ax-v+p-x(Vv)

auf R" die Struktur eines C-Vektorraums induziert wird. Wir wissen bereits (vgl.
Abschnitt [[II.2{ und [III.6), dass dies nur moglich ist, wenn n gerade ist.

r=2.

Die zweite Forderung besagt

W,wER™:  |lv x w|? = Det ( <<VM;,‘\’)>> <<V"V>)VVVV>> ) = VIR WP = v, w2,

In Eigenschaften [[V.4.13| haben wir gesehen, dass das Vektorprodukt auf R3
diese Forderung erfiillt. Es folgt, dass es sich um ein Vektorprodukt in Eck-
manns Sinne handelt.

Bemerkung IV.4.18. Man beachte, dass auch R3 x R> — R3, (v,w) — —(v x w),
ein zweifaches Vektorprodukt auf R ist.

Es sei umgekehrt ein zweifaches Vektorprodukt x: R3 x R® — R3 gegeben.

Aufgabe 1V.4.19. a) Zeigen Sie, dass v xv = 0 fiir jeden Vektor v € R gilt. Folgern
Sie, dass v x w = —w x v fuir alle v,w € R? erfuillt ist.

b) Weisen Sie nach, dasses ¢; € {+1},1=1,2,3, mit e; xe, = ¢3-€3, €1 Xe3 = €3-€;
und e; x e; = ¢ - e; gibt.

Das Vektorprodukt ist auf Grund der Bilinearitiat durch die Produkte e; x e;,
1 <1,j < n, bestimmt. Weiter gilt e; x ¢; =0, 1 = 1,2,3, und e; x ¢j = —¢; X e,
1,j =1,2,3, so dass wir nur e; X e;, e; X e3 und e, X e; kennen muissen. Aus

eg X (ext+e3)=exet+e xe3s=¢3-e3+¢&-€

und
(61 x (e; + 63)) 1 (ex+e3)

folgt
£) = —€&3.

Ebenso schlief3en wir von
(e1+e) Xxes=¢r-e+¢&1-e

und
((e1+e2) xe3) L (e1+e)
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auf
&1 = —€&) = &3.

Es gibt auf R?® also hochstens zwei Vektorprodukte. Zusammen mit Eigenschaf-
ten [IV.4.13|und Bemerkung [[V.4.18 finden wir folgendes Ergebnis.

Lemma IV.4.20. Auf R® existieren genau zwei zweifache Vektorprodukte und
genau ein zweifaches Vektorprodukt %, fir das

Det(ej, e, e x e3) >0
gilt.

Auf R’ gibt es verschiedene zweifache Vektorprodukte. Ein Vektorprodukt
x ist durch die Werte e; x ¢;, 1 < i,j < 7, festgelegt. Eine Verknuipfungstabelle
findet man in [6], Theorem 1. Der Wikipedia-Artikel [46] enthalt weitere und
eine ausfiihrliche Diskussion mit zahlreichen Quellenangaben.

r=n—1.

Man beachte, dass dies den Fall r = 3 und n = 4 einschlief3t. Es seien nun
n Z 2, V) = ((11], cery Clm)t, ey V1 = (Cl]n,], cery Clnn,])t und

Ai:(alm)lzl ..... i-1,i+1,...mn
m=

die ((n—1) x (n — 1))-Matrix, die durch Streichung der i-ten Zeile aus der (n x
(n —1))-Matrix (vq|---|vn_1) entsteht, i = 1,...,n. Wir setzen

b= (—1)"" . Det(A;), i=1,..,n,
by
Vi X oo XV = :
by
Man kann sich diese Definition mit der mathematisch unzulédssigen Formel

an - Qi1 €
Vi X - X vh_1 := Det
An1 *r Opn-1 ©€n

merken. Dabei ,entwickelt* man die Determinante formal nach der letzten Spal-
te. Auf Grund der Eigenschaften der Determinante ([40], Definitionen IV.4.1) ist
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das Vektorprodukt linear in jedem der n —1 Argumente. Fur vy, ...,v,_; € R* und
ie{l,..,n—1} erkennt man

Um die geforderte Identitat
Wiy ey Vit €RM vy X x v [P = Det<(<vi>Vi))i,i:1,...,n—1)
zu beweisen, zeigen wir allgemeiner

(V1 X X V1, Wi X e X W) = Det(((vi,wj>)iy].zlmn_]),
Vi eeey Vi1, W1y eeey W1 € R™. Sowohl
(V1 eoey Vi s Wy ey W1 ) (V1 X oo+ X Vi, Wy X oo s X W)
als auch
(V15 eiy Ve 1, Wiy ey Wi ) Det((<\’i>Wi))i,jzu...,nq)

ist eine Abbildung von (R")*?"—2 _ R. Beide Abbildungen verhalten sich
linear in jedem ihrer Argumente. Deshalb muss man die Identitit nur far
Viy ooy Vi1, W1, ooy Wn 1 € { €1, ..., €, } Verifizieren. Weiter dndert sich bei beiden Ab-
bildungen das Vorzeichen, wenn man zwei der ersten n—1 Argumente oder zwei
der Argumente zwischen n und 2n — 2 vertauscht. Fur i,j € {1,...,n} definieren
wir
€ij 1= (€1, veey €11y @i Ty ooy €y €1y ery €1, €j51y vuey €n).

Die vorangegangenen Erlduterungen lehren uns, dass wir die Gleichheit der
beiden Abbildungen nur fir die Tupel ¢y, i,j € {1,..,n}, testen miissen. Fur
beide Abbildungen gilt aber

5ij'—>51j) l,) E{],...,T'L}.
Es seien vy,...,v, 1 € R* und A := (v|---|v,_1). Man beachte, dass
(<vi’v5>)i,j:1,...,n—1 = A" A

Damit gilt
[vi X - X vp_1||* = Det(A*- A)

und folglich
|lvi X -« x vy = V/Det(At- A); v,y v € R™
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Das von vy, ..., v, 1 aufgespannte Parallelotop ist
P(V],--.,Vn,]) = {}\1 Vit +}\n71 *Vn ‘O < }\i < 1) i= 1,...,TL—] }

Die Zahl /Det(At - A) ist nach Definition das ((n — 1)-dimensionale) Volumen
dieses Parallelotops ([21], Abschnitt 11.2) .

Wie fiir das Vektorprodukt in R?® t{iberlegt man sich, dass es genau zwei
Moglichkeiten fur das (n—1)-fache Vektorprodukt auf R" gibt und dass es genau
ein (n — 1)-faches Vektorprodukt x gibt, das die Bedingung

Det(e;,...,en_1,€61 X -+ X en_1) >0

erfillt. Dies ist gerade das Produkt, das wir soeben definiert haben.

Aufiere Potenzen

Kreuzprodukte sind Beispiele fur alternierende multilineare Abbildungen. Ei-
nen kurzen Einblick in das Thema liefert [37], Abschnitt 5.1. Eine ausfiihrliche
Darstellung enthélt Kapitel I des Buchs [18]. Die zentrale elegante Konstruktion
ist die der dufleren Potenzen, die fir die Entwicklung des Differenzialformen-
kalktls eine entscheidende Rolle spielt ([37], Abschnitt 5.2).

Es seien V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und B = (vy,...,v,) eine
durchnummerierte Basis fiir V. Wir gehen nun dhnlich wie in Abschnitt[[I.3]|vor
und definieren zunéchst

To={s=0.»ile{l,.,n}j=1,.,9}, q=1,.,n

Zudem wéhlen wir einen endlichdimensionalen R-Vektorraum T, mit einer Ba-
sis (b, s € 74), definieren U, als den Unterraum, der von den Vektoren

bi;,iq) — SIEN(0) - bio(iy),otiq))y  (L1yeniq) €Ty 0 € Ly

erzeugt wird, und setzen schlieBlich

q
AV:=Ty/Us, q=1,.,n.

Dies ist die q-te cuf8ere Potenz von V. Fur s = (iy,...,iq) € 74 bezeichnen wir die

q
Klasse [by] € A V mit
vi, A Ay

13Die Rechtfertigung fiir diese Festlegung liefert das letzte Lemma im genannten Abschnitt.
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Bemerkung IV.4.21. a) Wie in Bemerkung |I1.3.1| dargelegt, gilt
vi, A Avy, =0,
wenn

#{11,.,ig} <q, (1,.nig) €Tq, g=1,.,mn.

q
b) Der Vektorraum /\V hat die Dimension (i), ¢ = 1,..,n. In der Tat folgt
leicht (vgl. Beobachtung |II.3.5), dass die Elemente

vi]/\-~-/\viq mit 1§11<<1q§n

eine Basis fur /q\V bilden, q = 1,...,n. Aus Teil a) folgt, dass v;, /\- - -A\v;, nur dann
ungleich Null ist, wenn {1, ...,,i4 } eine g-elementige Teilmenge von {1,...,n} ist.
Far q € {1,..,n} und ein Tupel (i,...,,iq) von q verschiedenen Elementen aus
{1,..,n} existiert genau eine Permutation o € I, mit o(i;) < --- < o(i4). Daher ist

q
die Dimension von /A V die Anzahl der g-elementigen Teilmengen von {1,...,n}
geteilt durch q!, g =1,..,n. Daesn-----(n—q+ 1) = nl/(n — q)! Teilmengen
mit q Elementen in {1,...,n} gibt, gelangen wir so zu der behaupteten Formel,
q=1,..,n.

Aus der obigen Darstellung folgt insbesondere, dass v; A --- A v, eine Basis

far AV ist, und wir werden im Folgenden den Isomorphismus

w: /n\V—HR
AviNc-Avp— A
benutzen. Weiter ist das Dachprodulkt
P q p+a
A AV AV — AV
(Vh /\"'/\Vip,\)j] /\/\V]q) l—)\)i] /\"'/\Vip /\\)]'] /\"'/\\))’q
fir p,q € {1,..,n} mit p+q < n eine bilineare Abbildung.@ Damit definieren wir
B: n/\]v x V2 /n\vinRa

und weiter
n—1

B: /\V — VY = Homg(V,R)

{ Blu,-): V — R
u—
v — B(u,v)

1Der Leser bzw. die Leserin mége sich verdeutlichen, was dies bedeuten soll.
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Mit dem Standardskalarprodukt (-, -) erkldrt man zusatzlich
nv-—Vv

{ V — R
Vi— )
W (v,w)

In Beobachtung werden wir sehen, dass dies ein Isomorphismus ist. Die
resultierende lineare Abbildung
5 n—1
N oB: /\ V—V
erfullt
Vi, ARER /\Vin,1 Vi, X XV, (i], ...,infﬂ € 7:171.

Damit hat man das Kreuzprodukt in den allgemeinen Formalismus der aufle-
ren Potenzen und des Dachprodukts integriert. Dies erklart auch, warum das
Kreuzprodukt in der hoherdimensionalen Analysis weitgehend durch Differen-
zialformen ersetzt wurde.

Bemerkung IV.4.22. Die obige Konstruktion wird im Spezialfall n = 3 fiir Diffe-
renzialformen auch in [37], S. 110ff, erklart.

Im Beweis von Eckmanns Satz in [4] spielen diese Konstruktionen
eine zentrale Rolle.

IV.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Es sei (V, (-, -)) ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Ein Endomorphis-
mus f: V — V wird orthogonal bzw. unitdr genannt, wenn

Yv,we V: <f(v),f(w)> = (v, w).

Eigenschaften IV.5.1. FYir einen orthogonalen bzw. unitéren Endomorphismus
f: V — V eines euklidischen bzw. unitdiren Vektorraums gelten folgende Aussa-
gen:

i) YWe V|tV =|[v].

ii) Yowywwe Vv L w & f(v) L f(w).

iii Flir jeden Eigenwert A von f gilt [A\| = 1.
iv) f ist injektiv.

v) Falls V endlichdimensional ist, ist f bijektiv, und der inverse Endomorphis-
mus f~' ist ebenfalls orthogonal bzw. unitdr.
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Beweis. Die Teile i) und ii) ergeben sich unmittelbar aus der Definition eines
orthogonalen bzw. unitiren Endomorphismus.

Zu iii). Es seien A € k ein Eigenwert und v € V \ {0} ein nichttrivialer Eigen-
vektor. Dann gilt

[VII* = (v,v) = (f(v), f(V)) = A -v,A-v) =X A= (v,v) = A - ||v]|%

Da |[v|| # 0 und [A| € R, folgt [A| =T.

Zu iv). Es gilt Ker(f) = {0}, denn fiir v € Ker(f) hat man nach Teil i) ||v| =
I£(v)|| = ||0|| = 0 und damit v = 0.

Zu v). Wenn V endlichdimensional ist, ist f laut [40], Folgerung II1.5.41, iii),
bijektiv. Die Umkehrabbildung f': V — V ist linear ([40], Satz II1.5.8) und

YaweV: (f(v),f'(w)= <f(f*1 (v)), f(f' (w))> = (v, w).

Somit ist ! orthogonal bzw. unitér. [
Aus den Formeln in Bemerkung schliefen wir weiter.

Satz IV.5.2. Ein Endomorphismus f: V — V eines orthogonalen bzw. unitéiren
Vektorraums ist genau dann orthogonal bzw. unitdr, wenn

YveV: Hf(v)H = v

Bemerkung IV.5.3. Das Standardbeispiel fiir einen euklidischen Vektorraum
ist R" zusammen mit dem Standardskalarprodukt und das fiir einen unitdren
Vektorraum C" mit dem Standardskalarprodukt. In beiden Beispielen bezeich-
nen wir das Standardskalarprodukt (s. Beispiel[[V.1.2| a), [V.1.9| b) mit (-,-). Es
seien nun (V, (-, )yv) ein endlichdimensionaler orthogonaler bzw. unitarer Vek-
torraum und n := Dimy (V). Geméifs Satz besitzt V eine Orthonormalba-
sis B = (by,...,by). Die lineare Abbildung ®3: V — k", die b, auf e, schickt,
u=1,...,n, ist dann ein orthogonaler bzw. unitéirer Isomorphismus, d.h.

Yv,we V: <®B(v), ®B(w)> = (v, W)y.

Endlichdimensionale orthogonale und unitiare Vektorraume werden also eben-
falls nur durch ihre Dimension klassifiziert.

Die Symmetriegruppen euklidischer und unitarer Vektorrdume endlicher
Dimension spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle. Auf Grund der vor-
angegangenen Bemerkung sind sie isomorph zu den Symmetriegruppen von k"
mit dem Standardskalarprodukt, k = R, C.

Es sei n > 1. Eine Matrix A € Mat(n;R) ist orthogonal, wenn

A-A'=E,
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gilt, d.h., wenn A € GL,(R) und A~' = At, Wir setzen

O(n) := { A € GL,(R)| A orthogonal },
SO(n) := { A € SL,(R) | A orthogonal }
— {AcO(n)|Det(A) =11,

Dementsprechend heif3it eine Matrix A € Mat(n;C) unitér, wenn
A-A*=E,
gilt, d.h., wenn A € GL,(C) und A~' = A*, und wir definieren

U(n):= { A € GL,(C)| A unitar },
SU(n) := { A € SL,(C) | A unitéar }
— {AcU(n)|Det(A) =11,

Bemerkung 1V.5.4. Eine Matrix A € Mat(n;k) ist genau dann orthogonal bzw.
unitar, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis far (k" (-, -)) bilden.

Lemma IV.5.5. Es sein > 1. Die zuvor definierten Mengen O(n) und SO(n) sind
Untergruppen von GL,,(R), und U(n) und SU(n) sind Untergruppen von GL,,(C).

Man nennt O(n) die orthogonale Gruppe, SO(n) die spezielle orthogonale
Gruppe, U(n) die unitdre Gruppeindexunitdr!e Gruppe und SU(n) die spezielle
unitdre Gruppe.

Beweis. Wir zeigen, dass U(n) eine Untergruppe von GL,(C) ist. Man beachte,
dass dann auch SU(n) = U(n) N SL,,(C) eine Untergruppe von GL,(C) ist ([34],
I1.4.8 Beispiel). Ebenso folgt, dass O(n) = U(n) N GL,(R) und SO(n) = SU(n) N
GL,(R) Untergruppen von GL, (R) sind.

Wir priifen die in [40], Definition I1.2.7, geforderten Eigenschaften nach.

a) Fur die Einheitsmatrix E, gilt EX =E, =E_', so dass E, € U(n).

b) Es sei A € Un). Es gilt A”'' = A = A** = A~"" und deshalb A~! € U(n).
c) Es seien A,B € U(n). Dann gilt (A-B)'=B'-A"=B*-A*= (A-B)* und
A-B e U(n). O

Satz IV.5.6. Es seien (V, (-, )y) ein euklidischer bzw. unitéirer Vektorraum, B =
(b1, ..., by) eine durchnummerierte Orthonormalbasis von (V, (-,-)y) und f: V. — V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist orthogonal bzw. unitdr.

b) Die Darstellungsmatrix Mg (f) ist orthogonal bzw. unitdir.
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Beweis. Wir beweisen den unitaren Fall und benutzen den zu der Orthonor-
malbasis B gehorigen linearen Isomorphismus ®z: V — C", der b, auf e, ab-
bildet, u = 1,...,n. Fir die Darstellungsmatrix A := Mz (f) gilt nach [40], Bemer-
kung IV.1.22, i), und Definition III.5.11, die Identitat

WweV: Op(f(v)) =A- Ogv). (Iv.3)

Es gilt daher

— 0t

Yv,we V: <f(v),f(w)> = @B(f(v)) - Op (f(w))
— (A D5(v)) - (A D(w)) = Dg(v)' - (A*- A) - Dg(w).

Da @ wie in Bemerkung beschrieben ein unitdrer Isomorphismus ist,
gilt weiter

w,we Ve (vyw)y = (Dg(v), Pp(w)) = Dp(v) - Dp(w).

Da die @3 bijektiv ist, gilt
{ (@B(V),(DB(W)) e C" x C“]v,w € V} =C"x C".

Damit erkennt man, dass f genau dann unitar ist, wenn A* - A = E, gilt. O

Wir diskutieren nun weitere Resultate zur Struktur orthogonaler und uni-
tdrer Endomorphismen. Wie bei der jordanschen Normalform unterscheidet
sich die Theorie tuiber R von der tiber C. Daher behandeln wir die beiden Falle
getrennt und beginnen mit dem einfacheren Fall tiber den komplexen Zahlen.
Zuvor machen wir noch eine Beobachtung, die sich in beiden Fallen als nititzlich
erweisen wird.

Lemma IV.5.7. Es seien (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. uni-
tdarer Vektorraum, f: V. — V ein orthogonaler bzw. unitédrer Endomorphismus
und U C V ein f-invarianter lineare Teilraum, d.h., f(U) ¢ U. Dann ist auch das
orthogonale Komplement U+ von U invariant unter f, i.e., f(U*) c U*.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir einen induzierten Endomorphismus
fu: U — U, u+— f(u). Wegen Eigenschalft [V.5.1] iv), ist fy injektiv und daher
nach [40], Folgerung II1.5.41, auch surjektiv. Es gilt folglich f(ll) = U. Es seien
u € Uund w € U'. Es sei u’ € U der Vektor mit f(u/) = u. Damit finden wir

(u, f(w)) = (f(u'), f(w)) = (u’,w) =0.

Daraus leiten wir die Behauptung ab. O
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Unitiare Endomorphismen

Der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen (Satz [[II.1.1).
Fur jeden Endomorphismus f eines endlichdimensionalen C-Vektorraums zer-
fallt sein charakteristisches Polynom x¢(t) vollstandig in Linearfaktoren und f
ist trigonalisierbar ([40], Satz V.6.2). Fur unitire Endomorphismen gilt noch
mehr.

Satz IV.5.8. Gegeben seien ein endlichdimensionaler unitéirer Vektorraum (V, (-,
-)), ein unitdrer Endomorphismus f: V — V, und es seien A, ..., \,, die Eigenwerte
von f. Dann existiert eine durchnummerierte Orthonormalbasis B = (b, ..., b, ) von
(V; (-,-)), inder b, ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ist, u = 1,...,n. Insbesondere
gilt

A 0
MB (f) = ‘.. )

0 An
und f ist diagonalisierbar.
Bemerkung 1V.5.9. a) Es seien A € U(n) eine unitdre Matrix und Ay, ..., A, ihre
Eigenwerte. Laut Satz existiert eine durchnummerierte Orthonormalba-
sis B = (by, ..., by) fur (C*, (-, -)), in der b, ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ist,
u=1,..,n. Es sei

S:= (bl [bn).
Fur diese Matrix gilt S*- S =E,, d.h. S € U(n), und
A1 0

S*“A-S=S"T-A-S= ,
0 An

b) In Satz ist V mit zwei Zusatzstrukturen versehen, einem Skalar-
produkt und einem Endomorphismus. Mit Hilfe einer geeigneten Basis B von V
koénnen beide Strukturen simultan vereinfacht werden. Fur die Darstellungs-
matrix des Skalarprodukts gilt My ((-,-)) = E,, und die Darstellungsmatrix des
Endomorphismus ist eine Diagonalmatrix.

c) In der Situation von Satz [[V.5.§ seien Ay, ..., A, die verschiedenen Eigen-
werte von f. Aus dem Satz folgt, dass

fur 1 < pu < v < s. Diese Tatsache kann man sich unabhangig vom Satz auf
folgende Weise klar machen: Es seien 1 < p < v <'s, v € Eig(f,A,) und w €
Eig(f,A,). Da f unitar ist, haben wir

(vyw) = <f(V)af(W)> = (Au VA - w) :Xu Ay (v, w).

196



IV.5. Orthogonale und unitdre Endomorphismen

Wenn (v,w) # 0, dann muss A, - A, = 1 gelten. Nach Eigenschalft [[V.5.1}, iii), gilt

A, - A, = 1. Beide Beobachtungen zusammen ergeben A, = X? = A, und fiihren
somit zum Widerspruch.

Beweis von Satz[[V.5.8 Wir fiihren eine vollstdndige Induktion uber die Di-
mension n von V. Fur n = 1 ist nichts zu zeigen.

Fur den Induktionsschritt n —— n + 1 wahlen wir einen nichttrivialen Ei-
genvektor v zum Eigenwert A; und setzen b; := v/||v||. Damit ist U := (b;) ein f-
invarianter Teilraum. Nach Lemma ist W := Ut ebenfalls f-invariant und
hat nach Folgerung die Dimension n. Es seien fyy: W — W, w — f(w),
der induzierte Endomorphismus und By = (b;,...,b,,1) eine durchnummerierte
Basis von W. Die Darstellungsmatrix von f bzgl. der durchnummerierten Basis
B = (by, by, ..., b, 11) nimmt dann die Gestalt

MO 0
0

Mz (f) =
o7 Dl My, (fw)
0
an. Die Eigenwerte von fy, sind A, ..., Aq;1. Auf Grund der Induktionsvorausset-
zung koénnen wir eine durchnummerierte Orthonormalbasis By = (b, ..., bni1)
finden, in der b, ein Eigenvektor von fy\, zum Eigenwert A, ist, u = 2,..,n + 1.
Dann ist B = (by, by,...,b,; 1) eine durchnummerierte Orthonormalbasis von V
mit der geforderten Eigenschatft. O

Orthogonale Endomorphismen

Wir beschreiben erst einmal die spezielle orthogonale Gruppe SO(2) und die
orthogonale Gruppe O(2). Sei also

A:(S Z)GO(Z).

a?+c¢2 a-b+c-d
a-b+c-d b2+d?

Es gilt
E,=A" A=

Wegen a’ + b? = 1 und c¢? + d* = 1 liegen die Vektoren u := (a,c)' und v := (b, d)*
auf dem Einheitskreis. Weiter bedeutet a-b+c-d =0, dass u L v. Da u # 0, gilt
v =A-(—c,a) fir eine geeignete Zahl A. Aus 1 = |[v|| = [A| - ||u]| = A| folgt A = +1.
Zudem gilt

Det(A) = A.
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Lemma IV.5.10. Fiir reelle Zahlen a,c € R mit a* + ¢? = 1 existiert eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl « € [0,2 - 1) mit

a=-cos(x) und c=sin(«a).

Fur den Beweis verweisen wir auf [36], Beispiel 3.2.4, iv). Aus diesen Dis-
kussionen ergibt sich unmittelbar das folgende Resultat.

Satz IV.5.11. i) Eine (2 x 2)-Matrix A gehort genau dann der speziellen orthogo-
nalen Gruppe SO(2) an, wenn es eine reelle Zahl « € [0, 2 - 7t) gibt, so dass

cos(x) —sin(«) )

A =Da:= ( sin(ax)  cos(«)

ii) Eine (2 x 2)-Matrix A liegt genau dann in O(2) \ SO(2), wenn es eine reelle
Zahl « € [0,2 - 7t) gibt, so dass

[ cos(a) sin(«)
A =Sui= ( sin(x) —cos(«) ) )

Mit Hilfe der folgenden Skizze vergewissert man sich der Tatsache, dass die
Matrix D, die Drehung um den Winkel « beschreibt, « € [0, 27).

—

3
(9]
e
N %)
.\\ E
< |’z
WS
\
\

Man rechnet nun aus, dass D, dann und nur dann einen reellen Eigenwert hat,
wenn « = 0 oder « = 7. Die Matrix D, ist die Einheitsmatrix, und jeder Vektor
ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Die Matrix D, beschreibt die Drehung um
den Winkel 7. Es gilt D, = —E,. Damit beschreibt D, die Multiplikation mit —1.
Diese Abbildung ist auch als Punktspiegelung am Ursprung bekannt. Jeder
Vektor ist Eigenvektor zum Eigenwert —1.

Die Matrix S, gehort zu der Spiegelung o,,, an der Geraden g, die mit der
x-Achse den Winkel «/2 einschlief3t, « € [0, 27).
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G(x/Z(el )

Die Gerade g ist der Eigenraum zum Eigenwert 1. Die zu g orthogonale Gerade
gt ist der Eigenraum zum Eigenwert —1.

Wir werden im Folgenden einen allgemeinen orthogonalen Endomorphismus
beschreiben. Seien dazu (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektor-
raum, n = Dimg(V) und f: V — V ein orthogonaler Endomorphismus. Da 1
und —1 nach Eigenschaft [V.5.1] iii), die einzig moglichen reellen Eigenwerte
von f sind, gibt es nattirliche Zahlen v,, v_ und m, so dass

n=vy,+v_+2-m
sowie normierte Polynome
Pu(t) =t*+ B t+v. € Rt
vom Grad 2 ohne reelle Nullstelle, u = 1,...,m, so dass

Xe(t) = (=1 - (t+ 1) - pr(t) - pr(t).

Satz IV.5.12. In der obigen Situation existieren reelle Zahlen «, ..., o, € (0,7),
so dass

pu(t) =t*—2-cos(o,)-t+1, p=1,..m,
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und eine durchnummerierte Orthonormalbasis B = (b, ..., b, ), so dass
1
1 0
—1
Mg (f) =
—1
0 D,
| D2

Das bedeutet insbesondere, dass b, ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, p =
1,..., vy, und b, einer zum Eigenwert —1,v=v, + 1,..,v, +Vv_.

Beweis. Wir fihren wieder Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Im Induktionsschritt n — n + 1 konnen wir wie im Beweis von Satz
argumentieren, falls f einen reellen Eigenwert hat. Wir kénnen also annehmen,
dass dies nicht der Fall ist. In diesem Fall muss n + 1 gerade sein.

Behauptung. Es gibt einen zweidimensionalen Teilraum U C V, der invariant
unter f ist.

Es sei m := (n 4+ 1)/2. Nach Abschnitt [[II.4| existieren normierte Polynome
pi(t), ..., pm(t) € R[t] vom Grad 2, so dass

Xe(t) = pm(t) - - - pa(t).
Nach dem Satz von Cayley—Hamilton ([40], Satz V.5.4) gilt
0 =X¢(f) = pm(f) o---opi(f).
Wir wahlen einen Vektor v € V \ {0} und setzen
mo=min{p=1,..,m|(pu(f)o---opi(f))(v) =0}
sowie

e { v, falls my=1
(Pmo—1(f) 0 -+~ 0o pi(f))(v), falls my > 1

Der Vektorraum U := (u,f(u)) ist nun invariant unter f. Um das einzusehen,
schreiben wir p,,,(t) =t + B - t +y. Wegen

0 =P, (F) (W) = F(f(W) + B - flu) +v-u
folgt f(f(u)) € U. Offenbar gilt auch f(u) € U. v
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Es sei W = U'. Der Endomorphismus f induziert Endomorphismen f:
W — W und fy: U — U. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir eine
durchnummerierte Orthonormalbasis By = (bj,...,b, ;) wahlen, so dass die
Matrix Mg, (fw) die im Satz behauptete Gestalt annimmt. Wir wahlen eine Or-
thonormalbasis By = (b, b,,;) fiir U. Da fy nach Satz und den darauf
folgenden Bemerkungen eine Drehung ohne Eigenvektor ist, gibt es ein « €
(0, 27) mit Mg, (fy) = D4. Man beachte, dass man fur B{, = (—b,, bn41) die Dar-
stellungsmatrix D,, , erhalt. Nun gilt entweder « € (0, 7) oder 2n— « € (0, 7), so
dass wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit « € (0, 7) voraussetzen kénnen.
Das charakteristische Polynom der Matrix D,, ist durch t* — 2 - cos(«) -t + 1 ge-
ben. Bzgl. der durchnummerierten Orthonormalbasis B = (by,...,b,_1,by, byi1)
hat die Darstellungsmatrix die behauptete Gestalt. ]

Bemerkung IV.5.13. Wie in Bemerkung [[V.5.9] a), gibt es ein entsprechendes
Resultat fiir Matrizen A € O(n).

Aufgabe 1V.5.14. Zeigen Sie, dass jedes Element aus SO(3) eine Drehung um
eine geeignete Achse beschreibt.

IV.6 Selbstadjungierte Endomorphismen

Wir beginnen zunachst mit einem neuen Blickwinkel auf Bilinear- und Ses-
quilinearformen. Seien zunachst V ein R-Vektorraum und 3: V x V — R eine
Bilinearform. Die Abbildung

B:V — V¥ := Homg(V,R)
VH{ Bv,):V — R

w — Bv,w)

ist dann linear. Man beachte

Ker(B)={veVIvweV: B(v,w)=0}. (IV.4)
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Analog kann man fir einen C-Vektorraum V und eine Sesquilinearform
0:V xV — C die Abbildung

6:V— VY :=Hom¢(V,C)
{G(V,-):V — C
Vi—

w — o(v,w)

definieren. Diese Abbildung ist aber nicht C-linear, sondern wie in der Definiti-
on einer Sesquilinearform auf Seite 158 nur semilinear, d.h., es gilt

e vwyw e V:aov+v')=0o((v)+ov),
e VAcC,WeV:aA-v)=A-5(v).

Fir semilineare Abbildungen kann man wie fur lineare Abbildungen den Kern
als Urbild der 0 definieren. Der Kern von ¢ ist ein linearer Teilraum von V und
hat die Beschreibung

Ker(G) ={veVIvwe V: alv,w) =0}. (IV.5)

Um keine neuen Begriffe einflihren zu miissen und die Standardmethoden
der linearen Algebra anwenden zu kénnen, bemerken wir, dass wir vermoge der
Inklusion R C C jeden C-Vektorraum W als R-Vektorraum auffassen kénnen.
Bemerkung IV.6.1. Der Korper C ist als R-Vektorraum zweidimensional. So bil-
den 1 und i eine Basis. Sind nun W ein endlichdimensionaler C-Vektorraum
und n := Dim¢(W), dann besteht ein Isomorphismus ¢: W — C" von C-
Vektorraumen. Das ist dann auch ein Isomorphismus von R-Vektorraumen.
Da C" wie gesehen als R-Vektorraum isomorph zu R*" ist, schliefSen wir

Dimg (W) = 2 - Dim¢(W).

Beobachtung IV.6.2. Es sei (V,s := (-,-)) ein euklidischer oder unitcirer Vektor-
raum. Dann ist die R-lineare Abbildung

sV — VY
ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen. Insbesondere existiert fiir jede Linear-
Jorm{: V — k ein eindeutig bestimmter Vektor v € V, so dass

0 =s(v,:) =5s(v).

Beweis. Der Dualraum VV hat als k-Vektorraum dieselbe Dimension wie V.
Gemafs Bemerkung gilt das auch fiir V und V" als R-Vektorrdume. Nach
[40], Lemma II1.5.7 und Folgerung II1.5.41, iii), ist s genau dann ein R-linearer
Isomorphismus, wenn Ker(s) = {0}. Far v € Ker(s) gilt insbesondere s(v,v) = 0
(vgl. und (IV.5)). Dies impliziert v =0, denn s = (-, -) ist positiv definit. [

202



IV.6. Selbstadjungierte Endomorphismen

Wir erinnern daran ([40], Definitionen IV.2.1, ii), dass fiir einen Korper k, k-
Vektorraume U, W und eine lineare Abbildung f: U — W die duale Abbildung
durch

oW — uY
ffi): U — k )

(f:WHk)r—>< W (W)

gegeben ist. Wenn k = R oder k = C und V und W zusatzlich mit Skalarproduk-
ten versehen sind, dann kann mit Hilfe der obigen Beobachtung eine Variante
der dualen Abbildung definieren.

Satz IV.6.3. i) Es seien (V,s), (V',s’) endlichdimensionale unitdre Vektorrédume
und f: V — V'’ eine C-lineare Abbildung. Dann ist die eindeutig bestimmte Ab-
bildung f*: V' — V, fiir die das Diagramm

\V/AR N V/

S

t
V/\/ f AV

kommutiert, C-linear.

ii) Es seien (V,s) ein endlichdimensionaler unitcirer Vektorraum, B = (by,...,b,)
eine durchnummerierte Basis von V und B = (b',...,b") die dazu duale Basis
von VY, d.h., b*(b,) = 8.y, i, v = 1,..,n. Dann ist C = (cy,...,c,) mit ¢, := 5 '(b"),

u=1,...,n, eine durchnummerierte Basis von V mit
s(cyyby) =0y, K, V=141
Bemerkung IV.6.4. Die Abbildung f*: V' — V ist durch die Bedingung
v e VW' € V' s(f*(v),v) =s'(V/, f(v))

charakterisiert.

Beweis. i) Laut Diagramm gilt f* = 57! o f' 0 §’. Damit ist bereits klar, dass f*

R-linear ist. In der obigen Verkntipfung kommen zwei semilineare Abbildungen
vor, so dass f* C-linear ist. In der Tat gilt flir A € C und v € V, dass

POV =EToMER-V) = (o MR-F' W) =5 (F(R- W)
= (A1 EW)) =X 5 (FEM)) =25 (FEW)) =A-F W),

ii) Fur eine semilineare Abbildung ¢g: U — W zwischen C-Vektorraumen
U, W und eine Teilmenge M C U kann man wie fir lineare Abbildungen ([40],
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Eigenschaften III.5.4, iii) beweisen, dass g((M)) = (g(M)). Es folgt, dass C ein
Erzeugendensystem fur V ist. Da es n = Dim¢(V) Elemente umfasst, ist es in
-1

der Tat eine Basis. Die angegebene Formel folgt, da s(s7'(u),v) = 5(57'(u))(v) =
u(v) faru e V¥ und v € V gilt. O

Man kann die Abbildung f* entsprechend im Kontext der euklidischen Vek-
torrdume definieren. In diesem Fall folgt unmittelbar aus der Definition, dass
f* R-linear ist. Ebenso ist unmittelbar klar, dass C wie in ii) definiert eine Basis
fiir V ist, und die Formel in ii) wird analog bewiesen.

Es seien (V,s), (V/,s’) endlichdimensionale euklidische oder unitire Vek-
torraume und f: V — V’ eine k-lineare Abbildung. Die eindeutig bestimmte
k-lineare Abbildung f*: V/ — V, fur die das Diagramm

v " v

4k

t
V/\/ f VvV

kommutiert, nennt man die zu f adjungierte lineare Abbildung.

Wenn (V, (-, -)) ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum ist, dann wird ein
Endomorphismus f: V — V als selbstadjungiert bezeichnet, wenn f = f* gilt,
also

YwaweV: (fv),w) = (v, f(w)).

Beobachtung IV.6.5. i) Es seien (V,s) und (V’,s’) zwei endlichdimensionale eu-

klidische bzw. unitédre Vektorrdume, B = (by,...,b,) bzw. B’ = (b},...,b)) eine
durchnummerierte Orthonormalbasis fiir (V,s) bzw. (V',s’), Bt = (b',...,b") bzw.
Bt = (b”, ...,b™) die zu B bzw. B’ duale Basis von V" bzw. VY undf: V— V' ei-
ne k-lineare Abbildung. Flir die durchnummerierten Basen C = (s7'(b'),...,s7'(b"))
bzw. C' = (3" '(v'"),..,5 (b)) von V bzw. V' gilt B = C und B’ = C’ sowie

Mg (%) = Mg, (f)".

ii) Es seien (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitéirer Vel-
torraum, B eine durchnummerierte Orthonormalbasis fiir (V,(-,-)) und f: V. — V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) f ist selbstadjungiert.
b) Die Matrix Mg(f) ist symmetrisch bzw. hermitesch.

Beweis. i) Es sei p € {1,...,n}. Aus Satz[[V.6.3| ii), und der Voraussetzung, dass
B eine Orthonormalbasis ist, schlief3en wir

(cuyby) =0y = (b, by), v=1,..,n.
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Die beiden Linearformen (c,,-) und (b,,-) auf V stimmen tberein, so dass aus
der Eindeutigkeit in Satz [[V.6.3] i), b, = c, folgt, p = 1,..,n. Wir definieren
weiter

A:=ME(f) und A’':=ME(f).

Flirv e Vund v’ € V ergibt sich
Op (V) -A’-Dp(v) = (V' f(v)) = (fF(v),v) = (A" (DB’(V/))t'(DB(V) — Op (V) A" Dy(v).
Es folgt A’ = A* wie behauptet. Teil ii) ist eine direkte Folgerung aus Teil i). [

Satz IV.6.6. Es seienn > 1 und A € Mat(n;C) eine hermitesche (n x n)-Matrix.
Dann sind alle Eigenwerte von A reell, d.h., es gibt reelle Zahlen Ay, ..., A,,, so dass

Xalt) =t =N) - (t=An).

Beweis. Es seien A € C ein Eigenwert von A und v € C" ein Eigenvektor mit

|v|]| = 1. Dann gil
A=A-(Wv) = VA V) = WA -V) = (A" v V) = (A-vv) = (A-v,v) =A- (v,v) = A
Es folgt A = A, d.h., A € R. O

Da eine symmetrische (n x n)-Matrix A € Mat(n;R) insbesondere eine her-
mitesche (n x n)-Matrix mit komplexwertigen Eintragen ist, erhalten wir auch
die folgende Aussage.

Folgerung IV.6.7. Es sei A € Mat(n;R) eine symmetrische (n x n)-Matrix. Dann
zerfdllt das charakteristische Polynom x(t) € R[t] tiber den reellen Zahlen voll-
standig in Linearfaktoren.

Satz IV.6.8 (Spektralsatz). i) Es seien (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler euklidi-
scher bzw. unitdrer Vektorraum und f: V — V ein selbstadjungierter Endomor-
phismus. Dann gibt es eine durchnummerierte Orthonormalbasis B fiir (V,(-,-)),
die nur aus Eigenvektoren von f besteht. Insbesondere existieren reelle Zahlen
Aty ..y An € R, so dass

At 0

Mg (f) = e )

0 An

und f ist diagonalisierbar.

ii) Es seien n > 1 und A eine symunetrische bzw. hermitesche Matrix mit
Einrdgen in R bzw. C. Dann existieren eine durchnummerierte Orthonormalbasis

5Hier steht ,(-,-) fiir das Standardskalarprodukt auf C".
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B = (by,...,bs) fiir R" bzw. C" und reelle Zahlen Ay, ..., \,, so dass fiir die Matrix
S:=(bif - |bn)

A 0
St.A.-S=ST.A.S= )
0 A
bzw.
M 0
S A-S=ST.A.S= ,
0 A
erfiillt ist.

Beweis. Wie tuiblich ist Teil ii) eine Folgerung aus Teil i). Wir beweisen Teil i)
durch vollstdndige Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Im Induk-
tionsschritt n — n + 1 seien Ay, ..., A, € R die Eigenwerte von f (s. Satz [V.6.6).
Wir wihlen einen Eigenvektor b, ,; von f zum Eigenwert A, ; mit ||b, || =1 und
setzen W := (b, ;). Fir u € Wt und w € W berechnen wir

Ant1€R

(w, f(w)) = (fF(w),u) = Anir - wyu) "= Ay - (w,u) =0.

Dies zeigt f(u) € W+, so dass f(W+) C W, Der Rest des Beweises verlduft nun
wie z.B. der Beweis von Satz [V.5.8| O

Bemerkung IV.6.9. a) Es seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer
oder unitdrer Vektorraum, f: V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus
und Ay, ..., A die verschiedenen Eigenwerte von f. Da f diagonalisierbar ist, gilt

V = Eig(f,\) & - - - ® Eig(f, A,).

Zudem kann man der Aussage zu der Existenz der Orthonormalbasis entneh-
men, dass

Vi<pu<v<s: Eig(f,A,) L Eig(f,Ay).

Dies kann man auch leicht direkt einsehen. Dazu seien 1 < u < v < s, v €
Eig(f,A,) und w € Eig(f,A,). Dann gilt

Au- (v, w) Mt O\u v, w) = (f(v),w) = <V) f(w)> = WA w) =Ay - (v, w).
Wegen A, # A, muss (v,w) = 0 gelten.

b) Eine klassische Anwendung des Spektralsatzes in der Physik betrifft die
Haupttragheitsachsen eines dreidimensionalen Korpers ([2], S. 589, 668).
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Das Verfahren zur Diagonalisierung einer orthogonalen,
unitiaren, symmetrischen oder hermiteschen Matrix

Zusammenfassend moéchten wir noch einmal explizit und mit einem Beispiel
erklaren, wie man die Diagonalisierung einer gegebenen Matrix von einem der
genannten Typen explizit bewerkstelligen kann. Es seien wie tiblich k = R bzw.
k=C,n > 1und A € Mat(n; k) eine orthogonale oder symmetrische bzw. unitare
oder hermitesche (n x n)-Matrix mit Eintragen in k.

Bemerkung IV.6.10. Eine orthogonale Matrix muss nicht unbedingt diagona-
lisierbar sein. Man denke an das Beispiel einer Drehmatrix flir n = 2 (Satz
und die anschliefende Diskussion) oder den allgemeinen Satz [IV.5.12]

Das Beispiel, das uns begleiten wird, ist die Matrix

1 10 5 10
A::E- 5 —14 2
10 2 —11

Diese Matrix ist symmetrisch und deswegen diagonalisierbar (Satz[[V.6.8). Man
berechnet weiter Det(A) = 1 und

1 10 5 10 10 5 10 ] 25 0 0
AA=— .| 5 214 2.5 —1a 2)l=L.] 0 225 o
225 \ 10 2 -1 10 2 —11 225 0 0 225

Es handelt sich bei A folglich auch um eine orthogonale Matrix.

Schritt 1

Man berechne das charakteristische Polynom von A und zerlege es in Linear-
faktoren:
Xa(t) = (t=A)'-ooes (t=A)".

Dabei wird vorausgesetzt, dass A, # A, fur 1 <p<v <s.

Bemerkung IV.6.11. Es sei nochmals daran erinnert, dass dies fur eine ortho-
gonale Matrix tiber den reellen Zahlen nicht immer moglich ist.

Fur die orthogonale Beispielmatrix A berechnet man
xa(t) =t +tP —t—1
und findet ohne grof3e Muhe die Nullstellen —1 und 1. Polynomdivision liefert
BH+t2P—t—1):(P=1)=t+1,

so dass
xalt)=(t+1)7(t—1)
folgt.
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Schritt 2

Mit dem Gaufalgorithmus bestimme man eine durchnummerierte Basis (v},
.»V,) fur den Eigenraum Eig(A,\,), p=1,...s.

Eig(A,—1). Esgilt
I -25 =5 —10
(—1)-E3—A:ﬁ- -5 -1 =2 ].
—-10 -2 —4

In der auftretenden (3 x 3)-Matrix subtrahieren wir fiinfmal die zweite Zeile
von der ersten und zweimal die zweite Zeile von der dritten und multiplizieren
abschliefend die zweite Zeile mit —1. Das Ergebnis ist die Matrix

L (000
~ {51 2]).
15100 0
0 1
Eig(A,—1) = < -2 |, -5 >
1 0

Eig(A,1). Hier haben wir

| 5 -5 —10
Fs—A=—-| -5 29 —2].
3 15

Man liest nun

ab.

—-10 -2 26

In der (3 x 3)-Matrix addieren wir zundchst zweimal die erste Zeile zu der dritten
und anschlieflend die zweite Zeile zu der ersten. Das Ergebnis ist die Matrix

1 0 24 -12
15 -5 29 =2 ].
0 —12 6

Jetzt wird noch zweimal die dritte Zeile zu der ersten addiert, um zu der Matrix

] 0 0 0
Lol 5 20 2
15 0 —12

6

(1)

zu gelangen. Man erhalt
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Schritt 3
Far u = 1,...,s wende man das Gram-Schmidt-Verfahren an, um aus der Ba-
sis (V¥ ...,v{‘u) eine Orthonormalbasis (b}, ...,b{;) far Eig(A,\,) zu gewinnen. Da
Eig(A,A,) L Eig(A,A,), 1 <p<v <s,ist

B := (b1, ...y by) := (b1, ey bl 5oy b,y BY)

eine durchnummerierte Orthonormalbasis fir k™, und mit S := (by|-- - |b,) gilt

S'-A S =Diag(A1, ey Ay ey Asy ey As) bZW.  S* - A-S = DIAG(A1, ey A1y eey Asy eony A

1 x 1s % by x Ls X

Eig(A, —1). Zunachst haben wir

| 0
byi=bj=—4-[ 2
Weiter bilden wir
1 < I 0 1 1 0 1 0 1
S5 |-(—-1 -2 ], -5 >— 2 |l=1 5 ]|—-| 4 |=| —1
0 V5 1 o)/ V5 \ 1 0 2 )
und
by = by — . —1
Eig(A,1). Hier missen wir nur
1 5
b3i=bl=—x-| 1
3 2 \/3—0 2
setzen.
Zur Probe berechnet man
2 1 1 5
, TP o B
N G N S S B WP
V30 V30 V30 V5 V6 /30
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und verifiziert somit, dass B = (b, b;, b3) eine durchnummerierte Orthonormal-
basis fiir R® ist. Schliefllich tberpraft man noch

2 1 1 5
N R S , P
L - 2 1. _. |5 14 2] |-% -1 L
R S L N T R Rt ooy
V30 V30 V30 V5 VRRVEN

2 1 1 5
T S W B S

=l F V¢ Vv o ovm | =| 010
S5 1 2 _ 1 2 2 0 01
V30 V30 V30 Vb Ve V30

IV.7 Der Tragheitssatz von Sylvester

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einem weiteren Normalformpro-
blem in der linearen Algebra. Dazu seien k = R bzw. k = C, V ein k-Vektorraum
und 3: VxV — R bzw. 0: V xV — C eine Bilinear- bzw. Sesquilinearform auf
V. Wir suchen eine durchnummerierte Basis B von V, so dass

Mg(B) bzw. Mg(o)

eine moglichst einfache Gestalt hat. In diesem Zusammenhang sei daran erin-
nert (Transformationsformel [V.2.3), dass fiir zwei durchnummerierte Basen B
und C von V und die Basiswechselmatrix S := ME(Idy) € GL,(k), n := Dimy(V),
die Darstellungsmatrizen bzgl. B und C durch die Gleichung

Mg(B) =S"Mc(B)-S

bzw.
MB(O') =S Mc(O') -S

verbunden sind. Wir vereinbaren daher:

VA,B € Mat(n;R): AaB &= 3IScGL,(R): S'-A.-S=B,
VA,B € Mat(n;C): AxB < dJSeGL,(C): S*-A-S=B.

Bemerkung IV.7.1. a) Man uberprift sofort, dass es sich bei ,&" um eine Aqui—
valenzrelation handelt.

b) Im Allgemeinen impliziert A ~ B nicht, dass A ~ B fiir die Aquivalenzrela-
tion ,~" aus [40], Definition V.1.4. So gilt etwa E, ~ 2 - E, aber nicht E, ~ 2 - E,.
Matrizen, die unter ,&* dquivalent sind, muissen also nicht einmal dieselben
Eigenwerte haben.

Es wird also im Folgenden darum gehen, die Aquivalenzrelation ,&* zu un-
tersuchen. Wir erinnern zundchst an die Resultate, die bereits erzielt wurden.
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Ergebnisse

a) Wenn 3 bzw. o ein Skalarprodukt ist, dann gibt es eine durchnummerierte
Orthonormalbasis B fiir V, so dass Mz () = E,, bzw. Mg(0o) = E,,, n:= Dim (V).
b) Es sei 3 eine symmetrische Bilinearform bzw. o eine hermitesche Sesquiline-
arform. Dann existieren reelle Zahlen A, ...,A,, n := Dimy(V), und eine durch-
nummerierte Basis B von V, so dass

A1 0
Mg(B) =
0 An
bzw.
A1 0
Msg(0o) =
0 An

Wir erklaren den Beweis im Fall k = C. Wir fixieren ein Skalarprodukt (., -)
auf V und eine durchnummerierte Orthonormalbasis B fiir V und erhalten so-
mit die hermitesche Matrix A := Mg(0) (Lemma [[V.2.1], iv). Weiter sei f: V — V
die lineare Abbildung mit M;(f) = A. Da A eine hermitesche Matrix ist, ist f
bzgl. des Skalarprodukts (-,-) selbstadjungiert (Beobachtung [IV.6.5, ii). Nach
dem Spektralsatz gibt es eine Orthonormalbasis C fiir V und reelle Zah-
len Ay, ..., A, n = Dimy(V), so dass

A1 0
0 An

Dabei gehort die Basiswechselmatrix S := ME(f) der unitdren Gruppe U(n) an,
so dass S7' = S*.

Man beachte, dass Ay, ..., A, die (reellen) Eigenwerte der Matrix A = Mz(0)
sind. Im obigen Beweis haben wir den Trick benutzt, die Darstellungsmatrix
A = M3(0o) der Sesquilinearform o bzgl. B als Darstellungsmatrix einer linearen
Abbildung bzgl. B zu interpretieren.

Das gerade hergeleitete Ergebnis lasst sich noch verbessern. Dazu fihren

211



Kapitel IV. Euklidische und unitidre Vektorraume

wir fr nattrliche Zahlen 1, m,n mit 1 + m < n die (n x n)-Matrix

1

D(l,m) :=

0

ein. Auf der Diagonalen stehen dabei zuniachst 1 Einsen, gefolgt von m-mal dem
Eintrag —1 und schliefSlich n —1 —m Nullen.

Satz IV.7.2. i) Es seien k = R bzw. k = C, V ein endlichdimensionaler k-Vektor-
raum und 3: VxV — R bzw. o: V x V — C eine symunetrische Bilinearform
bzw. hermitesche Sesquilinearform. Dann gibt es eine durchnummerierte Basis
B von V und nattirliche Zahlen 1, m mit 1 + m < n, so dass Mg () = D(1l,m) bzw.
Mc(o) = D(l, m).

ii) Es seien k = R bzw. k = C und A € Mat(n;k) eine symmetrische bzw.
hermitesche Matrix. Dann existieren nattirliche Zahlen l,m mitl1 4+ m < n und

A ~D(l,m).

Beweis. Wir beweisen Teil i) fiir den Fall k = C. Auf Grund des zuvor formu-
lierten Ergebnisses existieren eine durchnummerierte Basis B’ = (b}, ...,b;,) fur
V und reelle Zahlen Ay, ...,A,, n := Dimy(V), so dass Mg/(0) = Diag(Ay,...,A,). Es
seien 1 := #{i € {1,.,n}A, >0} und m = #{pn € {1,..,n}|A, < 0}. Wir kénnen
nach einer geeigneten Umnummerierung voraussetzen, dass A, >0, u=1,..,,1,
A <0, p=14+1,.,l+m,und A\, =0, u=1+m+1,...,,n. Wir definieren nun

1

b, = W-b;, u=1,.,14+m, und b,:=b,, pu=l+m+1,..,n
n
Dann ist B = (by,...,b,,) eine durchnummerierte Basis fiir V, fur die Mz(o) =
Dlag()\1/|7\1|) ey }\1+m/|)\l+m|> O) 3] O) = DU» TTL) gﬂt O

Wie aus dem Satz und seinem Beweis ersichtlich ist und bereits in Bemer-
kung [[V.7.1] b), festgestellt wurde, kénnen Matrizen, die unter ,&* dquivalent
sind, verschiedene Eigenwerte haben. Es bleibt daher die Aufgabe, die Zahlen
1l und m geeignet zu charakterisieren.
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Nun seienn > 1, k = R bzw. k = C und A € Mat(n;k) eine symmetrische bzw.
hermitesche (n x n)-Matrix. Laut Satz [[V.6.6| sind alle Eigenwerte von A reell.

Es seien also Ay, ...,A; € R die verschiedenen Eigenwerte von A. Es gibt dann
positive nattirliche Zahlen ¢{;,...,{; mit {; +--- 4+ {;, =n und

Xalt) = (t—=A)" - (t=A)".
Die Zahl

Index(A) = Z £,

ne{l,..., sk
Ap>0

ist die Anzahl der mit Vielfachheiten gezahlten positiven Nullstellen des cha-

rakteristischen Polynoms x(t) von A und wird der Index von A genannt. Die
Signatur von A ist

Signatur(A) := Index(A) — Z Cyy

also die Differenz zwischen der Anzahl der mit Vielfachheiten gezdhlten positi-
ven Eigenwerte von A und der Anzahl der mit Vielfachheiten gezahlten negati-
ven Eigenwerte von A.

Bemerkung IV.7.3. a) Es gilt Rg(A) = 2 - Index(A) — Signatur(A).
b) Es seien | := Index(A) und m := Index(A) — Signatur(A). Nach Satz[IV.7.2]
ii), haben wir A =~ D(l, m).

Satz IV.7.4 (Trigheitssatz von Sylvestef'®). Es seienk = R bzw. k = C, n > 1
und A, B € Mat(n; k) symmetrische bzw. hermitesche Matrizen. Wenn A = B, dann

Index(A) = Index(B) und Signatur(A) = Signatur(B).

Beweis. Wir beweisen den Satz fur k = C. Es seien 1, := Index(A) und m, =
Index(A) — Signatur(A). Entsprechend definieren wir lz und mg. Weiter seien
K1y ..., Kn die Eigenwerte von A und Ay, ..., A, die Eigenwerte von B. Wir numme-
rieren so, dass

Ky >0, p=T,..51la, kKu <0, p=1la+1,.yla+ma, Kk, =0, p=1la+ma+1,..,n,
}\M>O) l.l:],...,l]g, }\H<O’ }L:],B—l-],...,lg—{—mg, ?\u:O, u:lg+mg+1,...,n.

Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit A = Diag(ky,...,k,) und B =
Diag(Aq,...,An) annehmen.
Es sei S € GL,(C) eine Matrix mit

S*-A-S=B. (%)
16 James Joseph Sylvester (1814 - 1897), britischer Mathematiker.
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Es seien

Vo= (e, )y Voi=(€Lt1yemy latma )y Vo = (€Ltmatly ey n)s
und W, = (ey,...,, e, ). Man beachte

WeV{0): T-A-v>0,
WweV_aVy: v'-A-v<O0.

Aus diesen Bedingungen und (x) ergibt sich, dass (S- W, )N (V_ @& V,) = {0} und
daher 1z < l5. Aus Symmetriegrinden gilt auch 14 < 1z und daher 1, = 1.
Ebenso schlief3t man my = mg. [l

Satz [IV.7.2| und der Tragheitssatz von Sylvester 16sen das Normalformpro-
blem.

IV.8 Positiv definite Matrizen

Es seien n > 1 und A € Mat(n;R) eine symmetrische Matrix. Man nennt A
positiv bzw. negativ definit, wenn v'- A -v > 0 bzw. v'- A-v < 0 flir alle v € R™\ {0}
gilt. Ist fur alle v € R™ die Bedingung v' - A - v > 0 bzw. v' - A - v < 0 erfillt, dann
bezeichnet man A als positiv bzw. negativ semidefinite Matrix. Schlieflich ist
A indefinit, wenn Vektoren v,w € R" mit vt - A-v <0 < w'- A - w existieren.

Eine symmetrische Matrix A € Mat(n;R) lasst sich nach dem Spektralsatz
[V.6.8 tiber den reellen Zahlen mit Hilfe einer orthogonalen Matrix diagonalisie-
ren. Daraus folgert man z.B., dass A genau dann positiv definit ist, wenn alle
Eigenwerte von A positiv sind.

Bemerkung IV.8.1. Dasselbe Kriterium gilt fir eine hermitesche Matrix A €
Mat(n;C).

Der folgende Satz enthilt ein Kriterium fur Positivdefinitheit, das ohne die
Kenntnis der Eigenwerte auskommt.

Satz IV.8.2. Es sei A = (a,v)uv=1,.n € Mat(n;R) eine symmetrische Matrix. Ftir
k=1,...,n sei
Ay = (auv)u,v:L...,k € Mat(k>R)

Die Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn
vk e{l,...,n}: Det(Ay) >0.

Bemerkung IV.8.3. a) Da eine Matrix A € Mat(n;R) genau dann negativ definit
ist, wenn —A positiv definit ist, erhdlt man mit dem Satz auch ein hinreichendes
und notwendiges Kriterium fiir Negativdefinitheit.
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b) Man beachte, dass eine Matrix A € Mat(n;R) mit Det(A) # 0 entweder
positiv definit, negativ definit oder indefinit ist. In der Tat sind entweder alle
Eigenwerte von A positiv, oder alle Eigenwerte sind negativ, oder es gibt positive
und negative Eigenwerte, nicht aber den Eigenwert Null.

¢) Um ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir Positiv- bzw. Ne-
gativsemidefinitheit zu bekommen, reicht es nicht, die Determinanten Det(Ay),
k =1,...,n, zu betrachten. Als einfaches Beispiel moge die Matrix

(3)

dienen. Hier gilt vielmehr, dass eine Matrix A € Mat(n;R) genau dann positiv
semidefinit ist, wenn fiir jedes k € {1,...,n} und jedes Tupel s = (iy,...,1x) mit
1 <1 <--- <i <n die Bedingung

Det(Ag) > O> A§ = (aiuiv)u,v:h...,k’
erfullt ist. Fiir den Beweis verweisen wir auf [28], Abschnitt 7.6.
d) Das obige Kriterium ist bei der Untersuchung von differenzierbaren Funk-
tionen in mehreren Veranderlichen auf lokale Extremwerte interessant (s. [36],
7.4.2 Satz).

Beweis von Satz[IV.8.2 Wir tiberpriifen zunachst, dass das angegebene Krite-
rium notwendig ist. Wenn A positiv definit ist, existiert nach Satz [IV.7.2| eine
Matrix A € GL,(R) mit

S*“A-S=E,.
Also gilt
1
Det(A) = .
et{A) Det(S)?2 >0
Es sei weiter Vi := (ey,...,ex) und By = (ey,..., ex) die durchnummerierte Stan-

dardbasis, k = 1,...,n. Die Matrix Ay ist die Darstellungsmatrix des Skalarpro-
dukts

Vi x Vi — R
(v,w) — v Aw, k=1,..,1n.

Nach dem zuvor Beobachteten gilt Det(Ay) >0, k =1,...,n.

Der Nachweis, dass das Kriterium auch hinreichend ist, wird durch voll-
standige Induktion tber n erbracht. Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen. Im
Induktionsschritt n — n + 1 bemerken wir, dass A,, nach Induktionsvoraus-
setzung positiv definit ist. Es sei S € GL,(R) eine Matrix mit S'- A, -S = E,. Es

215



Kapitel IV. Euklidische und unitidre Vektorraume

gibt dann reelle Zahlen by, ..., b1, so dass

o
(@
2

A/ — S ‘A‘ S E — En
0 0 by
0 -+ 01 0 01 by b | bui
Wir setzen
—b,
T=| En b und b’ i=by, —bi— - — bl
0o - O\ 1
und berechnen
0
A/ . T — En E
0
by - by | b
sowie
0 0 0
THAL T = E. ol E. N E, :
0 0 0
by --- —an by .- bn\b’ o ... O\b’

Man beachte b’ = Det(T'- A’ - T) = Det(A’) = Det(S)? - Det(A) > 0. Aus dem
Tragheitssatz von Sylvester folgt, dass alle Eigenwerte von A positiv sind
und A deshalb positiv definit ist. O

4 -2 3
A= -2 2 -1 .
3 -1 5

Es gilt A; = (4) und Det(A;) =4 > 0. Man findet

Beispiel IV.8.4. a) Es sei

A, = ( _‘2‘ _i ) und Det(A,) =4 > 0.

SchlieBlich berechnet man Det(A) = 10. Nach Satz ist A positiv definit.
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b) Wir untersuchen

4 -2 —4

B=| -2 2 -1

-4 -1 5
Wie in a) gilt Det(B;) =4 > 0 und Det(B,) =4 > 0. Zu guter Letzt berechnet man
Det(B) = —32. Wegen der negativen Determinante kann die Matrix B nicht posi-

tiv semidefinit sein. Wegen der 4 links oben ist B auch nicht negativ semidefinit.
Die Matrix B ist also indefinit (vgl. Bemerkung b).
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Hilbertraume

In diesem kurzen Kapitel gewdhren wir einen ersten Einblick in die Theorie
der Hilbertraumd| tiber den komplexen Zahlen. Sie spielen z.B. in der Quan-
tenmechanik eine grofie Rolle. Ein detaillierte Einfiihrung in die Theorie der
Hilbertraume und die Operatoren zwischen ihnen enthalten die Bticher [43]
und [44]. Kapitel III in [42] diskutiert den Zusammenhang mit der Quantenme-
chanik aus mathematischer Perspektive.

V.1 Definitionen

Ein Préhilbertraum ist ein unendlichdimensionaler unitarer Vektorraum (V; (-,
-)). Ein Hilbertraum ist ein Prahilbertraum (V,(:,-)), der bzgl. der durch (")
induzierten Norm || - || (Satz [[V.3.5) vollstandig ist ([36], 2.1.6 Definition, c). In
der Theorie der Hilbertradume interagieren somit Analysis und lineare Algebra.

V.2 Der hilbertsche Folgenraum

Der in [40], Bemerkungen und Beispiele III.1.2, ii), eingefiihrte Vektorraum
Abb(N, C) ist der C-Vektorraum der Folgen komplexer Zahlen. Ein Element die-
ses Vektorraums notieren wir daher in der Form (z,)ney mit z, € C, n € N.
Skalarmultiplikation und Addition sind in dieser Notation gegeben durch

* VA € CV(zn)new € ABDB(N,C) 1 A+ (zn)nen = (A - Zn)nen,

INach David Hilbert (1862 - 1943), einem deutschen Mathematiker.
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* V(Wn)neN) (Zn)neN S Abb(N) (C) . (Wn)neN + (Zn)neN = (Wn + Zn)neN'

Wir erklaren

b= { (zuhnes € ABDNC) | Y[ < o0 )

k=0
Man bezeichnet eine Folge aus {, auch als quadratsummierbar.

Bemerkung V.2.1. In der Integrationstheorie kennt man das Analogon der qua-
dratintegrierbaren Funktionen ([21], Abschnitt 10.3).

Lemma V.2.2. Die Menge {, ist ein linearer Teilraum von Abb(N, C).
Beweis. Die Folge 0 = (z,)neny mit z, = 0, n € N, ist offenbar in {, enthalten.

Fur eine komplexe Zahl A und eine quadratsummierbare Folge (z,).ey gilt auf
Grund der ublichen Grenzwertregeln ([35], 2.6.8 Satz, ii), [38], II.1.3 Satz)

o0 o0 [e.o]
S hezl =Y ARzl =AY [zl < oo

Die Folge A - (zn)nen gehort somit ebenfalls ¢, an.
Es seien w,z € C. Dann gilt 0 < (jw|—|z|)? = W[* =2 [w|-|z| + |z|* und deswegen

2wl -z < Wl + [z (%)

Nun seien (Wp)nen, (zn)nen € 2. Wir schitzen wie folgt ab:

> etz < Y (wid + )’
k=0 k=0

[
M

(’Wk|2 + 2wy - [z + |Zk|2)

~
Il

0

INE
M

(2 SwF+ 2 |Zk|2)

k=0
< 2'Z|Wk|2+2'Z|Zk|2
k=0 k=0
< 00.
Damit ist (W, )nen + (zn)nen € {2 nachgewiesen. O

Im nachsten Schritt versehen wir {, mit einem Skalarprodukt.
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Lemma V.2.3. i) Fiir quadratsummierbare Folgen (wn)nen, (zn)nen € € konver-
giert die Reihe

Z Wy - Zx

k=0

absolut.
ii) Die Vorschrift

<','>Z€z X€2—>€2

o

((Wn)neN) (Zn)neN) — Z Wi - Zk
k=0

definiert ein Skalarprodukt auf (,.

Beweis. Wir weisen Teil i) nach und stellen Teil ii) der Leserin bzw. dem Leser
als Ubungsaufgabe. Es gilt

S Wzl =Y bkl £ 5 (Z il + Z |zk|2)
k=0 k=0

Dies ist die behauptete Aussage. ]
Satz V.2.4. Das Paar ({;,(-,-)) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Nach Lemma [V.2.3] ii), ist ({,, (-,-)) ein Prahilbertraum. Wir haben also
noch zu zeigen, dass {, bzgl der Norm ||-|| vollstandig ist. Es sei ((zX)nen)ren €ine
Cauchy-Folge in {,. Im ersten Schritt werden wir beweisen, dass (zX)cy far jede
naturliche Zahl n € N eine Cauchy-Folge in C ist. Da C bzgl. des komplexen
Absolutbetrags vollstandig ist, definieren wir (z,)ney mit z, = hm zk, n e N.

k—o0

Im zweiten Schritt verifizieren wir, dass (z,)nen € &. Im abschheﬁenden dritten
Schritt wird tiberpruft, dass ((zK)nen)ren gegen (z,)neny Konvergiert.
Schritt 1. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung gibt es eine naturliche Zahl ko, so
dass
Vi, v > kot [[(Z8)nen — (z0)nen]| < e.

Fir ny € N ist offensichtlich die Unglelchung
l2h, — 20 < Z 2h — 2 = | (Zdnew — (z0nen ||

erfullt, und wir schlieffen
iy v > kot zh —zy | <e.
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Schritt 2. Es seien (z, ),y die im Uberblick tiber den Beweis definierte Folge
und ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert eine nattirliche Zahl k,, so dass

oo
Y, v > Ko : leﬁ—zﬁlz < —
o

Insbesondere gilt

¢2
VA € NV, v > Ko : ZIZPL <—

Wir bilden nun den Grenzwert v — oo und nutzen die Monotonie des Grenz-
werts ([35], 2.2.18 Satz) aus, um

A 2

£

A e NVu > kg : b, P <
YA € NV > ko Z!zn zl <

zu schliefSen. Daraus folgt

N

Yu>ko: o ||(Z8)nen — nEN” = Z 2l —zn [ <

so dass
Yu>ko:  ||(Z8)nen — (zZn)nen|| < % <.
Insbesondere gilt (20)nen — (z4)nen € b. Wegen (z5),ex € & gilt auch
(Zn)nen = (282 )nen — (252 )nen — (Zn)nen) € Lo
Schritt 3. Im zweiten Schritt haben wir bereits gesehen, dass
Ve > 0dkg € NVu > ko : H(zﬁ)neN — (zn)neNH < €.

Dies ist die Bedingung, dass ((zX)nen)ken gegen (z, )neny konvergiert. O

Der Hilbertraum (£, (-,-)) wir als hilbertscher Folgenraum angesprochen.

V.3 Hilbertbasen

In [40], Aufgabe 11.3.7, b), haben wir bereits den linearen Teilraum
Abb'(N,C) := { (zn)nen|zn =0 fiir fast allen € N }
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eingefihrt und gezeigt, dass {e(k) |k € N} mit e(k) = (e(k)n)ney und e(k), = dxn,
k,n € N, eine Basis fir Abb’(N, C) ist. Offenkundig gilt Abb’(N,C) C {,. Damit
ist {e(k) |k € N} eine linear unabhéngige Teilmenge von {,. Da weiter

Vi, v e N: <e(u),€(\/)> :6m/>
ist {e(k) |k € N} sogar ein Orthonormalsystem. Schlieflich beachte man

Vk € NV(zn)nen : <e(k)) (Zn)neN> = Zk. ()

Informell konnen wir also

(an)nEN = Z<€(k), (Zn)n€N> : €(k)
k=0

schreiben.

Aufgabe V.3.1. Beweisen Sie, dass fur (z,)nen € (; die unendliche Reihe ) (e(k),
k=0

(zn)nen) - e(k) in der durch (-, -) definierten Norm || - || gegen (z,)nen konvergiert.

Ist schlieBlich (zy)keny = D_ Ak - e(k) eine konvergente Reihe, dann gilt Ay = z,,

k=0
k € N, auf Grund von (x4). Die Koeffizienten Ay, k € N, sind somit eindeutig be-
stimmt. Angesichts dieser Eigenschaften nennt man {e(k)|k € N} eine Hilbert-
basis fur ({,(-,-)). Ein Hilbertraum, der eine abzdhlbare Hilbertbasis besitzt,
wird separabel genannt. Jeder separable Hilbertraum ist zu (£, (-, -)) isomorph.
In der Quantenmechanik wird mit separablen Hilbertrdumen gearbeitet [42],
Kapitel III, Axiom 1.
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Spektralsatz, [158| [205] 211] 214]
spezielle
orthogonale Gruppe, [194]
unitare Gruppe,
Sphare,
Einheits—, [135
Eulercharakteristik der —,
Spiegelung,
Spur,
stabil,
Standardbasisvektor,
Standardsimplex,
Standardskalarprodukt, [157], [159] [163]
Startpunkt, [9]
eines orientierten Kantenzugs, [S6|
eines Pfeils, [9]
stereographische Projektion,
sternformiger Kocher,

stetig,
e Abbildung,
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Nicht jede bijektive — — ist ein
Homoéomorphismus,
Strecke,
Strichcode, [32] 54,
Stufenwinkel,
Summe
direkte —

von Darstellungen,

von Vektorraumen,

orthogonale —, [174],

von Teildarstellungen,
surjektiv,

Sylvester, [157],

Tragheitssatz von —, [I57],
Symmetriegruppe, [157]
symmetrisch

e Bilinearform, [160],

positiv definite — —, [162
e Matrix, [160] [164], [204]
Vektorraum der —n —en,

e Sesquilinearform, (164
System

Orthogonal—,

Orthonormal—, [174]

von linearen Differenzialgleichun-

gen erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten,
Losung eines —,
von linearen Differenzialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten,
von orthogonalen idempotenten Ele-

menten, [19]

tail, [9]

Teildarstellung,
Durchschnitt von —en,
Summe von —en,

Teilkocher,

Teilmenge

offene —,
Teilraumtopologie, [80}
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Topologie,
euklidische —,
Quotienten-—, [94],
Teilraum-—, [80|,
topologisch
e Datenanalyse, (104
er Raum, [64],
Simplex als — —,
Triangulierung eines —n —s,
Torus, [92]
Eulercharakteristik des —,
Homologie des —,
offene Teilmenge des —,
Triangulierung des —, [95]
Trager, [11] [17] 25,
einer Darstellung, [11] [17]

eines geometrischen Simplizialkom-
plexes,
Tragheitssatz von Sylvester, [157],
Transformationsformel, [166],
Transposition,
Triangulierung, 53], [56|
Anzahl der —en eines Kreispoly-
gons,
der kleinschen Flasche,
des Torus,
eines Polygons, [56|
en von Polygonen und bindre Baume,
611

unabhangig
affin —,
Ungleichung
Cauchy-Schwarz- —, [17

—

Cauchy-Schwarz- —,
unitar
e Matrix,

N

er Endomorphismus, |19
er Isomorphismus, (193
er Vektorraum,
spezielle —e Gruppe,
universelle Eigenschalft, |47

EF
N

unverkurzbarer Weg,
unzerlegbare Darstellung, [17]

Vektorprodukt, [I80|
mehrfaches,
Vektorraum

der Bilinearformen,

der hermiteschen Matrizen,

der Sesquilinearformen, (166

der simplizialen Ketten,

der symmetrischen Matrizen, |162

direkte Summe von —en,

euklidischer —, [169

Kategorie der —e tiber einem Korper,

(44
Kategorie der endlichdimensiona-
len —e Uber einem Korper,
normierter —,

unitarer —, [169|
verallgemeinerter Eigenraum, [123
verbindbar,

e Knoten, [4],
Verbindungsstrecke,
Vergissfunktor,

Verkntipfung von Morphismen in ei-
ner Kategorie,
vertex, [2]
Vieleck, [54],
regelmégiges,
Vielfachheit

algebraische — eines Eigenwerts,

einer Nullstelle,
Viereck,

Vietoris, [99|

—Ripsfiltrierung,
vollstandig, [137]

e Dimension,

Volumen eines Parallelotops, [190]

Wachterproblem,
Weg, 3]
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eulerscher —, [4], [9]
geschlossener —,
unverkurzbarer —,
wilder Kocher,
Winkel,
Wurzel,
eines bindren Baums, [59|

zahmer Kocher,
Zeilenstufenform,
zugrunde liegender

abstrakter Simplizialkomplex,

Graph,
zulassige Folge,

zusammenhangend, 4] [87]
er Graph,
er Kocher,
Zusammenhangskomponente, 4], 27,
93l
Zweieck,
zweiseitiges Ideal,

Zyklus, [73]
orientierter —,
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