Ubungen zur Vorlesung ,, Lineare Algebra 1"
Wintersemester 2021/2022
A. Schmitt

Ubungsblatt 7
Abgabe: Bis Mittwoch, den 15.12.2021, 8 Uhr.

Aufgabe 1 (Eine Triangulierung des Dreiecks; 9 Punkte).
Es seien k ein Korper und (V, K) der abstrakte Simplizialkomplex, der dem folgenden
geometrischen Simplizialkomplex .~ zugrunde liegt:

Po

P1 P2

P3 P4 Ps.

Berechnen Sie H,(K,k), ¢ =0,1,2.

Aufgabe 2 (Null- und eindimensionale simpliziale Homologie; 5+5+5 Punkte).

Es sei (V, K) ein abstrakter Simplizialkomplex.

a) Zeigen Sie, dass Hy(K, k) # 0 gilt.

b) Es seien ip, i; € {0,...,n }. Beweisen Sie, dass die Klasse von (v;, ) — (vj,) in Hy(K, k)
genau dann null ist, wenn es einen orientierten Kantenzug k mit Startpunkt v;, und
Endpunkt v;, gibt.

c) Beweisen Sie, dass jeder 1-Zyklus @ € Z;(K) eine k-Linearkombination von orien-
tierten Kantenziigen ist.

Aufgabe 3 (Abstrakte Simplizialkomplexe; 3 Punkte).

Es seien N > 1 eine natiirliche Zahl, V C R" eine endliche Teilmenge und 6 > 0
eine reelle Zahl. Zeigen Sie, dass das in der Vorlesung definierte Paar (V,K(J)) ein
abstrakter Simplizialkomplex ist.

Aufgabe 4 (Geometrische Simplizialkomplexe; 3 Punkte).
Es seien N > 1, ¢p := 0 und ey, ..., ey die Standardbasisvektoren von RY. Wir setzen

A= {Ay(eiy,-vi) [g=0,.. . NANO<ig<--- <ig<N}.

Diese Menge besteht aus dem N-Simplex Ay(eg,eq,...,ey) und allen seinen Seiten.
Uberpriifen Sie, dass es sich bei .# in der Tat um einen geometrischen Simplizial-
komplex handelt.



Aufgabe 5 (Die kleinsche Flasche I; 10 Punkte).

Die kleinsche Flasche entsteht, indem man
Zeichnung angegeben identifiziert.

die Kanten eines Rechtecks wie in der

3

=,

Bestimmen Sie eine Triangulierung von F.

Bonusaufgabe 1 (Die kleinsche Flasche II;

|~

10 Bonuspunkte).

Berechnen Sie die Homologiegruppen der kleinschen Flasche mit der Triangulierung
aus der vorigen Aufgabe. Welche Eulercharakteristik hat die kleinsche Flasche?
Bemerkung. Sie diirfen fiir IThre Berechnung einen Computer verwenden. Sie miissen

Ihre Berechnungen aber geeignet dokumentieren.



