
Übungen zur Vorlesung
”
Lineare Algebra II“

Wintersemester 2021/2022

A. Schmitt

Übungsblatt 14 (Bonusblatt)
Abgabe: Bis Mittwoch, den 16.2.2022, 8 Uhr.

Aufgabe 1 (Nilpotente symmetrische Matrizen; 6+4 Bonuspunkte).
a) Es sei n≥ 1. Über die Matrix A ∈Mat(n;R) sei bekannt, dass sie symmetrisch und
nilpotent ist. Beweisen Sie A = 0.
b) Konstruieren sie eine Matrix B ∈Mat(2;C), die symmetrisch, nilpotent und nicht
null ist.
Bemerkung. Aus den angegebenen Eigenschaften kann man ableiten, wie B aussehen
muss.
Aufgabe 2 (Zwei Skalarprodukte; 9 Bonuspunkte).
Es seien V ein endlichdimensionalerR-Vektorraum und 〈·, ·〉 und (·, ·) zwei Skalarpro-
dukte auf V . Es gelte

∀v,w ∈V : 〈v,w〉= 0 =⇒ (v,w) = 0.

Beweisen Sie, dass es eine positive reelle Zahl λ ∈R>0 gibt, so dass

∀v,w ∈V : (v,w) = λ · 〈v,w〉.

Aufgabe 3 (Diagonalisierung; 9 Bonuspunkte).
Es sei

A :=

 1 −1 −2
−1 3 6
−2 6 16

 ∈Mat(3;R).

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S ∈ O(3), so dass

S ·A ·St

eine Diagonalmatrix ist.
Aufgabe 4 (Der symmetrische Gaußalgorithmus; 8+4 Bonuspunkte).
a) Es sei A ∈Mat(n;R) eine symmetrische Matrix. Man bilde die Matrix

(A|En) ∈Mat(n,2n;R).

Man führe nun an der Matrix A sukzessiv Zeilenumformungen und zu jeder Zeilenum-
formung die entsprechende Spaltenumformung aus, bis die Matrix Diagonalgestalt D
hat. Gleichzeitig führe man an der Einheitsmatrix nur die Zeilenumformungen aus.
Man erhält

(D|S) ∈Mat(n,2n;R).
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• Zeigen Sie, dass S ·A ·St = D gilt.

• Warum ist es möglich, A wie geschildert durch Zeilenumformungen und ent-
sprechende Spaltenumformungen auf Diagonalgestalt zu bringen?

• Wieso werden an der Einheitsmatrix nur die Zeilenumformungen ausgeführt?

• Was ändert sich, wenn man an der Einheitsmatrix nur die Spaltenumformungen
durchführt?

Bemerkung. Das geschilderte Verfahren heißt symmetrischer Gauß-Algorithmus.
b) Wenden Sie den symmetrischen Gauß-Algorithmus auf die Matrix A aus Aufgabe 3
an. Wie sieht die Matrix S aus? Ist sie orthogonal?
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