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0 Identit�aten und Abk�urzungen0.1 Vektoridentit�aten und Theoreme der IntegrationFolgende Vektoridentit�aten und Theoreme der Integration werden oft gebraucht (Quelle: Jackson):J1) a � (b� c) = b � (c� a) = c � (a� b)J2) a� (b� c) = (a � c)b� (a � b) cJ3) (a� b) � (c� d) = (a � c) (b � d)� (a � d) (b � c)J4) r�r = 0J5) r � (r� a) = 0J7) r� (r� a) = r (r � a)�r2aJ8) r�  a = a � r +  r � aJ9) r(a � b) = (a � r)b+ (b � r) a+ a � (r� b) + b� (r� a)J10) r � (a � b) = b � (r� a) � a � (r� b)J11) r� (a � b) = a (r � b)� b (r � a) + (b � r) a� (a � r)bSei V ein Volumen mit Rand S, dessen Normalvektor n nach aussen gerichtet ist, dann giltJ12) ZV dV r �A = ZS dS n �A (Gauss)Sei S eine o�ene Ober
�ache mit Normalvektor n und Rand C, wobei ein Linienintegral entlang Crechtsh�andig bez�uglich n orientiert sei. Dann giltJ13) ZS dS n � (r�A) = ZC dl �A (Stokes).0.2 Abk�urzungenA&A Astronomy and AstrophysicsApJ Astrophysical JournalEMK Elektromotorische KraftFD Fast DynamoFOSA First Order Smoothing ApproximationGAFD Geophysical Astrophysical Fluid DynamicsKS KonvektionsschichtMF Mean FieldMNRAS Monthly Notices of the Royal Astronomical SocietyOS Overshootschicht
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1 Magnetfeld von Sonne und Erde1.1 Magnetfeld der Sonne1) Das Magnetfeld (B) in der Sonne ist nicht direkt messbar; auf der Sonnenober
�ache ist B sehrunregelm�assig verteilt: w�ahrend eines Sonnenmaximums ist B � 0:1 T in <� 1% der Ober
�ache(Flecken + network = Muster bestehend aus magnetischen Elementen (Flussr�ohren) entlangdie Grenzen der Granulation) und B <� 10�4 T auf der �ubrigen Ober
�ache;2) Die H�au�gkeit der Sonnen
ecken variiert zyklisch mit einer Periode von etwa 11:1 Jahren,auch Schwabe-Zyklus genannt (Entdecker: der Apotheker Heinrich Samuel Schwabe in 18431)(Abb. 1; aus Kippenhahn 19942). Nach jedem Schwabe-Zyklus kehrt die Polarit�at des Feldesum; so entsteht der 22.2-j�ahrige magnetische Zyklus (auch Hale-Zyklus genannt).

Abbildung 1: J�ahrliche Sonnen
eckenzahl R (Kippenhahn 1994)3) Schmetterlingsdiagramm (Abb. 2; aus Zirin3): Sonnen
ecken sind verteilt in zwei G�urtelnentlang den �Aquator, die w�ahrend des Zyklus zuerst breiter und dann schmaler werden,wobei die mittlere Breite der Flecken sich zum �Aquator bewegt (Breitenwanderung derSonnenaktivit�at).4) Hale'sche Gesetze: Sonnen
ecken treten meistens in bipolaren Paaren auf, wobei die f�uhren-den Flecke (bez. der Rotation) auf jeder Halbkugel fast ausnahmslos die gleiche Polarit�athaben aber eine unterschiedliche f�ur N und S. Joy'sche Gesetz: die Achse zwischen den beidenFlecken eines bipolaren Paares macht einen kleinen Winkel mit dem �Aquator von etwa 10o,leicht abh�angig von der Breite und von der Phase des Zyklus (Abb. 3; aus Hoyng 19924).5) Amplitude (R= Sonnen
eckenzahl) und Zyklusdauer (P ) der magnetischen Sonnenaktivit�atvariieren (R bis zu � 100%; P bis zu � 10%) und sind schwach antikorreliert.1Schwabe, H.S., 1843, Astron. Nachr. 202Kippenhahn, R., 1994, Discovering the Secrets of the Sun, John Wiley & Sons, Chichester3Zirin, H., 1989, Astrophysics of the Sun, Cambridge University Press4Hoyng, P., 1992, in The Sun, a Laboratory for Astrophysics, J.T. Schmelz und J.C. Brown (Her.), Kluwer,99-138 1



Abbildung 2: Schmetterlingsdiagramm (Zirin 1989)
Abbildung 3: Bipolare Fleckenpaare; magnetisches network; Hale'sche Gesetze (Hoyng 1992)6) Neben dieser gew�onlichen Variabilit�atwar die magnetische Aktivit�at auch manchmal sehr vielgeringer, z.B. dasMaunderminimum (� 1645�1715). Aus Messungen der B-korrelierten 14C-Konzentration in datierbaren Holzproben geht hervor dass die Sonne sich vielleicht 20%-30%ihrer Zeit in einer solchen Phase (typische Dauer 100-300 Jahre) befunden hat5 (Abb. 4). Weil14C etwa 40 Jahre in der Erdatmosph�are bleibt bis es von B�aumen und P
anzen aufgenommenwird, ist in der 14C-Konzentration der 11-j�ahrige Sonnenzyklus kaum wahrnehmbar, nur dielangsamen Variationen. Die 10Be-Konzentration in Eisschichten aus Gr�onland dagegen zeigtdeutlich den Sonnenzyklus, weil 10Be nur wenige Jahre in der Atmosph�are bleibt bis es inNiederschl�agen den Erdboden erreicht6 (Abb. 5).7) Eine Zerlegung des radialen Magnetfeldes auf der Sonnenober
�ache in Kugelfunktionen,Br = 1X̀=0 X̀m=�` cm̀(t)Y m̀(�; �); (1)(Abb. 6; aus Sten
o und G�odel 19887) zeigt dassa) antisymmetrische Modes (bez. des �Aquators; ` ungerade) viel st�arker sind als sym-metrische (` gerade), was vielleicht nur eine Ausdr�uckung der strengen Einhaltung derHale'schen Gesetze ist;b) die Feldkomponenten mit ` ungerade fast nur eine Periode von etwa 22 Jahren haben,w�ahrend die Feldkomponenten mit ` gerade diese Periode kaum aufweisen (nicht zusam-men mit dem Sonnenzyklus variieren).5Stuiver, M. und Braziunas, T.F., 1988, in Secular Solar and Geomagnetic Variations in the Last 10,000 Years,Her. F.R. Stephenson und A.W. Wolfendale, NATO ASI 236, Kluwer, Dordrecht6Beer, J. et al, 1994, in The Sun as a Variable Star: Solar and Stellar Irradiance Variations, Her. J.M. Pap, C.Fr�ohlich, H.S. Hudson und S.K. Solanki, Cambridge University Press, S. 291-3507Sten
o, J.O., G�odel, M., 1988, A&A 191, 137-48 2



Abbildung 4: 14C-Konzentration in organischem Material. Die rechts angedeuteten positiven Aus-weichungen sind das Maunderminimum (rechts) und das Sp�orerminimum (links) (Stuiver undBraziunas 1988)8) Magnetische Aktivit�at wird auch in sonnen�ahnlichen Sternen beobachtet (durch Intensit�ats-messungen von B-korrelierten Spektrallinien8 (Abb. 7). Die wichtigsten Ergebnisse sind:a) In Hauptreihensternen (wie der Sonne) wird magnetische Aktivit�at nur beobachtetim Massenbereich wo stellare Modelle die Existenz einer konvektiven Schicht an derSternober
�ache vorhersagen.b) Man unterscheidet 
ache (F), langsam variierende (L), unregelm�assige (U) und zyklischeAktivit�at (Z). Sterne der Klassen F, L, Z (darunter die Sonne) haben geringere Aktivit�atals die der Klasse U, rotieren vergleichsweise langsam und sind alt (Korrelation zwischenAlter, Rotation und Aktivit�atslevel).c) Die Periode der Z-Sterne ist typisch PZyk � 7� 20 Jahre und ist schwach korreliert mitder Rossby-Zahl Ro = Prot=�c, das Verh�altnis der Rotationsperiode und der konvektivenTurnoverzeit: PZyk / Ro�1.8Baliunas, S.L. et al, 1995, ApJ 438, 269
Abbildung 5: 10Be-Konzentration in Eisschichten (Beer et al 1994)3



Abbildung 6: Zerlegung des radialen Magnetfeldes auf der Sonnenober
�ache in Kugelfunktionen(Sten
o und G�odel 1988)
Abbildung 7: Magnetische Aktivit�at in sonnen�ahnlichen Sternen. Jede Abbildung enth�alt Stern-namen, Farbindex B � V und eine Klassi�zierung der Aktivit�atskurve (Baliunas et al 1995)1.2 Magnetfeld der Erde1) Eine Zerlegung des Magnetfeldes auf der Erdober
�ache (wie ein Potentialfeld, d.h. de�niertdurch J = r�B=�0 = 0, B = �r	),	 = R 1X̀=1 X̀m=0"� rR��`�1ngm; int` cosm�+ hm; int` sinm�o+� rR�`ngm; ext` cosm� + hm; ext` sinm�o#P m̀(cos �); (2)wo R = 6400 km der Erdradius ist, erlaubte zuerst Gauss (1838) festzustellen dass dasMagnetfeld innerhalb der Erde erzeugt wird (jgm; int` j, jhm; int` j � jgm; ext` j, jhm; ext` j). Die Be-stimmung dieser Koe�zienten durch Inversion erfordert Messungen der drei Feldkomponen-ten B = �r	 ) (Br ; B�; B�) = ��@	@r ; 1r @	@� ; 1r sin � @	@� � (3)auf einer Anzahl von Orten, die abh�angt vom h�ochsten Wert ` der noch bestimmt werdensoll. Ab jetzt werden die Bezeichnungen 'ext' und 'int' weggelassen weil immer 'int' gemeint4



Abbildung 8: Ort des magnetischen Nordpols (Merrill und McElhinny 1989)sein wird.2) Das Magnetfeld auf der Erdober
�ache wird dominiert vom Dipolfeld (` = 1):B1(R) � 3 � 10�5 T und BRest(R) � 0:25B1.3) Das magnetische Dipolmoment der Erde m wird de�niert durchB1 = �rm � rr3 (r � R) ) m = R3�� g11ex � h11ey + g01ez� (4)(verwende P 01 (�) = cos �, P 11 (�) = � sin � und n = ex sin � cos� + ey sin � sin� + ez cos �).Die Dipolkoe�zienten (gemessen in T) betrugen in 1980g01 = �3:0 � 10�5; g11 = �1:95 � 10�6; h11 = 5:634 � 10�6: (5)Es folgt m = jmj � 8 � 1022 A m2. Die Dipolachse macht einen Winkel � � 11o mit derRotationsachse 
 (tan � = [(g11)2 + (h11)2]1=2=g01). Beobachtungen bez. des Dipolmomentes:a) m wandert st�andig um die Rotationsachse, bleibt gemittelt aber parallel zu 
 (Abb. 8).Auch der Betrag jmj variiert (z.B. �7% in den letzten 100 Jahren; siehe Abb. 9).b) Umpolungen des Erdfeldes: innerhalb kurzer Zeit (103�104 Jahre) und auf unregelm�ass-igen Zeiten (typisches Intervall zwischen zwei Umpolungen etwa 5 �105 Jahre) ver�andertm seine Orientierung um etwa 180o (siehe Abb. 10);c) Das Nicht-Dipolfeld BRest bewegt sich um 0:18o j�ahrlich westw�arts relativ zum Dipol-feld.4) Die Erde besteht aus einem geleitenden metallischen (haupts�achlich Fe) Kern (Radius 3500km) und einem nicht-geleitenden (haups�achlich Si) Mantel (Dicke 2900 km). Der Kern bestehtaus einem festen innneren Kern (Radius 1400 km) und einem 
�ussigen �ausseren Kern (Dicke2100 km). Rezente seismologische Messungen haben ergeben dass der innere Kern um etwa2-3o pro Jahr schneller dreht als der �aussere Kern9.9Song, X., Richards, P.G., 1996, Nature 382, 221 und Su, W., Dziewonski, A.M., Jeanloz, R., 1996, Science 274,1883-7 5



Abbildung 9: Dipolmoment jmj des Erdmagnetfeldes (Merrill und McElhinny 1989)

Abbildung 10: Polarit�at des Erdmagnetfeldes (Merrill und McElhinny 1989)6



2 Magnetohydrodynamik und das Dynamoproblem2.1 Von den Maxwellgleichungen zur MHDDie Maxwellgleichungen f�ur die elektromagnetischen Felder E und B lauten in MKS-Einheiten:r� E = �@B@t (Maxwell-Faraday) (6)r�B = �J+ ��@E@t (Maxwell-Amp�ere) (7)r �B = 0 (8)r �E = q=�: (9)Bemerkungen:1) Im MKS-System wird das elektrische Feld E gemessen in V m�1, das Magnetfeld B in tesla(T) oder Wb m�2, die Stromdichte J in A m�2 und die elektrische Ladungsdichte q in C m�3.2) � = �0 = 4� � 10�7 H m�1 (=Wb A�1m�1=V s A�1) ist die Permeabilit�at des Vakuums;� = �0 = 8:854�10�12 f m�1 ist die dielektrische Konstante; c = (�0�0)�1=2 = 2:998�108m s�1ist die Lichtgeschwindigkeit.3) In einem Inertialsystem das mit relativer Geschwindigkeit u bewegt werden Felder E0 undB0 wahrgenommen, die durch die Lorentztransformation mit E und B zusammenh�angen[
 = (1� �2)�1=2, � = u=c]:E0k = Ek; E0? = 
 (E? + u�B)B0k = Bk; B0? = 
nB? � u� Ec2 o (10)Der Term �0�0 @E=@t in der Maxwell-Amp�ere-Gleichung wird Verschiebungsstrom genannt. Dierelative Gr�osse dieses Terms in Vergleich zur linken Seite kann man wie folgt absch�atzen: verwendejrj � 1=L, j@=@tj � 1=T , L=T � u und E=B � u wegen (6), so dass��� 1c2 @E@t ���=jr�Bj � EB uc2 � �2: (11)In der MHD-Ann�aherung werden dieser und andere Terme von relativer Gr�osse �2vernachl�assigt. Die Konsequenzen sind:1) Gleichung (7) reduziert zur�B = �0J: (12)In der MHD gibt es daher keine elektromagnetische Wellen mehr.2) Aus (6) folgt r � J = �@q=@t = 0 (Ladungserhaltung) ) q � 0 (Neutralit�at).3) Die Lorentztransformationen f�ur E, B und J reduzieren zuE0 = E+ u�B (13)B0 = B ) J0 = J (14)Zu den Maxwellgleichungen kommt noch das Ohmsche Gesetz,J0 = �E0 ) J = �(E+ u�B): (15)Bemerkungen:1) � ist die elektrische Konduktivit�at (
�1 m�1).2) (15) ist ein fenomenologisches Gesetz das nur g�ultig ist wenn innerhalb eines f�ur unserProblem typischen Zeitintervalls 2�=! gen�ugend Kollisionen zwischen den geladenen Teilchenstatt�nden, also Kollisionsfrequenz � � !. Wenn dies nicht der Fall ist, entsteht Ladungs-trennung (Bereich der Plasmaphysik). 7



3) Durch (15) wird auch r �E festgelegt und ist (9) �uber
�ussig geworden.Durch Substitution erh�alt man aus den 'pr�a-Maxwell'-Gleichungen (6, 8, 12 und 15) die MHD-Induktionsgleichung:@B@t = r� (u�B� �r�B); (16)wo � = (�0�)�1 [m2 s�1] die magnetische Di�usivit�at ist. Falls � konstant ist, gilt@B@t = r� (u�B) + �r2B (� konstant). (17)Zu der Induktionsgleichung kommen noch die hydrodynamischen Gleichungen f�ur ein nichtrelati-vistisches Gas:@�@t = �r � (�u) (Kontinuit�at) (18)�dudt = �rp+ �g + flor + fvisk (Navier-Stokes) (19)�dedt = p� d�dt +r � �rT + � (Energieerhaltung) (20)Bemerkungen:1) ddt = @@t + u � r ist die materielle Ableitung.2) in einemKoordinatensystem das mitWinkelfrequenz
 rotiert entstehen auf der rechten Seitevon (19) die zus�atzlichen Terme �2
 � u (Corioliskraft) und (
 � r)2=2 (Zentrifugalkraft).3) die Lorentzkraft ist flor = qE + J� B � J �B, denn jqEj=jJ�Bj � �0�0E2=B2 � �2 (9).Eine alternative Ausdr�uckung lautet [verwende 12, 8 und B� (r�B) = rB2=2� (B �r)B(J9)]:flor;i = rjmij ; mij = 1�0nBiBj � 12B2�ijo: (21)m ist der magnetische Spannungstensor. Der erste Teil beschreibt Spannungskr�afte (Kompo-nenten von (B�r)B=�0 die k B sind) und Kr�ummungskr�afte (Komponenten von (B�r)B=�0die ? B sind); der zweite Teil ist der magnetische Druck.4) die visk�ose Kraft ist fvisk;i = rj�ij, wo�ij = � (� � 2�=3) �ijr � u+ ��nrjui +riujo: (22)� ist der Viskosit�atsspannungstensor; � [m2 s�1] ist die kinematische Viskosit�at und �[m2 s�1] ist die bulk-Viskosit�at.5) e [J kg�1] ist die interne Energie; � [J m�1 s�1 K�1] ist die thermische Konduktivit�at.6) � enth�alt die verschiedenen Energiequellen wie zugef�uhrte W�arme und Dissipation von kine-tischer und magnetischer Energie.7) Die Energiedichte des elektrischen Feldes ist �0jEj2=2 � �0u2B2=2 = �2B2=2�0 und kann inder MHD vernachl�assigt werden gegen�uber der magnetischen Energiedichte.
8



2.2 De�nition des DynamoproblemsGleichungen (16,18-20) bestimmen zusammen das Magnetfeld im Dynamo. Bemerkungen undRandbedingungen:D1) die geleitende Fl�ussigkeit (Plasma) be�ndet sich in einem endlichen Volumen V mit Rand S;der Aussenbereich V̂ = R3=V ist ein Isolator ) in V gilt (16), in V̂ gilt J = 0;D2) B wird v�ollig in V erzeugt: B ! r�3 f�ur r!1;D3) u ist regul�ar (z.B. riuj endlich und RV dV �u2=2 endlich f�ur alle t) und n � u = 0 auf S;D4) B ist kontinuierlich �uber S (kein Ober
�achenstrom auf S).Die magnetische Energie des Dynamofeldes istM (t) = 12�0 ZV[V̂ dV B2: (23)Das Dynamoproblem ist dann so de�niert: gibt es L�osungen von (16,18-20) mit der Eigen-schaft limt!1M (t) 6= 0? Im dynamischen Fall werden die (nichtlinearen) Gleichungen (16,18-20)konsistent gel�ost. Im kinematischen Fall wird u vorgeschrieben und wird nur die Induktionsgleich-ung (16) gel�ost, die dann linear ist.
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3 Scheibendynamo3.1 KinematischAls anschauliches mechanisches Beispiel f�ur Dynamowirkung betrachten wir den Scheibendynamo.Betrachte zuerst eine geleitende Scheibe ohne Verbindungsdraht in der Anwesenheit eines vertikalenexternen Magnetfeldes B = B0ez. Wenn die Scheibe sich dreht mit Frequenz 
 dann entsteht imrotierenden System der Scheibe ein Elektrisches Feld E0 = u �B = 
rB0 e� � ez = 
rB0 er, sodass ein Strom von der Achse zur Rand 
iesst (bis sich durch Ladungstrennung ein elektrischesFeld der Gr�osse �E0 gebildet hat). Wenn man jetzt eine geleitende Verbindung zwischen Randund Achse anlegt, 
iesst ein Strom I. Dieser Strom erzeugt ein zus�atzliches Magnetfeld, das durchgeschickte Orientierung des Drahtes das urspr�ungliche verst�arken kann, wie in Abb. (11a). Dasauferlegte Feld wird dann nur gebraucht als Saatfeld und darf in�nitesimal klein sein.
Abbildung 11: a) Scheibendynamo b) Stromkreis des ScheibendynamosDie Spannung zwischen Achse und Rand folgt aus dem Induktionsgesetz. Sei d�1 dermagnetische Fluss im Scheibensegment dS (Abb. 12) und �s = BS = MI der magnetische Flussin der Scheibe (M ist die Induktivit�at). Es folgt d�1 = B � dS = �BS
dt=2� = �MI
dt=2�, sodass die induzierte elektromotorische Kraft (EMK)10Vemk = �d�1dt = 
MI2� (24)betr�agt. Ebenso folgt f�ur die Spannung im Spuhl (magnetischer Fluss �2 = LI; L ist die Selbst-induktion des Spuhles)Vsp = �d�2dt = �LdIdt : (25)

Abbildung 12: EMK der Scheibe10In der Dynamotheorie wird, anders als �ublich in der Elektrodynamik, oft u� B als EMK bezeichnet10



Um den Strom I zu bestimmen wenden wir das Kirchho�'sche Gesetz an (Abb. 11b):Vemk + Vsp = RI: (26)Es folgtLdIdt = �M
2� � R�I ) I(t) = I(0) expnRL�M
2�R � 1� to: (27)Abh�angig von den Parametern erhalten wir eine exponentiell wachsende oder ged�ampfte L�osung.Es �nden in diesem Dynamo aber keine Umpolungen des Stromes statt. Wichtige Eigenschaftendie auch bei kosmischen Dynamos zur�uckkehren sind:1) Dynamowirkung erfordert dass eine dimensionslose Dynamozahl eine Schwelle �uberschreitet:in diesem FallM
=2�R � 1;2) Der Scheibendynamo funktioniert nur mit einem Schleifkontakt (di�erentielle Rotation);3) Die Anordnung muss einen bestimmten Schraubensinn haben.3.2 DynamischDie lineare Behandlung des Scheibendynamos f�uhrt zu exponentiellem Wachstum von I wenndie Dynamozahl superkritisch ist. In Wirklichkeit spielt die nicht-lineare Lorentzkraft eine immergr�ossere Rolle wenn I anw�achst und dies f�uhrt laut dem Lenz'schen Gesetz zu einem entgegen-gesetzten E�ekt (Abb. 13): die Lorentzkraft J�B bremst die Rotation ab. Betrachte die Gleichung
Abbildung 13: Die Lorentzkraftf�ur das Drehmoment der Scheibe,Cd
dt = G+Mlor; (28)wo C das Tr�agheitsmoment der Scheibe, G das auferlegte (konstante) Drehmoment und Mlor dasMoment der Lorentzkraft sind. Wenn die Scheibe d�unn ist (Dicke d; Radius D � d), gilt r ? B,so dass [verwende (J2)] r� (J�B) = �rJB ez, wo r der Abstand zur Achse und J = I=2�rd dieStromdichte sind. Es folgtMlor = ZV dV r� (J�B) = � Z D0 dr rIBez = �D2IB2 ez = �MI22� ez; (29)wo �D2B = �s =MI und dV = 2�rd dr substituiert worden sind. Gleichung (28) lautet jetztCd
dt = G� M2�I2: (30)Es gibt jetzt keine unbeschr�ankt wachsende L�osungen mehr. Die station�aren L�osungen sind de�niertdurch dIdt = d
dt = 0 , 8>><>>: 
 = 
0 = 2�RMI = I�0 = ��2�GM �1=2 (31)11



Abbildung 14: Verhalten des Scheibendynamos mit Lorentzkraft in der I
-Ebene
Abbildung 15: Zwei gekoppelte ScheibendynamosDie �ubrigen L�osungen bilden geschlossene Kurven in der I
-Ebene um die beiden Punkte (I�0 ;
0),verlassen aber die Halbebene I < 0 oder I > 0 nicht (Abb. 14). Es gibt also weiterhin keineUmpolungen.Eine M�oglichkeit Umpolungen zu erzeugen bieten gekoppelte Scheibendynamos (Abb. 15).Wir nehmen an dass beide Scheiben die gleiche Induktivit�at M , das gleiche Tr�agheitsmoment Cund auferlegtes Drehmoment G, beide Sp�uhle die gleiche Selbstinduktion L und beide Dr�ahte dengleichen Widerstand R haben. Die Gleichungen f�ur Strom und Drehmoment lauten jetztLdI1dt = M2�
1I2 �RI1 (32)LdI2dt = M2�
2I1 �RI2 (33)Cd
1dt = G� M2�I1I2 (34)Cd
2dt = G� M2�I1I2: (35)Abb. (16) zeigt das Ergebnis einer numerischen Integration dieser Gleichungen, inklusive Umpo-lungen. 12



Abbildung 16: Verhalten von zwei gekoppelten Scheibendynamos (Mo�at, x12.4)
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4 Grundlagen der MHD4.1 Di�usion und magnetische ReynoldszahlWenn u = 0 und � konstant ist, reduziert die Induktionsgleichung zu einer Di�usionsgleichung:@B@t = �r2B (u = 0, � =konstant): (36)Wir wollen diese Gleichung in einer einfachen Situation l�osen: B = Bx(y; t)ex mit Randbedingung-en Bx(0; t) = Bx(L; t) = 0. Durch Trennung von Variablen erh�alt manBx(y; t) = 1Xn=1 cn sin�n�yL � exp (�n2�2t=�d); (37)wo �d = L2=� (38)die Di�usionszeit ist. Die Eigenfunktionen haben jeweils n � 1 Nulldurchg�ange entlang die y-Achse. Die typische L�ange der r�aumlichen Variierungen einer Eigenfunktion ist ln � L=n und dieAbklingzeit ist / l2n=� = �d=n2. Die Koe�zienten cn werden festgelegt durch eine Anfangsbeding-ung f�ur Bx(y; 0). F�ur t >� �d dominiert n = 1, unabh�angig von den Anfangsbedingungen (fallsc1 6= 0).In einem Dynamo muss die Di�usion (mindestens) kompensiert werden von der Advektionr� (u�B) (17). Das Verh�altnis Advektion/Di�usion de�niert die magnetische Reynoldszahl:jr� (u�B)j � uB=Lj�r2Bj � �B=L2 ) Rm = uB=L�B=L2 = uL� : (39)Wenn Rm � 1 dominiert Di�usion (36); wenn Rm =1 (, � =1, � = 0) dominiert Advektionund erh�alt man die Induktionsgleichung der idealen MHD:@B@t = r� (u�B): (� = 0) (40)Tabelle 1: Di�usionszeiten und Reynoldszahlen von diversen ObjektenObjekt L [m] u [m s�1] � [
�1 m�1] � [m2 s�1] �d RmHg (l) 1 1 1 � 106 0:8 1:2 s 1:2Erdkern 3:5 � 106 10�4 3 � 105 3 105 jr 100Sonne (Konv.-Schicht) 2 � 108 10 3 � 106 0:3 4 � 109 jr 7 � 109Bemerkungen:1) M�oglicherweise hat L nicht einen Wert sondern gibt es einen Bereich von Werten zwischenLmax und Lmin. Streng genommen ist � = 0 setzen dann nur erlaubt wenn auch Rm;min =uLmin=�� 1.2) Dynamowirkung fordert zumindest Rm >� 1, was im Labor problematisch ist, aber nicht inder Astrophysik (L sehr gross).3) Das Alter des Erdmagnetfeldes (>� 104�d) l�asst sofort auf Dynamowirkung schliessen.4) F�ur die Sonne ist �d vergleichbar zu ihrem Alter. Dass in der Sonne ein Dynamo funktioniertgeht aber aus der Periodizit�at ihres Magnetfeldes vor.14



Abbildung 17: Flusserhaltung4.2 Magnetischer FlussDer magnetische Fluss durch eine materielle Ober
�ache St ist�(t) = ZSt dS �B: (41)Um zu wissen wie sich � ver�andert verwenden wir zuerst r �B = 0 und das Theorem von Gaussauf das Volumen V zur Zeit t+ dt (siehe Abb. 17):ZV dV r �B(t+ dt) = �unten + �oben +�Seite = 0: (42)Die Fl�achenintegrale entwickeln wir f�ur dt! 0:�unten = � ZSt dS �B(t+ dt) = ��(t) � ZSt dS � @B@t dt (43)�oben = ZSt+dt dS0 �B(t + dt) = �(t + dt) (44)�Seite = ZCt(dl� udt) �B(t+ dt) = ZCt(dl� u) �B(t) dt (45)Anwendung von (a � b) � c = (b� c) � a und des Theorems von Stokes auf (45) und Substitutionvon (43{45) in (42) liefernd�dt = ZSt dS � n@B@t �r� (u�B)o = � ZSt dS � nr� (�r�B)o: (46)Die magnetischen Feldlinien sind f�ur � = 0 (ideale MHD) auch materielle Linien und werden vonder Str�omung u mitgeschleppt (sind 'eingefroren').F�ur ein besseres Verst�andnis betrachten wir noch mal den Fall � > 0. Substitution derFaraday-Gleichung (6) in (46) und Anwendung des Theorems von Stokes liefern die Faraday-Gleichung in Integralform:d�dt = � ZCt dl � (E+ u�B) = � ZCt dl �E0: (47)Die rechte Seite ist die induzierte Spannung und wird auch elektromotorische Kraft genannt.In der idealen MHD gilt E0 = J=� = 0 so dass die elektromotorische Kraft verschwindet. DerScheibendynamo funktioniert nur wenn � 6= 0, weil sonst kein magnetischer Fluss in die Scheibeeindringen kann!Auf Grund des Prinzips der Flusserhaltung ist leicht einzusehen wie es zu einer Verst�arkungdes Magnetfeldes kommen kann. Drei wichtige Mechanismen sind Kontraktion, shearing, undstretching. Betrachten wir die Kontraktion eines Kugels mit Radius R1 / ��1=31 (�1 ist die mittlereDichte) und Magnetfeld B1. Der magnetische Fluss in der Equatorebene, �R21B1, ist konstant, sodass B2 = B1�R1R2�2 = B1��2�1�2=3: (48)15



Zwei Beispiele:1) F�ur die Kontraktion einer interstellaren Wolke zu einem 1 M�-Stern �ndet man mit �1 �10�20 kg m�3, B1 � 10�10 T und �2 � 103 kg m�3: B2 � 2 � 105 T, viel st�arker als dastypische Magnetfeld auf der Sonnenober
�ache (0:1 T).2) F�ur die Kontraktion eines 5 M�-Sterns zu einem Neutronenstern �ndet man mit �1 �10 kg m�3, B1 � 10�2 T und �2 � 1018 kg m�3: B2 � 2 � 109 T, etwa in �Ubereinstimmungmit den Beobachtungen.
Abbildung 18: Feldverst�arkung durch Kontraktion, shearing und stretching.Kontraktion ist ein kompressibeler Mechanismus der Feldverst�arkung, aber nicht sehr relevant f�urDynamowirkung. Kontrahierende Phasen haben eine begrenzte Dauer, w�ahrend ein Dynamofeldauch f�ur t ! 1 existieren soll. Relevanter f�ur z.B. Erde und Sonne sind inkompressibele Mecha-nismen, bei denen die Dichte � eines mitbewegenden Volumenelements konstant bleibt (siehe 18):d�dt = 0 , r �u = 0: (49)Inkompressibilit�at gilt sicher nicht f�ur vertikale Str�omungen in der Sonne wegen der starkenDichteschichtung � = �(r), wohl aber f�ur Str�omungen auf Kugel
�achen r =konstant, wie z.B.di�erentielle Rotation u0 = 
(r; �)r sin � e�. Zwei m�ogliche E�ekte der di�erentiellen Rotation sindstretching (Streckung) und shearing (Scherung). Bei stretchingwird ein Volumenelement entlang dieFeldrichtung gestreckt, bei shearing wird ein Volumenelement senkrecht zur Feldrichtung geschert.In beiden F�allen gelten (Abb. 18) Volumenerhaltung L1d21 = L2d22 und Flusserhaltung B1d21 =B2d22 ) B1=B2 = L1=L2 (= 1= cos � bei Streckung).4.3 Die EnergiegleichungDie Energiedichte eines MHD-Dynamos hat drei unterschiedliche Beitr�age: eine magnetische, einekinetische und eine interne. Um die Gleichung f�ur die magnetische Energiedichte B2=2� ab zuleiten di�erenzieren wir nach t:@@t B22�0 6= � 1�0B � (r�E) 15,J10= � 1�0r � (E�B)� u � (J�B)� J2� : (50)Bemerkungen:1) P = E�B=�0 ist die Flussdichte der elektromagnetischen Energie, oder Poynting-Fluss.2) u � (J�B) = u � flor, die von der Lorentzkraft auf die Fl�ussigkeit verrichtete Arbeit.3) J2=� ist die Ohmsche Dissipation (Erhitzung).4) F�ur die gesamte Energie des Dynamofeldes giltEM = ZV[V̂ dV B22�0 ; dEMdt = � ZV dV nu � flor + J2=�o; (51)denn (verwende Gauss)ZV[V̂ dV r �P = 0: (52)16



Die Gleichung f�ur die kinetische Energiedichte �u2=2 erhalten wir durch Di�erenzierung nach tund Substitution der Kontinuit�atsgleichung (18) und der Navier-Stokes-Gleichung (19):@@t �u22 = u22 @�@t + u � �@u@t (53)= �u22 r � �u + u � n� �(u � r)u�rp+ �g + flor + fvisko: (54)Schliesslich gilt f�ur die interne Energie (20):@@t�e = �dedt �r � �eu = �r �n�eu � �rTo+ p� d�dt + �; (55)wo � = �s + �visk + J2=� (56)die gesamte Rate der Energieproduktion in der Fl�ussigkeit bezeichnet; �s beschreibt die Energie-produktion durch chemische oder nukleare Reaktionen. Wenn wir (50), (54) und (55) addierenerhalten wir eine Gleichung f�ur die gesamte Energiedichteg = B22� + � (u22 + e): (57)Zwei der drei magnetischen Terme aus (50) fallen jetzt weg. Das l�asst sich folgendermassen erkl�aren:1) die Arbeit der Lorentzkraft u � fLor stellt die Umwandlung von magnetischer in kinetischeEnergie (oder andersum) da;2) J2=� beschreibt die irreversibele Umwandlung von magnetischer Energie in interne Energie.4.4 Toroidale und poloidale VektorenIn den meisten F�allen werden wir Dynamos in spherischen K�orpern betrachten. Dann ist eineZerlegung der Vektorfelder in toroidale und poloidale Komponenten bequem. Jeder divergenzfreieVektor, wie z.B. das Magnetfeld B, ist zu schreiben als B = r�A, wobei der Vektorpotential AlautetA = r�+ Tr+r� Pr: (58)Es folgtB = r� Tr+r�r� Pr = Bt +Bp; (59)wo Bt die toroidale Komponente und Bp die poloidale Komponente sind. Eigenschaften:1) Bt = r� Tr = rT � r steht senkrecht auf r (liegt auf Kugelschalen r =konstant).2) Man kann zu T eine Funktion f(r) addieren ohne Bt zu �andern, so dass man immer annehmendarf dass der Mittelwert von T �uber eine Kugelschale verschwindet,Z 2�0 Z �0 T sin � d�d� = 0: (60)3) r�Bt = r�r� Tr ist ein poloidaler Vektor.4) r�Bp = r�r�r� Pr = �r�r2Pr ist ein toroidaler Vektor (verwende J6).5) Die Zerlegung in T und P ist immer m�oglich wenn r �B = 0, denn T und P k�onnen gel�ostwerden aus folgenden partiellen Di�erentialgleichungen:r �B = r �Bp = r � (r�rPr); (61)r � (r�B) = r � (r�Bt) = r � (r�rTr): (62)6) Bt�B0t = �rfr �(rT�rT 0)g ist k r und daher ein poloidaler Vektor (verwende J1); Bt�B0pund Bp �B0p sind im Allgemeinen gemischte Vektoren.17



7) Wenn B axialsymmetrisch ist (@=@� = 0) giltBt = e�r @@� � Tr = B�e�; (63)r� Pr = rP � r = A�e� ) Bp = r� A�e�: (64)Das toroidale Feld liegt jetzt auf Kreisen r = konstant und � = konstant, das poloidale Feldin Meridianebenen.
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5 (Anti)dynamotheoreme5.1 Mindestforderung f�ur DynamowirkungWir betrachten das Dynamoproblem mit folgenden zus�atzlichen Annahmen:A1) V ist ein Kugel mit Radius R,A2) r �u = 0 (Inkompressibilit�at),A3) u = 0 auf S (S ist die Ober
�ache r = R),A4) � ist konstant,und wollen aus der Gleichung f�ur die gesamte magnetische Energie (51) eine Mindestforderung f�urdie magnetische Reynoldszahl Rm ableiten. Der Beweis geht zur�uck auf Backus11. Zuerst suchenwir eine Obergrenze f�ur den Beitrag der Lorentzkraft � RV dV u�flor. Nach Substitution von u�flor =�u � (B� (r�B))=�0 = �(u�B) � (r�B)=�0 erhalten wir:� ZV dV u � flor = 1�0 ZV dV (u�B) � (r�B)J10= 1�0 ZV dV nr � hB� (u�B)i+B � hr� (u�Bio: (65)Nach Verwendung von Gauss und (A3) verschwindet der erste Term zur rechten Seite von (65).Wir substituieren r� (u�B) = (B �r)u� (u �r)B (J11, A2) und B � (u �r)B= 12r�B2u (A2),wonach� ZV dV u � flor = 1�0 ZV dV nB � (B � r)u� 12r �B2uo (66)Gauss, A3= 1�0 ZV dV BiBjrjui = 1�0 ZV dV BiBjeij; (67)wo eij = 12(riuj +rjui): (68)[Im kompressibelen Fall kommt in (66) auf der rechten Seite ein Term �B2(r � u)=2, in (67) aufder rechten Seite ein Term �(r � u) �ijg=2 hinzu.] Sei ! der gr�osste Eigenwert von e, dann folgt� ZV dV u � fLor � ! ZV dV B2�0 � 2!EM; (69)Als N�achstes wollen wir eine Untergrenze f�ur RV dV J2=� ableiten. Dazu bestimmen wir die Strom-dichte J f�ur die RV dV J2=� den minimalen Wert erreicht unter den folgenden Bedingungen:a) r � J = 0 in V ;b) EM = E0M ist konstant.Bedingung a) folgt aus (12) und f�uhrt zu der Randbedingung n � J = 0 auf S (wende Gauss anauf einer kleinen Schachtel die von S durchschnitten wird). Die Minimalisierung erfolgt durchVariationsrechnung. �Ahnlich wie in der klassischen Mechanik betrachten wir dazu das IntegralA[J] = ZV dV nJ2� + �a(r)r � Jo+ �bnZV[V̂ dV B22�0 � E0Mo; (70)wo �b (eine Konstante) und �a(r) (eine Funktion) die Multiplikatoren sind. Innerhalb V setzenwir J! J+ �J und auf S n � �J = 0. Der erste Term von (70) ergibt als Variation 2 RV dV J � �J=�.Die Variation des zweiten Terms ist (verwende r � fa = fr � a+ a � rf):ZV dV �ar � �J = ZV dV nr � �a�J� �J � r�ao = � ZV dV �J � r�a: (71)11Backus, G.E., 1958, Ann. Phys. 4, 372-447 19



(RV dV r � �a�J = RS dS � �J�a = 0 wegen n � �J = 0). Die Variation des letzten Terms ist�b�EM = �b�0 ZV [V̂ dV B � �B: (72)Wir substituieren B = r�A und verwenden (J10):�b�EM = �b�0 ZV [V̂ dV nr � (A � �B) +A � (r� �B)o = �b ZV dVA � �J: (73)In (73) haben wir Gauss angewendet und so den ersten Term zur rechten Seite verschwinden lassen.Wenn wir die Variationen addieren, erhalten wir�A = ZV dV �J � n 2�J�r�a + �bAo = 0 (f�ur alle �J): (74)Es folgtJ = �2r�a � ��b2 A (75)und wenn wir zu beiden Seiten die Rotation nehmen erhalten wir�r2B = �sB (in V ): (76)Dies ist die Induktionsgleichung f�ur ein frei zerfallendes Feld (setze u = 0 in 17); die Konstantes = �b=2 entspricht 1=Abklingzeit. F�ur die Dissipationsrate ergibt sichZV dV J2=� = ZV dV J � �12r�a � sA� a= ZV dV �12r � �aJ� sA � J�: (77)Aus Gauss und (a) ergibt sich RV dVr � �aJ = RS ds � �aJ = 0. Wir substituieren A � (r�B) =B2 �r � (A�B) (J10) und verwenden Gauss:ZV dV J2=� = s ZV dV B2�0 � s�0 ZS dS � (A �B): (78)Das Integral RS dS � (A � B) = RS dSB � (n � A) k�onnen wir umschreiben mit Hilfe der Rand-bedingung [n�A] = 0 auf S. (Beweis: berechne f�ur eine kleines Rechteck das von S durchschnittenwird R dS �B und verwende Stokes und Kontinuit�at von B auf S.) Es folgtZS dSB � (n�A) = � ZŜ dSB � (n�A) = � ZŜ dS � (A�B) (79)= � ZV̂ dV r � (A�B) = � ZV̂ dV B2: (80)Substitution in (78) ergibtZV dV J2=� = s ZV [V̂ dV B2�0 = 2sEM: (81)Es folgt [substituiere (69) und (81) in (51)]dEMdt � 2(! � s)EM: (82)F�ur unsere Kugelgeometrie l�asst sich beweisen12 s � �(�=R)2. Eine notwendige (aber nicht zu-reichende) Bedingung f�ur Dynamowirkung ist also! � � �2R2 : (83)Wenn wir ! absch�atzen als u=R dann muss die magnetische Reynoldszahl Rm = uR=� >� �2 sein.12Mo�att, x2.7 20



5.2 Cowling-TheoremDas Cowling-Theorem besagt die Unm�oglichkeit axisymmetrischer Dynamowirkung. Der Beweisdem wir hier folgen13 geht aus vom �ublichen Dynamoproblem mit folgenden zus�atzlichen Beding-ungen:B1) B und u sind axisymmetrisch,B2) r �u = 0 (Inkompressibilit�at),B3) � ist konstant.Wir schreiben B und u alsB = Bt +Bp = Bte� +r�At; (84)u = ut + up: (85)Nach Substitution in der Induktionsgleichung (17) und Trennung der poloidalen und toroidalenKomponenten erh�alt man [ut �Bt = 0 wegen Axialsymmetrie]@Bt@t = r� (ut �Bp + up �Bt) � �r� (r�Bt); (86)@Bp@t = r� (up �Bp) � �r� (r�Bp): (87)Zuerst beweisen wir dass Bp ! 0. Dazu substituieren wir in (87) Bp = r�At:@At@t = up � (r�At)� �r� (r�At): (88)Im Allgemeinen kann man zu dieser Gleichung noch ein willk�urlicher Gradient r� addieren, aber@�=@� = 0 wegen Axialsymmetrie. Wir verwenden Kugelkoordinaten und de�nierens = r sin �: (89)Die Rotation eines axisymmetrischen Vektors istr�A = ers @@�At sin � � e�r @@r rAt + e�r n @@r rA� � @Ar@� o: (90)Beachte dass die Einheitsvektoren er, e�, e� Funktionen der Koordinaten sind. Es folgtr�At = nersr @@� � e�s @@rosAt (91)) up � (r�At) = �e�nup�sr @@� + uprs @@rosAt = �e�s (up � r)sAt (92)und �r� (r�At) = e�n1r @2@r2 r + 1r2 @@� 1sin � @@� sin �oAt= e�n 1r2 @@r r2 @@r + 1sr @@� sin � @@� � 1s2oAt= e�nr2 � 1s2oAt; (93)wo r2 = r � r der Laplace-Operator ist. Substitution in (88) ergibt@At@t = �1s (up � r)sAt + ��r2 � 1s2�At (in V ); (94)w�ahrend r�B = 0 in V̂ :�r2 � 1s2�At = 0 (in V̂ ): (95)13Braginskii, S.I., Sov. Phys. JETP 20, 726-35 und Mo�at x6.421



Wir multiplizieren (94) mit s2At:12s2 @@tA2t = �sAt(up � r)sAt + �At(s2r2 � 1)At (in V ): (96)Diese Gleichung wollen wir integrieren �uber V . Dazu bemerken wir zuerstsAt(up � r)sAt B1,B2= 12(up � r)s2A2t = 12r � s2A2tup; (97)At(s2r2 � 1)At = r � nsAtr sAt � sA2teso� (r sAt)2: (98)Der Beweis von (98) erfolgt mit rs = es und rsAt = srAt +Ates:s2Atr � rAt = s2Atr � 1snrsAt � esAto= r � hs2At 1snrsAt � esAtoi� (rs2At) � 1snrsAt � esAto (99)= r � nsAtrsAt � sA2teso� (rsAt)2 +A2t : (100)[(100) folgt aus (99) nach Substitution von rs2At = srsAt + sAtes]. Wir integrieren (96) �uber Vund addieren dazu das Integral des letzten Terms �uber V̂ (das ist erlaubt wegen 95). Wo m�oglichverwenden wir Gauss:12 ddt ZV dV s2A2t = �12 ZS dS � ups2At + � ZS1 dS � nsAtrsAt � sA2teso (101)�� ZV [V̂ dV (rsAt)2; (102)wo S1 die Ober
�ache eines unendlich grossen Kugels bezeichnet. Das erste Ober
�achenintegralverschwindet weil n � u = 0 auf S; das zweite weil A / r�2 f�ur r !1. Es ergibt sich:12 ddt ZV dV s2A2t = �� ZV [V̂ dV (rsAt)2 � 0; (103)und wenn wir absehen von unphysischen Singularit�aten folgt At;Bp ! 0.Der Beweis f�ur Bt geht auf �ahnliche Weise. Wir setzen Bp = 0 in (86) und substituieren[up �Bt = (up�er � upre�)Bt; siehe (90) und (93)]:r� (up �Bt) = �e�r n @@r ruprBt + @@� up�Bto= �se�r n1r @@r r2Btuprr + 1sin � @@� sin �up�Bts o= �se��r � Btups � = �se�(up � r)Bts (104)�r� (r�Bt) = e�nr2 � 1s2oBt: (105)Substitution in (86) ergibt@Bt@t = �s(up � r)Bts + nr2 � 1s2oBt: (106)Wir multplizieren (106) mit Bt=s2. Bemerke zuerst (verwende r � up = 0)Bts (up � r)Bts = up � 12rB2ts2 = 12r � B2tups2 : (107)Dann folgt12 @@t B2ts2 = �12r � B2tups2 + �Bts2 �r2 � 1s2�Bt in V : (108)22



Wir substituieren [verwende r(Bt=s) = (1=s)rBt � esBt=s2]Bts2 r � rBt = Bs2r � nsrBts + esBts o= r � hBts2 nsrBts + esBts o� (rBts2 ) � nsrBts + esBts o= r � nBts rBts + esB2ts3 o� (rBts )2 + B2ts4 (109)und integrieren (108) �uber V ; den letzten Term in (108) aber �uber V [ V̂ . Die Ober
�achenintegraleverschwinden aus den gleichen Gr�unden wie bei Bp und es ergibt sich12 ddt ZV dV B2ts2 = �� ZV [V̂ dV �rBts �2 � 0: (110)Damit folgt Bt ! 0.5.3 Cowling-Theorem (2)Der urspr�ungliche Beweis von Cowling14 geht aus von einer zus�atzlichen Annahme:B4) @@t = 0 (Stationarit�at):Die Unm�oglichkeit der Dynamowirkung folgt aus einem lokalen Argument. Die Feldlinien von Bpliegen in Meridianebenen und sind alle geschlossen; weil J = 0 in V̂ gibt es in V eine neutrale LinieCN, wo Bp = 0 (Abb. 19).
Abbildung 19: Die neutrale LinieEs gibt zwei Varianten des 'Beweises'. Die erste f�angt an mit der Bemerkung dass imAllgemeinen Jt = r � Bp=�0 6= 0 auf CN, weil Bp geschlossene Kurven um CN bildet. Jetztintegrieren wir J entlang CN und verwenden Ohm (15) und Stokes. Wegen Faraday (6) und (B4)gilt E = r�; Anwendung von (B1) liefertEt = 0; (111)und wegen (u�B)t = up �Bp = 0 auf CN ergibt sichZCN dl � J = � ZCN dl � (E+ u�B) = 0: (112)Wegen Axialsymmetrie folgt aus (112) Jt = 0: die elektromotorische Kraft (47) ist nicht im Standeentlang CN den Strom in Stand zu halten. Wenn Jt 6= 0 auf CN richtig ist, haben wir einenWiderspruch und damit w�are die Unm�oglichkeit station�arer axisymmetrischer Dynamowirkungbewiesen. Diese Annahme ist aber nicht so o�ensichtlich wie sie erscheinen mag: wenn CN eineneutrale Linie zweiter Ordnung ist, dann gilt dort auch riBp = 0) Bp = Jt = 0 auf CN.14Cowling, T.G., 1934, MNRAS 94, 39-48 23



In der zweiten Variante wird diese Schw�ache afgehoben. Wir integrieren B entlang C� undverwenden (111) (siehe Abb. 19):ZC� dl �B = �0 ZS� dS � J = 1� ZS� dS � (E + u�B) (113)= 1� ZS� dS � (up �Bp) � U� ZS� dS jBpj; (114)wo U = maxV up. Aus dieser Ungleichheit ist ein Widerspruch ab zu leiten. WeilBp ! 0 f�ur �! 0gilt 1S� ZS� dS jBpj � 1L� ZC� jdl �Bpj; (115)wo L� die L�ange von C� bezeichnet. Substitution in (114) ergibt1 � U� S�L� = U� O(�): (116)F�ur �! 0 entsteht ein Widerspruch. Der physische Hintergrund ist die Unm�oglichkeit des Induk-tionsterms up�Bp um in der N�ahe der neutralen Linie die Di�usion ��r�Bp zu kompensieren.Damit ist das Cowling-Theorem unter Bedingungen (B1-B4) bewiesen. Bemerkungen:1) Durch Mittelung der Induktionsgleichung (16) �uber � sieht man dass nur die axisymmetrischeKomponente von u am axialsymmetrischen Teil von B beitr�agt.2) Das Cowling-Theorem schliesst keine Dynamowirkung aus f�ur u axisymmetrisch und B nicht-axisymmetrisch.3) Ein allgemeiner Beweis des Cowling-Theorems, insbesondere f�ur kompressibele Str�omung istnoch immer nicht geliefert; siehe Ivers und James15. Ein alternativer Beweis f�ur inkompressi-bele Str�omung (durch eine Zerlegung in spherisch-harmonische Funktionen, den Bullard-Gellman-Formalismus) ist zu �nden bei James et al16.5.4 ToroidaltheoremEin Beispiel eines Antidynamotheorems das Bedingungen auf u aber nicht auf B stellt geht zur�uckauf Elsasser17 und wurde zuerst bewiesen von Bullard und Gellman18; der Beweis der hier behandeltwird stammt von Backus19. Die zus�atzlichen Annahmen neben den �ublichen (2.2) sind:C1) r �u = 0 (Inkompressibilit�at);C2) � ist konstant;C3) up = 0) r � u = 0 (rein toroidale Bewegung);C4) V ist ein Kugel.(C3) besagt dass die Str�omung auf Kugelober
�achen statt�ndet; (C4) ist davon die logische Folge.Zuerst verwenden wir (C1) )r� (u�B) = (B � r)u� (u � r)B und substituieren das Ergebnisin die Induktionsgleichung (17):dBdt = (B � r)u+ �r2B: (117)Wir werden beweisen dass Bp ! 0 und de�nieren dazuQ = r �B = r �Bp: (118)Ableitung nach t und Substitution von (117) ergebendQdt = u �B+ r � dBdt = u �B+ r � (B � r)u+ �r � r2B; (119)15Ivers, D.J. und James, R.W., 1984, Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A 312, 179-21816James, R.W., Roberts, P.H. und Winch, D.E., 1980, GAFD 15, 149-6017Elsasser W.M., 1946, Phys. Rev. 69, 106-1618Bullard, E.C, Gellman, H., 1954, Phil. Trans. Roy. Soc. A247, 213-7819Backus, G.E., 1958, Ann. Phys. 4, 372-447 24



wo ddt = @@t + u � r: (120)Wir vereinfachen (119) durch Substitution folgender Identit�aten:(B � r) r � u = u � (B � r)r+ r � (B � r)u = u �B+ r � (B � r)u; (121)r2r �B J9= r � n(r � r)B+ (B � r)r+ r� (r�B) +B� (r� r)o= r � n(r � r)B+B+ r� (r�B)o= r � nr� (r�B)o = �r � nr� (r�B)o= r � r2B: (122)[(B � r)r = B, r� r = 0 und r � (r � r)B = r �B = 0.] Es ergibt sichdQdt = �r2Q + (B � r)r �u C3= �r2Q (in V ), (123)r2Q = 0 (in V̂ ). (124)Gleichung (123) beschreibt die Di�usion des poloidalen Feldes im mitbewegenden System. Weil einQuellterm fehlt (C3), ist zu erwarten dass Q! 0. F�ur den genauen Beweis multiplizieren wir mitQund integrieren �uber V [verwende (C1)) Q(u �r)Q = r�Q2u=2 und Qr2Q = r�QrQ�(rQ)2]:12 ddt ZV dV Q2 = ZV dV Q@Q@t = ZV dV n� Q(u � r)Q+ �Qr2Qo= �12 ZV dV r �Q2u+ � ZV[V̂ dV Qr2Q= �12 ZS dS Q2n � u+ � ZS1 dS Q(n � r)Q� � ZV [V̂ dV (rQ)2= �� ZV [V̂ dV (rQ)2 � 0: (125)Das Ober
�achenintegral �uber S verschwindet weil n �u = 0 auf S. Wir haben zur rechten Seite dasIntegral von �r2Q �uber V̂ addiert, was erlaubt ist wegen (124); das Integral �uber S1 verschwindetweilQ / r�2 f�ur r!1. Aus (125) folgtQ! 0, wieder abgesehen von unphysischen Singularit�aten:ohne poloidale Geschwindigkeiten kann Bp nicht standhalten.Es soll jetzt noch bewiesen werden dass auch Bt ! 0. Dazu setzen wir Bp = 0 und Bt =�r�rT (x4.4) in der Induktionsgleichung f�ur Bt:@Bt@t = r� (ut �Bt) + �r2Bt: (126)Bemerke dass ut �Bt C3= �r(ut � r)T)r� (ut �Bt) J8= r�r(ut � r)T; (127)und r2(r�rT )i = �ijkrmrmrjrkT = �ijkrm(�mjrkT + rjrmrkT )= �ijk(2rjrkT + rjrmrmrkT ) = �ijkrjrkr2T= (r �r)ir2T : (128)Die Induktionsgleichung (126) lautet jetzt:�r�r@T@t = r�r(ut � r)T � �(r�r)r2T: (129)25



Es folgt@T@t + (ut � r)T = �r2T + f(r); (130)wo f(r) eine willk�urliche Funktion ist. Wir multiplizieren mit T und integrieren �uber V . Laut (60)d�urfen wir immer annehmen dass das Integral von T �uber eine Kugelober
�ache verschwindet. Aus(C4) folgt dannZV dV Tf(r) = 0; (131)und es ergibt sich [verwende (C1) und Tr2T = r � TrT � (rT )2 (J7)]12 ddt ZV dV T 2 = � ZS dS T 2n � ut � � ZV dV (rT )2 = �� ZV dV (rT )2; (132)und somit T;Bt ! 0. Bemerkungen:1) Wenn es nur di�erentielle Rotation gibt () up = 0) dann keine Dynamowirkung, weil Bpnicht regeneriert wird.2) Das Theorem ist auch g�ultig wenn � = �(r), aber nicht wenn � = �(�; �) (siehe Bullard undGellman). F�ur � = �(r; �) ist es wahrscheinlich g�ultig20.3) Ein analoges Theorem gibt es f�ur Str�omung in einer Ebene (d.h. k � u = 0)21.4) Ein vergleichbares Theorem gibt es nicht wenn u auf Zylinderober
�achen liegt. Der Grundist dass der Di�usionsoperator in Zylinderkoordinaten Feldkomponenten senkrecht zur Rota-tionsachse (es �B) und azimuthale Feldkomponenten (es �B) vermischt.5.5 Dipolmoment des DynamosWir betrachten das Dynamoproblem (2.2) mit der AnnahmeD1) V ist ein Kugel mit Radius R.Die formale L�osung der MHD-Amp�ere-Gleichung r2A = ��0J (12) istA = �04� ZV dV 0 J(r0)jr� r0j : (133)Durch Substitution von1jr� r0j = 1Xl=0 rl<rl+1> Pl(cos 
); (134)erhalten wir die Multipolentwicklung des Vektorpotentials, wo r< = min(r; r0), r> = max(r; r0),
 = 6 (r; r0), P0 = 1 und P1(cos 
) = cos 
. Ausserhalb V gilt r< = r, r> = r0 )1jr� r0j = 1r + r � r0r3 + :::; (in V̂ ): (135)Der erste Term liefert keinen Beitrag an A weilZV dV Ji = ZV (J � r)ri = ZV dVr � riJ = ZS dS rin � J = 0: (136)Der zweite Term liefert den Dipolbeitrag A1. WeilZV dV riJj = ZV dV ri(J � r)rj = ZV dV rir � rjJ = ZS dS rirjn � J� ZV dV rj(J � r)ri= � ZV dV rjJi = 12 ZV dV (riJj � rjJi) (137)20Donner und Brandenburg, 1991, GAFD 50, 121-921Zel'dovich, Ya.B., 1957, Sov. Phys. JETP 4, 460-2; Mo�at x6.826



und r� (r0 � J) = �(r � r0)J+ (r � J) r0, ist A1 zu schreiben alsA1 = �04�r3 ZV dV 0 (r � r0)J(r0) = � �08�r3r� ZV dV 0r0 � J(r0)= �r�mr3 (in V̂ )) B1 J11= �rm � rr3 J9= 3(m �n)n�mr3 (in V̂ ); (138)wo n = r=r und m das Dipolmoment des Dynamos ist,m = �08� ZV dV r� J: (139)[Nebenbei sei aufgemerkt dass (138) ein Potentialfeld ist, d.h. B1 = �r�1 mit�1 = m � rr3 = �(m � r)1r :] (140)Wir wollen uns jetzt m n�aher ansehen. Dazu beweisen wir zuerst die Identit�atm = 38� ZV dVB: (141)Substitution von B = r�A und Anwendung von Gauss und (133) ergebenZV dVB = ZS dS n�A = �04� ZS dS n� ZV dV 0 J(r0)jr� r0j= ��04� ZV dV 0J(r0)� ZS dS njr� r0j : (142)Im Integral �uber S substituieren wir (134), wobei dS = R2d
 (D1):ZS dS njr� r0j = 1Xl=0 R2rl<rl+1> Z d
Pl(cos 
)n: (143)Der Normalvektor auf der Kugelober
�ache ist n = ex sin � cos� + ey sin � sin� + ez cos �; wegenOrtogonalit�at der Legendrepolynome bleibt nur l = 1 �ubrig. Wir substituieren cos 
 = n � n0,r> = r = R und r< = r0:ZS dS nijr� r0j = r0 Z d
ni cos 
 = r0n0j Z d
ninj = 4�3 r0n0i = 4�3 r0i: (144)In (144) ben�utzen wir R d
ninj = 4��ij=3, was einfach nachzupr�ufen ist durch Integration.Substitution von (144) in (142) ergibtZV dVB = ��03 ZV dV J� r = 8�3 m; (145)womit (141) bewiesen ist. Schliesslich schreiben wirm noch mal in einer etwas anderen Form durchAnwendung folgender Identit�at:ZV dV Bi = ZV dV (B � r) ri = ZV dV r � riB = ZS dS ri n �B; (146)und daherm = 38� ZS dS r (n �B): (147)In der idealen MHD (� = 0) gilt Erhaltung des magnetischen Flusses f�ur jede Ober
�ache imDynamo, also auch separat f�ur die Teile von S wo B � n > 0 (S+) und die wo B �n < 0 (S�):�+ = ZS+ dS �B = konstant und �� = ZS� dS �B = konstant; (148)27



wo �+ + �� = 0 wegen r �B = 0. Es folgt dass auch�0 = �+ ��� = ZS dS jn �Bj = 2�+ = konstant: (149)Feldlinien die sich anf�anglich innerhalb V be�nden k�onnen also sp�ater V nicht verlassen22. DieFlusserhaltung hat eine wichtige Folge f�ur m. Der Absolutwert von m kann laut (147) jetzt soabgesch�atzt werden:jmj � 3R8� ZS dS jn �Bj = 3R�+4� = mmax: (150)Das magnetische Dipolmoment ist in der idealen MHD also begrenzt und erreicht seinen Maxi-malwert wenn �+ auf dem einem und �� auf dem anderen Pol konzentriert sind. Wenn wir (141)nach t ableiten ergibt sich [substituiere die Induktionsgleichung (16)]dmdt = 38� ZV dV @B@t = 38� ZV dV r� (u�B)� 3�8� ZV dV r� (r�B)= 38� ZS dS u (n �B)� 3�8� ZS dS n� (r�B): (151)Wenn � = 0 kann m nicht weiter anwachsen als bis zum Maximalwert mmax. Es wird dazu eineStr�omung ben�otigt mit der Eigenschaft (u �m) (n �B) � 0 �uberall auf S, damit �+ und �� aufgegenseitige Polen konzentriert werden. Das Dipolmoment kann nur �uber mmax hinaus wachsenwenn die magnetische Feldlinien nicht in V eingeschlossen sind (� 6= 0). Wenn � = 0 dann ist derDynamo praktisch unsichtbar f�ur einen �ausseren Beobachter!

22Bondi, H. und Gold, T., 1950, MNRAS 110, 607-1128



6 Fast dynamos6.1 Schnelle und langsame DynamosDie Suche nach einer L�osung des Dynamoproblems kann man betrachten als eine Stabilit�atsanalyseder Induktionsgleichung (16) um B = 0. Ungenau formuliert: wenn B eine instabile L�osungist erfolgt Dynamowirkung; wenn B = 0 stabil ist erfolgt keine Dynamowirkung. Es liegt nahedazu eine Wachstumsrate 
 f�ur B zu de�nieren. In �Ubereinstimmung mit der De�nition desDynamoproblems (2.2) geschieht dies mit Hilfe der magnetischen Energie:
(�) = supB0 limt!1 sup lnEM2t ; (152)das heisst 
 ist das sup �uber alle Anfangsbedingungen B0 = B(r; 0), wobei das limt!1 sup dazudient um auch periodische L�osungen zuzulassen. Das Kriterium f�ur Dynamowirkung ist also 
(�) �0. Eine interessante Frage ist was geschieht wenn � # 0. Dazu de�niert man
0 = lim�!0 inf 
(�): (153)Man unterscheidet zwei M�oglichkeiten. Wenn 
0 = 0 spricht man von einem slow dynamo; wenn
0 > 0 von einem fast dynamo (FD). Durch das inf in der De�nition kann auch ein Dynamo f�ur denlim�!0 
(�) nicht existiert als schnell eingestuft werden wenn 
(�) � 
0 > 0. In einem FD n�ahertsich 
 f�ur � klein (RM gross) also zu einer Konstante unabh�angig von �. Der Gedanke ist dass imFD 
0 / u=L, wo (u=L)�1 die typische Advektionszeit der Str�omung ist. Der Unterschied zwischenschnellen und langsamen Dynamos wird daher auch so formuliert: 
 wird in einem FD bestimmtvon der Advektionszeit, in einem SD von der Di�usionszeit (�d � L2=�). Die Motivation zu dieserKlassi�zierung stammt aus der Beobachtung dass die typischen Zeitskalen des Sonnendynamos(Monate - Jahre) sehr viel k�urzer sind als �d � 4 � 109 Jahre, aber vergleichbar zu den Zeitskalender Konvektion und der di�erentiellen Rotation (Wochen - Monate). Durch eine Untersuchungvon schnellen Dynamos ho�t man vor allem besseres Verst�andnis der solaren Dynamowirkung zuerhalten.In einer Stabilit�atsanalyse spielen Terme zweiter Ordnung keine Rolle. Wir k�onnen daherdie R�uckkopplung von B auf u durch die Lorentzkraft vernachl�assigen und uns beschr�anken aufeine kinematische Betrachtung der Induktionsgleichung (16). Das Dynamoproblem reduziert dannzu der Suche nach Str�omungen u f�ur die 
(�) � 0.Die Theorie des FD sucht eine Antwort auf folgende Fragen: Kann die Existenz von FDsbewiesen werden f�ur bestimmte Str�omungen? Welche Eigenschaften soll u haben damit ein FDentsteht? Was ist die typische Struktur von B in einem FD? Zur Zeit sind keine dieser Fragenendg�ultig beantwortet. Ein rezentes Buch �uber FD-Theorie aus dem das meiste in diesem Kapitelstammt ist Stretch, Twist, Fold. Bemerkungen:1) Aus dem Ergebnis von x5.1 k�onnen wir eine Obergrenze f�ur 
(�) ableiten, indem wir in (82)� durch = ers�atzen und die Gleichung l�osen:
(�) � ! � s0(�): (154)Die Ableitung in x5.1 galt f�ur inkompressibele Str�omung in einem Kugel (s0 = ��2=R2),aber ist einfach zu erweitern zum kompressibelen Fall und allgemeinen Volumen, so dass(154) g�ultig bleibt wenn man ! de�niert als gr�osster Eigenwert von eij � 12�ijr � u und s0als die geometrieabh�angige kleinste Di�usionsrate eines frei zerfallendes Feldes.2) Mann soll 
0 streng unterscheiden von 
(0), die Wachstumsrate in der idealen MHD, dennes gilt nicht unbedingt lim�!0 
(�) = 
(0)!3) Ein Beispiel eines langsamen Dynamos ist der Scheibendynamo.6.2 Der stretch-twist-fold-MechanismusEin elementarer Mechanismus der wahrscheinlich vielen FDs zugrundeliegt ist der stretch-twist-fold(STF)-Mechanismus. Betrachte einen magnetischen Flussring in einem inkompressibelen idealenGeleiter (Abb. 20). Zuerst wird der Ring gestreckt (S) und demzufolge das Magnetfeld verst�arkt.Danach wird der Ring gedreht (T) und gefaltet (F) um die urspr�ungliche Kon�guration m�oglichst29



Abbildung 20: Der STF-Mechanismus. Ein Flussring wird gestreckt (S), gedreht (T) und gefaltet(F). (Stretch, Twist, Fold)genau wieder herzustellen. Wenn L ! 2L dann gilt wegen Inkompressibilit�at S ! S=2, so dasswegen Flu�erhaltung B ! 2B und daher EM ! 4EM. Wenn T die Periode des STF-Zyklus istergibt sichEM / 22t=T ) 
(0) = ln2T : (155)Stellt der STF-Mechanismus einen FD da? Betrachte dazu einen nicht-idealen aber guten Geleiter.Dort wo der Ring gefaltet wird entstehen starke Gradienten in B und ist magnetische Di�usion�r2B wichtig. Die magnetischen Feldlinien werden sich dort reorganisieren (reconnection) so dassein gleichm�assigeres Feld entsteht ohne scharfe Gradienten. Da dies nur in einem kleinen Bereichgeschieht ist der damit verbundene Energieverlust wahrscheinlich gering. Wenn das stimmt ergibtsich indertat ein FD mit [siehe (152)]:
0 � ln 2T : (156)Bemerkungen:1) Der STF-Mechanismus ist essentiell dreidimensional;2) Ein Beispiel einer Str�omung u die den STF-Mechanismus realisiert ist zu �nden bei Mo�atund Proctor23.6.3 Exponentielle StreckungIn der STF-Str�omung wird ein materielles Linienelement exponentiell gestreckt. Es ist zu erwartendass diese Eigenschaft in jedem FD eine wichtige Rolle spielt. Um dies genauer zu untersuchenbetrachten wir ein in�nitesimales Linienelement dl. Es giltdl(t+ �t)� dl(t) = fu(r+ dl)� u(r)g�t = �t(dl(t) � r)u) ddtdl = (dl � r)u: (157)Wir markieren jetzt die Koordinaten unterschiedlicher Bahnen in der Fl�ussigkeit durch den An-fangsort:r(t) = r(a; t); a = r(a; 0): (158)Die Cauchy-L�osung von (157) ist danndli(r; t) = @ri(a; t)@aj daj; (159)wie man durch Substitution nachpr�ufen kann [verwende die Kettenregel (@rj=@ak)rj = @=@ak].Wir wissen bereits dass in der idealen MHD die Feldlinien B auch materielle Linien sind (x4.2).Das k�onnen wir nochmals deutlich machen indem wir die Induktionsgleichung anders schreiben.23Mo�at, H.K. und Proctor, M.R.E., 1985, J. Fl. Mech. 154, 493-50730



In einem inkompressibelen Medium gilt r� (u � B) = (B � r)u � (u � r)B (J11), so dass (16)reduziert zudBdt = (B � r)u (160)Die Gleichungen f�ur dl und f�ur B sind also identisch wenn � = 0 und r �u = 0; die L�osung lautetdaherBi(r; t) = @ri(a; t)@aj Bj(a; 0): (161)[im kompressibelen Fall gilt das Gleiche f�ur B=�]. Diese L�osung ist formal exakt aber nicht sehrhilfreich denn das L�osen der Induktionsgleichung wird ersetzt durch das L�osen einer nichtlinearenDi�erentialgleichung f�ur die Lagrangebahnen,drdt = u(r; t); r(a; 0) = a: (162)Ein exponentielles Anwachsen von dl(a; t) erfordert dass die L�osungen von (162) sehr stark ab-h�angig sind von den Anfangsbedingungen, das heisst die Lagrangebahnen m�ussen chaotisch seinf�ur bestimmte a. Ein Mass f�ur die Streckung der Linienelemente liefert die Jacobi-Matrize oderDehnungstensor,Jij(a; t) = @ri(a; t)@aj : (163)Betrachte einen normierten Vektor e der sich zu t = 0 in a be�ndet. Der Vektor wird in derFl�ussigkeit mitgef�uhrt und nach einer Zeit t ist seine L�ange jJ(a; t)ej. Man de�niert den Lyapunov-Exponent als�L(a) = maxe limr!1 sup ln jJ(a; t)ejt : (164)Str�omungen f�ur die �L(a) > 0 sind gute Kandidaten f�ur schnelle Dynamos.6.4 BeispieleSind wir jetzt in der Lage zu entscheiden ob eine bestimmte Str�omung ein FD ist? Dazu werdenwir einige Beispiele betrachten, sowohl analytisch als numerisch.Die numerische Untersuchung schneller Dynamos hat besondere Schwierigkeiten. Um einenFD zu identi�zieren muss so lange integriert werden bis 
(�) konvergiert (152). Dann muss dieIntegration wiederholt werden f�ur m�oglichst kleine Werte von �, wobei ho�entlich Konvergenz
(�) ! 
0 beobachtet wird. Je kleiner aber �, desto feiner muss das Gitter sein damit auchdie kleinste L�ange in der Str�omung (bei der RM � 1) aufgel�ost wird. Letztendlich kann aber keinenumerische Simulation immathematischen Sinne einen Beweis f�ur schnelle Dynamowirkung liefern!Das erkl�art warum die Existenz des FD noch immer unbewiesen ist.6.4.1 BeltramiwelleEine elementare inkompressibele Str�omung ist die Beltramiwelle,u(x) = ey sin qx+ ez cos qx; (165)mit der Beltrami-Eigenschaft r�u = qu. Wegen dieser Eigenschaft hat die Str�omung eine nicht-verschwindende kinetische Helizit�at,h = u � (r� u); (166)was wichtig ist f�ur Dynamowirkung, wie sich herausstellen wird. O�ensichtlich gilt jhj � jujjr�uj, aber f�ur die Beltramiwelle gilt die Gleichheit: sie hat maximale Helizit�at. Die Beltramiwelleverursacht trotzdem keine Dynamowirkung, weil u nur zwei Komponenten hat. Das Antidynamo-theorem f�ur inkompressibele Bewegung in einer Ebene (x5.4, Bem. 3) besagt dass B! f�ur � 6= 0.Wir wollen trotzdem B l�osen f�ur den Fall � = 0. Gleichung (162) kann in diesem speziellen Beispielanalytisch gel�ost werden; die Lagrangebahnen sindr(a; t) = a+ eyt sin qax + ezt cos qax; (167)31



Abbildung 21: Eigenfunktionen bx(x; y) der MW+ Str�omung im Viereck 0 � x; y � 2� f�ur k = 0:8und RM = 10 (a), 102 (b), 103 (c) und 104 (d) (Stretch, Twist, Fold)und der Jacobian (163) istJ(a; t) = 0@ 1 0 0qt cos qax 1 0�qt sin qax 0 1 1A : (168)Wie erwartet ist �L = 0: die Beltramiwelle ist kein FD. Das Magnetfeld (161) istB(r; t) = B(a; 0) + qtBx(a; 0)(ey cos qax � ez sin qax): (169)Bx bleibt unver�andert aber die Komponenten von B in der yz-Ebene wachsen / tBx. Das Beispielder Beltramiwelle ist anschaulich aber funktioniert nicht als Dynamowenn � > 0, weil dann Bx ! 0und daher auch B! 0.6.4.2 MW+ Str�omungEin Beispiel das mehr Erfolg verspricht besteht aus pulsierenden Beltramiwellen:u(x; y; t) = 2 cos2 t(ey sinx+ ez cos x) + 2 sin2 t(ex siny � ez cos y): (170)Diese Str�omung enth�alt zwei modulierten Beltramiwellen mit q = +1 (daher der Name MW+) undunterschiedlichen Phasen. Sie ist periodisch in x, y und t und unabh�angig von z. Gleichung (162)kann jetzt nicht mehr analytisch, nur noch numerisch gel�ost werden. Abb. (21) zeigt das Ergebniseiner Simulation der Induktionsgleichung im Viereck x; y 2 [0; 2�], wobei die z-Abh�angigkeitentfernt worden ist durch den AnsatzB(r; t) = eikzb(x; y; t): (171)Aus Abb. (22) geht hervor dass der MW+ Dynamo wahrscheinlich schnell ist. Wir erwarten darumchaotische Lagrangebahnen. Um das zu untersuchen projiziert man f�ur unterschiedliche a dieLagrange-Koordinate r(a; t) auf die xy�Ebene, wo t = 0; �; 2�:::. Der so entstandene Poincar�e-Durchschnitt (Abb. 23) zeigt grosse chaotische Gebiete die auf scheinbar zuf�alligeWeise von Bahnengef�ullt werden, womit der chaotische Karakter der Str�omung best�atigt ist. Es gibt auch nicht-chaotische Bahnen die gelegen sind auf invarianten Kurven. Indertat ist B stark in den chaotischenGebieten w�ahrend es schwach ist in der N�ahe der Inseln.32



Abbildung 22: Wachstumsrate 
(RM; k = 0:8) als Funktion von logRM f�ur die MW+ Str�omung(Stretch, Twist, Fold)
Abbildung 23: Poincar�e-Durchschnitt in der xy�Ebene mit Zeitintervall � f�ur die MW+ Str�omung(Stretch, Twist, Fold)6.5 AbbildungenDie Lagrangebahnen der Str�omung u de�nieren eine AbbildungMt : a! r(a; t): (172)Anstatt sich mit Str�omungen zu besch�aftigen kann man auch fragen welche Abbildungen zuschneller Dynamowirkung f�uhren. Das hat Anlass gegeben zum Begri� der map dynamos. Eine�Ubersicht ist zu �nden bei Bayly24. In dieser neuen Variante der Dynamotheorie untersucht mandie Dynamowirkung von (volumenerhaltenden) Abbildungen, auch von solchen die nicht zu einerrealistischen (kontinuierlichen) Str�omung korrespondieren. Die Zeit wird diskretisiert und eine

Abbildung 24: Die folded-baker-Abbildung (Stretch, Twist, Fold)Abbildung M wird wiederholt auf alle Punkte in einem Volumen angewendet. Das Magnetfeldwird zu jedem Zeitschritt transformiert wie in der idealen MHD (161):B(ri+1; ti+1) = J(ri; ti+1)B(ri; ti) = J(M�1ri+1; ti+1)B(M�1ri+1; ti): (173)Zwischen den diskreten Zeiten zu denen die Deformation statt�ndet kann ein Di�usionsoperatorauf das Magnetfeld losgelassen werden; siehe Stretch, Twist, Fold oder Bayly.24Bayly, B.J., 1994, in Lectures, S. 305-29 33



Abbildung 25: Die stretch-fold-shear (SFS)-Abbildung (� = 1). a) stretch; b) fold; c) shear. DasVorzeichen der x-Komponente des Feldes ist + in den grauen Regionen und � in den weissen(Stretch, Twist, Fold)
Abbildung 26:Wachstumsrate des Magnetfeldes f�ur die SFS-Abbildung mit Di�usion, f�ur RM = 105(durchgezogene Kurve) und RM = 105 (punktierte Kurve) (Stretch, Twist, Fold)Ein Beispiel ist die gefaltete B�acker-Abbildung (folded baker map), im Viereck x; y 2 [0; 1]de�niert durchMFB : (x; y)! ( (2x; y=2) (0 � x � 1=2)(2 � 2x; 1� y=2) (1=2 � x < 1) (174)Das Ergebnis dieser Abbildung wird gezeigt in Abb. (24). Diese Abbildung taugt nicht als Dynamoweil bei wiederholter Anwendung immer d�unnere Streifen gebildet werden mit Magnetfeld vonabwechselnder Polarit�at. Eine beliebig schwache Di�usion w�urde das Magnetfeld f�ur t ! 1ausl�oschen. �Uberdies �ndet die Str�omung in einer Ebene statt, so dass Dynamowirkung ausge-schlossen ist.Ein Vergleich mit dem STF-Mechanismus zeigt dass MFB zwar streckt und faltet abernicht auf konstruktive Weise. Im STF-Mechanismus wird dies erm�oglicht durch das Drehen desFlussringes. �Ahnlich k�onnen wir die gefaltete B�acker-Abbildung reparieren indem wir eine vertikaley-abh�angige Translation hinzuf�ugen (Abb. 25),Mtr : (x; y; z)! (x; y; z + �f(y)); (175)34



wo f(y) = y� 1=2 und � ein freier Parameter ist. Suksessive Anwendung vonMFB und Mtr liefertdie stretch-fold-shear (SFS)- Abbildung MSFS =MtrMFB,MSFS : (x; y; z)! ( (2x; y=2; z + �f(y=2)) (0 � x < 12)(2� 2x; 1� y=2; z + �f(1 � y=2)) (12 � x < 1) (176)Das Ergebnis einer numerischen Simulation der Induktionsgleichung (173) ist zu sehen in Abb. (26).Wahrscheinlich ist die SFS-Abbildung ein schneller Dynamo.6.6 Nichtexistenz glatter instabiler L�osungen in der idealen MHDWenn RM � 1 dann sind die magnetischen Feldlinien praktisch eingefroren. Advektion kannein anf�anglich homogenes Feld immer weiter aufwickeln, wobei immer kleinere L�angenskalen undsch�arfere Gradienten entstehen. Da � 6= 0, verhindert Di�usion, wie schwach sie auch ist, dieBildung von L�angen L <� �=u (f�ur die RM >� 1), so dass kontinuierliche L�osungen B zu erwartensind, die glatt aussehen bei gen�ugend starker Vergr�osserung. In der idealen MHD (� = 0) dagegenk�onnen beliebig kleine L�angen entstehen. Mo�at und Proctor25 haben f�ur den FallE1) � = 0 (Ideale MHD);E2) @�@t = �r � �u = 0 (Anelastische Ann�aherung);E3) @u@t = 0 (Station�are Str�omung);E4) u�B 6= 0 in Vbewiesen dass die Induktionsgleichung keine glatte wachsende L�osungen hat. Bedingung (E4) istetwas merkw�urdig aber wird im Beweis ben�otigt; sie schliesst aus dass u = 0 oder B = 0 oderu k B. Wegen (E3) k�onnen wir die zeitliche und r�aumliche Abh�angigkeit von B trennen,B(r; t) = eptb(r); (177)so dass die Induktionsgleichung (17) ein Eigenwertproblem darstellt:pb = r� (u� b) + �r2b: (178)Beachte dass b im allgemeinen komplex ist. Wegen (E1) reduziert (178) zupb = r� (u� b): (179)Weil b = r� a ist (179) �aquivalent zu pa = u� b�r�. Wir d�urfen zu a immer eine Eichtrans-formation r�=p addieren, so dasspa = u� b: (180)Es folgt a � b = a � (r� a) = 0. Diese Eigenschaft, auch Integrierbarkeitsbedingung von Frobeniusgenannt, erlaubt im Fall a 6= 0 (darum ist (E4) notwendig26) folgende globale Representation vona: a = frg ) b = rf �rg: (181)Substitution in (180) ergibtpfrg = u� (rf �rg) = (rf) (u � r)g � (rg) (u � r)f) pfrf �rg = �(u � rf)rf �rgWeil b 6= 0 wegen (E4) ergibt sichpf = �(u � r)f und (u � r) g = 0: (182)Multiplikation von pf mit f� und Addierung der komplex konjugierten Gleichung liefert(p+ p�) jf j2 = �(u � r) jf j2: (183)25Mo�att, K. und Proctor, M.R.E., 1985, Journ. Fluid Mech. 154, 493-50726Diese zus�atzliche Bedingung der Globalit�at fehlt in Mo�at und Proctor (1985); siehe Stretch, Twist, Fold35



Wir multiplizieren (183) mit � und integrieren �uber V , was erlaubt ist weil f eine global de�nierteFunktion ist [verwende (E2) und Gauss](p+ p�) ZV dV �jf j2 = � ZS dS n � u jf j2 = 0: (184)Instabilit�at erfordert p + p� > 0 und daher f = 0 in V ) a;b = 0 in V . Die Schlussfolgerungist dass es in V keine instabile L�osung gibt von (179). Dieses Ergebnis ist ziemlich schwach wegenBedingung (E4). Die Vermutung ist aber dass die Nicht-Existenz glatter Eigenfunktionen in deridealen MHD allgemein g�ultig ist.
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7 Statistische DynamotheorieDie Str�omung in einer stellaren Konvektionsschicht enth�alt zeitlich und r�aumlich rasch variierendeBeitr�age und eine realistische Modellierung der Erzeugung des Magnetfeldes in einer stellarenKonvektionsschicht ist zur Zeit nicht m�oglich. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen dass streckenund konstruktives Falten typische Eigenschaften sind von Str�omungen die zu Dynamowirkungf�uhren. Solche Str�omungen sind kompliziert und eine analytische L�osung der Induktionsgleichungist nur in speziellen F�allen m�oglich. Wir sind aber interessiert am grossskaligen Magnetfeld desSternes. Dies liegt nahe dass wir versuchen zu mitteln �uber die rasch variierenden Beitr�age derStr�omung. Ho�entlich entsteht dann eine Gleichung f�ur das mittlere Magnetfeld die analytischbesser zu hantieren ist. Als Einf�uhrung zumMittlungsverfahren behandeln wir zuerst die Reynolds-Regeln und die R�aumliche Mittelung; danach die Ensemblemittelung.7.1 Reynolds-Regeln und Mittelung der InduktionsgleichungBetrachte willk�urliche Funktionen f(r; t) und g(r; t). Eine Mittelungsprozedur muss folgende Be-dingungen, die Reynolds-Regeln, erf�ullen:R1) hf + gi = hfi + hgi,R2) hhf hgii = hfi hgi,R3) D @f@xiE = @hfi@xi und D@f@t E = @hfi@t .Aus (R2) folgt hhfii = hfi. Wenn wir schreiben f = hfi + f1 dann folgt aus (R1) und (R2)hf1i = 0. Aus (R2) folgen auch noch hhfihgii = hfihgi und hhfig1i = 0. Wir mitteln jetzt dieInduktionsgleichung (17) und verwenden dabei die Reynolds-Regeln. Wir schreibenB = hBi +B1 = B0 +B1; (185)u = hui+ u1 = u0 + u1 (186)Anwendung der Reynoldsregeln ergibt@B0@t = r� nu0 �B0 + hu1 �B1io+ �r2B0; (187)@B1@t = r� nu0 �B1 + u1 �B0 + u1 �B1 � hu1 �B1io+ �r2B1: (188)Es ist die Aufgabe der Theorie der mittleren Felder um eine geschlossene Gleichung (oder eingeschlossenes Gleichungssystem) f�ur B0 abzuleiten. Wie (187) zeigt, soll dazu der Term hu1�B1i,auch mittlere elektromotorische Kraft (EMK) genannt, in B0 ausgedruckt werden27.7.2 R�aumliche MittelungIn diesem Kapitel wollen wir das Verfahren der Mittelung studieren am Beispiel eines einfachenr�aumlich periodischen Dynamos. Betrachte folgende vorgeschriebene Str�omung u(x; y)u = exA sin px cos py � eyA cos px sin py + ezC sin px sinpy: (189)Diese Str�omung, auch bekannt als 'G.O. Roberts-Dynamo'28, ist inkompressibel (r � u = 0),periodisch in der xy-Ebene mit Wellenl�ange 2�=p und zweidimensional (unabh�angig von z). Die�ubliche Annahme dass der Dynamo sich in einem endlichen Volumen V be�ndet (x3) wird indiesem Modell ersetzt durch die Bedingung dass kein Energietransport statt�ndet zwischen denTeilvolumina. Aus (189) folgtr� u = expC sin px cos py � eypC cos px sin py + ez2pA sin px sinpy; (190)so dass die Helizit�at h isth = u � (r� u) = pAC(sin2 px+ sin2 py): (191)27Diese De�nition der EMK, gel�au�g in der Dynamotheorie (siehe z.B. Mo�at, S. 148) unterscheidet sich von der�ublichen in der Elektrodynamik, nach der die EMK = RC dl �E0 = RC dl � (E+ u�B)28Roberts, G.O., 1972, Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A271, 411-5437



Abbildung 27: R�aumlich periodische Str�omung (189)Helizit�at (Schraubensinn) ist eine Eigenschaft zyklonischer Str�omungen. Bemerke dass u das Zei-chen wechselt in der xy-Ebene, h aber zeichenfest ist. Wenn u k r � u hat u die Beltrami-Eigenschaft (maximale Helizit�at); das geschieht wenn C = �Ap2. Wir mitteln jede Gr�osse �ubereine Zelle in der xy-Ebene,hfi(z; t) = � p2��2 Z 2�=p0 dx Z 2�=p0 dy f(r; t): (192)Diese De�nition erf�ullt die Reynolds-Regeln, so dass wir (187-188) verwenden d�urfen. Die mittlereHelizit�at isthhi = h0 = pAC: (193)F�ur (189) gilt u0 = 0. Wir schreiben darum u1 = u und es ergibt sich@B0@t = r� hu�B1i + �r2B0; (194)@B1@t = r� nu�B0 + u�B1 � hu�B1io+ �r2B1: (195)Wir m�ochten eine konsistente Gleichung f�ur B0 ableiten und brauchen daher eine Ausdr�uckung f�urdie mittlere elekromotorische Kraft (EMK) hu � B1i. Dazu substituieren wir f�ur B1 die L�osungvon (195); das Ergebnis ist am einfachsten wenn der zweite und dritte Term zur rechten Seite von(195) vernachl�assigt werden, was erlaubt ist wennB1 � B0: (196)Auf die Bedeutung dieser Forderung kommen wir noch zur�uck; wenn sie erf�ullt ist reduziert (195)zu n @@t � �r2oB1 = r� (u�B0) = (B0 � r)u� (u � r)B0; (197)wo wir r � u = 0 verwendet haben. Diese Gleichung l�osen wir mit dem AnsatzB0(z; t) = Re ~B0 = Reb0 ei(kz+!t) (b0 konstant); (198)B1(r; t) = Re ~B1 = Reb1(x; y) ei(kz+!t): (199)Substitution in (197) liefertni! � �[r2x +r2y � k2]ob1 = (b0 � r)u� ik uzb0: (200)Die L�osung dieser Gleichung ist zu schreiben als homogener Beitrag plus spezielle L�osung. Derhomogene Beitrag beschreibt den Zerfall der Anfangsbedingung und ist nach einigen Diffusions-zeiten nicht mehr wichtig. Wir betrachten daher nur die spezielle L�osung [verwende (r2x+r2y)u =�2p2u]:b1 = (b0 � r)u� ik uzb0i! + �(2p2 + k2) � (b0 � r)u2�p2 : (201)38



Auf der rechten Seite von (201) haben wir angenommen dass die typische L�ange und Zeit derVariierungen von B0 gross sind verglichen mit der Zellgr�osse bzw. der Di�usionszeit f�ur eine Zelle:jkj � p; j!j � �p2 = 1=�d (2-Skalen-Ann�aherung): (202)Die 2-Skalen-Ann�aherung ist sinnvol weil uns nur das grossskalige Verhalten von B0 interessiert,aber streng genommen nicht notwendig in diesem Fall. Nach Multiplikation mit expfi(kz + !t)gergibt sich aus dem reellen TeilB1 = (B0 � r)u2�p2 : (203)Der Betrag von B1 ist jetzt abzusch�atzen als B1=B0 � u=�p, die magnetische Reynoldszahl RM(p)bei der typischen L�ange der Str�omung �=p. Bedingung (196) sagt also RM(p) � 1 (Di�usiondominiert �uber Advektion). Die mittlere EMK wird jetzthu�B1i = 12�p2 hu� (B0 � r)ui; (204)und ist also proportional zum mittleren Feld B0. Diese Abh�angigkeit de�niert den �-Tensor:hu�B1ii = �ijk2�p2 huj(B0 � r)uki = �ijkB0l2�p2 hujrluki = �ilB0l (l = x; y) (205)) �il = 8><>: �ijkhujrluki2�p2 (l = x; y)0 (l = z) (206)Nach Substitution von (189) und Anwendung von (192) verschwinden Terme wiehsin2 px sinpy cos pyi, hsin px cos px sin2 pyi und hsin px cos px sin py cos pyi; es bleiben nur �ubrighuxryuzi = pAC hsin2 px cos2 pyi = pAC=4; (207)huyrxuzi = �pAC hcos2 px sin2 pyi = �pAC=4; (208)huzrxuyi = pAC hsin2 px sin2 pyi = pAC=4; (209)huzryuxi = �pAC hsin2 px sin2 pyi = �pAC=4: (210)Es ergibt sich f�ur den �-Tensor� = �00@ 1 0 00 1 00 0 0 1A ; wo �0 = �14h0�d: (211)� ist proportional zur mittleren Helizit�at. In der Gleichung f�ur das mittlere Feld (194) setzen wirhu�B1i = �B0:@B0@t = r� �B0 + �r2B0: (212)Um die L�osung zu erhalten verwenden wir (198),r� � ~B0 = �0r� ( ~B0xex + ~B0yey) = ik�0 ez � ~B0; (213)so dass (212) liefert(i! + �k2)b0 = ik�0 ez � b0: (214)Diese drei Gleichungen sollen eine nicht-triviale L�osung b0 haben; dann muss folgender Determi-nant verschwinden:������ i! + �k2 ik�0 0�ik�0 i! + �k2 00 0 i! + �k2 ������ = 0) (i! + �k2)n(i! + �k2)2 � k2�20o = 0: (215)39



Abbildung 28: Anwachsende L�osung B0 f�ur �0 > 0.Die L�osungen und die zugeh�origen Eigenvektoren sind! = i�k2 b0 = b0zez;! = i�k2 � ik�0 b0 = b0x(ex � iey); (216)wo b0x eine reelle Konstante ist. O�ensichtlich ist die Frequenz ! immer rein imagin�ar; wir schreibendaheri! = 
: (217)Der erste Eigenzustand (
 = ��k2) beschreibt keine Dynamowirkung aber den di�usiven Zerfallvon B0z , weil ein Quellterm f�ur B0z fehlt. F�ur Dynamowirkung soll 
 � 0 d.h.
 = ��k2 � k�0 � 0: (218)Es gibt jetzt zwei M�oglichkeiten f�ur positives 
:�0 > 0 und b0 = b0x(ex � iey)) �0 � �k (219)�0 < 0 und b0 = b0x(ex + iey)) �0 � ��k: (220)F�ur Dynamowirkung muss �, also die Helizit�at, gen�ugend gross sein oder k gen�ugend klein sein.In unserem unbegrenzten Volumen k�onnen wir k beliebig klein w�ahlen so dass es f�ur jedes h0 6= 0einen instabilen Bereich gibt. In einem begrenztem Volumen (typische L�ange L) gibt es aber eineUntergrenze k >� 1=L, so dass es eine Schwelle gibt f�ur h0 �uber der Dynamowirkung erst auftritt.Die zugeh�origen Eigenfunktionen sind [verwende Re i expfikzg = � sin kz]B�0 = Re b0x (ex � iey) ei(kz+!t) = b0x (cos kzex � sin kzey) e
t (221)Abb. (28) zeigt die anwachsende L�osung f�ur �0 > 0 (h0 < 0). Der Schraubensinn der anwachsendenL�osung wird bestimmt durch den Schraubensinn der Str�omung. Betrachte dazu12 @@tB20 = �0B0 � (r�B0) + �B0 � r2B0: (222)O�ensichtlich brauchen wir wenn �0 > 0 (h0 < 0) f�ur Dynamowirkung die L�osung mit positivermagnetischer Helizit�at29:HM = B0 � (r�B0): (223)In unserem Fall giltr�B�0 = b0xe
t @@z ez � (cos kzex � sin kzey) = �kB�0 ; (224)29Auch hM = A �B wird magnetische Helizit�at genannt; siehe x8.240



so dass H�M > 0 und H+M < 0. Wenn �0 > 0 wirkt die Str�omung f�ur B�0 konstruktiv, f�ur B+0destruktiv.Ist dieser Dynamo schnell oder langsam? Um diese Frage zu beantworten betrachten wirlim�!0 
(�). Leider sind dann sowohl FOSA (196) als die 2-Skalen-Ann�aherung (202) nicht mehrg�ultig, wie (201) und (202) zeigen. Soward30 hat abgeleitet 
(�) � O(1= ln �), so dass dieserDynamo zwar formal langsam ist, aber schon 'fast schnell' wegen der logaritmischen Abh�angigkeitvon �.7.3 EnsemblemittelungAus Beobachtungen von magnetischer Aktivit�at in Sternen geht hervor dass stellare Dynamo-wirkung eng zusammenh�angt mit der Existenz einer konvektiven Schicht. Konvektion ist einer�aumlich und zeitlich stark ver�anderliche Str�omung. In der solaren Konvektionsschicht gibt eseine Hierarchie von zellenartigen Strukturen unterschiedlicher Gr�osse Lc und Lebensdauer �c, vonder Granulation (Lc � 103 km; �c � 5 min) bis zu den (hypothetischen) Riesenzellen (Lc �105 km; �c � 30 d). Daneben gibt es grossskalige, nur langsam variierende Str�omungen wie z.B.die di�erentielle Rotation 
(r; �; t) r sin � e�. Trotz der unregelm�assigen konvektiven Str�omung hatdas grossskalige Magnetfeld der Sonne ein sehr regelm�assiges Verhalten. Daraus ist zu vermutendass die Konvektion einen systematischen mittleren E�ekt hat auf das Magnetfeld, der durch einegemittelte Induktionsgleichung beschrieben werden kann.Die Mittelungsprozedur soll wieder die Reynolds-Regeln erf�ullen. Eine r�aumliche Mittelung�uber ein Teilvolumen in der Konvektionsschicht oder eine zeitliche Mittelung �uber ein endlichesZeitintervall kommt daher jetzt nicht in Frage, weil nicht alle Reynolds-Regeln erf�ullt sind. Wirverwenden daher die Ensemblemittelung, de�niert durchhfi(r; t) = limN!1 1N NXi=1 f (i)(r; t); (225)wobei f (i)(r; t) eine Funktion im i-ten Ensemblemitglied ist. Die Ensemblemittelung ist sinnvollwenn im System eine 'zuf�allige' Gr�osse zu erkennen ist. Das Ensemble ist eine Sammlung vonunendlich vielen Systemen die sich nur darin unterscheiden dass in jedem Ensemblemitglied diezuf�allige Gr�osse anders realisiert ist. Die Anwendung der Ensemblemittelung auf die Induktions-gleichung beruht also auf der Annahme dass u als stochastische Gr�osse betrachtet werden darf. InWirklichkeit wird u festgelegt durch die Navier-Stokes-Gleichung (19), die nicht-linear aber an sichdeterministisch ist. Wenn aber die hydrodynamische Reynoldszahl Rh = uL=� gen�ugend gross ist(wie in der solaren Konvektionsschicht), wird die Str�omung turbulent, d.h. es bilden sich Wirbel(eddies) verschiedener Dimensionen und Lebensdauern. Die L�osungen der Navier-Stokesgleichungwerden zeitlich und r�aumlich sehr variabel und stark abh�angig von den Anfangsbedingungen. Ausdiesem Grund ist turbulente Str�omung im praktischen Sinn stochastisch. Um die Ensemblemitte-lung auszuf�uhren brauchen wir dann nur die statistischen Eigenschaften der Turbulenz zu wissen.7.3.1 Stochastische Di�erentialgleichungenWir betrachten die Induktionsgleichung als eine stochastische Di�erentialgleichung, wobei diekonvektive Str�omung u1 eine stochastische Funktion ist. Die statistischen Eigenschaften von u1und auch die mittlere Str�omung u0 behandeln wir als externe Gr�ossen. Die Induktionsgleichungwird also weiterhin kinematisch gel�ost, was aber bereits schwierig genug ist, weil wir es mitmultiplikativer stochastischer Anregung zu tun haben. Die allgemeine Form einer homogenenlinearen stochastischen Di�erentialgleichung multiplikativer Art lautet@B@t = DB = (D0 +D1)B; (226)wo statt des Magnetfeldes B auch ein beliebiger anderer Vektor, Skalar oder Tensor stehen kann,und D(r; t) ein stochastischer Di�erentialoperator ist, der zu schreiben ist als Summe eines (langsamvariierenden) Mittelwertes D0 = hDi und eines stochastischen Termes D1 = D � D0. Wir werdendurch eine Ensemblemittelung von (226) �uber die Realisierungen von D1 eine Gleichung f�ur B0 =hBi abzuleiten, die sogenannte Dynamogleichung. Die allgemeine Theorie dieses Verfahrens ist30Soward, A.M., 1986, J. Fluid Mech. 180, 267-95 41



zu �nden bei van Kampen31. Um die Mittelung durchzuf�uhren brauchen wir Kenntnis �uber diestatistischen Eigenschaften von D1. Eine wichtige Annahme sei hier schon aufgemerkt, n�amlichdass D1 eine endliche Korrelationszeit �c hat (d.h. Terme wie hD1(t)D1(t0)i verschwinden wennjt� t0j >� �c).Im Fall der Induktionsgleichung ist D0B = r� (u0�B)+�r2B und D1B = r� (u1�B).Die folgende Ableitung der Dynamogleichung beruht auf Hoyng32. Durch Mittelung von (226)ergibt sich@B0@t = D0B0 + hD1B1i; (227)@B1@t = D0B1 + D1B0 + G; wo G = D1B1 � hD1B1i: (228)Diese Gleichungen sind identisch zu (187)-(188). Wie dort ist auch hier Fortschritt nur einfachwenn G = 0. Der Unterschied ist dass wir die Vernachl�assigung von G jetzt nicht rechtfertigenk�onnen durch die Annahme jGj � jD1B0j , B1 � B0, weil das sicher nicht richtig ist in derSonne. Es bleiben dann noch zwei M�oglichkeiten:M1) jGj � ���@B1@t ���;M2) jGj � jD0B1j:F�ur die Induktionsgleichung bedeutet dies (jGj � u1B1=Lc, j@B1=@tj � B1=�c und D0B1 �(u0=Lc + �=L2c)B1; �c ist die Korrelationszeit und Lc die Korrelationsl�ange der Turbulenz):M1) S = u1�cLc � 1;M2a) Rmc = u1Lc� � 1 oder M2b) u1 � u0:Bedingungen (M2a) und (M2b) sind nicht erf�ullt in stellaren Konvektionsschichten, weil dortRmc � 1 und u1 � u0. Die Strouhalzahl S ist das Verh�altnis der Korrelationszeit zur konvektivenTurnoverzeit Lc=u1. Bedingung (M1) besagt also dass die Korrelationszeit viel k�urzer sein mussals die Turnoverzeit. Auch diese Bedingung ist nicht erf�ullt in der Sonne, weil dort S � 1.Trotzdem nehmen wir jetzt an dass S � 1 und vernachl�assigen G. Diese Ann�aherung wird FirstOrder Smoothing Approximation (FOSA), Second Order Correlation Approximation (SOCA) oderQuasilineare Ann�aherung genannt. Der Einfachkeit halber nehmen wir auch an dass u0 = u0(r),unabh�angig von t.Die formale L�osung von (228) ist dann [wenn die r-Abh�angigkeit nicht ausgedr�uckt wird istdas Argument immer r; wenn die zeitliche Abh�angigkeit von B1 oder D1 nicht gezeigt wird ist dasArgument immer t]:B1(t) = e(t�t0)D0B1(t0) + Z tt0 d� e(t��)D0D1(� )B0(� ) (229)= e(t�t0)D0B1(t0) + Z t�t00 d� e�D0D1(t� �)B0(t� �); (230)wo jetzt als Integrationsvariable � = t � � verwendet worden ist. Das Ergebnis substituieren wirin den letzten Term von (227):hD1B1i = hD1e(t�t0)D0B1(t0)i+ Z t�t00 d� hD1e�D0D1(t � �)iB0(t � �): (231)Die Bezeichnung SOCA l�asst sich nun erkl�aren aus der Tatsache dass nur Korrelationen zweiterOrdnung in D1 auftreten. Diese Ausdr�uckung enth�alt noch die Anfangsbedingung B1(t0). Nacheiner Zeit t� t0 >� �c, ist die Korrelation zwischen D1(t) und B1(t0) aber verschwunden und somit31van Kampen, N.G., 1976, Phys. Reports 24C, 171; van Kampen, N.G., 1981, Stochastic Processes in Physicsand Chemistry, North-Holland, Amsterdam32Hoyng, P., 1992, in The Sun, a Laboratory for Astrophysics, J.T. Schmelz und J.C. Brown (Her.), Kluwer,99-138 42



auch der erste Term. �Uberdies verschwindet der Integrand des zweiten Termes f�ur � >� �c; wird�urfen daher t0 = �1 setzen, und es ergibt sichhD1B1i = Z 10 d�hD1e�D0D1(t � �)iB0(t � �): (232)Jetzt m�ussen wir noch B0(t� �) ausdr�ucken in B0(t). Weil der Integrand verschwindet f�ur � >� �ck�onnte man annehmen dass sich B0 w�ahrend dieser Zeit kaum �andert: B0(t � �) � B0(t). Einebessere Annahme ist dass B0(t��) f�ur 0 � � <� �c von der mittleren Advektion D0 bestimmt wird,also B0(t � �) = exp(��D0)B0(t). Mit dieser Annahme substituieren wir (232) in die Gleichungf�ur B0 (227) und es ergibt sich@B0@t = nD0 + Z 10 d� hD1e�D0D1(t� �)i e��D0oB0: (233)Diese Gleichung ist ein allgemeines Ergebnis der Theorie der stochastischen Di�erentialgleichungen,g�ultig wenn S � 1.Eine weitere Annahme wodurch (233) erheblich einfacher wird ist die 2-Skalen-Ann�aherungj�cD0j � 1. Beachte dass der Operator D0 in (233) auf alle Gr�ossen zu seiner rechten Seite wirkt.Es m�ussen daher jetzt zwei Bedingungen erf�ullt sein:S1) j�cD0B0j=B0 � 1;S2) j�cD0u1j=u1 � 1:Bedingung (S1) bedeutet �c(�u0=L0 + �=L20) � 1, wo L0 die typische L�ange der Variierungenvon u0 und B0 ist. Die Korrelationszeit der Turbulenz muss also viel k�urzer sein als die typischeAdvektionszeit durch die mittlere Str�omung (z.B. di�erentielle Rotation) oder die Di�usionszeit desmittleren Feldes. In der solaren Konvektionsschicht (L0 � 2 � 108 m) ist �c <� 20 Tage und L20=� �4 � 109 Jr (x4.1, Tabelle 1); wenn in der ganzen Konvektionsschicht di�erentielle Rotation herrscht(�u0 � 102 m s�1) ist der Geschwindigkeitsgradient etwa �u0=L0 � 5 � 10�7 s�1 ) L0=�u0 � 20Tage, so dass (S1) h�ochstens marginal erf�ullt ist. Bedingung (S2) bedeutet �c (�u0=Lc+�=L2c)� 1,wo Lc die Gr�osse der turbulenten Zellen vorstellt. In der Sonne ist jedenfalls Lc <� 108 m, so dassauch (S2) bestens marginal erf�ullt ist. Die 2-Skalen-Ann�aherung ist also fragw�urdig in der Sonne,weil die gr�ossten konvektiven Zellen wahrscheinlich lang genug leben um von der di�erentiellenRotation beein
usst zu werden. Trotzdem setzen wir �uberall in (233) exp(�D0) = 1:@B0@t = D0B0 + hD1B1i = nD0 + Z 10 d� hD1D1(t� �)ioB0: (234)Auch dieses Ergebnis gilt allgemein f�ur stochastische Di�erentialgleichungen, wenn S � 1 undj�cD0j � 1.7.3.2 Dynamogleichung, �-E�ekt und turbulente Di�usivit�atDer letzte Schritt in der Ableitung der Dynamogleichung betri�t die Mittelung im zweiten Termvon (234). Wir substituieren D1 � �� = r � (u1 � � � �) und schreiben der Einfachkeit halber diezeitliche Abh�angigkeit als ut1 = u1(t) u.s.w.:hD1B1i = r� hu1 �B1i = Z 10 d�hD1Dt��1 iB0 (235)= r� Z 10 d�Dut1 � nr� (ut��1 �B0)oE: (236)Wir erhalten f�ur die mittlere EMK:hu1 �B1ii J11= Z 10 d�Du1 � n(B0 � r)ut��1 �B0 (r � ut��1 ) � (ut��1 � r)B0oEi= �ijk Z 10 d�hujB0mrmut��k � ujB0krmut��m � ujut��m rmB0ki (237)= �ijB0j + �ijkrjB0k; (238)43



wobei ui f�ur u1i steht. Gleichung (238) de�niert den �-Tensor und den turbulenten Diffusivit�ats-tensor �. Der genaue Vergleich mit (237) ergibt�ij = Z 10 d�n�imnhumrjut��n i � �imjhumrnut��n io; (239)�ijk = ��imk Z 10 d�humut��j i: (240)Im Prinzip ist die Ableitung der Dynamogleichung jetzt fertig. Wir erreichen aber eine weitereVereinfachung wenn die Turbulenz isotrop ist, d.h. ihre statistische Eigenschaften sind invariantunter willk�urlichen Drehungen des Koordinatensystems. Dann m�ussen huiut��j i und huirjut��k iisotrope Tensoren sein, d.h. [verwende �ij�ij = 3, �ijk�ijk = 6]:huirjut��k i = C1�ijk ) C1 = 16�ijkhuirjuki = 16 hu1 � (r� ut��1 i; (241)huiut��j i = C2�ij ) C2 = 13�ijhuiut��j i = 13 hu1 �ut��1 i: (242)Um diese Eigenschaft zu begreifen betrachte man z.B. den E�ekt einer Drehung von 180o um diex-Achse: (x; y; z) ! (x;�y;�z) ) huxut��y i ! �huxut��y i; wegen Isotropie muss huxut��y i = 0und analog alle Elemente ausserhalb des Diagonals. Betrachte jetzt eine Drehung von 90o um diex-Achse: (x; y; z)! (x; z;�y) ) huyut��y i ! huzut��z i d.h. alle Diagonalelemente sind gleich. Auf�ahnliche Weise geht der Beweis f�ur huirjut��k i ab.Es ergibt sich f�ur �ij und �ijk [verwende �ij�ij = 3, �ijk�ijk = 6, �mnn = 0 und �ijk�imk =2�jm]: �ij = �13�ij Z 10 d� hu1 � (r� ut��1 )i = ��ij; (243)�ijk = �13�ijk Z 10 d� hu1 � ut��1 i = ���ijk: (244)Bei isotroper Turbulenz sind die Tensoren �ij und �ijk also auch isotrop. Der zyklonische �-Koe�zient und die turbulente Di�usivit�at � sind de�niert als� = �13 Z 10 d� hu1 � (r� ut��1 )i � �13�chu1 � (r� u1)i; (245)� = 13 Z 10 d� hu1 � ut��1 i � 13�chju1j2i: (246)In (245) und (246) ist die Integration abgesch�atzt worden durch ein Faktor �c. Wegen der Isotropieverschwinden ri� und ri� [betrachte den E�ekt einer Drehung von 180o], so dass bei isotroperTurbulenz � und � auch immer homogen (konstant) sind. Bei anisotroper Turbulenz ist die mittlereEMK ortsabh�angig; siehe x7.4. Die Dimension von � ist m s�1 und sein Wert ist maximal wenndie Helizit�at maximal ist, d.h. j�j <� 13�cu21=Lc. F�ur die Konvektionsschicht der Sonne (nehme�c � 20 Tage und u1 � 10 m s�1) erh�alt man j�j <� u1=3 � 3 m s�1; ein typischer Wert istvielleicht j�j � 0:3 m s�1 (entsprechend einer relativen Helizit�at von etwa 10%). Die turbulenteDi�usivit�at hat die gleiche Dimension wie die magnetische Di�usivit�at �: m2 s�1. In der solarenKonvektionsschicht ist � � �cu21=3 � 6 � 107 m2 s�1 � � � 0:3 m2 s�1.Von der physikalischen Bedeutung von � und � wird gleich die Rede sein. Zuerst betrachtenwir die Symmetrie-Eigenschaften von � und �. Deutlich zu sehen ist dass f�ur ein nicht verschwin-dendes �mittlere Helizit�at erforderlich ist. Die Turbulenz darf daher nicht spiegelsymmetrisch, d.h.invariant sein unter einer Punktspiegelung r!�r. Das kan man auf folgende Weise verdeutlichen.Wenn ein Vektor F nach einer Punktspiegelung transformiert wie r, d.h. F ! �F nennt mandiesen Vektor polar; wenn F ! F dann ist F ein Pseudovektor oder axialer Vektor. Wenn einSkalar nach einer Punktspiegelung das Vorzeichen wechselt ist es ein Pseudoskalar [ein Beispiel istr1 � (r2 � r3)]. Weil r polar ist, sind auch r und u polar; B ist aber axial. Das geht z.B. hervoraus der Maxwell-Faraday- Gleichung, @B=@t = �r � E zusammen mit r � E = q=�0: weil q einSkalar und r ein polarer Vektor ist, ist E auch ein polarer Vektor und daher B ein axialer Vektor.Betrachte nun die mittlere EMK,hu1 �B1i = �B0 � �r�B0: (247)44



Abbildung 29: Wirkung der Corioliskraft und �-E�ekt in der oberen H�alfte der KSDie linke Seite ist ein polarer Vektor, B0 ist ein axialer Vektor und r ist ein polarer Vektor. Darausfolgt dass � ein Pseudoskalar und � ein Skalar ist, in �Ubereinstimmung mit (245) und (246).Was ist die physische Bedeutung von � und �? Nach Subtitution von (247) in (227) ergibtsich die Dynamogleichung,@B0@t = r� (u0 �B0 + �B0)�r� f(� + �)r�B0g: (248)Der �-E�ekt f�uhrt zu einem Quellterm �r�B0 = ��0J0, (anti-)parallel zur mittleren Stromdichte.Um den Vorgang zu verdeutlichen betrachten wir das Ohmsche Gesetz (15) und substituieren diemittlere EMK (247):J0 = �hE + u�Bi = �(E0 + u0 �B0 + �B0 � ��0J0) (249)= �t(E0 + u0 �B0 + �B0); (250)wobei �t [
�1 m�1] die turbulente Leitf�ahigkeit ist,�t = �1 + �=� : (251)Der �-E�ekt bildet also einen mittleren Strom J� = �t�B0, (anti-)parallel zum originellen mittle-ren Magnetfeld. In Abb. (29) wird gezeigt wie dieser �-Strom zustande kommt. Ein Teil einer Fluss-r�ohre wird mittgeschleppt von einem aufsteigenden Turbulenten Element. Wenn dieses Elementpositive Helizit�at (h > 0) besitzt, bildet sich ein kleiner Flussring um die urspr�ungliche R�ohre.Diesem neuen Flussring entspricht ein Strom antiparallel zu B0, d.h. � < 0. Wenn h < 0,dann ist die Orientierung des neuen Flussringes andersum, so dass � > 0. Helizit�at entstehtdurch den Ein
uss der Corioliskraft. Betrachte dazu ein Volumenelement in der oberen H�alfteder Konvektionsschicht (Abb. 29). W�ahrend es aufsteigt (absinkt) expandiert (komprimiert) esund aus der Expansion uexp und der Corioliskraft 2uexp � 
 ergibt sich eine Drehung, wodurchein Element n�ordlich vom �Aquator negative Helizit�at erh�alt und ein Element s�udlich vom �Aquatorpositive Helizit�at. Ein Volumenelement das sich der unteren Grenze der Konvektionsschicht n�aherth�ort irgendwann auf zu komprimieren und f�angt stattdessen an zu expandieren. Wenn es sich wiedervon der unteren Grenze nach oben entfernt komprimiert es zuerst und f�angt erst etwas h�oher an zuexpandieren. Daher erh�alt die untere Konvektionsschicht n�ordlich vom �Aquator positive Helizit�atund s�udlich vom �Aquator negative Helizit�at. Dieser Wechsel des Vorzeichens der Helizit�at amBodender KS wird best�atigt in Simulationen (x9.4). Der �-E�ekt hat ein extra Minuszeichen in Vergleichzur Helizit�at (245); der Grund daf�ur ist in Abb. (29) leicht zu erkennen.Ein weiterer E�ekt der Turbulenz ist eine e�ektive Reduzierung der Leitf�ahigkeit (�t � �),d.h. eine Erh�ohung der Di�usivit�at (� � �). Die Di�usionszeit des mittleren Magnetfeldes derSonne betr�agt jetzt L20=� � 10 Jahre statt L20=� � 4 � 109 Jahre und ist vergleichbar mit derPeriode des Sonnenzyklus! Die turbulente Di�usion beschreibt auf statistische Weise den E�ekt45



Abbildung 30: Turbulente Di�usivit�at (Hoyng 1992)der turbulenten Mischung von magnetischen Feldlinien, n�amlich e�ektiveren di�usiven Transportund erh�ohten Zerfall durch Ausmittelung von entgegengesetzten Feldkomponenten (Abb. 30; ausHoyng 199233). Beachte dass die turbulente Di�usion sich nur auf das mittlere Magnetfeld B0bezieht und nicht auf B.7.4 Korrekturen zur MF-DynamotheorieWir haben gesehen dass die MF-Dynamogleichung in der Form (248) g�ultig ist unter folgendenBedingungen:D1) Die kinematische Ann�aherung ist erlaubt, d.h. E�ekte der Lorentzkraft auf die Str�omungd�urfen vernachl�assigt werden. Das erfordert B � Beq.D2) Die Strouhalzahl S � 1, so dass FOSA erlaubt ist.D3) Die Korrelationszeit ist viel k�urzer als die Advektionszeit durch die mittlere Str�omung, sodass die 2-Skalen-Ann�aherung erlaubt ist.D4) Die Turbulenz ist isotrop.Diese Bedingungen sind nicht erf�ullt in der Sonne. Die �Aquipartitionsfeldst�arke bez�uglich derKonvektion betr�agt Beq � up�0� � 0:3 T in der OS (u � 20 m s�1 ist eine typische konvektiveGeschwindigkeit am Boden der KS; �OS � 230 kg m�3), w�ahrend B � 10 T � 30Beq in der OS(x9). Die Strouhalzahl betr�agt S � 1 und die 2-Skalen-Ann�aherung ist h�ochstens marginal erf�ullt.Zu D1): es gibt keine mathematisch konsistente nicht-lineare Variante der Mean-Field-Theorie. Dieeinzige derzeitige M�oglichkeit um innerhalb der MF-Theorie �uber die kinematische Ann�aherunghinaus zu gehen beruht auf heuristischen nicht-linearen Termen. Einige Beispiele davon werdenbesprochen in x7.6.Zu D3) und D4): ohne 2-Skalen-Hypothese ist die Mittelung der Induktionsgleichung im Allgemei-nen schwierig34. Die Anwesenheit einer mittleren Str�omung u0 f�uhrt u.A. zu anisotroper Turbulenz;das gleiche gilt f�ur eine Dichteschichtung. Solche E�ekte k�onnen relativ einfach ber�ucksichtigtwerden durch Symmetrie-�Uberlegungen. Zum Beispiel ist die allgemeine Form der mittleren EMKunter Ein
uss von Rotation 
 und Dichteschichtung r� k erhu1 �B1i = �1 (r �
)B0 + �2r (
 �B0) + �3
 (r �B0) � �r�B0 + � � �; (252)wo �i = �i(r) und � = �(r) (siehe z.B. Roberts35 f�ur eine Ableitung; nur die wichtigsten Termewerden hier gezeigt). Der �-Tensor hat jetzt drei unterschiedliche Koe�ziente: �1 f�uhrt, wie � imisotropen Fall, zu einer EMK k B0; �2 zu einer EMK k r und �2 zu einer EMK k 
. Die beiden33Hoyng, P., 1992, in The Sun, a Laboratory for Astrophysics, J.T. Schmelz und J.C. Brown (Her.), Kluwer,99-13834Krause und R�adler, x835Lectures S. 48-50 46



letzten werden meistens ignoriert; der erste Term der EMK ist / cos � wenn 
 k ez. Aus diesemGrund verwendet man in stellaren MF-Modellen oft folgende Form der EMK:hu1 �B1i = �(r) cos �B0 � �(r)r�B0: (253)Zu D2): eine Ableitung der MF-Dynamogleichung ohne FOSA ist m�oglich, aber l�astig. Das hiergenannte Beispiel stammt von Nicklaus und Stix36 und beruht auf der Theorie der stochastischenDi�erentialgleichungen. Betrachten wir eine lineare stochastische Di�erentialgleichung der Form@B=@t = (D0+D1)B (226); im Fall der Induktionsgleichung ist D0B = r� (u0�B)+ �r2B undD1B = r�(u1�B). Um die Ableitung zu vereinfachen eliminierenwir D0 durch die Transformation~B = e�tD0B; (254)~D1 = e�tD0D1etD0 ; (255)wonach (226) immer in der Form @ ~B=@t = ~D1 ~B geschrieben werden kann. Wir nehmen imMomentan D0 = 0 und setzen ~B = B und ~D1 = D. Van Kampen37 hat gezeigt dass aus der Gleichung@B@t = DB (256)folgende Gleichung f�ur B0 abgeleitet werden kann:@B0@t = n 1Xm=2KmoB0; (257)wo Km = Z t0 dt1 Z t10 dt2 � � � Z tm�20 dtm�1hhD(t)D(t1) � � � D(tm�1)ii;t � t1 � t2 � �� � 0: (258)Die Km sind integrierte geordnete Kumulanten, z.B.hhD(t)D(t1)ii = hD(t)D(t1)i � hD(t)ihD(t1)i; (259)hhD(t)D(t1)D(t2)ii = hD(t)D(t1)D(t2)i � hD(t)ihD(t1)D(t2)i�hD(t)D(t1)ihD(t2)i + hD(t)ihD(t1)ihD(t2)i; (260)wo t � t1 � t2. Die Kumulanten sind so konstruiert dass sie verschwinden wenn zwei Termefaktorisieren (nicht korreliert sind). Dies geschieht wenn zwei Zeiten mehr als eine Korrelationszeit�c verschieden sind. Es folgt dass alle Zeiten innerhalb eines Intervalls �c liegen m�ussen und dassKm = O(jDjm�m�1c ) = O(Sm�1)u1=Lc: die Entwicklung ist konvergent wenn S < 1.Wenn D0 6= 0 ist es einfach zu kontrollieren [ersetze B0 ! ~B0 in (257) und D ! ~D1 in(258)] dass die Gleichung f�ur B0 lautet@B0@t = nD0 + 1Xm=2K0moB0; (261)wo K0m = Z t0 dt1 Z tt1 dt2 � � � Z tm�20 dtm�1hhD1(t)e(t�t1)D0D1(t1)e(t1�t2)D0 � � �D1(tm�1)e(tm�1�t)D0ii: (262)Der Integrand von K 0m tr�agt nur bei wenn jti� tj j <� �c (f�ur alle i 6= j). Wenn j�cD0j � 1 (2-Skalen-Hypothese) d�urfen wir also expf(ti�tj)D0 ! 1 setzen, so dass K 0m = Km; die einzige Ver�anderungin (257) ist dann ein extra Term D0B0 auf der rechten Seite.Wenn S � 1 darf die Entwicklung abgebrochen werden beim ersten Term (m = 2; FOSA/-SOCA), und es ergibt sich die bekannte MF-Dynamogleichung, siehe x7.3.1. Wenn S � 1 m�ussenmehr Terme ber�ucksichtigt werden; sie wurden erstmals von Knobloch systematisch berechnet38.36Nicklaus, B., Stix, M., 1988, GAFD 43, 149-6637Van Kampen, N.G., 1974, Physica 74, 215-38; Van Kampen, N.G., 1974, Physica 74, 239-4738Knobloch, E., 1977, J. Fluid Mech. 83, 129; 1978, ApJ 225, 105047



Abbildung 31: Dimensionslose Transportkoe�ziente ( = �=4; sin 2 ist ein Mass f�ur die Helizit�athu1 � (r� u1)i) (Nicklaus und Stix 1988)Nicklaus und Stix haben die Terme bis zu m = 4 analysiert f�ur homogene isotrope Turbulenz underhalten (D0 = 0)@B0@t = n(�2 + �3 + �4)r�+(�2 + �3 + �4)r2 + 
4r�r2 + �4r4oB0; (263)wo die Indizes die Ordnung der Kumulanten bezeichnen aus den die Koe�zienten stammen. Diegenaue Form der Koe�zienten ist kompliziert; �2 und �2 sind identisch zu � bzw. � der FOSA.Wenn die Turbulente Str�omung u1 eine Gaussische Verteilung hat, kann man zeigen dass �3 =�3 = 
4 = �4 = 0. In diesem Fall beh�alt die Dynamogleichung die alte Form, nur mit neuenTransportkoe�zienten,�! �2 + �4; � ! �2 + �4: (264)Nicklaus und Stix haben diese Koe�zienten f�ur ein Ensemble von helikalischen Wellen mit einerGaussischen Energieverteilung berechnet als Funktion von S; siehe Abb. (31). Wenn S � 1 werden�4 und �4 so gross dass � oder � verschwinden oder das Vorzeichen wechseln. Es folgt dassFOSA in der Sonne eine schlechte Ann�aherung ist und dass die Kumulantenentwicklung nichtbei m = 4 abgebrochen werden darf. Ob man f�ur m > 4 eine Dynamogleichung in der alten Formmit modi�zierten Koe�zienten erh�alt ist unsicher. Ob es sinnvol ist noch mehr Terme zu berechnenist auch unsicher denn die Konvergenz der Entwicklung h�angt ab vom unbekannten genauen Wertvon S � 1.Andere mathematische Verfahren die �uber FOSA hinaus gehen beruhen z.B. auf einerAnalyse der Greenschen Funktion der Induktionsgleichung39, g�ultig f�ur S � 1. Carvalho40 ver-wendet ein iteratives Verfahren das auch g�ultig ist f�ur S > 1 aber unter der Annahme jB1j < jB0j,was problematisch ist in der Sonne.7.5 Ergebnisse der MF-DynamotheorieDas Hauptergebnis von x7.3 war die MF-Dynamogleichung (248),@B0@t = r� nu0 �B0 + �B0 + �r�B0o (265)(ab jetzt schreiben wir � + � � �). Um die wichtigsten Eigenschaften von MF-Dynamos zuillustrieren l�osen wir diese Gleichung zuerst in 
acher Geometrie, wo analytische Ergebnisse leichtzu erhalten sind; danach werden wir die f�ur stellare Dynamos mehr geeignete kugelf�ormige Geo-metrie verwenden.7.5.1 Flache MF-Dynamos: ParkerwelleWir betrachten die Dynamogleichung in kartesischen Koordinaten, wobei x, y und z de�niert sindwie angedeutet in Abb. (32). Wir suchen axisymmetrische L�osungen (@=@y = 0) und nehmen an39Dolginov, A.Z., Silant'ev, N.A., 1992, GAFD 63, 139-7840Carvalho, J.C., 1992, A&A 261, 348-352 48



Abbildung 32: Geometrie der Parkerwelledass � = konstant, u0 = u0(x; z) ey und dassa = ru0 = konstant: (266)Das mittlere Magnetfeld B0 wird zerlegt in poloidale Komponenten ? ey und toroidale Kom-ponenten k ey:B0 = Btey +r�Apey: (267)F�ur die einzelnen Terme von (265) erh�alt man [verwende (J11), u0 �r = 0 und a � ey = 0 in (268);(J6) und r �Apey = ey � rAp = 0 in (269)]r� (u0 �B0) = (B0 � r)u0 = ey(B0 � r)u0 = eyfa � (r�Apey)g= ey f(ey � a) � rApg; (268)r� �B0 = �r� (r� Apey + Btey) = �r� Btey � �eyr2Ap: (269)Substitution in (265) liefert eine Gleichung vom Typ r � wpey + wtey = 0 ) wtey = 0 undr�wpey = 0) wpey = (r�)y = 0, also wp = 0 und wt = 0. Es ergibt sich@Bt@t = (ey � a) � rAp � �r2Ap + �r2Bt; (270)@Ap@t = �Bt + �r2Ap: (271)Der �-E�ekt f�uhrt zu Quelltermen in beiden Gleichungen; die di�erentielle Rotation nur in derGleichung f�ur Bt. Das toroidale Magnetfeld hat also zwei Quellterme. Abh�angig von der relativenGr�osse dieser Terme spricht man von einem �!-Dynamo (j�r2Apj � j(ey�a) �rApj), �2-Dynamo(j�r2Apj � j(ey�a) �rApj) oder �2!-Dynamo (j�r2Apj � j(ey�a) �rApj). Am interessantestensind die beiden �aussersten F�alle; der �2!-Dynamo ist ein Mischwesen.Wir suchen wellenformige L�osungen der Dynamogleichung und machen dazu den Ansatz(Ap; Bt) = Re ( ~Ap; ~Bt) ei(k�r+!t); (272)wo k ein Wellenvektor in der xz-Ebene ist (ky = 0 damit B0 y-unabh�angig ist) und ~Ap und ~Btkomplexe Konstanten sind. Substitution in (270-271) lieferti! ~Bt = iks ~Ap + �k2 ~Ap � �k2 ~Bt; (273)i! ~Ap = � ~Bt � �k2 ~Ap: (274)wo k̂ = k=k unds = (ey � a) � k̂: (275)Betrachten wir zuerst den �!-Dynamo. Das toroidale Magnetfeld wird dann nur von der di�eren-tiellen Rotation regeneriert: wir setzen �k2 ~Ap = 0 in (273). Starke di�erentielle Rotation herrschtz.B. in der Sonne (der numerische Beweis folgt etwas sp�ater).49



Diese Gleichungen haben eine nicht-triviale L�osung wenn die Determinante verschwindet.Daraus ergibt sich folgende Dispersionsrelation:(i! + �k2)2 � ik�s = 0: (276)Die beiden L�osungen dieser quadratischen Gleichung lauten [pi = �(1 + i)=p2]! = i�k2 � (1� i)pk�s=2:) (277)Dies sind zwei Wellen mit Frequenz Re ! und D�ampfungsrate Im !, woRe! = �pkj�sj=2 = �
; (278)Im! = �k2 � sgn(�s)pkj�sj=2: (279)Solche Wellen wurden zum ersten Mal von Parker untersucht41. Die Periode der Wellen istT = 2�
 = 2�pkj�sj=2 : (280)und entspricht der Zyklusdauer des Dynamos. Je st�arker der �-E�ekt oder die di�erentielle Rota-tion, desto k�urzer ist T . F�ur die Sonne (j�j � 0:3 m s�1, a = jaj � �u0=L0, �u0 � 102 m s�1, Dickeder Konvektionsschicht L0 � 2�108m) a � 5�10�7 s�1, 2�=k � �R� , k � 2=R� � 3�10�9m�1,kj�sj � jk�aj) k�onnen wir absch�atzen T � 2�=pkj�aj=2 � 4 � 108 s � 16 Jahre, in der selbenGr�ossenordnung als die tats�achliche Zyklusdauer von 22 Jahren. Allerdings ist die di�erentielleRotation in Wirklichkeit stark konzentriert (a gr�osser), so dass T k�urzer sein soll. Der genaue Wertvon � ist aber nicht bekannt; der hier verwendete Wert entspricht einer relativen Helizit�at vonetwa 10% und diese k�onnte kleiner sein, was zu einer Verl�angerung der Zyklusdauer f�uhren w�urde.Die Bedingung f�ur Anregung der Wellen lautet Im ! � 0; die Welle mit �s > 0 (�s < 0)und einem + (�) in (279) ist also immer ged�ampft und die andere Welle ist angeregt wennj�sj � 2�2k3: (281)In unserer idealisierten unendlich grossen Geometrie k�onnen wir k beliebig klein w�ahlen um (281)zu erf�ullen. Ein physischer Dynamo hat eine endliche Dimension L0 so dass k >� k0 � 1=L0 und(281) nur erf�ullt ist wenn j�sj einen Mindestwert �uberschreitet.Um die Fortp
anzung der angeregten Welle zu untersuchen betrachten wir die Gruppenge-schwindigkeit ug. Die Frequenz dieser Welle ist �sgn(�s) 
, so dassug = �sgn(�s)@
@k = �sgn(�s) 14
 @@kkj�sj = �4
a� ey: (282)Die Wellen p
anzen sich fort senkrecht zu ey und zu a, d.h. entlang die Isorotations
�achen u0 =konstant. Am Boden der solaren Konvektionsschicht z.B. gilt in der N�ahe des �Aquators etwaa k +ez, so dass n�ordlich des �Aquators (wo � < 0) ug k +ex und s�udlich des �Aquators (wo � > 0)ug k �ex, d.h. die Welle bewegt sich immer zum �Aquator.Ist diese Wellenfortp
anzung auch zu verstehen als ein mittlerer E�ekt der einzelnen kon-vektiven Zellen? Betrachte dazu Abb. (33). Wir nehmen an dass a k +ez und � < 0 (� > 0)n�ordlich (s�udlich) des �Aquators. Das Magnetfeld ist schematisch dargestellt durch zwei toroidaleFlussringe (a). Der �-E�ekt erzeugt ein poloidales Magnetfeld (b). Die di�erentielle Rotation schertdas poloidale Feld (c). E�ektiv f�uhrt die Scherung zur Entstehung zus�atzlicher Flussringe nebenden urspr�unglichen (d). Durch turbulente Di�usion vermischen sich die Flussringe so dass e�ektiveine Breitendrift zum �Aquator zu beobachten ist (e). Auf h�oheren Breiten bleibt ein toroidalesMagnetfeld entgegengesetzter Polarit�at �ubrig: der Anfang eines neuen Zyklus.Ist die Sonne in der Tat ein �!-Dynamo? Das Verh�altnis beider Quellterme in (273) istj�k2j=j(ey�a)�kj � j�jk=a � 2�10�3: die di�erentielle Rotation ist viel wichtiger f�ur die Erzeugungdes toroidalen Magnetfeldes als der �-E�ekt.Das toroidale Magnetfeld eines �!-Dynamos ist st�arker als das poloidale Magnetfeld. Umdas zu beweisen substituieren wir zuerst (272) in (267):B0 = Re (ik� ey ~Ap + ~Btey) ei(k�r+!t): (283)41Parker, E.N., 1955, ApJ 122, 293 50



Abbildung 33: Erkl�arung der Breitendrift der ParkerwellenDann verwenden wir (274), d.h. (i! + �k2) ~Ap = � ~Bt, und (277):~Ap = �(1� i) � ~Btp2k�s: (284)Es ergibt sichB0 = Re�� k� ei�=4pk�s k̂� ey + ey	 ~Bt ei(k�r+!t): (285)Das Verh�altnis der beiden Feldkomponente ist daher etwaB0pB0t � kj�jpkj�sj �rkj�ja (286)Die Beobachtungen des Magnetfeldes der Sonne (x1.1) zeigen dass B0p=B0t � 1, was best�atigtdass der Sonnendynamo vom Typ �! ist (die �ublichen Parameterwerte liefern B0p=B0t � 0:04).Bemerke dass B0p=B0t � 1 f�ur ein �2!-Dynamo (kj�j=a � 1).Betrachten wir jetzt einen �2-Dynamo. Wir setzen iks ~Ap = 0 in (273) und suchen einenicht-triviale L�osung. Die Dispersionsrelation lautet jetzt(i! + �k2)2 � �2k2 = 0 (287)und die L�osungen sind! = i(�k2 � �k): (288)Es gibt also keine periodische L�osungen oder Wellen (jedenfalls in einer 
achen Geometrie). EineL�osung ist immer ged�ampft; die andere ist angeregt wenn Im ! � 0, d.h.k > j�j=�: (289)Das mittlere Magnetfeld �nden wir durch Substitution von (274) und (288),~Ap = � ~Bt=ik (290)in (283):B0 = Re �� k̂ � ey + ey� ~Bt ei(k�r+!t): (291)Das Verh�altnis der poloidalen und toroidalen Feldkomponente istB0pB0t = 1: (292)51



Abbildung 34: �2-DynamoWenn wir die Ergebnisse dieser lokalen Analyse extrapolieren zu einer Kugelgeometrie und an-nehmen das � antisymmetrisch ist relativ zum �Aquator (� > 0 n�ordlich des �Aquators), entstehtfolgendes Bild (Abb. 34). Am Anfang ist nur ein toroidales Dipolfeld gezeichnet (a). Der �-E�ekterzeugt dazu einen toroidalen Strom k B0t im Norden und k �B0t im S�uden (b). Das zugeh�origepoloidale Magnetfeld ist gezeichnet in (c). Der �-E�ekt macht jetzt daraus einen poloidalen Strom,k B0p im Norden und k �B0p im S�uden (d). Das zugeh�orige toroidale Magnetfeld verst�arkt dasurspr�ungliche Feld von (a), so dass der Kreis geschlossen ist.Der �2-Dynamo hat gewisse �Ahnlichkeiten mit dem Erddynamo. Auch das Erdmagnetfeldist nicht periodisch. Di�erentielle Rotation ist nicht sehr stark in der Erde aber trotzdem gen�ugtder geringe Geschwindigkeitsunterschied zwischen Innenkern und Aussenkern wahrscheinlich umden Erddynamo als �!/�2!-Dynamo einzustufen (siehe x10).7.5.2 Spherische MF-DynamosMan darf nicht immer die Ergebnisse der lokalen Analyse extrapolieren zu einer anderen (endlichen)Geometrie. So gibt es z.B. durchaus periodische L�osungen des �2-Dynamos in einer Kugel, obwohldie meisten L�osungen in der Tat nicht periodisch sind. Auch ist in einem endlichen Volumen dieWellenzahl k nicht mehr beliebig. Die Werte von k formen ein diskretes Spektrum und es gibteine Untergrenze k <� 1=L0, bestimmt durch die Dimension des Dynamos. Um zu wissen welcheglobale Eigenschwingungen angeregt werden k�onnen muss die Dynamogleichung in der geeignetenGeometrie gel�ost werden.In einem spherischen Dynamo liegt es nahe B0 zu zerlegen in toroidale und poloidaleKomponenten (x4.4). Der Einfachkeit halber gehen wir aus von Axialsymmetrie (@=@� = 0). Dasmittlere Magnetfeld darf dann geschrieben werden alsB0 = Bt +Bp = Bte� +r� Ape�: (293)Sei die mittlere Str�omung rein toroidal,u0 = u0 e�; u0 = 
r sin �; (294)wo 
(r; �) die di�erentielle Rotation darstellt. Dann folgt aus (265)@Bt@t = r� (u0 �Bp) +r� �Bp �r� (�r�Bt); (295)@Bp@t = r� �Bt �r� (�r�Bp): (296)Wir betrachten zuerst alle Terme zur rechten Seite. Die Rotation des Vektors u0�Bp = u0(B�er�Bre�) in Kugelkoordinaten lautet [s = r sin �; 
 = u0=s; vergleiche die Ableitung von (104)]:r� (u0 �Bp) 90= e�r n @@r ru0Br + @@� u0B�o = se�nr � u0Bps o = se�(Bp � r) 
= r
�rsAp: (297)52



Im letzten Schritt haben wirBp = r�Ap 90= �1se� �rsAp (298)gesetzt. Da jetzt � nicht mehr konstant genommen werden darf, ist auch der n�achste Term etwaskomplizierter:r� �Bp 90= e�r n @@r r�B� � @@��Bro = �r�Bp + e�nB� @�@r � Brr @�@� o= �r�r� Ape� + (r��Bp) (299)Im ersten Term von (299) substituieren wirr�r�Ape� 93= �e�nr2 � 1s2oAp = �e��0Ap: (300)Der zweite Term von (299) lautetr��Bp 298= �1sr�� (e� �rsAp) = �e� 1s (r� � r)sAp; (301)so dassr� �Bp = �e���0Ap � e� 1s (r� � r)sAp: (302)Der letzte Term von (295) ist zu schreiben als��r�r�Bt 93= �e��0Bt: (303)Gleichung (296) ist durch Substitution von Bp = r � Ape� zu schreiben in der Form r �wt = 0 ) wt = (r�)� = 0 und darf also 'entrotiert' werden. Der letzte Term von (296) wirddurch Anwendung von (93) umgeschrieben. Schliesslich berechnen wir f�ur alle Terme von (295)den Skalarprodukt mit e� und verwenden (J1) f�ur den Skalarprodukt mit (297). Nach diesenManipulationen ergibt sich aus (295-296)@Bt@t = (e� �r
) � rsAp � ��0Ap � 1s (r� � r) sAp + ��0Bt; (304)@Ap@t = �Bt + ��0Ap: (305)Diese Gleichungen sind denen der 
achen Geometrie (270-271) sehr �ahnlich, nur hat der Gradientvon � zu einem neuen Term Anlass gegeben. Als Beispiel suchen wir L�osungen f�ur den Fall
 = 
(r); @
@r = 
0 = konstant; (306)� = �m cos �: (307)Der erste und dritte Term von (304) reduzieren zu(e� �r
) � rsAp = 
0 @@�Ap sin �; (308)�1s (r� � r) sAp = ��0s @@�Ap sin �; (309)wo �0 = @�=@�. Wir suchen L�osungen der FormAp = RReP eikrr ; (310)Bt = ReT eikrr (311)wo P = P (�; t) und T = T (�; t) komplexe Funktionen sind und R ein Radius ist der sp�ater festgelegtwird. Durch den FaktorR in der De�nition vonAp erhalten P und T die gleiche Dimension [T m�1].Es gilt�0P eikrr = n 1r2 @@� 1sin � @@� sin � � k2oP eikrr (312)53



und �ahnlich f�ur T exp (ikr)=r. Alle Ableitungen nach r sind jetzt verschwunden. Wir setzen �uberallr = R und de�nieren dimensionslose Gr�ossen~�0 = R2�0; ~� = �=�m; � = t�=R2: (313)Es ergeben sich folgende Gleichungen f�ur P und T :n @@� � ~�0oT = C! @@� P sin � �C� ~� ~�0P � C� ~�0sin � @@�P sin �; (314)n @@� � ~�0oP = C� ~�T; (315)wo C! = 
0R3� ; C� = �mR� ; C = C�C! (316)die Dynamozahlen der di�erenziellen Rotation (C!) bzw. des �-E�ektes (C�) sind. Ein �!-Dynamohat jC!j � jC�j, ein �2!-Dynamo jC!j � jC�j und ein �2-Dynamo jC!j � jC�j.Die Symmetrie der L�osungen bez�uglich der �Aquatorebene � = �=2 wird als Parit�at bezeich-net; sie ist antisymmetrisch (A) oder symmetrisch (S). Im allgemeinen ist eine L�osung zu schreibenals T = TA + TS und P = PA + PS. Wenn man jetzt die symmetrischen und antisymmetrischenTeile von (314-315) trennt, zeigt sich dass TA nur an PS gekoppelt ist und TS nur an PA, dennMultiplikation mit � oder Ableitung nach � tauscht die Parit�at um; Multiplikation mit sin � l�asstdie Parit�at unver�andert.Betrachten wir zuerst einen �!-Dynamo, wobei wir nat�urlich den Sonnendynamo im Augebehalten. Gleichungen (314-315) reduzieren zun @@� � ~�0oT = C! @@� P sin �; (317)n @@� � ~�0oP = C� ~�T (318)Die L�osungen erhalten wir durch eine Zerlegung in Legendrefunktionen,P (�; � ) = C�e�� 1Xn=1anP 1n(cos �); (319)T (�; � ) = e�� 1Xn=1 bnP 1n(cos �): (320)Die Aufnahme des Faktors C� in P wird sich sp�ater als bequem erweisen. Die Legendrefunktionensind L�osungen der Gleichung~�P 1n = �n(n+ 1)P 1n; (321)d.h. es sind L�osungen von (317) wenn C! = 0 oder von (318) wenn C� = 0 (frei zerfallende Felderoder decay modes). Die P 1n(x) [x = cos �] haben die Eigenschaften(2n+ 1)xP 1n = nP 1n + (n+ 1)P 1n�1; (322)(x2 � 1)dP 1ndx = nxP 1n � (n + 1)P 1n�1: (323)Wir verwenden Identit�aten (321-323) um die einzelnen Terme von (317-318) als Kombinationenvon P 1n zu schreiben. Bemerke dazu:~�0P 1n = �nn(n+ 1) + (kR)2oP 1n; (324)@@�P 1n sin � = n(n+ 1)2n+ 1 nP 1n+1 � P 1n�1o; (325)P 1n cos � = 12n+ 1nnP 1n+1 + (n + 1)P 1no; (326)Substitution von (325-326) in (317-318) liefert f�ur diese Terme nach Umnummerierung54



Abbildung 35: Eigenfunktionen von (317- 318) mit kR = 3 und C = Ckrit = �1319. Gezeigt sindKonturlinien von T (�; �) f�ur die ersten sechs Eigenmodes. Der exponentielle Zerfall der Obert�oneist entfernt worden f�ur die Anschaulichkeit.C! @@� P sin � = Ce�� 1Xn=1nn(n� 1)2n� 1 an�1 � (n + 1)(n+ 2)2n+ 3 an+1oP 1n; (327)C�~�T = C�e�� 1Xn=1n n� 12n� 1bn�1 + n+ 22n+ 3bn+1oP 1n: (328)Gleichungen (317-318) ergeben somit folgende Beziehungen zwischen den Entwicklungskoe�zien-ten: n�+ (kR)2 + n(n+ 1)obn = C nn(n� 1)2n� 1 an�1 � (n+ 1)(n + 2)2n+ 3 an+1o; (329)n�+ (kR)2 + n(n+ 1)oan = n� 12n� 1bn�1 + n+ 22n+ 3bn+1: (330)Die Legendrefunktionen P 1n sind S bez�uglich des �Aquators f�ur n ungerade (z.B. P 11 = sin �) und Af�ur n gerade. Gleichungen (329-330) best�atigen also die Kopplung zwischen symmetrischem T undantisymmetrischem P bzw. zwischen antisymmetrischem T und symmetrischem P .Der einzige Parameter in (329-330) ist C; die L�osungen h�angen also nur vom Produkt C =C�C! ab. Das gilt nicht f�ur das Verh�altnis P=T : wenn wir (317-318) absch�atzen durch �T �C!P und �P � C�T , folgt durch Substitution j�j2 � jCj ) jP=T j � pjC�=C!j. Das mittlereMagnetfeld hat folgende Beziehung zu P und T [verwende (293), (298) und (310-311)]:B0 = RenTe� � 1sin � e� � hikRer + e� @@� iP sin �o eikr=R: (331)Wenn kR = O(1) erhalten wirB0pB0t � ���PT ��� �r���C�C! ���: (332)Dieses Ergebnis besagt also B0p=B0t �pj�m=
0R2j, �ahnlich wie in der 
achen Geometrie (286).55



Tabelle 2: Dimensionslose Wachstumsraten und Frequenzen der ersten sechs Eigenschwingnungenf�ur kR = 3 und C = �1319 i Parit�at 
i !i0 A 0.00 27.91 S �2:09 27.62 S �8:94 0.003 A �17:4 26.24 S �28:4 27.45 A �42:1 31.0Die rekurrenten Beziehungen (329-330) k�onnen numerisch gel�ost werden indem man dieSummierung abbricht bei n = N . Die 2N Gleichungen f�ur 2N Unbekannte werden als Matrizegeschrieben und f�ur diese Matrize werden Eigenvektoren fa1; a2; � � �; aN ; b1; b2; � � �; bNg und Eigen-werte �i berechnet. Dabei soll N so gross gew�ahlt werden dass die Eigenvektoren gen�ugendkonvergieren. Aus jedem Eigenvektor erh�alt man durch Summierung der Legendrefunktionen (319-320) eine Eigenfunktion der Dynamogleichung, Pi(�; � ) und Ti(�; � ). Abb. (35) zeigt die erstensechs Eigenfunktionen f�ur einen �!-Dynamo mit kR = 3 und C = �1319; die zugeh�origenEigenwerte sind zu �nden in Tabelle (2). Die L�osungen sind gezeichnet als Schmetterlingsdia-gramme (H�ohenlinien) von Ti(�; � ). Die Eigenwerte,�i = i!i + 
i; (333)sind beim �!-Dynamo meistens komplex, so dass die Eigenfunktionen periodisch sind (!i 6= 0),obwohl in Abb. (35) auch eine station�are (d.h. nicht-periodische) Eigenfunktion gezeigt wird (!2 =0). Die Wachstumsraten 
i h�angen wie !i ab von C - meistens (aber nicht immer) gilt 
i " wennjCj ". Die Eigenfunktionen werden �ublicherweise so nummeriert dass 
0 � 
1 � 
2 � ��. Die kritischeDynamozahl Ckrit;i einer Eigenschwingung ist de�niert durchC = Ckrit;i , 
i = 0; (334)d.h. die Eigenschwingung i ist marginal stabil. Meistens bezeichnet man Ckrit;0 einfach als Ckrit,die Dynamozahl bei der die dominante Eigenfunktion marginal stabil ist und die �ubrigen ged�ampftsind. Das negative Vorzeichen von C sorgt daf�ur dass die Dynamowellen zum �Aquator laufen. DasSchmetterlingsdiagram f�ur die erste Eigenschwingung sieht erstaunlich gut aus und reproduziertessentielle Eigenschaften des solaren Magnetfeldes (Abb. 2). Durch eine geschickte Wahl von R2=�kann man bewirken dass die Zyklusdauer 2�R2=�!0 � 22 Jahre ist.7.6 Nichtlineare MF-DynamosWenn die Dynamozahl jCj > jCkritj ist ergibt sich nach der (linearen) MF-Theorie ein exponentiellanwachsendes mittleres Magnetfeld. Dies entspricht nicht den Beobachtungen des Sonnenzyklus,denn abgesehen von Fluktuationen bleibt jBj etwa konstant, wenn gemittelt �uber suksessive Zyklen.In der (linearen) MF-Theorie ist man daher gezwungen k�unstlich C � Ckrit zu setzen. Auch istwegen der Linearit�at die absolute Gr�osse von B0 nicht festgelegt. In Wirklichkeit wird B beieiner superkritischen Dynamozahl beschr�ankt durch nichtlineare E�ekte wie die Lorentzkraft undFlusseruption. Da diese E�ekte ab einem bestimmten Schwellwert (typisch die �Aquipartitionsfeld-st�arke Beq) wichtig werden, liefern sie einen Referenzwert f�ur jBj (vergleiche den Scheibendynamo,x3). Daneben bieten nichtlineare Oszillationen vielleicht eine Erkl�arung f�ur die beobachtete Varia-bilit�at im Sonnendynamo, d.h. Variierungen der L�ange und Amplitude des Sonnenzyklus (Maunder-minimum) und f�ur die Asymmetrie im Schmetterlingsdiagram (gemischte Parit�at).Leider ist die Ableitung der Dynamogleichung (x7.3) nur g�ultig im kinematischen Bereich.Trotzdem m�ochte man die (mit Sicherheit statt�ndende) R�uckwirkung des Magnetfeldes auf dieStr�omung auch in der MF-Theorie ber�ucksichtigen. Dies tut man auf heuristische Weise, indemman z.B. die Dynamoparameter (�, �, u0) zu Funktionen von B0 macht (quenching) oder die MF-Dynamogleichung ausbreitet mit einem nichtlinearen Verlustterm (Flusseruption). Zum Teil sindsolche Ans�atze f�ur �- und !-Quenching und Flusseruption unterst�utzt durch Berechnungen der56



mittleren EMK hu1�B1i(B0) in einem turbulentem Medium unter der Annahme eines uniformenkonstanten mittleren Feldes B0 (z.B. Arbeiten von Kitchatinov, siehe x7.6.3). Man muss aber imAuge behalten dass es keine konsistente Ableitung einer nichtlinearen MF-Dynamogleichung gibt.Die Lorentzkraft besteht aus zwei Termen von dem der erste Spannungs- und Kr�ummungs-kr�afte, der zweite die magnetische Druckkraft beschreibt:flor = J�B J9= 1�0 (B � r)B� 12�0rB2: (335)Wir zerlegen die Lorentzkraft in einen Mittelwert und einen variierenden Beitrag:hflori = J0 �B0 + hJ1 �B1i; (336)f 0lor = flor � hflori = J0 �B1 + J1 �B0: (337)Die mittlere Lorentzkraft hflori beein
usst die mittlere Str�omung u0; dieser E�ekt wird bezeichnetals 
-Quenching. f 0lor beein
usst die turbulente Geschwindigkeit u1 und somit alle Turbulenzpara-meter; dies gibt Anlass zu �- und �-Quenching. Bemerke dass flor sowohl vom mittleren Feld B0als vom kleinskaligen Feld B1 abh�angt, d.h. � = �(B0;B1) und �ahnlich f�ur � und 
. Die MF-Dynamogleichung liefert aber nur B0. Wir m�ussen daher annehmen B1 � B1(B0), so dass �, �und 
 als Funktionen von B0 betrachtet werden d�urfen.Es gibt eine Vielzahl von Untersuchungen zu MF-Dynamos mit nicht-linearen Termen. Inden folgenden Abschnitten (xx7.6.1-7.6.3) werden nur einige Beispiele von �-, 
-Quenching undFlusseruption erw�ahnt; mehr sind zu �nden bei u.A.Weiss, Cattaneo und Jones42. Ein MF-Dynamomit �-Quenching ist zu �nden bei R�udiger et al43.7.6.1 �-QuenchingDie genaue Feldst�arke bei der die Lorentzkraft wichtig wird ist noch umstritten. Oft wird ange-nommen dass der Schwellwert liegt bei B0 � Beq, das heisst wenn �Aquipartition herrscht zwischenmagnetischer Energie des mittleren Feldes und kinetischer Energie der Konvektion. F�ur B0 >� Beqlassen Spannungs- und Kr�ummungskr�afte dann keine Drehung der magnetischen Schleifen durchdie Corioliskraft mehr zu, so dass �! 0. Zwei Beispiele davon werden jetzt erw�ahnt. Sei�(r; B0) = �0(r) f(B0); (338)dann lautet der cut-o�-� von Stix44:f1(B0) = 12h1� erf�B0 �Bc�B �i; (339)wo erf(x) = p�=2 R x0 dt expf�t2g und Bc � Beq (Abb. 36). Stix hat diesen E�ekt in einem 1D�!-Dynamo untersucht. Dazu wurde die Dynamogleichung in entdimensionierter Form numerischgel�ost:n @@� � @2@x2oT = C! @P@x ; (340)n @@� � @2@x2oP = C� cosx f1(B0)T; (341)wo x die Breite darstellt und B0 = pT 2 + (@P=@x)2. Abb. (37) zeigt eine superkritische perio-dische L�osung. Wenn jT j < Bc dann funktioniert der �-E�ekt und steigt P rasch an zu einemMaximum; die di�erentielle Rotation erzeugt daraus ein toroidales Feld das etwas sp�ater seinMaximum erreicht. Die Abh�angigkeit der Amplitude und der Periode von C=Ckrit wird gezeigt inAbb. (37). Ein zweites Beispiel stammt von Jepps45 und lautetf2(B0) = 11+ (B0=Bc)n ; (342)42Weiss, N.O., Cattaneo, F. und Jones, C.A., 1984, GAFD 30, 305-4143R�udiger, G., Kitchatinov, L.L, K�uker, M. und Schultz, M., 1994, GAFD 78, 247-5944Stix, M., 1972, A&A 20, 945Jepps, S.A., 1975, Journ. Fluid Mech. 67, 625-46 57



Abbildung 36: �-Quenching
Abbildung 37: a) 1D �!-Dynamo mit cut-o�-�; C = 5Ckrit. Gezeigt werden T=Bc (oben) undP=Bc (unten) als Funktion von � bei festem x. b) Amplitude und Periode als Funktion von C=Ckrit(='P=Pc') (Stix 1972)siehe Abb. 36. Jepps hat diesen Ansatz verwendet in einem spherischen axialsymmetrischen �!-Dynamo [siehe (304-305) ohne die �2-Terme]. F�ur �0(r; �) und u0(r; �) verwendete er u.A. ('Model2') �0 = 12h1 + erf�r � r2d �i cos �; (343)u0 = 12h1� erf�r � r2d �ir sin � e�; (344)wo d� r2, so dass � und die di�erentielle Rotation in unterschiedlichen Schichten existieren: r >� r2bzw. r <� r2. Aus praktischen Gr�unden ersetzte er (342) durch 1=(1+ jT jn), was erlaubt ist weil ineinem �!-Dynamo meistens jT j � jP j. Abb. (38) zeigt einige numerische L�osungen ohne und mit�-Quenching. Je gr�osser n ist, desto st�arker weichen die L�osungen ab vom linearen Fall (a); f�urn = 3 und C=Ckrit gen�ugend gross gibt es z.B. �Uberg�ange zwischen zwei periodischen L�osungen(d). Vainstein et al46 betonen dass in einem turbulentem Medium � schon bei einer Feldst�arkeB0 � Beq=pRm stark reduziert ist, weil das kleinskalige Magnetfeld bereits dann �Aquipartitionerreicht: B1 � B0pRm. Dies stellt die M�oglichkeit eines 'klassischen' �-E�ektes in Frage. Wenndas Ergebnis von Vainshtein et al auch in der Sonne g�ultig ist, kann der Sonnendynamo nur aufGrund eines v�ollig anderen �-E�ektes funktionieren.Eine m�ogliche L�osung beruht auf einer magnetischen Instabilit�at von toroidalen Flussr�ohren.Diese Instabilit�at wird verursacht von der magnetischen Auftriebskraft und tritt nur auf wenn diemagnetische Feldst�arke in der Flussr�ohre BT > BT1 � 105 G ist; wenn BT zu gross ist, nimmt �wieder ab weil die Flussr�ohren zu rasch aus der Dynamoschicht entfernt werden. Mehr �uber dieseInstabilit�at ist zu �nden in x9.3. Die �Ubersetzung in die Sprache der MF-Theorie erfordert eineUmrechnung B0 � fBT, wo f die Volumenfraktion der Flussr�ohren ist. Somit kann dieser �-E�ekt46Vainshtein, S.I., Cattaneo, F. (1992), ApJ 393, 165-71; Tao, L., Cattaneo, F., Vainshtein, S.I., in Solar andPlanetary Dynamos, Proctor, M.R.E. et al (eds.), Cambridge 199358



Abbildung 38: �-Quenching in einem spherischen �!-Dynamo. Gezeigt sind Schmetterlingsdia-gramme von T f�ur linksoben (a) C = Ckrit, f = 1; rechtsoben (b) C=Ckrit = 10, f = f2, n = 1;linksunten (c) C=Ckrit = 7, f = f2, n =1. rechtsunten (d) Periode als Funktion von C=Ckrit(='P ') f�ur n = 3. (Jepps 1975)in der MF-Dynamogleichung schematisch modelliert werden durch den Ansatzf3(B0) = 8>><>>: 0 (B0 < Bc1)1 (Bc1 < B0 < Bc2)0 (B0 > Bc2); (345)wo Bc1 = fBT1 und Bc2 = fBT2; siehe Abb. 36. F�ur ein numerisches Beispiel eines MF-Dynamosmit diesem �-E�ekt, siehe x9.7.6.2 Dynamisches 
-QuenchingDie E�ekte der Lorentzkraft k�onnen auch modelliert werden durch zus�atzliche (nichtlineare) Di�e-rentialgleichungen f�ur �, � oder u0. Ein Beispiel stammt von Tobias und Weiss47. Sie modellierenden Sonnendynamo als �!-Dynamo in einer axialsymmetrischen kartesischen 2D-Geometrie. DieKoordinaten sind de�niert wie bei der Parkerwelle (x7.4.1); x = 0 und x = Lx bezeichnen Nordpolbzw. �Aquator, z ist der radielle Koordinat, wobei �Lz < z < 0 die Overshoot-Schicht (OS; siehex9) und 0 < z < Lz die Konvektionsschicht (KS) sind. Di�erentielle Rotation u0 = u0ey ist in derOS konzentriert und � in der KS, eine Idee die zur�uckgeht auf u.A. Parker48 und die weiter untenbegr�undet wird (x9.2). Nach einer Zerlegung von B0 in toroidale und poloidale Komponenten,B0 = Btey +r�Apey, lautet die MF-Dynamogleichung (vergleiche 270-271):n @@t � �r2oBt = (ey � a) � rAp; (346)n @@t � �r2oAp = �Bt; (347)47Tobias, S.M., 1996, A&A 307 L21-4; Weiss, N.O. und Tobias, S.M., 1997, in Solar and Heliospheric PlasmaPhysics, G.M. Simnett (Her.) Springer48Parker, E.N., 1993, ApJ 408, 707-19 59



wo a = ru0. Diese Gleichung erzeugt Parkerwellen, die sich entlang die Grenze der beiden Schichtenfortp
anzen, sogenannte surface-waves (x9.2). F�ur � und u0 wird folgender Ansatz verwendet:� = �0(z) cos � �x2Lx�; (348)u0 = v(z) sin� �x2Lx�+ w(x; z; t): (349)Abb. (39) zeigt �0 und v0 = @v=@z als Funktionen von z. Die turbulente magnetische Di�usivit�at
Abbildung 39: z-Abh�angigkeit von � und di�erentieller Rotation v0� wird konstant genommen. Der erste Teil von u0 stellt die (radielle) di�erentielle Rotation da,wobei der Faktor sin(�x=2Lx) die Konzentration am �Aquator und das Verschwinden an den Polenmodelliert. Aus (349) folgta = ru0 = h �2Lx v cos� �x2Lx�+ @w@x iex + hv0 sin� �x2Lx�+ @w@z iez: (350)Der zweite Teil von u0 enth�alt die R�uckwirkung der Lorentzkraft und wird bestimmt durch einegemittelte Navier-Stokesgleichung (19):@w@t = hJ�Biy + �tr2w; (351)wo �t � � eine turbulente kinematische Viskosit�at ist. Die mittlere Lorentzkraft (336) wird

Abbildung 40: Schematisches Diagram der Bifurkationen (Weiss und Tobias 1997)abgesch�atzt durchhJ�Biy � (J0 �B0)y J9= 1�0 (B0 � r)Bt = 1�0n@Ap@x @Bt@z � @Ap@z @Bt@x o: (352)Die Vernachl�assigung von hJ1�B1iy ist n�otig aber nicht unproblematisch denn jB1j ist wenigstensso gross als jB0j in der Sonne. Es ergibt sichn @@t � �r2oBt = @u0@z @Ap@x � @u0@x @Ap@z ; (353)n @@t � �r2oAp = �Bt; (354)n @@t � �tr2ow = 1�0n@Ap@x @Bt@z � @Bt@x @Ap@z o: (355)60



Die Eigenschaften der L�osungen werden gesteuert von der Dynamozahl,C = �mv0mL3z�2 ; (356)wo �m und v0m typische Werte von � bzw. von v0 sind. Wenn jCj " ergibt sich eine Reihe vonBifurkationen wie schematisch gezeigt wird in Abb. (40). Die Dynamozahl wird negativ gew�ahltdamit die Dynamowellen sich zum �Aquator bewegen. Die erste Bifurkation (H1, wo B0 = 0 instabilwird) tritt auf bei C = �279 f�ur eine Dipoll�osung (Bt antisymmetrisch) und bei C = �325f�ur eine Quadrupoll�osung (Bt symmetrisch). Durch Randbedingungen ist es m�oglich die Parit�atder L�osungen vorzuschreiben: antisymmetrisch wenn @Ap=@x = Bt = @u0=@x = 0 f�ur x = Lx;symmetrisch wenn @Bt=@x = Ap = @u0=@x = 0 f�ur x = Lx.
Abbildung 41: Schmetterlingsdiagramme (s�udliche Halbkugel) von Bt f�ur Dipoll�osungen mit (a)C = �500 und (b) C = �1500 (Weiss und Tobias 1997)Abb. (41) zeigt Beispiele von rein antisymmetrischen L�osungen. Nach der ersten Hopf-Bifurkation gibt es periodische L�osungen mit endlicher Amplitude (C = �500). Nach einer zweitenHopf-Bifurkation entstehen modulierte Zyklen (C = �1500). Die Berechnungen zeigen dass diePeriode der Modulation etwa (�t=�)�1=2 mal die Zyklusdauer ist; in den Abbildungen ist �t=� =0:01. Die Modulationen entstehen durch Phasenunterschiede zwischen u0 und B0 die eine Folgesind der unterschiedlichen Di�usionszeiten L2z=� und L2z=�t. M�oglicherweise sind die Intervallereduzierter Aktivit�at zu vergleichen mit dem Maunder-Minimum der Sonne. Je gr�osser jCj, destol�anger dauern diese Intervalle; f�ur C = �2000 sind die L�osungen chaotisch geworden (Abb. 42).
Abbildung 42: Attraktoren f�ur Dipoll�osungen: hB2t ixz gegen hu20ixz f�ur (a) C = �1500 und (b)C = �2000 (Weiss und Tobias 1997)Wenn keine Parit�at wird vorgeschrieben entsteht (f�ur �t=� = 0:1) eine Sequenz von L�osungenwie gezeigt in Abb. (43). Nach der ersten Bifurkation ergibt sich eine stabile Dipoll�osung (C =61



�300); nach der zweiten Bifurkation entsteht eine L�osung gemischter Parit�at (C = �400) undf�ur C = �500 entsteht eine stabile Quadrupoll�osung. Schliesslich ergibt sich f�ur C = �1200 eineL�osung mit gemischter Parit�at, die regelm�assige Intervalle reduzierter Aktivit�at aufweist. W�ahrenddieser Intervalle ist der Symmetrieverlust am st�arksten, was auch f�ur die Sonnen
eckenverteilung imMaunder-Minimumgilt. Unregelm�assige Variationen, wie sie beobeachtet werden im Sonnenzyklus,ergeben sich in dieser Rechnung nur wenn C stark superkritisch gew�ahlt wird (>� 2000). Es ist unklarob dann noch realistische Maunder-Minima vorkommen.

Abbildung 43: Schmetterlingsdiagramme ohne vorgeschriebene Parit�at f�ur (a) C = �300, (b)C = �400, (c) C = �500 und (d) C = �1200 (Weiss und Tobias 1997)7.6.3 FlusseruptionNeben der Lorentzkraft ist Flusseruption (buoyancy) ein zweiter nichtlinearer E�ekt zur Festlegungder magnetischen Feldst�arke. Das Magnetfeld eines turbulenten Mediums wie z.B. das der solarenKonvektionsschicht neigt zur Bildung starker r�aumlicher Inhomogenit�aten. Magnetische Volumen-elemente (Flussr�ohren) sind daher eingebettet in einem extermen nicht-magnetischen Gas, mit demsie in Druckgleichgewicht sind,pe = pi + B2T2�0 ; (357)wo BT die Feldst�arke in den magnetischen Elementen ist (B0=BT � f ist die Volumenfraktion derFlussr�ohren). Wenn Ti = Te = T dann folgt aus der idealen Gasgleichung (� = p=RT )�e � �i = B2T2�0RT : (358)Betrachten wir eine magnetische Flussr�ohre (Radius a) dann wirkt auf sie eine Auftriebskraft(buoyancy force) [N m�1]Fb = (�e � �i)g�a2; (359)62



Abbildung 44: Schmetterlingsdiagramme des toroidalen Magnetfeldeseines �!-Dynamos mit a) �-Quenching, C = �2000, drei unterschiedlichen Anfangsfeldern. b) Flusseruption; oben: C = 1200;Mitte: C = 2000; unten: C = 12000 (Schmitt und Sch�ussler 1989)und eine Reibungskraft (drag force),Fd = CD�eau2b; (360)wo ub die Geschwindigkeit der aufsteigenden Flussr�ohre ist. Im Gleichgewicht Fb = Fd giltu2b = �e � �i�e g�aCD = �gaB2T2�0CDpe : (361)Abh�angig von der Tiefe auf der sich die Flussr�ohren be�nden kann man aus ub eine Sch�atzungf�ur die typische Verlustzeit �b geben. Flusseruption wird oft (zuerst vorgeschlagen von Leighton)49modelliert durch einen extra Term in der Dynamogleichung der FormB0f(B0)=�b, wo f(B0) = Bn0 .Berechnungen von Kitchatinov und Pipin50 zeigen allerdings dass die Abh�angigkeit von B0 imAllgemeinen viel komplizierter ist und dass f(B0) = Bn0 mit n = 2 nur bei Feldst�arken B0 � Beqeine gute Ann�aherung ist.Folgendes Beispiel stammt von Schmitt und Sch�ussler51. Sie betrachten einen axialsymme-trischen �!-Dynamo in spherischer Geometrie und l�osen (314-315) f�ur kR = 0 mit einem zus�atz-lichen Term Qg(B0) in der Gleichung f�ur das toroidale Feld (314), wo Q = R2=��b (1=Q ist dieentdimensionierte Verlustzeit) undg(B0) = ( �sgn(T ) [Bn0 �Bnc ] (B0 � Bc);0 (B0 < Bc): (362)In der Rechnung wurde Bc gleich 0 oder 1 gesetzt, abh�angig davon ob eine Schwelle angenommenwerden sollte f�ur das Auftreten von Flusseruption. Gleichung (315) f�ur das poloidale Magnetfeldwurde nicht ver�andert. Der Vergleich zwischen �-Quenching und Flusseruption (Abb. 44) zeigtdass Flusseruption zu realistischeren Schmetterlingsdiagrammen f�uhrt mit klarer Dipolparit�at (A),w�ahrend bei �-Quenching die Parit�at der L�osung oft gemischt (A+S) ist und die Breitenwanderungnicht mehr zum �Aquator statt�ndet.49Leighton, R.B. 1969, ApJ 156, 150Kichatinov, L.I., Pipin, V.V., 1993, A&A 274, 647-5251Schmitt, D., Sch�ussler, M., 1989, A&A 223, 343-5163



8 MHD-TurbulenzMF-Dynamotheorie liefert eine Beschreibung des mittleren Magnetfeldes B0 aber gibt keine Infor-mation �uber das kleinskalige Magnetfeld B1 = B �B0. Die St�arke des kleinskaligen Feldes wirdabgesch�atzt als B1 � RmB0 � B0, was eine Obergrenze darstellt weil die Ableitung beruht aufder Annahme dass die Induktionsgleichung linear in B ist (keine Lorentzkraft). Beobachtungendes solaren Magnetfeldes und Simulationen von Dynamowirkung in einem konvektiven Mediumbest�atigen aber dass B1 nicht klein ist im Vergleich zu B0. Nichtlineare E�ekte der Lorentzkraftk�onnen daher wichtig sein auch wenn B0 schwach ist. Das Magnetfeld der Sonne enth�alt eineVielzahl von L�angenskalen, variierend von etwa R� bis zur Dissipationsl�ange. Die Bildung einessolchen Spektrums von L�angenskalen in der Str�omung u ist typisch f�ur turbulente Fl�ussigkeiten,d.h. wenn Rh � 1. Wenn Rm � 1, wie in der solaren Konvektionsschicht, sind wegen desAlfv�enschen Theorems sowohl u als B turbulente Gr�ossen. Die Theorie der MHD-Turbulenzversucht auf statistische Weise die (nichtlineare) Evolution von u und B bei allen L�angenskalenzu untersuchen. Die Methoden der Turbulenztheorie beruhen auf einer Zerlegung der relevantenGr�ossen (hjuj2i, hjBj2i usw.) in Fourierkomponenten. Weil die Anwesenheit eines Magnetfeldeszu erheblichen Komplikationen der Turbulenztheorie f�uhrt, werden wir zuerst hydrodynamischeTurbulenz betrachten und danach die Modi�kationen durch das Magnetfeld.8.1 Hydrodynamische TurbulenzBetrachten wir eine Fl�ussigkeit ohne Magnetfeld unter den BedingungenH1) inkompressibele Str�omung: r � u = 0,H2) Dichte � und kinetische Viskosit�at � konstant,dann wird die Str�omung beschrieben durch die Navier-Stokes-Gleichung [siehe (19)],@u@t + (u � r)u = �r~p+ �r2u+ ~f ; (363)wo ~p = p=�; ~f = f=�: (364)Das Verh�altnis des (nichtlinearen) Advektionstermes zum di�usiven Term de�niert die (hydro-dynamische) Reynoldszahl Rh,j(u � r)ujj�r2uj � uL� = Rh; (365)wo u und L eine typische Geschwindigkeit und L�ange der Str�omung sind. Experimente zeigen dasswenn Rh einen Schwellwert� 1 �uberschreitet Turbulenz entsteht: es bildet sich eine Hierarchie vonStrukturen (Wirbeln) unterschiedlicher Gr�ossen ` und Lebensdaurn t`. Eine turbulente Str�omungist zeitlich und r�aumlich sehr variabel und hat praktisch stochastische Eigenschaften. Daher wirdeine statistische Beschreibung verwendet (siehe x7.3).Nehmen wir an dass sich Turbulenz gebildet hat mit folgenden statistischen Eigenschaften:H3) hui = 0,H4) Stationarit�at: @hui � ��i=@t = 0,H5) Homogenit�at: hui(r)uj(r+ x) � ��i = unabh�angig von r,H6) Isotropie (Invarianz unter willk�urlichen Drehungen).Wir multiplizieren (363) mit u und mitteln das Ergebnis; aus (H1) und (H5) folgthu � (u � r)ui = r � h12 juj2ui = 0; (366)hu � r~pi = r � hu~pi = 0; (367)F�ur station�are Turbulenz (H4) ergibt sich dannh~f � ui = �hu � r2ui = �; (368)64



Abbildung 45: Energiekaskade hydrodynamischer Turbulenzd.h. Gewinn und Verlust von kinetischer Energie sind im Gleichgewicht. Der Quellterm ist dieArbeit die von f auf die Fl�ussigkeit wird ausge�ubt, auch mittlere Injektionsrate genannt; derVerlustterm ist die mittlere Dissipationsrate der kinetischen Energie (beide haben als Dimension[J kg�1 s�1]). Bemerke dass der nichtlineare Term (u � r)u keinen Energieverlust oder Gewinnverursacht aber verantwortlich ist f�ur den Energietransport zwischen Eddies unterschiedlicherGr�ossen `. Die Dissipiationsrate ist am st�arksten f�ur die kleinsten Wirbel. Stationarit�at erfordertdaher dass st�andig kinetische Energie von grossen Wirbeln auf kleine Wirbel �ubertragen wird.Nehmen wir an dass die Kraft f eine typische Korrelationsl�ange `0 hat, dann �ndet die Injektionhaupts�achlich statt bei `0. Dissipation wird wichtig f�ur ` <� `� � `0, wobei `� die Wirbelgr�osse istf�ur die Rh(`) � 1. Im zwischenliegende Bereich, der inertial range,`� � `� `0; (369)ist die kinetische Energie erhalten: alle Energie die bei `0 eingef�uhrt wird, muss auf immer kleinereWirbel �ubertragen werden bis es bei `� dissipiert werden kann. Dieser Transport einer erhaltenenGr�osse entlang die `-Achse (oder k-Achse im Fourrierraum) wird Kaskade genannt; Abb. (45) isteine idealisierte Darstellung der Energiekaskade. (Injektion geschieht bei k0 � 1=`0, Dissipationbei k� � 1=`�.) Sei v` die typische Geschwindigkeit bei Wirbelgr�osse `, d.h.X̀ 12v2̀ � 12 hjuj2i: (370)Die Transportrate (transfer rate) der kinetischen Energie ist abzusch�atzen als v2̀=t`, wo t` � `=v`die Turnoverzeit ist, ein Mass f�ur die Zeit die ein Wirbel braucht um seine kinetische Energie loszu werden (transfer time). Es ergibt sich f�ur station�are Turbulenzv3̀̀ = � , v` � (�`)1=3: (371)Mit diesem Ergebnis k�onnen wir `� absch�atzen: Rh(`�) � 1,`� � �v`� � �(�`�)1=3 ) `� � (�3=�)1=4; (372)die sogenannte Kolmogorov micro scale. Die Formel besagt dass je kleiner die Viskosit�at �, oder jegr�osser die Injektionsrate � sind, desto kleiner muss `� sein um die f�ur Stationarit�at erforderlicheDissipation zu erm�oglichen. Aus (371) folgt auchRh(`)Rh(`0) � (`=`0)4=3 ) `�`0 � R�3=4h (`0); (373)so dass `� � `0 wenn Rh(`0) � 1. Sei E(k) das Energiespektrum von u (die kinetische Energie-dichte im k-Raum). Wir k�onnen uns den Inertialbereich schematisch vorstellen als ein diskretesSpektrum von Wirbelgr�ossen `0; `0=�; `0=�2; � � �, wo � > 1. Wenn E(k) = Ck
 , dann ist diekinetische Energiedichte bei einer Wirbelgr�osse ` abzusch�atzen als12v2̀ � Z �k`k` dk E(k) = CC 0k
+1` = C 0k`E(k`); (374)65



wo C 0 = (�
+1 � 1)=(
 + 1) = O(1). Nach Substitution von (371) ergibt sich das Kolmogorov-Spektrum [Abb. (45)]:E(k) = CK�2=3k�5=3; (375)wo CK eine Konstante ist.8.2 MHD-TurbulenzZur Beschreibung von MHD-Turbulenz brauchen wir die Navier-Stokes-Gleichung mit Lorentzkraft(19) und die Induktionsgleichung (17). Unter Bedingungen (H1) und (H2) ergibt sich [verwender� (u�B) = (B � r)u� (u � r)B]@u@t + (u � r)u = (b � r)b�r~ptot + �r2u+ ~f ; (376)@b@t + (u � r)b = (b � r)u+ �r2b; (377)wo ~ptot = ~p+ jBj2=2�0� der Gesamtdruck und b die Alfv�engeschwindigkeit ist, de�niert alsb = Bp�0� : (378)Gleichungen (376-377) sind nicht-linear und haben imFall � = � = 0 (keine Dissipation),r~ptot = 0(konstanter Druck) und ~f = 0 (keine zus�atzliche Kr�afte) einfache exakte L�osungen:u = U(r� b0t); b = b0 � u oder (379)u = U(r+ b0t); b = b0 + u; (380)woU eine beliebige Funktion ist und b0 ein konstantes Hintergrundmagnetfeld ist. Diese L�osungensind Alfv�enwellen die sich ohne Formver�anderung entlang �b0 fortp
anzen. Die St�orungen desMagnetfeldes sind b1 = b� b0 = �u, d.h. b1 und u sind (anti)parallel und von gleicher Gr�osse.Dieser Alfv�en-E�ekt hat wichtige Folgen f�ur MHD-Turbulenz, denn die Anwesenheit eines Hinter-grundfeldes B0, wie klein auch, f�uhrt zu schneller Equipartition von magnetischer und kinetischerEnergie bei kleinen L�angen. Die Evolution von b erfolgt dann dynamisch, nicht mehr kinematisch.Der traditionelle kinematische �-E�ekt (x7.3) wird reduziert (gequencht) durch den Alfv�ene�ekt,weil die mittlere EMK hu1 �B1i verschwindet f�ur Alfv�enwellen.Auch die Energiekaskade wird von der Anwesenheit eines Magnetfeldes beein
usst. Energie-Transport erfolgt jetzt durch nichtlineare Wechselwirkung der Alfv�enwellen. Betrachten wir statio-n�are schwache MHD-Turbulenz bestehend aus Alfv�enwellen, d.h. v` � b` � b0. Eine Wechselwir-kung kann statt�nden wenn zwei Wellenpakketen (L�ange � `) entlang eine Feldlinie B0 auf sichzu bewegen; dies geschieht mit relativer Geschwindigkeit 2b0. Die Dauer der Interaktion ist dahertA � b̀0 ; (381)d.h. f�ur schwache Turbulenz viel k�urzer als die Turnoverzeit,t` � v̀` � b̀` : (382)Bei jeder Wechselwirkung �andert sich v` � b` etwa um ein Faktor tA=t`, aber dies geschieht aufzuf�allige Weise; es sind daher etwa (t`=tA)2 Wechselwirkungen n�otig um die Alfv�enwelle signi�kantzu modi�zieren. Daher ist der Energietransport zwischen den Wirbeln f�ur MHD-Turbulenz e�ektivlangsamer als in der Hydrodynamik und die neue transfer time ist:T` � t2̀tA � `b0v2̀ ; (383)Bemerke dass T` von B0 abh�angt: das Hintergrundmagnetfeld beein
usst alle Wechselwirkungen.Die Transportrate der Energie ist� � v2̀T` � v4̀`b0 , v2̀ � (�`b0)1=2: (384)66



F�ur station�are Turbulenz ist � unabh�angig von `. Das Energiespektrum lautet:E(k) 374= C 0K(�b0)1=2k�3=2; (385)das Iroshnikov-Kraichnan-Spektrum. Es ist 
acher als ein Kolmogorov-Spektrum weil im Vergleichzu jenem die Wechselwirkungszeit um ein Faktor t`=tA / `�1=4 l�anger ist, so dass bei kleinerem` relativ gr�ossere Energiewerte erforderlich sind um die gleiche Transportrate zu erhalten. Bemer-kung: genaue Berechnungen zeigen dass dieses Spektrum nur g�ultig ist wenn b` � b0, so dass uund B schwach korreliert sind; auch die Anwesenheit von (mittlerer) kinetischer Helizit�at kann dasSpektrum �andern. Siehe Biskamp 199352.

Abbildung 46: Energiepektren von MHD-Turbulenz. a) Evolution von EM(k); Ausbreitung desInertialbereichs EM(k) / k�3=2; nur Injektion von kinetischer Energie. b-d) Injektion vonkinetischer Energie und kinetischer Helizit�at. b) Evolution von EM(k). c) Inverse-Kaskade vonhM; links und rechts der vertikalen Linie ist hM < 0 bzw. > 0. d) Evolution von hEMi, hEKi, hhMiund hhKi. (Pouquet et al 1976)Die Energiekaskade h�ort dort auf wo T` � t� (angenommen dass � � �). Daraus ergibt sichdie modi�zierte Kolmogorov micro-scale:`b0v2̀ � `2� ) `0K = (�2b0)1=3��1=3: (386)Bis jetzt ist nur die Rede gewesen von einer Kaskade der kinetischen und magnetischen Energie.Daneben gibt es bei MHD-Turbulenz eine Kaskade der magnetischen Helizit�at,hM = A �B: (387)Dies setzt voraus dass hM im inertial Range (keine Dissipation) eine erhaltene Gr�osse ist. Aus derFaraday-Gleichung (6), B = r�A und E = �u�B [ideale MHD; siehe (15)] folgt@A@t = �E�r� = u�B�r�; (388)52Biskamp, D., 1993, Nonlinear Magnetohydrodynamics, Cambridge Universtiy Press67



wo � noch frei zu w�ahlen ist; wir setzen � = u �A. Betrachte jetzt@hM@t = @A@t �B+A � @B@t = A � nr� (u�B)o�B � r(u �A) (389)= �r � nA� (u�B)o�r � (u �A)B: (390)Nach Substitution von A � [r � (u � B)] = �r � [A � (u � B)] (J10) und A � (u � B) =(A �B)u� (u �A)B (J2) ergibt sich@hM@t +r � (hMu) = 0: (391)Dies ist eine Erhaltungsgleichung f�ur hM (Integration �uber V liefert d=dt RV dV hM = 0 wennu � n = 0). Die magnetische Helizit�at ist eng verbunden mit der kinetischen Helizit�at,hK = u � (r� u): (392)Der Alfv�en-E�ekt f�uhrt dazu dass hM 6= 0 wenn hK 6= 0, weil B1 = �u. So entsteht bei kleinen`-Werten, wo die Turbulenz am st�arksten von Alfv�enwellen gepr�agt ist, magnetische Helizit�at, diedann in einer Inverse-Kaskade zu gr�osseren ` transportiert wird, d.h. es entsteht ein grossskaligesMagnetfeld. Der traditionelle (lineare) �-E�ekt wird also in der MHD-Turbulenz ersetzt durchnicht-linearen Alfv�en-E�ekt plus Inverse-Kaskade der magnetischen Helizit�at. Simulationen von
Abbildung 47: Simulation von MHD-Turbulenz (Meneguzzi et al 1981)Pouquet et al53 haben diese Prozesse best�atigt. Ihre Methode beruht auf einer Ensemblemittelungder Gleichungen f�ur uiuj, BiBj und uiBj (symbolisch zu schreiben als @huui=@t = huuui; es wirdangenommen dass hui = 0). Um diese Gleichungen zu l�osen werden weitere Gleichungen ben�otigt,@huuui=@t = huuuui. Pouquet et al schliessen das Gleichungssystem ab durch die Ann�aherunghuuuui = huui2. Die resultierenden Gleichungen werden im Fourierraum gel�ost und um einen nichtzu grossen inertial Range zu erhalten wird eine turbulente Viskosit�at eingef�uhrt; die so entstandeneMethode heisst EDQNM (Eddy-Damped Quasi-Normal Markovian). Die wichtigsten Ergebnissewerden gezeigt in Abb. (46). Direkte Simulationen von dreidimensionaler MHD-Turbulenz durchMeneguzzi et al54 (643 Gitterpunkte, Rh � Rm � 100, �=� = 1) best�atigen die meisten Ergebnisseder EDQNM-Methode (Abb. 47).Die Ergebnisse der Turbulenztheorie best�atigen dass die Anwesenheit von kinetischer Heli-zit�at zu Dynamowirkung, d.h. zur Erzeugung eines grossskaligen Magnetfeldes f�uhrt. Die Frage istaber ob diese Ergebnisse relevant sind f�ur stellare Dynamos:1) das solare Magnetfeld wird wahrscheinlich erzeugt in einer d�unnen Overshootschicht (OS)unter der eigentlichen Konvektionsschicht (KS). Dort ist viel weniger Turbulenz als in derKS,53Pouquet, A., Frisch, U.,L�eorat, J., 1976, Journ. Fluid Mech. 77, 321-5454Meneguzzi, M., Frisch, U., Pouquet, A., 1981, Phys. Rev. Letters 47, 1060-668



2) die kinetische Energiedichte in der solaren KS (und OS) ist viel gr�osser als die magnetische:EK = RV dV juj2=2 � EM = RV dV jBj2=2�0. Das solare Magnetfeld ist n�amlich lokalisiertin Flussr�ohren die nur einen kleinen Teil des Mediums f�ullen, das �ubrigens magnetfeldfrei ist(x9). Obwohl die Feldst�arke in den Flussr�ohren der solaren OS wahrscheinlich viel gr�osser istals Beq, spielen die magnetischen Wirbel der MHD-Turbulenz insgesamt keine grosse Rolleund ist der Alfv�ene�ekt daher nicht sehr wichtig.
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9 Sonnendynamo9.1 Ort des SonnendynamosEs wird heute angenommen dass der Sonnendynamo sich in der Overshootschicht (OS) unterhalbder Konvektionszone (KS) be�ndet (obwohl vielleicht Dynamowirkung in der KS auch eine Rollespielt; siehe unten). Diese Idee stammt u.A. von Spiegel und Weiss55 und Galloway und Weiss56.Argumenten f�ur den Overshootdynamo sind:1) Instabilit�at der KS. Aus Beobachtungen von magnetischen ('aktiven') Gebieten an der Son-nenober
�ache geht hervor dass der gesamte magnetische Fluss in der Sonne w�ahrend einesSonnenmaximums � � 1016 Wb betr�agt. Bei einer homogenen Verteilung �uber die KS (Breite� 60o ) L � 6 � 108 m; Dicke D � 2 � 108 m) entspricht das einer Feldst�arke �=DL �0:08 T. Die KS hat eine instabile Schichtung (� = r� rad > 0); es stellt sich heraus dass
Abbildung 48: Drehfrequenz der Sonne als Funktion von r am �Aquator (durchgezogen), bei45o (gestrichelt) und am Pol (punktiert) (Goode 1995)die magnetische Aufriebskraft (siehe x7.5.3) dann nicht kompensiert werden kann. DurchKonvektion und Auftriebskraft w�urde der magnetische Fluss innerhalb etwa 1 Monats zurOber
�ache aufsteigen. Auch w�urde die Konvektion dieses schwache Magnetfeld (verglichenmit Beq � 0:3 T) zerreissen und seine eventuelle Ordnung zerst�oren. Die Beobachtungen(Hale'sche Gesetze, x1) weisen aber auf die Existenz eines grossskaligen regelm�assigen toroida-len Magnetfeldes in der Sonne. Die Konvektion kann also nur beschr�ankten Ein
uss auf dieaufsteigenden magnetischen Elemente haben und dies setzt voraus dass B >� Beq. Es folgtdass � nicht homogen �uber die KS verteilt sein kann sondern lokalisiert ist, m�oglicherweise inder Form von Flussr�ohren. Wenn der gesamte magnetische Fluss in der Sonne � � 1016 Wbbetr�agt, ist die mittlere Feldst�arke in der OS (Breite 60o ) L � 6�108 m;Dicke D � 2�107m)B0 � �=DL � 0:8 T. Wenn die Feldst�arke in den Flussr�ohren 10 T ist, f�ullen sie nur 8%des Volumens der OS. Simulationen von aufsteigenden d�unnen Flussr�ohren zeigen dass f�urB � 10 T die Breitenverteilung der Sonnen
ecken und die Hale'sche Gesetze reproduziertwerden k�onnen57. Der Ort des Entstehens dieses Magnetfeldes kann nicht die KS sein, weildie magnetische Auftriebskraft bei diesen Feldst�arken zu stark ist, so dass nicht gen�ugendZeit vorhanden ist um durch Scherung (di�erentielle Rotation) B zum gew�unschten Wert zuverst�arken.55Spiegel, E.A., Weiss, N.O., 1980, Nature 287, 61656Galloway, D.J., Weiss, N.O., 1981, ApJ 243, 945-95357Caligari, P., Moreno-Insertis, F., Sch�ussler, M., 1995, ApJ 441, 886-90270



2) Unterhalb der KS ist eine d�unne (d � 107 m) stabile Overshootschicht (OS), wo � < 058. EineStabilit�atsanalyse von d�unnen toroidalen Flussr�ohren zeigt dass dort ein starkes Magnetfeldgespeichert werden kann wenn B <� 10 T (siehe unten).3) Aus Inversion der helioseismologischen Messungen geht hervor dass die di�erentielle Rotationim unteren Bereich der KS (r=R� � 0:7) konzentriert ist (Abb. 48; aus Goode59). Somit isteine Quelle f�ur die Erzeugung des starken toroidalen Magnetfeldes anwesend in (der N�ahe)der OS. Aus Abb. (48) k�onnen wir den Frequenzunterschied zwischen oberem und unteremRand der OS am �Aquator absch�atzen als �
 � 40 � 2� nHz ) �u � r�
 � 125 m s�1.Bemerke dass @
=@r an den Polen negativ ist und im Absolutwert gr�osser ist als am �Aquator,w�ahrend Sonnen
ecken nur in �Aquatorn�ahe vorkommen.Die obengenannten Beobachtungen und �Uberlegungen f�uhren zu einem Dilemma: der Sonnendyna-mo erzeugt ein Magnetfeld das wegen seiner St�arke grossen Ein
uss auf die Bewegung des magne-tisierten Plasmas haben muss. Ein �-E�ekt der ausgeht von passiver Advektion des Magnetfeldesdurch die Konvektion kann daher nicht funktionieren in der OS. Zur L�osung dieses Dilemmassind zwei Dynamomodelle vorgeschlagen worden, die sich unterscheiden was Ort und Ursachedes �-E�ektes angeht: der Zwei-Schichten-Dynamo und der Flussr�ohrendynamo. Diese Modellewerden demn�achst besprochen. Obwohl es Argumente f�ur und gegen beide gibt, ist eine de�nitiveEntscheidung zwischen diesen Modellen derzeit o�en, u.A. weil realistische MHD-Simulationendes Sonnendynamos noch nicht m�oglich sind. Um zu illustrieren wie beide Modelle funktionierenk�onnten greift man nachwievor oft zur�uck auf die MF-Theorie. Man soll dabei im Auge behaltendass die MF-Theorie nicht mehr als illustrierende Funktion haben darf weil ihre Anwendung inder Sonne mathematisch zweifelhaft ist. Die G�ultigkeit des einen oder anderen Modells kann dahernicht de�nitiv entschieden werden durch MF-Berechnungen!9.2 Zwei-Schichten-DynamoDer klassische �-E�ekt (x7.3.2) funktioniert nicht in der OS weil die starken Magnetfelder keinpassives Mitschleppen durch die Konvektion erlauben. Parker hat darauf ein Modell f�ur denSonnendynamo vorgeschlagen in dem der �-E�ekt nur in der KS, di�erentielle Rotation nur inder OS existieren60. Zur Illustration betrachten wir die MF-Dynamogleichung f�ur dieses Problemin der �!-Ann�aherung in einer kartesischen axialsymmetrischen Geometrie. Es ergibt sich folgendesGleichungssystem (B0 = Bt0ey +r�Ap0ey; 1=OS; 2=KS):n @@t � �1r2oB(1)t0 = (ey � a) � rA(1)p0 ; n @@t � �1r2oA(1)p0 = 0;n @@t � �2r2oB(2)t0 = 0; n @@t � �2r2oA(2)p0 = �B(2)t0 ; (393)wo a = ru0(z). Die OS ist weniger turbulent als die KS, weil sie stabil geschichtet ist und weildort ein starkes toroidales Magnetfeld Bt � Beq die Konvektion durch Lorentzkr�afte erschwert(abh�angig von der Volumenfraktion magnetisch/nicht magnetisch). Die turbulente Di�usivit�at inder OS ist daher �1 � �2, darf aber nicht verschwinden weil das toroidale Magnetfeld durchDi�usion von der OS in die KS transportiert werden muss und umgekehrt das poloidale Magnetfeldvon der KS in die OS. Die Dynamowirkung ist daher optimal in der �Ubergangsschicht OS-KS unddie L�osungen von (393) sind Parkerwellen die sich entlang diese Grenzschicht fortp
anzen (Abb. 49;aus Ossendrijver und Hoyng61). F�ur eine nicht-lineare Variante dieses Modells: siehe x7.6.2.Es ist die Frage ob gerade �uber der OS die magnetische Feldst�arke klein genug ist (B <� Beq)so dass der klassische �-E�ekt funktionieren kann. Wahrscheinlicher ist dass die aufsteigendenFlussr�ohren erst ziemlich hoch in der KSWerte kleiner alsBeq erreichen (zufolge der Expansion undFlusserhaltung). In dem Fall ist der klassische �-E�ekt auch unten in der KS noch stark reduziertund gibt es eine grosse Distanz zwischen OS und �-Schicht, so dass Dynamowirkung dann (bestens)sehr ine�zient ist. In der KS existiert aber neben dem starken Magnetfeld der aufsteigendenFlussr�ohren auch ein schwaches Magnetfeld (B <� Beq), das entweder ein Abfallprodukt der Fluss-r�ohren (Sonnen
ecken) ist oder durch separate Dynamowirkung (�2; turbulenter Dynamo) inner-halb der KS entsteht (x9.4). Dies k�onnte auch als Quelle f�ur das poloidale Feld dienen. Ein weiteres58Skaley, D., Stix, M., 1991, A&A 241, 22759Goode, P.R., 1995, in Fourth Soho Workshop: Helioseismology, Her. J.T. Hoeksema, V. Domingo, B. Fleck, B.Battrick, ESA SP-376, Vol. 1, pp 12160Parker, E.N., 1993, ApJ 408, 707-1961A.J.H. Ossendrijver and P. Hoyng, 1997, A&A 324, 329-4371



Abbildung 49: Parkerwelle im Zwei-Schichten-Dynamo in kartesischer Geometrie; x und zbezeichnen hier, anders als im Tekst, Radius bzw. Breite (Ossendrijver und Hoyng 1997)Problem des Zwei-Schichten-Modells ist dass der klassische �-E�ekt in einem turbulentem Mediumwahrscheinlich bereits bei einer Feldst�arke B � BeqR�1=2M stark reduziert wird (x7.6).9.3 Flussr�ohrendynamoDie zweite L�osung des Dilemmas beruht auf einer Instabilit�at der magnetischen Flussr�ohren,verursacht von der magnetischen Auftriebskraft. Durch diese Instabilit�at bilden sich in einertoroidalen Flussr�ohre aufsteigende Schleifen die von der Corioliskraft (systematisch) gedreht werdenund so eine poloidales Feld erzeugen. Ein solcher dynamischer �-E�ekt wurde schon von Parkervorgeschlagen62. Starke Magnetfelder sind f�ur diesen �-E�ekt kein Hindernis sondern erforderlichdenn die Instabilit�at tritt nur auf wenn B eine Schwelle B1 � Beq �uberschreitet63. Eine analytischeUntersuchung dieser Instabilit�at in der Ann�aherung der d�unnen Flussr�ohren haben u.A. Ferriz-Masund Sch�ussler64 unternommen f�ur nicht-axialsymmetrische toroidale Flussr�ohren. Betrachten wireine toroidale Flussr�ohre in der OS und sei � (= �0) die L�ange entlang die ungest�orte R�ohre.Wir wollen die mittlere EMK infolge kleiner St�orungen d�unner Flussr�ohren um ein Gleichgewichtde�niert durch r(a; 0) = a = R0 eR + z0 ez und B(a; 0) = B0 e� untersuchen (R;�; z bezeichnenZylinderkoordinate). Weil B0 konstant ist, hat die mittlere EMK keine Beitr�age stammend vonGradienten des mittleren Feldes und kann ein �-tensor de�niert werden durchhu� bi = �B0; (394)wo h� � �i keine r�aumliche Mittelung ist sondern eine Ensemblemittelung �uber die Realisierungen vonu und b. Wegen des rein toroidalen axialsymmetrischen Anfangsfeldes k�onnen nur drei Kompo-nenten von � bestimmt werden, n�amlich�i� = hu� bii=B0: (395)62Parker, E.N., 1971, ApJ 168, 23963B bezeichnet in diesem Abschnitt stets BT, das Magnetfeld in der Flussr�ohre; B0 ist hier eine Konstante undnicht das mittlere Magnetfeld der MF-Theorie; dies w�are B0 � fBT, wo f die Volumenfraktion der Flussr�ohren ist.64Ferriz-Mas, A., Sch�ussler, M., 1995, GAFD 81, 233-6572



Wichtig f�ur den Sonnendynamo ist die poloidale Komponente von r � (u � b) , die toroidaleKomponente der EMK, d.h. ���. Die St�orungen aus dem Gleichgewicht sind de�niert durchr = a+ �; B = B0 + b: (396)Die Ausweichung � wird bestimmt durch eine nichtlineare Di�erentialgleichung [im Wesen dieNavier-Stokesgleichung (19)]. Wenn j�j � jaj darf diese Gleichung linearisiert werden; siehe u.A.Ferriz-Mas and Sch�ussler. Um � zu berechnen, soll b gel�ost werden aus der Induktionsgleichung.In der idealen MHD (� = 0) gilt @B=@t = r� (u � B) , dB=dt = �B(r � u) + (B � r)u; diesf�uhrt nach Substitution der Kontinuit�atsgleichung d�=dt = ��r �u zuddtB� = �B� � r�u: (397)Siehe auch x6 f�ur die Bedeutung dieser Gleichung. Die Cauchy-L�osung lautetBi(r; t)�(r; t) = @ri(a; t)@aj Bj(a; 0)�(a; 0) ; (398)wo summiert wird �uber j, wie ab jetzt �uber alle doppelte Indizes. Wenn die St�orung j�j � jaj,d�urfen wir entwickeln �(r; t) � �(a; 0) + � � ra�ja;0 so dass nach Substitution von (396) in ersterOrdnung � konstant genommen werden darf:b(r; t) = (B0 � ra) �(a; t) = B0R0 @�@� (399)Weil u = @�=@t, kann die EMK jetzt in � ausgedruckt werden:u� b = B0R0 @�@t � @�@�: (400)Die EMK einer einzelnen Eigenschwingung wurde berechnet von Ferriz-Mas, Schmitt und Sch�uss-ler65. Die Eigenschwingungen von � �ndet man durch Substitution des Fourieransatzes� = Re ~� ei(m�+!t) (401)in die Bewegungsgleichung� = R�; (402)wo R ein Di�erentialoperator ist der Terme bis zu zweiter Ordnung in @=@t und @=@� enth�alt; sieheFerriz-Maz und Sch�ussler (1995). Jede Eigenfrequenz !km (k = 1; 2; ���;6) ist entweder reell, so dassdiese Eigenschwingung stabil ist, oder sie existiert in einem komplex konjugierten Paar, so dassmindestens eine Eigenschwingung instabil ist. Angenommen dass die Frequenz einen komplexenTeil hat,!km = Re!km � i
km; (403)k�onnen wir die Ausweichung der Flussr�ohre zufolge einer einzelnen Eigenschwingung schreiben als� = 12 n~�kmei + ~��kme�i o e
km t; (404)wo  = m�+Re !kmt und ~�km ein Eigenvektor von R ist. Die St�orungen der Geschwindigkeit unddes Magnetfeldes sind daheru = i2 n!km~�kmei � !�km~��kme�i o e
km t; (405)b = mi2 B0R0 n~�kmei � ~��kme�i o e
kmt; (406)und die EMK istu� b = mi
km2 B0R0 ~�km � ~��km e2
kmt: (407)Eine einzelne Eigenschwingung kann daher einen �-E�ekt verursachen unter zwei Bedingungen:65Ferriz-Mas, A., Schmitt, D., Sch�ussler, M., 1994, A&A 289, 949-5673



1) die Eigenschwingung ist nicht axialsymmetrisch (m 6= 0). Nur dann kann die Corioliskrafteine Drehung in der R�ohre verursachen;2) die Eigenschwingung ist instabil (
km 6= 0). Nur dann k�onnen u und b eine Phasendi�erenzhaben, so dass sie nicht parallel sind, wie auch deutlich wird in (405{406).Die Stabilit�atsanalyse zeigt dass wenn die magnetische Feldst�arke einen Schwellwert �uberschreitet,nicht-axialsymmetrische St�orungen instabil werden. Der Schwellwert der Instabilit�at h�angt u.A.ab von der Superadiabatizit�at � = r�rad und von der Breite auf der die R�ohre sich anf�anglichbe�ndet. Abb. (50) zeigt ein Beispiel eines Stabilit�atsdiagrammes. Die Instabilit�at f�uhrt haupts�ach-lich zur�uck auf eine nach unten laufende Str�omung in der aufsteigenden Schleife der Flussr�ohre,wodurch die Auftriebskraft verst�arkt wird.
Abbildung 50: (In)stabilit�at toroidaler magnetischer Flussr�ohren f�ur m = 1; 2 als Funktionvon Breite (0o = �Aquator; 90o = Nordpol) und B0. Die Zahlen �uber den Konturen sind dieAnwachszeiten der Instabilit�at (Ferriz-Mas et al 1994)Weil die Berechnung der mittleren EMK auf einer linearen Analyse beruht, ist die Amplitudevon � nicht festgelegt. Trotzdem kann man sich eine Vorstellung der Abh�angigkeit von B0 undBreite machen wenn man den Betrag der Amplitude der Ausweichung in einer Meridianebenekonstant setzt, j~�Rj2 + j~�zj2 = d2, wo z.B. d � 104 km. Nach Substitution der Eigenwerte ! undEigenfunktionen ~� f�ur jeden Punkt in Abb. (50) ergibt sich unter dieser Annahme Abb. (51).
Abbildung 51: �-E�ekt durch Flussr�ohreninstabilit�at als Funktion von Breite (0o = �Aquator; 90o= Nordpol) und Magnetfeld B0 (Ferriz-Mas et al 1994)Numerische L�osungen der (nichtlinearen) Bewegungsgleichungen f�ur � best�atigen die Ergeb-nisse der (linearen) Stabilit�atsanalyse. Die weitere nichtlineare Entwicklung einer instabilen Fluss-r�ohre zeigt dass die aufsteigenden Schleifen durch die KS nach oben gehen, w�ahrend die absinkendenSchleifen verankert werden in der OS. In dieser Phase tr�agt die Flussr�ohre nicht mehr bei zu einem74



�-E�ekt in der OS weil die aufsteigenden Schleifen aus der OS entfernt sind und die absinkendenSchleifen (praktisch) nicht mehr bewegen () keine Corioliskraft mehr).Es gibt drei Bereiche in Abb. (50) wo ein �-E�ekt existiert. Stabile toroidale Flussr�ohrenwerden st�andig geschert durch die di�erentielle Rotation, d.h. bewegen nach rechts in Abb. (50)und k�onnen dadurch in einen instabilen Bereich geraten. Es bildet sich dann eine aufsteigendeSchleife aber wenn die Instabilit�at nur langsam w�achst kann die Schleife lang genug in der OSbleiben um zur Dynamowirkung beizutragen (wie auch die absinkende Schleife). In Bereich IIwird die Flussr�ohre sogar wieder stabilisiert wenn B weiter anw�achst. Wenn die Anwachszeit kurzwird im Vergleich zum Alter der Flussr�ohre, kann die aufsteigende Schleife nicht lange in der OSbleiben und tr�agt die Flussr�ohre nicht mehr bei zur Dynamowirkung. Das Alter einer Flussr�ohre,d.h. die Zeit die gebraucht wird um sie durch Scherung zu erzeugen, ist wiefolgt abzusch�atzen:ein anf�anglich radiell orientierte Flussr�ohre (L�ange L1) in der OS (Dicke L0 � 2 � 107 m; gesamteGeschwindigkeitsdi�erenz �u0 � 100 m s�1) emp�ndet eine di�erentielle Rotation �u0L1=L0,so dass nach einer Zeit t die L�ange L2 � t�u0L1=L0 ist. Weil B2=B1 � L2=L1 (x4.2) folgttdi� � (B2=B1)L0=�u0 � 2 � 105B2=B1 � 2:3B2=B1 Tage. Wenn z.B. B2 = 10 T und B1 = 0:1T ergibt sich tdi� � 200 Tage; diese Absch�atzung ber�ucksichtigt aber keine Verz�ogerung durchdie Lorentzkraft (magnetische Spannung) und ist daher eine Untergrenze. Aus diesem Vorgangfolgt, wie denn auch, dass Bereich II (Abb. 51) f�ur den �-E�ekt wichtiger ist als Bereich III, weildie Anwachszeiten f�ur B >� 10 � 15 T viel k�urzer als 200 Tage werden. Eine Konzentration des�-E�ektes in der N�ahe des �Aquators ist im Einklang mit den helioseismologischen Ergebnissenf�ur die di�erentielle Rotation (Abb. 48). Diese Messungen zeigen starke di�erentielle Rotation inder OS beim �Aquator und vor allem an den Polen; wenn der �-E�ekt auch an den Polen existiert(z.B. wenn � = �0 cos �) dann m�usste dort starke Dynamowirkung auftreten, was nicht mit denBeobachtungen (Schmetterlingsdiagramm) �ubereinstimmt. Das Problem einer zu starken polarenAktivit�at in den MF-Modellen ist z.B. auch von R�udiger und Brandenburg66 und Prautzsch67beobachtet worden, siehe Abb. (52).
Abbildung 52: Schmetterlingsdiagramme f�ur einen �!-Dynamo in der solaren OS mit 
(r; �) wiein den helioseismologischen Messungen und (a) � = �0 cos(�), (b) � konzentriert bei � � 70o�10o(Prautzsch 1993)Das Vorzeichen von � h�angt auf komplizierte Weise von den Parametern ab und ist imBeispiel von Abb. (51) meistens positiv in der N�ahe des �Aquators auf der n�ordlichen Halbkugel,wie zu erwarten ist wenn Plasma in der Flussr�ohre vom Gipfel der aufsteigenden Schleife zu beidenSeiten nach unten str�omt (und die Schleife sich um weniger als 180o dreht). Nach der linearen MF-Theorie laufen die Dynamowellen dann vom �Aquator zum Pol laufen statt vom Pol zum �Aquator.Dieses Problem kann m�oglicherweise auf folgende Art gel�ost werden:a) die Vorhersagungen der linearen MF-Theorie beruhen u.A. auf FOSA und sind nicht un-bedingt g�ultig in der Sonne; in einer h�oheren Ann�aherung ergibt sich m�oglicherweise eineDynamowelle die zum �Aquator l�auft obwohl �@
=@r > 0.b) es gibt kleine Bereiche wo � < 0 im N; durch �Anderung der Parameter k�onnten diese Bereichevielleicht vergr�ossert werden;66R�udiger, G., Brandenburg, A., 1995, A&A 296, 557-6667Prautzsch, T., 1993, in Solar and Planetary Dynamos, eds. M.R.E. Proctor, P.C. Matthews und A.M. Rucklidge,Cambridge University Press, p. 249 75



c) die beobachtete Breitenwanderung der Sonnen
ecken ist vielleicht keine Dynamowelle son-dern ein E�ekt der Wanderung der instabilen Bereiche w�ahrend des Sonnenzyklus (weil B0sich �andert);Der dynamische �-E�ekt tritt nur auf wenn die Flussr�ohre (m�assig) instabil ist: B > B1. dannfunktioniert der 'normale' Sonnendynamo und gibt es Sonnen
ecken. Wenn B < B1, ist derDynamo abgeschaltet weil es keine instabile Flussr�ohren gibt in der OS, und demzufolge auch keineSonnen
ecken. Die instabilen und stabilen Bereiche der Flussr�ohren entsprechen m�oglicherweisedem heutigen Zustand des Sonnendynamos bzw. dem Zustand w�ahrend des Maunderminimums.Wenn B > B2 wird � reduziert weil die magnetische Auftriebskraft zu stark wird (vgl. diesehr unterschiedliche Modellierung der Flusseruption in x7.6.3). F�ur das Hin- und Herschalten
Abbildung 53: 2D MF-Simulation des Flussr�ohrendynamos in einer Kugelschale zwischen 0:7 und1 R� (OS: 0:7 < r < 0:8R�) mit zuf�alligen Flussinjektionen und �-E�ekt der Flussr�ohreninsta-bilit�at. Gezeigt wird ein Schmetterlingsdiagramm des toroidalen Magnetfeldes f�ur die n�ordlicheHalbkugel etwa mitten in der OS.zwischen den Phasen ist vielleicht ein separater Dynamo in der KS verantwortlich. Dieser Dynamoproduziert ein unregelm�assiges und schwaches Magnetfeld, das durch konvektives Overshootingoder konvektive Downdrafts68 in die OS gelangen und B stochastisch modi�zieren kann (x9.4).Schmitt, Sch�ussler und Ferriz-Mas69 haben diesen Vorgang erstmals in einem spherischen 1D �!-Dynamo illustriert (317{318, 310{311). F�ur den �-E�ekt wurde (345) verwendet und die Zufuhrdes magnetischen Flusses aus der KS wurde modelliert durch einen additiven Quellterm in (318)der Form S(�; t), eine zuf�allige Zahl die nach einer Korrelationszeit tc in jedem Breitenintervall �cunabh�angig bestimmt wird. Durch den kumulativen E�ekt vieler solcher Flussinjektionen kann B0(das mittlere Feld) die Schwelle Bc1 passieren. Die Maunderminima die dadurch entstehen k�onnensowohl zyklisch als nicht-zyklisch sein, wobei die Zyklusl�angen w�ahrend der Maunderminima un-regelm�assiger sind als ausserhalb der Minima. Abbildung (53) zeigt das Ergebnis einer �ahnlichenSimulation in 2D [d.h. die Rechnung fand statt auf einem r�-Gitter, ohne Ansatz (310{311)]. Dieneuesten Ergebnisse der 10Be-Messungen70 zeigen dass der Sonnenzyklus w�ahrend des Maundermi-nimums schwach aber ununterbrochen weiterging. Ob der Zwei-Schichten-Dynamo oder der Fluss-r�ohrendynamo diese Beobachtung besser erkl�aren kann ist noch o�en. Eine alternative Erkl�arungf�ur das Heraustreten aus einem Maunderminimum w�urde sich ergeben wenn stochastische St�or-ungen stabiler Flussr�ohren (
km = 0) auch zu einem (geringen) �-E�ekt f�uhren w�urden; dies istaber nicht so, jedenfalls wenn die auferlegte St�orung eine additive Kraft in der Bewegungsgleichungist71.9.4 Dynamowirkung in der solaren KonvektionsschichtNeben dem Dynamo in der OS, verantwortlich f�ur das starke toroidale Magnetfeld, funktioniertwahrscheinlich ein Dynamo in der KS der ein schwaches Feld produziert (B <� Beq). Im Zwei-68Nordlund, A. et al 1992, ApJ 392, 64769Schmitt, D., Sch�ussler, M., Ferriz-Mas, A., 1996, A&A 311, L1-470Beer und Weiss, erscheint 199871Ossendrijver, M. und Sch�ussler, M., erscheint 1998 76



Schichten-Dynamo von Parker (x9.2) ist Dynamowirkung in der KS wichtig weil so das poloidaleMagnetfeld erzeugt werden kann. Im Rahmen des Flussr�ohrendynamos (x9.3) wird der KS-Dynamogebraucht um den OS-Dynamo anzuschalten und um die Variabilit�at des Sonnenzyklus, einschliess-lich Maunderminima, zu erkl�aren.Die KS hat nur wenig di�erentielle Rotation verglichen mit der OS, hat eine instabileSchichtung (� = r�rad > 0) und starke Turbulenz (Rh � 1). Der KS-Dynamo ist daher vom Typ�2 oder �2!, so dass jBpj � jBtj. Das produzierte Magnetfeld ist relativ schwach (B <� Beq <� 0:3 T),weil es nicht stabil gespeichert werden kann in der KS; die magnetische Auftriebskraft kann in einerinstabilen Schichtung nur durch Advektion nach unten kompensiert werden. Weil die Feldst�arkedes KS-Dynamos h�ochstens Beq ist, k�onnte dort vielleicht der klassische �-E�ekt funktionieren,mit � > 0 oben in der n�ordlichen KS und � < 0 unten in der n�ordlichen KS (x7.3.2), wie derGrenzschichtdynamo von Parker es braucht.Brandenburg et al72 haben in einer 3D-Simulation den �-E�ekt eines KS-Dynamos unter-sucht. Dazu wurden in einem kartesischen Modell (einem Rechteck am S�udpol der Sonne; z nimmtzu mit der Tiefe und umfasst etwa eine Druckskalenh�ohe) die vier Gleichungen des Dynamopro-blems (Induktion, Navier-Stokes, Kontinuit�at und Energie) gel�ost, mit als Anfangsbedingung f�urB ein homogenes Magnetfeld, zuerst ein vertikales (k ez). Wenn wir annehmen dass der �-E�ektisotrop ist (�ij = ��ij ; siehe x7.3.2) kann � berechnet werden nach Mittelung der EMK in derxy-Ebene:hu1 �B1i = �hBi , � = hu1 �B1i � hBi=jhBij2: (408)
Abbildung 54: �-E�ekt in einer 3D-MHD-Simulation. links)B0 k ez: �(z) (oben) und h(z) (unten);rechts) B0 ? ez: �H(z) (oben) und h(z) (unten) (Brandenburg et al 1990)Das Ergebnis ist zu sehen in Abb. (54): � wechselt sein Vorzeichen in den unteren Regionen,hat aber fast �uberall das gleiche Vorzeichen als die Helizit�at (h = hu1 � (r� u1)i) im Gegensatzzum FOSA-Ergebnis � � ��ch=3 (x7.3.2). Um den Vorgang n�aher zu untersuchen muss man dieIsotropie von � aufgeben und die Tensorkomponente �ij berechnen. Wichtig f�ur den Sonnendynamoist n�amlich nur die poloidale Komponente von r� (u1 �B1) , die toroidale (hier: horizontale)Komponente der EMK, d.h. �H. Dazu schreiben die Autorenhu1 �B1i = �HhBHi+ �VhBVi (409)und nehmen jetzt als Anfangsbedingung f�ur B ein homogenes horizontalesMagnetfeld (? ez). Dieserlaubt eine Berechnung des horizontalen �-E�ekts durch�H = hu1 �B1i � hBHi=jhBHij2; (410)wo B = BH +BV. Abb. (54) zeigt das Ergebnis; �H hat das 'erwartete' Vorzeichen, anders als �,ist aber etwa 4 mal kleiner als �V (nicht gezeigt). Der gr�osste Tensorkomponent ist o�ensichtlich72Brandenburg, A., Nordlund, A., Pulkkinen, P., Stein, R.F., Tuominen, I., 1990, A&A 232, 277-9177



�zz = �V und dieser dominiert �. Der Grund f�ur die Anisotropie und f�ur die unterschiedlichenVorzeichen von �V und �H scheint sowohl die Gravitation g (Richtung der Downdrafts) als dieRotation 
 zu sein. Das Ergebnis zeigt dass die Annahme der Isotropie �ij = ��ij im Allgemeinenfalsch ist. Wichtig f�ur den Grenzschichtdynamo ist der Hinweis dass in den unteren Regionen derKS ein �-E�ekt funktionieren k�onnte.Nordlund et al73 haben 3D-Simulationen turbulenter Dynamowirkung durchgef�uhrt in einemrotierendem Kubus (sich be�ndend auf 30oS) bestehend aus einer instabilen und darunter einerstabilen Schicht, vergleichbar mit KS und OS (allerdings ohne di�erentielle Rotation). Der vertikaleBereich umspannt vier Skalenh�ohe. Als Anfangsbedingung wird ein inhomogenes Magnetfeld an-genommen mit r�aumlichem Mittelwert hBiV = 0. Die wichtigsten Ergebnisse sind:
Abbildung 55: Magnetische und kinetische Energie als Funktionen der Zeit in MHD-Simulationenbei verschiedenen magnetischen Prandtlzahlen (Nordlund et al 1992)1) Dynamowirkung erfordert eine magnetische Prandtlzahl PrM = �=� >� 1. Eine 'Erkl�arung'dieser Forderung stammt von Batchelor74 und beruht auf der Identit�at von Induktionsgleich-ung und Rotation der Navier-Stokes-Gleichung f�ur inkompressibele Str�omung, konstanteDichte (Barotropie p = p(�) gen�ugt auch) und nur konservative Kr�afte (keine Lorentzkraft).Wenn wir in (363) (u �r)u = ru2=2�u� (r�u) (J9) substituieren und dann die Rotationnehmen entsteht n�amlich folgende Gleichung f�ur ! = r� u:@!@t = r� (u�!) + �r2!: (411)Betrachte eine Fl�ussigkeit ohne Magnetfeld in der sich station�are Turbulenz gebildet hat.Wenn ein schwaches Magnetfeld eingef�uhrt wird, verst�arkt die Str�omung in gleicher MasseB und !. F�ur ! sind Produktion und Dissipation wegen der Stationarit�at gerade in einemGleichgewicht; es folgt dass die magnetische Energie anw�achst wenn PrM = �=� > 1 undzerf�allt wenn PrM < 1. Der Vergleich ist fragw�urdig weil B und u unterschiedliche Gr�ossensind w�ahrend ! und u zusammenh�angen durch ! = r�u: die Induktionsgleichung ist linearin B aber (411) ist nichtlinear. Trotzdem wird eine Bedingung PrM >� 1 f�ur Dynamowirkungbest�atigt in den Simulationen (Abb. 55).2) F�ur �=� >� 1 w�achst die magnetische Energie anf�anglich exponentiell an: EM / exp(t=�c),wo �c die Turnoverzeit ist. Eine solche Wachstumsrate ist typisch ist f�ur einen fast dynamo(x6). Nach einiger Zeit stoppt die Lorentzkraft den Wachstum und entsteht ein Gleichgewichtzwischen Injektion (Arbeit gegen die Lorentzkraft) und Dissipation (siehe 51).3) Die magnetische Energiedichte ist viel kleiner als die kinetische und das Magnetfeld istsehr inhomogen (konzentriert in Flussr�ohren). Es fehlt also ein homogenes Hintergrundsfeld,73Nordlund, A., Brandenburg, A., Jennings, R.L., Rieutord, M., Ruokolainen, J., Stein, R.F, 1992, ApJ 392,647-5274Batchelor, G.K., 1950, Proc. Roy. Soc. London A 201, 405-1678



Abbildung 56: Vertikale Pro�le der Energiebilanz, erhalten durch horizontale Mittelung einer MHD-Simulation (Nordlund et al 1992)notwendig f�ur die Fortp
anzung von Alfv�enwellen: keine MHD-Turbulenz. Dies erkl�art wahr-scheinlich warum die kinetische Energie EK(k) im Inertialbereich ein (hydrodynamisches)Kolmogorov-Spektrum EK(k) / k�5=3 (375) aufweist.4) Magnetische Energie wird von der instabilen Schicht in die stabile Schicht transportiert. Diesfolgt aus der Divergenz des horizontal gemittelten Poynting-Flusses: �hr � (E �B)i=�0 < 0(> 0) in der (in)stabilen Schicht (siehe 50 und Abb. 56). Die Ursache dieses Transports sindlokalisierte Downdrafts, die sich �uber mehrere Druckskalenh�ohen ausstrecken, mehrere �c�uberleben und bis in die stabile Schicht hineindringen (siehe z.B. auch Rieutord und Zahn75und Brummel et al76). Die Downdrafts erlauben den Transport des poloidalen Magnetfeldesvon der KS in die OS und erzeugen gleichzeitig einen �-E�ekt, weil die Corioliskraft sie aufsystematische Weise dreht. Gegen�uber der normalen Konvektion haben die Downdrafts denVorteil dass sie schneller bewegen und daher ein gr�osseres Beq haben (� 1T statt � 0:3T). Siepassen daher gut imRahmen des Grenzschichtdynamos von Parker. Beim Flussr�ohrendynamok�onnen diese Downdrafts dienen als Ursache f�ur die stochastischen St�orungen des OS-Dyna-mos.Aus den obengenannten Simulationen ist nicht zu schliessen ob der Zwei-Schichten-Dynamo oderder Flussr�ohrendynamo das richtige Modell des Sonnendynamos ist, weil di�erentielle Rotationnoch nicht ber�ucksichtigt worden ist. Die di�erentielle Rotation produziert ein starkes toroidalesMagnetfeld in der OS, das durch die Bildung von aufsteigenden Schleifen einen grossen E�ekt aufden KS-Dynamo haben k�onnte. Die genaue Art der Wechselwirkung zwischen OS-Dynamo undKS-Dynamo (und ob diese Trennung realistisch oder k�unstlich ist) ist noch nicht bekannt. Nochweiter weg sind realistische MHD-Simulationen des Sonnendynamos in einer spherischen Geometrie.Solche Simulationen m�ussten sowohl den magnetischen Sonnenzyklus als auch die Konvektion unddie di�erentielle Rotation reproduzieren; siehe z.B. Brandenburg77 f�ur die damit verbundenenSchwierigkeiten.Schliesslich noch eine Bemerkung zur Energieversorgung des Sonnendynamos. Die gesamtemagnetische Energie des Sonnendynamos betr�agt (Abstand OS-Zentrum ROS � 5 � 108 m; Feld-st�arke der Flussr�ohren 10 T; �lling factor f = 8%): EM � 2�ROSfDLB2=2�0 � 1032 J, sodass die Dissipationsrate=Produktionsrate der magnetischen Energie QM � EM=11 Jahre � 3 �1023 W � L� = 4 � 1026 J. Es ist also reichlich Energiezufuhr vorhanden um den Dynamo zu75Rieutord, M., Zahn, J.-P. 1995, A&A 296 127-3876Brummel, N., Cattaneo, F., Toomre, J., 1995, Science 269, 1370-977Brandenburg, A., 1994, in Lectures, S. 117 79



f�uttern. Ein Teil des Energie
usses aus dem Sonnenkern wird gespeichert in der di�erentiellenRotation. Der Energie-Inhalt der di�erentiellen Rotation (�OS � 230 kg m�3) betr�agt Edi� �2�ROSDL�OS (�u0=2)2=2 � 1031 J. Wenn der Dynamo seine gesamte magnetische Energie ausdiesem Speicher entnimmt, ist die typische Abklingzeit der di�erentiellen Rotation Edi�=QM �1 Jahr. Daraus ist zu schliessen dass der Mechanismus der f�ur den Aufbau von 
(r; �) sorgtmindestens so schnell funktionieren muss; dies stellt wahrscheinlich keine grosse Anforderung.
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10 ErddynamoDie Eigenschaften des Erdmagnetfeldes sind beschrieben worden in x1; siehe auch Merrill und McEl-hinny78. Ausf�uhrliche Beschreibungen der Dynamotheorie f�ur das Erdmagnetfeld gibt es bei Ghilund Childress79. Die wichtigsten Unterschiede zwischen Sonnendynamo und Erddynamo sind80:1) Die Erde ist ein schneller Rotator. Das Verh�altnis Inertialkraft zu Corioliskraft de�niert dieRossby-Zahl,Ro = j(u � r)uj2ju�
j � uc2
Lc : (412)F�ur den Erdkern (uc � 10�4 m s�1; Lc � 3 �106 m; 
 = 7 �10�5 s�1) ergibt sich Ro � 2 �10�7,w�ahrend in der solaren KS (uc � 100 m s�1; Lc � 2 � 108 m; 
 = 2:7 � 10�6 s�1) Ro � 0:1.2) Nur schwache Turbulenz in EK2. Die typische Zeit der Ver�anderungen des Erdmagnetfeldes,etwa die Dauer einer Umpolung, ist 2 � 103 Jahre, ein Faktor 50 kleiner als die (nicht-turbulente) Di�usionszeit �d � 105 Jahr (x4), w�ahrend dieses Verh�altnis in der Sonne etwa108 ist.3) Energieversorgung. Die magnetische Feldst�arke in EK2 ist schlecht bekannt: Extrapolierungdes Dipolfeldes an der Erdober
�ache liefert B � 4 � 10�3 T in EK2; andere Modelle ergebenB � 2� 4 � 10�2 T. Die gesamte magnetische Energie des Erdkerns (V � 1020 m3) ist dannEM � V B2=2�0 � 1021 � 1023 J. Die Dissipationsrate der magnetischen Energie (w�ahrendeiner Umpolung) ist also QM � EM=2 � 103 Jahre � 2 � 1010 � 2 � 1012 W, w�ahrend dieW�armezufuhr aus dem Erdkern L � 3�1012 W betr�agt. Die vorhandene W�armezufuhr gen�ugtkaum f�ur den Erddynamo und erlaubt auch nur schwache thermische Konvektion; daherwird vermutet dass neben thermischer auch kompositionelle Konvektion f�ur den Erddynamoverantwortlich ist (Wachsen des inneren Erdkerns (EK1) durch Absinken von schweren Ele-menten und Aufsteigen von leichten Elementen zufolge der langsamen Abk�ulung der Erde).4) Der Boden des EK2 ist nur etwa 10% dichter als die Erdober
�ache, w�ahrend die solare KS9 Skalenh�ohen der Dichte umfasst. Die magnetische Auftriebskraft, so wichtig in der solarenKS, spielt daher keine Rolle in der Erde.5) Die magnetische Reynoldszahl RM � 100 gegen 7 � 109 in der solaren KS: der Erdkern istkein so idealer Geleiter wie die solare KS. Dadurch ist der Bereich von typischen L�angen(Inertialbereich) viel k�urzer als in der Sonne, was ein grosser Vorteil ist bei numerischenSimulationen.6) Das Verh�altnis Lorentzkraft/Corioliskraft, die ElsasserzahlE = jJ�Bjj2�u�
j � B2�0�uc
Lc (413)betr�agt in EK2 (� � 104 kg m�3) maximal E � 3; in der solaren OS (B � 10 T; uc � 10 ms�1) maximalE � 3 �102. In beiden Himmelsk�orpern ist die Lorentzkraft sehr wichtig (strong�eld regime).Die turbulente Di�usivit�at ist � � L2c=�c � 1:4 � 102 m2 s�1 (� 50�); j�j ist etwa �chhi=3 <��cu2c=3Lc � uc=3 � 3 � 10�5 m s�1. Rezente Untersuchungen zeigen dass EK1 etwa 3o pro Jahrschneller dreht als EK2: �
 � �1:7 �10�9 rad s�1; die di�erentielle Rotation unten in EK2 (Dicke�R � 2:3 �108 m) ist daher mindestens 
0 � �
=�R � �7 �10�16 m�1 s�1. Es folgt (R � 3:5 �106m): C! � 
0R3� � �200; jC�j � j�jR� � 1: (414)78Merrill, R.T. und McElhinny, M.W., 1983,The Earth's Magnetic Field, Academic Press, London79Ghil, M., und Childress, S., 1987, Topics in Geophysical Fluid Dynamics: Atmospheric Dynamics, DynamoTheory, and Climate Dynamics, Springer-Verlag80Roberts, P.H., 1993, in The Cosmic Dynamo, IAU-Symposium 157, Kluwer (Dordrecht), S. 431-4081



In der Sprache der MF-Theorie ist der Erddynamo wahrscheinlich ein �!- oder �2!-Dynamo. DieAnwendung der MF-Theorie ist aber f�ur den Erddynamo ebenso problematisch wie f�ur den Sonnen-dynamo. Zudem sind �!-Dynamos meistens periodisch; nur f�ur besondere Werte der Parametersind auch station�are (nicht-periodische) L�osungen m�oglich. Hollerbach und Jones81 haben miteinem (nicht-linearen) MF-Modell gezeigt dass EK1 einen stabilisierenden Ein
uss hat auf dasErdfeld, weil die Di�usionszeit dort l�anger ist als in EK2 (�1 < �2). Statt nur oszillierendeL�osungen (um B0 = 0) erzeugt die MF-Dynamogleichung (zusammen mit einer nicht-linearenDi�erentialgleichung f�ur u0) dann f�ur bestimmte Parameterwerte L�osungen mit einem Dipolmo-ment das zeichenfest oszilliert um einen endlichen Wert. Das Modell weist also keine Umpolungenauf. Eine M�oglichkeit Umpolungen zu erhalten sind �-Fluktuationen der Form � = �0 cos � +��(�; t). Abb. (57) zeigt ein Beispiel einer numerischen L�osung der MF-Dynamogleichung in der�!-Ann�aherung in spherischer 1D-Geometrie (317-318) unter Verwendung von Ansatz (310-311)mit kR = 0:5 und C = 100 (die dominante Eigenschwingung ist dann ein nicht-periodischersuperkritischer Dipolmode; andere Eigenschwingungen sind periodisch und ged�ampft). Zur Stabi-lisierung der L�osung ist �-Quenching verwendet worden.
Abbildung 57: 1D-MF-Simulation des Magnetfeldes der Erde mit �-Fluktuationen. Gezeigt sindKonturlinien des toroidalen MagnetfeldesDie Bedingungen des Erdkerns sind g�unstiger f�ur MHD-Simulationen als die der solarenKS/OS. Tats�achlich ist man bei der numerischen Simulation des Erddynamos schon viel weiterals beim Sonnendynamo. Glatzmaier und Roberts82 haben erstmals in einer realistischen MHD-Simulationdes Erdkerns eine (einzelne) Umpolung des Erdfeldes erreicht, nach einer Rechenzeit von1 Jahr (= 40000 simulierte Jahre). Ihre Simulation best�atigt dass EK2 von sich aus geneigt ist h�au�gumzupolen und dass diese Umpolungen fast immer verhindert werden durch den stabilisierendenEin
uss von EK1. In einer weiteren Simulation haben Glatzmaier und Roberts83 annehmlichgemacht dass gerade diese Kopplung zwischen EK1 und EK2 verantwortlich ist f�ur die schnellereRotation von EK1 bez�uglich EK2.
81Hollerbach, R., Jones, C.A., 1993, Nature 365, 541-382Glatzmaier, G.A., Roberts, P.H., 1995, Nature 377, 203-983Glatzmaier, G.A., Roberts, P.H., 1996, Science 274, 1887-9182


