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Aufgabe 1.(2+2+3+3 Punkte) Es sei M eine Menge und A,B,C ⊂ M Teilmengen.
Beweisen Sie:

i) ‘∪ ist kommutativ’: A ∪B = B ∪A.

ii) ‘∪ ist assoziativ’: A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.

iii) ‘∪ hat ein neutrales Element’: es gibt eine Teilmenge von M , deren Vereinigung mit
jeder Teilmenge A ⊂M die gleiche Menge A ergibt.

iv) ‘Distributivgesetze’: A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C) und A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C).

Aufgabe 2.(4+3+3 Punkte) Es seien M,N Mengen und f : M → N eine Abbildung.
Beweise Sie die folgenden Aussagen:

i) Wenn f bijektiv ist, existiert es eine Umkehrfunktion f−1 : N →M so dass f−1 ◦ f =
IdM und f ◦ f−1 = IdN .

ii) f ist surjektiv genau dann, wenn eine Abbildung f ′ : N → M existiert, so dass
f ◦ f ′ = IdN .

iii) Sei M 6= ∅. Dann gilt: f is injektiv genau dann, wenn eine Abbildung f ′ : N → M
existiert, so dass f ′ ◦ f = IdM .

Aufgabe 3.(2+2+2+2+2 Punkte) Es seien M,N Mengen, f : M → N eine Abbildung,
A,B ⊂ M Teilmengen und C,D ⊂ N Teilmengen. Wir erinnern daran, dass das Urbild
von einer Teilmenge C ⊂ N unter f die Menge f−1(C) := {m ∈ M : f(m) ∈ C} ist.
Beweisen Sie:

i) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

ii) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B).

iii) f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D).

iv) f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D).

v) Geben Sie ein Beispiel, so dass f(A∩B) und f(A)∩f(B) nicht die gleiche Menge sind.

Bitte wenden!
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Aufgabe 4.(10 Punkte) Für n, k ∈ N ist der Binomialkoeffizient ( n
k ) für k ≤ n durch(

n
k

)
:=

n!

k!(n− k)!

definiert. Für n < k setzen wir ( n
k ) := 0. Beweisen Sie(

n
k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n + 1
k + 1

)
.

Durch die vollständige Induktion über n ∈ N beweisen Sie

n∑
k=0

(
n
k

)
= 2n.

[Für n ∈ N ist die Fakultät n! rekursiv durch

0! = 1 und (n + 1)! = (n + 1) · n!

definiert.]
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