ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE : PROBEKLAUSUR (24.01.19)

PRUFUNGSFRAGEN

V. Hoskins

Anweisungen:

e Es gibt 4 Aufgaben, von denen Sie genau 3 Aufgaben bearbeiten miissen. Lesen Sie
alle Aufgaben und wéhlen Sie dann die 3 Aufgaben, die Sie bearbeiten wollen.

e Beantworten Sie die Aufgaben im Antwortheft. Schreiben Sie die Nummer der Aufgabe,
an der Sie arbeiten, am Anfang jeder Seite.

e Der Losungsweg einer Aufgabe muss stets klar erkennbar sein. Anderenfalls wird die
Teilaufgabe mit null Punkten bewertet.

e Insgesamt gibt es 90 Punkte und Sie brauchen 40 Punkte um zu bestehen.

e Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.

e Satze aus der Vorlesungen konnen verwendet werden, aber die Aussage muss deutlich
erklart werden.

e Alle Antworten sind zu begriinden.
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Aufgabe 1. Sei G eine Gruppe.

(5 Punkte) Definieren Sie eine Untergruppe H C G und eine normale Untergruppe.

(4 Punkte) Definieren Sie die Linksnebenklassen von a € G fir H < G und der Quotien-
tengruppe G/H als eine Menge.

(5 Punkte) Fiir G = S3 und die Untegruppe H =< 112 >, die wird von der Transposition

(1 2 3
m2=19 1 3

erzeugt, finden Sie alle Linksnebenklassen von H in G. Ist H ein normale Untergruppe?

(10 Punkte) Wenn H < @ eine normale Untergruppe ist, beweisen Sie, dass G/H die
Struktur einer Gruppe hat, so dass die kanonische Abbildung 7 : G — G/H ein Grup-
penhomomorphismus ist.

(6 Punkte) Fiir H =7Z C G = (R, +) erkéren Sie, warum H eine normale Untergruppe
von G ist. Dann finden Sie einen Gruppenisomorphismus von G/H nach S! := {z € C:
2] =1} < (C*,-).

Aufgabe 2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(3 Punkte) Definieren Sie ein Ideal I von R.

(5 Punkte) Seien I und J Ideale von R. Beweisen Sie, dass es einen injektiven Ringho-
morphismus R/I NJ — R/I x R/J gibt. [Hier konnen Sie den Homomorphiesatz fiir
Ringhomomorphismen ohne Beweis benutzen.|

(5 Punkte) Geben Sie die Definition, dass I und J relativ prim sind. In diesem Fall
beweisen Sie, dass INJ =1-J.

(5 Punkte) Falls I und J relativ prim sind, beweisen Sie, dass es einen Ringisomorphis-
mus Ringhomorphismus R/I-J — R/I x R/J gibt.

(5 Punkte) Fir R = Z und I = nZ und J = mZ, zeigen Sie, dass I und J genau dann
relativ prim sind, wenn ggT(n,m) = 1.

(7 Punkte) Finden Sie die kleinste positive ganze Zahl, die die Reste 7 und 5 bei Teilung
durch 8 beziehungsweise 21 hat.
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Aufgabe 3. Sei K C L eine Korpererweiterung.

(2 Punkte) Geben Sie die Definition, dass o € L algebraisch iiber K ist.

(4 Punkte) Zeigen Sie, dass jede endliche Korpererweiterung K C L algebraisch ist.
(3 Punkte) Geben Sie die Definition eines Minimalpolynoms von « € L iiber K.
(12 Punkte) Sei o € L algebraisch iiber K.

i) Beweisen Sie, dass das Minimalpolynom m, von « iiber K existier und ist eindeutig
bestimmt. Ferner zeigen Sie, dass der Kern von ¢, : K[t] = L mit ¢,(g) = g(«)
gleich das von m,, erzeugte Ideal von K|[t] ist.

ii) Beweisen Sie, dass m, prim ist und K[t]/(m,) ein Korper ist.

iii) Berechnen Sie den Grad von K(«) := K[t]/(mq) tber K.

(4 Punkte) Finden Sie ein Minimalpolynom iiber Q von {/p € C fiir eine Primzahl p und
eine natiirliche Zahl n > 1.

(5 Punkte) Zeigen Sie, dass
Ac)g = {a € C: « ist algebraisch iiber Q}

eine algebraische Korpererweiterung von Q ist. Dann berechnen Sie [Ac/q : Q].

Aufgabe 4. Sei K C L eine algebraische Korpererweiterung.

(6 Punkte) Geben Sie die Definition der Normalitdt und Separabilitdt von L/K an.
(4 Punkte) Wenn [L : K] = 2 zeigen Sie, dass L/K normal ist.
(9 Punkte) Sei K C L C M eine Kette von algebraischen Korpererweiterungen.
i) Wenn M /K normal ist, ist M /L normal?
ii) Wenn M/K normal ist, ist L/K normal?
iii) Wenn M /L und L/K normal sind, ist M /K normal?
Begriinden Sie Thre Antwort.
(7 Punkte) Falls Char(K) = 0, beweisen Sie, dass L/K separabel ist. [Hinweis: Zuerst
zeigen Sie, dass ein irreduzible Polynom f genau dann eine mehrfache Nullstelle hat,

wenn die Ableitung f’ das Nullpolynom ist].

(4 Punkte) Beweisen Sie, dass Q € Q(+/2, (3) separabel und normal ist, wobei (3 = €27%/3,



