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Aufgabe 1 (d). Nehmen Sie an, dass G nicht abelsch ist. Finden Sie dann
einen Gruppenisomorphismus ¢ : G — S3.

Losung:

Behauptung 1. ¢ : G — S3 mit
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ist ein Gruppenisomorphismus.

1 2 3 1 2 3
3 1 2 3 2 1
Aufgabenteil ii) folgendermafen konstruieren:
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AuRerdem ist dann ¢ surjektiv, da i,j € N. Somit ist ¢ auch injektiv, da |G| =

|S3] = 6 endlich ist. Es bleibt also zu zeigen: ¢(g* g') = ¢(g) x ©(¢'), 9,9’ € G.
Bemerke zunéchst, dass fiir ¢ € {0,1},5 € {0,1,2}

Beweis. Da ord( )) =3 und 0rd(< )) = 2 kdnnen wir S nach
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o {T2j0'i,i ungerade und j > 0
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Nach Konstruktion gilt dies auch fiir Ss.

Es gilt fiir #,y € G mit x = o’77 und y = o*7!, wobei i, k € {0,1}, 4,1 € {0,1,2},

folgende Fallunterscheidung:



Fall 1: k ungerade und j > 0
zxy =07 xohr!

_ O_lo_k,]_Q]Tl
_ O_H—k *7_2_7+l

Somit
i+k 25+1
; ; 1 2 3 1 2 3
. i+k 25+

Gleichzeitig gilt
()*()_123i123j*123’“123l
el =13 2 1) \3 1 2 32 1) \3 1 2

L i
P

:(;

da S35 nicht ablesch ist.
Fall 2: analog mit z xy = o' tFri+l,
Somit gilt also (g * g') = ¢(g9) *¢(9'), 9.9' € G O

Aufgabe 2. Beschreiben Sie den ersten Isomorphiesatz fiir die folgenden Men-
gen explizit: G = GL(2,C), H = SL(2,C) and N ={cx Iy | ce C*} =C*Is.

Losung: Aus der linearen Algebra wissen wir, dass SL(2,C) < GL(2,C) gilt.
Priifen miissen wir, ob C*I5 einen normale Untergruppe von GL(2,C) ist. Dazu
gehen wir die Untergruppenaxiome durch:

e (UG1) gilt, da I, € C*I,.
o (UG2) gilt, da xly,yly € C*Is = x x y x I € C*I; gilt.
o (UG3) gilt, da xly € C*Iy = J2~ 1 € C* Iy s a L v aly = I, gilt.

Nun priifen wir die Normalitét: Seien g € GL(2,C) und zly € C*I5. Zu zeigen
ist, dass gxxlyxg~! € C*I,. Da aber gxxl, = 2l *g gilt, folgt xlrxgxg~! =z,
und xly € C*Is.

Somit kénnen wir uns nun der Aussage des Satzes zuwenden. Dieser besagt:

e SL(2,C)«C*Is < GL(2,C) ist eine Untergruppe

e C*I, 9 SL(2,C) « C*I; ist eine normale Untergruppe

e SL(2,C)NC*I; 9 SL(2,C) ist eine normale Untergruppe

e Die Hauptaussage: SL(2,C)/(SL(2,C)NC*I3) = (SL(2,C) « C*I3)/C*I,



Fiir die ersten drei Punkte kann der Beweis aus der Vorlesung iibernommen
werden. Interessant ist vor allem, genau zu untersuchen, zwischen welchen Men-
gen sich die Isomorphie ergibt. Dazu wollen wir (SL(2,C) x C*I3)/C*I; und
SL(2,C)NC*Iz genauer betrachten.

Behauptung 2. (SL(2,C) « C*I)/C*I; = SL(2,C)/C*I

Beweis. Um diese Gleichheit zu sehen, betrachten wir ein Element M € (SL(2,C)x
C*I5)/C*I5. Fiir dieses M gilt

M = (mx*cly) *C*Iy = mx C*Iy

Dies gilt, da ¢l auf jeden Fall ein Element von C*I5 ist. Die Gleichung gibt uns
beide Richtungen der Teilmengenbeziehungen.
O

Behauptung 3. SL(2,C)NC* Iy = {5, -1}

Beweis. Sei m € SL(2,C) N C*I;. Dann ist m = ¢ * I fiir ein ¢ € C* und fiir
die Determinante von m gilt

det(cx o) = c® xdet(l) =c*x1=c* =1

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus dem Schnitt mit SL(2,C). Nun hat ¢? = 1
genau zwei Losungen und diese sind 1 und —1. Damit folgt die Behauptung, da
auch Iy € SL(2,C) N C*Iy (ebenso —I5) ist. O

Nach der Aussage vom ersten Isomorphissatz konnen wir also einen Isomorphis-
mus ¢ : SL(2,C)/{I3,—I2} — SL(2,C)/C*I; finden. Die Abbildungsvorschrift
hat folgende Form:

m * {IQ, _I2} = m * (C*Ig

Hier kénnen wir sehen, dass die Anzahl der Aquivalenzklassen gleich groR ist
und sich strukturell unter der Multiplikation gleich verhalten (der Gruppenho-
momorphismus bezieht sich auf die Multiplikation). Die Anzahl an méglichen
Representanten fiir eine Aquivalenzklasse ist in SL(2,C)/{I2, —I2} genau zwei
(némlich m * Iy und m * (—I) fiir ein m € SL(2,C)). In SL(2,C)/C*I; finden
wir dagegen unendlich viele Representanten fiir ein einzelnes Element (ndmlich
m * ¢ * I fiir ein m € SL(2,C) und ein beliebiges ¢ € C*).

Aufgabe 3. Sei K ein Koérper. Sind die folgenden Abbildungen Ringhomomor-
phismen? Falls ja, was sind Bild und Kern des Homomorphismus?

Losung: Im folgenden sei 1 zu verstehen als neutrales Element der Multiplika-
tion im Korper K.

Teil a)

Man gebe ein Gegenbeispiel. Zum Beispiel seinen ¢,1 € K[t]. Dann gilt

e1(1xt) =1#@1(1)xp1(t) =0%x1=0



Und somit kann ¢y kein Ringhomomorphismus sein.

Teil b)

) . - . 11 . 1 0
Man gebe wieder ein Gegenbeispiel. Sei M = <O 1> und sei N = <1 1> .
Dann gilt

@a(M) % pa(N) =1x1=1#@(M*N)=1+1

und somit kann auch ¢- kein Ringhomomorphismus sein.

Teil c)
Zunéchst werden wir checken, ob cpa(f +9) = @a(f) + valg) ist fiir f,g € K[t],
wobei f=>"", fit' und g = ZJ 095t

mazxz{n,m}

o(f+9)= %ZfZ*HZgg*tj (Y (fetgr)*th)

k=0

wobei fr =0, wenn k > n und gy = 0, wenn k > m. Die letzte Gleichheit folgt
nach der Definition der Addition im Polynomring K[t]. Nun gilt weiter

maz{n,m} maz{n,m} n m
eal D> et *th) = D (fatg)xa" =) fixa +) gjxa
k=0 k=0 i=0 j=0

wobei die letzte Gleichheit nun nach den Rechenregeln im Kérper K folgt und
nicht nach der Definition der Addition im Polynomring! Wir sehen nun

n

S cfixal + 3 egyxal = @a(f) + 2alg)

i=0 =0

wie gewollt.

Als néchstes priifen wir, ob . (f * g) = wa(f) * ©a(g)-

n+m n+m
f*g = Pa Zfzt *Z g]tj Z Z fz*g] *tk Z Z fz*g]
k=0 i+j=k k=0 i+j=k

Man bemerke, dass wir bei der gekennzeichneten Gleichheit die Definition der
Multiplikation im Polynomring K[t] verwenden.

n+m
S (Y fingy) o —Zfza *zgjaf
k=0 i+j=k

Dass diese Gleichheit stimmt, muss man im Koérper K nachrechnen zum Beispiel
mit Induktion! Es ist keine triviale Gleichheit! Damit haben wir dann

m

Zfza *Zg]@ = @a(f) * va(9)



wie gewollt.
AuRerdem gilt, dass ¢,(1) =1 ist. Somit ist ¢, ein Ringhomomorphismus.

Wie sieht es nun mit Bild und Kern von ¢, aus?
Behauptung 4. Im(p,) = K

Um dies zu schen, sei z € K. Dann gilt aber auch z € KJt]. Aufserdem ist
z(a) = z fiir alle a € K, wobeil x in K[t] betrachtet wird. Somit folgt die
Behauptung.

Behauptung 5. ker(y,) = (t — a)

Beweis. Riickrichtung: Sei x € (¢t — a). Dann gilt z(t) = (t — a) * g(t) mit
g(t) € K[t]. Somit ist

z(a) = (a—a) xg(t) =0
und damit = € ker(p,).
Hinrichtung: Sei x € ker(y,). Wir wissen, dass K[t] ein kommutativer Ring mit
Eins ist und, dass der hochste Koeffizient von (¢t — a) € K][t] eine Einheit ist.
Somit existiert eine Polynomdivision mit Rest folgender Form:

x=(t—a)=*g(t)+r(t), wobei g(t),r(t) € K[t] und grad(r) < grad(g) = 1.

Wir wissen, dass z(a) = 0 also (a — a) * g(a) + r(a) = r(a) = 0. Da aber
grad(r) = 0 gilt, ist = 0. Die sich ergebende Darstellung (¢t — a) * g(¢) fiir z(t)
impliziert, dass x(t) € (t — a), dem Ideal von t — a, gilt. O

Aufgabe 4. Seid € Z, sodass n? { d fiir die ganzen Zahlen n > 1. Sei
ZIVd) := {a+bVd | a,b € Z} C C.

a) Beweisen Sie, dass Z[v/d] ein Unterring von C ist.
b) Sei o : Z[t] — C die Abbildung mit o(P(t)) := P(v/d). Beweisen Sie, dass ¢
ein Ringhomomorphismus ist und finden Sie den Kern und das Bild von ¢.

Losung: Teil a) Um zu zeigen, dass Z[v/d] ein Unterring von C ist, miissen wir
folgende Punkte beweisen:

e 1) Abgeschlossenheit beziiglich der Subtraktion: Ya,b € Z[Vd] : a — b €
ZIVd]

e 2) Abgeschlossenheit beziiglich der Multiplikation: Ya,b € Z[Vd] : a x b €
Z|Vd)

e 3)1cZ[Vd



Zu 1): Seien z + yv/d und v 4+ wv/d zwei Elemente von Z[/d]. Dann ist
w4+ yVd— (v +wVd) =z — v+ (y —w)Vd € Z[Vd]
da (Z,+) eine Gruppe ist.
Zu 2): Seien wieder z 4 yv/d und v 4+ wV/d zwei Elemente von Z[+/d]. Dann ist

(z4yVd)*(v+wVd) = zv+azwVd+yVdv+yVdswVd = (zv+ywd)+(zw+vy)Vd € Z[Vd).

Zu 8): 1+0+/d ist das Einselement in C, also ist 1+ 0v/d = 1 € Z[v/d] gesuchtes
Element.

Teil b) Aufgabe 3 Teil ¢) konnen wir an dieser Stelle nicht direkt benutzen,
da Domain und Wertebereich von ¢ nicht der Voraussetzung entsprechen. Da
allerdings einige Schritte &hnlich sind, wird darauf verwiesen werden. Wir priifen
die geforderten Eigenschaften eines Ringhomomorphismus nach. Starten wir mit
o(f) +vl9) = o(f +g) fiir f,g € Z[t].

Seien also f, g € Z[t]. Dann

o(f+9) = (f +9)(Vd) = f(Vd) + g(Vd) = o(f) + ¢(g).

Die Gleichheiten ergeben sich analog zu Aufgabe 3 Teil c).
Als néchstes priifen wir, ob o(f) * p(g) = @(f * g) ist. Seien dazu wieder f, g €
Zl[t].

p(f*9) = (f*9)(Vd) = f(Vd) x g(Vd) = o(f) * o(9)-
Die Gleichheiten ergeben sich wieder analog zu Aufgabe 3 Teil c).
AuRerdem gilt ¢(1) = 1, wodurch folgt, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist.
Nun gilt es, das Bild und den Kern von ¢ zu finden. Beginnen wir mit dem Bild.

Behauptung 6. Im(y) = Z[/d]

Beweis. D: Sei a + bv/d € Z[\/d]. Somit ist also f(t) := a + bt € Z[t] und
f(v/d) = a + bVd, wodurch also a 4+ bv/d € Im(y).

C: Sei nun = € I'm(yp). Dann 3f € Z[t] : f(v/d) = z. Insbesondere hat f(v/d)
folgende Form:

f(\/g):i:aiﬁi: Z ai*d%—i— Z ai\/g*d%
i=0

i gerade i ungerade

Da Z[V/d] ein Ring ist, folgt f(v/d) € Z[Vd]. O
Behauptung 7. Ker(p) = (t2 — d)



Beweis. C: Sei f € Ker(y). Dann kénnen wir nach dem Satz iiber Division mit
Rest von Polynomen f in folgender Form schreiben: f = (t2 — d) * ¢ + r mit
q,r € Z[t]. Aukerdem gilt grad(r) < 2 und somit ist also r = at + b fiir a,b € Z.
Da aber f(v/d) = 0 folgt 7 = a * v/d + b = 0. Wegen v/d ¢ Z miissen sowohl a
als auch b gleich 0 sein. Insgesamt haben wir, dass f = (t* — d) * ¢ mit q € Z][t],
was nach Definition genau f € (t* — d) bedeutet.

D: Sei f € (12 —d), also f = (t> —d) *q mit ¢ € Z[t]. Dann ist f(v/d) = 0xq=0
und somit f € Ker(y). O



