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Uberblick. In diesem Kurs werden wir einige bekannte algebraische Strukturen (Gruppen,
Ringe und Korper) studieren, um die Galois Theorie einzufithren und den Hauptsatz der Ga-
loistheorie zu beweisen. Die Motivation fiir die Galois Theorie war das klassische Problem der
Auflésbarkeit einer Polynomgleichung;:

ant™ 4 an_12" '+ -4+ ag=0.

Idealerweise mochte man die Losungen in Form von Koeffizienten durch algebraische Operatio-
nen (wie Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Wurzelziehen) ausdriicken. Diese
ist die beriihmte und klassische Frage nach der Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen durch
Radikale (d.h. die obige Operationen).

Eine kurze Geschichte der Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen:
e Quadratische Gleichungen: az? + bz + ¢ = 0 (wobei a # 0) hat die Losungen:

_ —bE Vb —dac
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Bereits 2000 vor Christus. kénnten babylonische Mathematiker quadratische Gleichun-
gen 16sen. Geometrische Methoden wurden verwendet, um quadratische Gleichungen in
Babylonien, Agypten, Griechenland, China und Indien zu l6sen. Wenn a, b und ¢ reelle
Zahlen sind, kénnen die Nullstellen in den kompleren Zahlen liegen. Falls die Nullstel-
len komplex sind, gibt es eine Symmetrie zwischen den Nullstellen: sie sind komplex
konjugiert.

e Gleichungen von Grad 3 und 4: Eine Hauptmotivation, die komplexen Zahlen zu unter-
suchen, bestand darin, algebraische Losungen fiir algebraische Gleichungen von Grad 3
und 4 zu finden. Im 16. Jahrhundert wurden algebraische Losungen fiir die Nullstellen
von kubischen und quartédren Polynomen von italienischen Mathematikern entdeckt.

e Gleichungen héheren Grades und Galois Theorie: Zu diesem Thema gab es keinen Fort-
schritt, bis das folgende Theorem bewiesen wurde.

X

Satz von Abel-Ruffini, 1824. Fiir jede n > 5 existieren Polynome vom Grad n, die
nicht durch Radikale 16sbar sind.

[16.10.18]
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Einige Polynome vom Grad n koénnten jedoch geldst werden (z.B. (x — 1)"™ = 0). Daher
war die Frage, wann eine Gleichung l6sbar war. Dieses Problem wurde von Evariste
Galois (1811 - 1831, franzosische Mathematiker) gelost: er zeigte, dass die Frage, ob ein
Polynom lésbar war oder nicht, dquivalent dazu war, ob die Permutationsgruppe ihrer
Nullstellen (in der modernen Terminologie ihre Galois Gruppe) eine gewisse Struktur
hatte (eine sogenannte ldsbare Gruppe).

Anwendungen: Eine Anwendung der Galois Theorie, die fiir LehrerInnen besonders relevant
ist, ist die Untersuchung von Problemen in der Konstruktion von Zirkel und Lineal. In der
aktuellen mathematischen Forschung spielt die Galois-Theorie eine wichtige Rolle in der Zah-
lentheorie und der algebraischen Geometrie.

1. GRUPPENTHEORIE

1.1. Gruppen und Untergruppen. FEine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung
*: G X G — G mit der folgenden Eigenschaften (G1-G3):
(G1) Die Verkniipfung ist assoziativ: fiir alle a,b,c € G gilt

a*(bxc)=(axb)*c.

(G2) G hat ein linksneutrales Element e € G (d.h. fiir alle g € G gilt e x g = g).

(G3) Fiir jedes Element g € G gibt es ein linksinverses Element ¢’ € G (d.h. ¢’ x g = e und
normalerweise schreibt man g—! := ¢').
Eine Gruppe (G, x) heifit abelsch, wenn x kommutativ ist (d.h. a xb = b* a fiir alle a,b € G).

Bemerkung. Diese ist eine schwache Definition einer Gruppe, da wir nur fordern, dass e links-
neutral ist und jedes Element ¢ ein linksinverses Element hat. Jedoch nach dem folgenden
Aussagen ist e auch rechtsneutral (so dass, wir e ein neutrales Element nennen kénnen) und
ein linksinverses Element ¢’ von g € G ist auch ein rechtsinverses Element (so dass, wir ¢’ ein
inverses Element von g nennen kénnen). Fiir eine Gruppe gilt die folgenden Aussagen:

(1) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.

(2) Firge Ggilt gxe=g.

(3) Das inverse Element von einem Element g € G ist eindeutig besimmt.
(4) Sei ¢’ das inverse Element von g € G. Dann gilt gx ¢ = e.

(5) (Kiirzungsregeln): fiir a,b,c € G:

i) axb=axc = b=c,
i) axb=cxb = a=c.

(6) Fiir g € G, gilt (¢971)~! = g, wobei g~ ! ist das inverse Element von g und (g~!)~! ist

das inverse Element von g
(7) Fiir g,h € G gilt (gxh) "L =h7txg™ L.

Beispiel.

(1) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0. Das inverse Element von
a€Zist —a € Z.

(2) Jeder Korper K ist eine abelsche Gruppe unter Addition: z.B. Q, R, C.

(3) Jeder Korper ohne Null K* = K \ {0} ist eine abelsche Gruppe unter Multiplikation.

(4) Z/nZ = {[0],, - ,[n — 1],} mit Addition modulo n ist eine abelsche Gruppe. Ziir
Erinnerung Z/nZ := Z/ ~, wobei a ~, b <= nla —b. Sei [a], = a + nZ die
Aquivalenzklass von a € Z.!

(5) Fiir eine Menge X ist die Menge Isom(X) von Isomorphismen f : X — X mit der
Verkniipfung o (Komposition) eine Gruppe.

(6) (Maty,,xn(K),+) ist eine abelsche Gruppe.

(7) (GL,(K),-) ist eine Gruppe. Fiir n = 1 ist diese Gruppe abelsche GL;(K) = K* und
fiir n > 1 ist diese Gruppe nicht-kommutativ.

lWir werden bald eine Konstruktion von Z/nZ als eine Quotientengruppe sehen.
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(8) N=1{0,1,2...} mit Addition ist keine Gruppe: die Addition ist assoziativ und 0 € N ist
ein neutrales Element, aber jede positive Zahlen n hat ein inverses Element —n € Z \ N
(d.h. Axiom (G3) gilt nicht).

Definition. Fiir n € N ist die symmetrische Gruppen S, := Isom({1,...,n}). Ein Element o
von Sy, heifit Permutation und wir schreiben o wie folgt:

_ 1 2 - n
7=\ o) o2 -+ on) )
Beispiel. Die symmetrische Gruppe S; hat nur ein Element, die Identitidt. Die symmetrische
Gruppe S2 hat zwei Elemente

~(11) - (32),

da jedes Element eine bijektive Abbildung {1,2} — {1,2} ist. Es gilt c oo =e.

Jetzt betrachen wir die symmetrische Gruppe S3. Um eine bijektive Abbildung o : {1,2,3} —
{1,2,3} zu definieren, muss man o(1) € {1,2,3} wihlen (es gibt 3 Moglichkeiten) und dann
0(2) € {1,2,3} \ {o(1)} wihlen (es gibt 2 Méglichkeiten), dann o(3) € {1,2,3}\ {o(1),0(2)}
wéhlen (es gibt nur eine Moglichkeit). Daher hat S3 sechs (6 = 3 x 2 x 1) Elemente:

(1 2 3 (12 3 e 3
€=\l1 2 3 1=\ 2 1 3 92:=\ 3 1
(123 (123 (1 3
1=11 3 2 =19 31 =003 2

und S3 ist nicht kommutativ, da o1 0 09 = 70 # 71 = 02 0 07.

— o NN

Definition. Das Produkt von zwei Gruppen (G, xg) und (H,*p) ist
(G X H, *)7 wobei (gah)*(glvh/) = (g *G glah*H h/)
Ubung. Zeigen Sie, dass G x H eine Gruppe ist.

Definition. Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ) ist eine Teilmenge H C G mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) Das neutrale Element e € G ist ein Element von H.
(2) Fiir h € H gilt h~! € H.
(3) Fir hy,ho € H gilt hy x ho € H.

Man schreibt H < G fiir eine Untergruppe H von G.

Bemerkung. (H,*) ist eine Gruppe (fiir eine Untergruppe H < G).

Beispiel. Die Gruppe (Z, +) hat die Untergruppen
nZ :={a €Z:3k € Zmit a=kn} ={0,£n,£2n,---}
fir n € N.

Proposition. Jede Untegruppe H von (Z, +) hat die Form H = nZ fiir eine natiirliche Zahl n.

1.2. Nebenklassen und Quotientengruppen. Es gibt 2 Motivationen fiir Quotientengrup-
pen (deren Elemente die so-genannte Nebenklassen sind):

e Man kann neue Gruppen aus alten Gruppen konstruieren (z.B. Z/nZ ist die Quotien-
tengruppe von Z durch die normale Untergruppe nZ).
e Die Untersuchung von Gruppenhomomorphismen (z.B. siche den Homomorphiesatz).
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Definition. Fiir eine Untergruppe H < G und a € G definiert man die die Linksnebenklasse
(LNK) aH und die Rechtsnebenklasse (RNK) Ha

aH :={d € G:d =axhfir he H} Ha:={d € G:d =hxafiir he H}.

Man schreibt G/H = {aH : a € G} und H\G = {Ha : a € G} fiir die Menge der LNK und
RNK von H in G bzw.

Bemerkung. Wenn G eine abelsche Gruppe ist, dann gilt aH = Ha fiir alle a € G (d.h. die
Linksnebenklassen und Rechtsnebenklasse iibereinstimmen). Falls G eine Gruppe mot Addition
ist (z.B. G = Z) schreiben wir a + H fiir die LNK von a € G.

Lemma. Fiir eine Untergruppe H < G ist die Relation ~g auf G
fir a,beG: a~gb:<= alxbeH
eine Aquivalenzrelation. Ferner ist die Aquivalenzklasse von a € G die Linksnebenklassen
aH :={axh:he H}.

Deshalb sind zwei Linksnebenklassen entweder gleich oder disjunkt (d.h. ihr Durchschnitt ist
leer) und G ist die disjunkte Vereinigung? der Linksnebenklassen

G = |_| aH.

aHeG/H

Definition. Seien (G, xg) und (H,xg) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppen-
homomorphismus (GH.), wenn fiir alle g1, g2 € G gilt

P91 %a 92) = @(91) xu (92)-
Der Kern von ¢ ist Ker(¢) := ¢~ (eq).

Beispiel. Sei H < G eine Untergruppe einer Gruppe G. Dann ist die Inklusionsabbildung
i: H— G, die durch i(h) = h definiert wird, ein Gruppenhomomorphismus.

Beispiel. Sei (G, ) eine Gruppe und a € G. Dann ist

0o : G =G, pug):= aga™?

ein Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung. Der bijektive Abbildung f : G — G mit g — g~ ! ist keine GH, aber das Bild
einer Linksnebenklasse aH ist die Rechtsnebenklasse Ha~! (d.h. f(aH) = Ha™'). Deshalb gibt
es eine bijektive Abbildung
G/H — H\G, aH — Ha™ .

Definition. Sei G eine Gruppe.

(1) Die Ordnung |G| € NU {co} von G ist die Anzahl der Elemente in G.

(2) Ein Element g € G hat endlich Ordung, wenn es n € N mit g" = e gibt. In diesem

Fall ist die Ordnung von g die kleinste Zahl n € N\ {0} so dass ¢" = e (man schreibt

lg| = n). Sonst hat g unendliche Ordnung und man schreibt |g| = oco.
(3) Fir H < G ist der Index |G : H| € NU{oo} die Anzahl der LNK von H in G (oder die
Anzahl von RNK von H in G).

Beispiel. Die symmetrische Gruppe S,, hat die Ordnung |S,| = n!

2eine Vereinigung A = U; A; ist disjunkt, wenn A; N A; = @ fiir alle ¢ # j, und man schreibt A = 1J; 4;
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Satz 1.1 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann gilt
Gl = |G s H||H].
Beweisidee. Fiir a € G gibt es eine bijektive Abbildung ¢, : H — aH, die durch ¢4(h) = ah

definiert wird. Daher gilt |H| = |aH|. Da ~p eine Aquivalenzrelation auf G ist, ist G die dis-
junkte Vereinigung von Aquivalenzklassen. Die Aquivalenzklassen sind die Linksnebenklassen,

so dass
G = |_| aH.
aHeG/H
Daher gilt
Gl= > leH|= ) [H|=|G:H|H]|
aHeG/H aHeG/H

Korollar. Sei G eine endliche Gruppe. Fiir jedes g € G ist |g| ein Teiler von |G].

Definition. Eine Untergruppe H einer Gruppe G heifit normale Untergruppe, wenn fiir alle
a € G gilt aH = Ha. Man schreibt H < G fiir eine normale Untergruppe H von G.

Bemerkung.
(1) Die Untergruppen {e} und G sind normale Untegruppen von G.
(2) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist eine normale Untergruppe.
(3) Es gilt aH = Ha, wenn aHa~! = H. Zeigen Sie, dass H < G genau dann eine normale
Untergruppe ist, wenn aHa~! C H fiir alle a € G gilt.

Lemma. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten die folgende Aussagen.
(1) ¢leq) = en.
(2) (9)"! = p(g™!) fiir alle g € G.
(3) Das Bild ¢(G) ist eine Untergruppe von H.
(4) Der Kern ist eine normale Untergruppe von G.
(5) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(p) = {eg}.
(6)

Wenn ¢ bijektiv ist, ist die Umkehrfunktion ¢~!

ein Gruppenhomomorphismus.

Satz 1.2. Sei H eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Dann gibt es eine Abbildung
G/HxG/H — G/H
(aH,bH) +— abH
die auf G/H die Struktur einer Gruppe definiert. Ferner ist die Abbildung © : G — G/H mit
m(a) = aH ein Gruppenhomomorphismus mit ker(m) = H und Bild(r) = G/H.
Beweisidee. Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist (d.h. wenn a1 H = axH
und blﬁ = by H gelten, dann ist a1b1 H = asbayH). Wir nehmen an, dass a; = agh und b; = bah
mit h,h € H. Dann
(agba) " Y(aiby) = by 'ay tarby = by 'hby = by 'hboh
ist ein Element von H, weil by 1hbg € H nach der Normalitéit von H <G ist. Daher gilt a1b; ~pg
a2b2 und (IlblH = agbgH.
Das neutrale Element in G/H ist die Linksnebenklasse eH = H und das inverse Element von

aH in G/H ist a~'H. Die Assoziativitit von G//H folgt aus der Assoziativitit von G.
Es gilt m(ab) = abH = (aH)(bH) = 7(a)m(b), d.h. 7 ist ein Gruppenhomomorphismus. O

Definition. Fiir eine normale Untergruppe H < G nennen wir die Gruppe G/H von Linksne-
benklassen die Quotientengruppe (oder die Faktorgruppe).
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Beispiel. Sei H = nZ < G = Z. Die Aquivalenzrelation ~p ist
a~gb << (—a)+benZ < nlb—a
und deshalb ist [a], := a + nZ die Aquivalenzklass von a € Z. Dann gilt
Z/nZ = {[Oln, -+, [n = 1]a}

ist eine Gruppe mit Addition modulo n.
Satz 1.3 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und H eine
normale Untergruppe einer Gruppe G mit H C ker(p). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Gruppenhomomorphismus ¢ : G/H — G' mit p =g o firn: G — G/H. Ferner gilt

Bild(¢) = Bild() wund ker(p) = w(ker(p)).
Insbesondere ist ¢ genau dann injektiv, wenn H = ker(yp).
Beweisidee. Die Eindeutigkeit von @ folgt, da B(aH) = @(n(a)) = ¢(a). Wir definieren @
durch $(aH) = p(a) und wir miissen iiberpriifen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist (d.h.

unabhéngig der Auswahl des Reprisentants a von aH ). Falls aH = bH miissen wir zeigen, dass
o(a) = ¢(b). Aus aH = bH folgt a='b € H C ker(y) und deshalb gilt

e = p(a™'h) = p(a)'p(b)  d.h. p(a) = p(b).
Die Abbildung @ ist ein Gruppenhomomorphismus:
Glak - bH) = B(abH) = pl(ab) = p(a)p(b) = F(aH)F(bH).
Es gilt
aH € ker(p) <= p(aH) = ¢(a) = e <= a € ker(p).
Da 7 surjektiv ist, gilt Bild(¢) = Bild(®). O

Korollar. Wenn ¢ : G — G’ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, dann gibt es einen
Isomorphismus G/ ker(p) = G'.

Satz 1.4 (Erster Isomomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und N <G
eine normale Untergruppe. Dann ist HN := {hn : h € H,n € N} < G eine Untergruppe,
N <« HN eine normale Untergruppe, H N N < H eine normale Untergruppe. Ferner ist der
kanonische Gruppenhomomorphismus

H/(HNN)— HN/N
ein Isomorphismus.

Beweisidee. Die Normalitdt von N impliziert HN < G: fir h;n; € HN gilt hinihons =
(h1hg)(hg 'nihang) € HN und (hini)~' = nythyt = by (hany'h{') € HN. Es gilt N < HN::
fiir hn € HN und n’ € N gilt (hn)n/(hn)~t = hnn/n~1h=1 € N, weil N < G.

Wir betrachten ¢ : H — HN — HN/N fiir die inklusion und die kanonische surjection
m: HN — HN/N. Der Kern ist

ker(p) ={he€ H:hN =eN}={he H:he N} =HNN

und deshalb gilt HNN<H. Sei hnN € HN/N dann gilt hnN = hN = ¢(h), d.h. ¢ ist surjektiv.
Dann benutzen wir das Korollar des Homomorphiesatzes fiir ¢. (]

Satz 1.5 (Zweiter Isomomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H, N < G normale Untergruppen
mit N C H. Dann ist N < H eine normale Untergruppe und H/N < G/N ist eine normale
Untergruppe. Ferner ist der kanonische Gruppenhomomorphismus

(G/N)/(H/N) — G/H

ein Isomorphismus.
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Beweisidee. Fiir den Beweis von N < H: Sei h € H und n € N, dann gilt hnh™! € N (da N <G
und h € G).

Die Komposition ¢ : H < G — G/N ist ein Gruppenhomomorphismus mit N = ker(y) und
deshalb gibt es eine injektive Gruppenhomomorphismus @ : H/N — G/N (d.h. H/N ist eine
Untergruppe von G/N). Diese Untergruppe ist normal: fir AN € H/N und gN € G/N gilt

(9N)(AN)(gN)™" = (gN)(hN)(g~'N) = ghg™'N € H/N
weil ghg~! € H (nach der Normalitiit der Untergruppe H < G).
Fiir 7 : G - G/H wir haben N C H = ker(n). Nach dem Satz 1.3 gibt es einen surjektiven

Gruppenhomomorphismus 7 : G/N — G/H mit dem Kern ker(7) = ker(w)/N = H/N. Nach
dem Korollar des Satzes 1.3 gibt es einen Isomorphismus (G/N)/(H/N) = G/H. O

Beispiel. Sei G =Z und N =47 C H = 27. Dann gilt H/N = 27Z/47 = 7/27 und
(ZJAZ) /(2Z,)AZ) = (Z/AZ) ) (Z)2Z) = 7.)2Z.

1.3. Erzeugendensysteme und zyklische Gruppen. Sei G eine Gruppe und sei S C G eine
Teilmenge von G. Die kleinste Untegruppe von G, die S enthélt, wird < S > bezeichnet. Wir sa-
gen, dass S die Gruppe G erzeugt (oder S ein Erzeugendensystem von G ist), wenn G =< S >.
Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe G, die von einem Element g erzeugt wird (d.h. G =< g >).

Bemerkung. Jede zyklische Gruppe ist abelsch.

Beispiel.
(1) Die symmetrische Gruppe Sz ist eine zyklische Gruppe: Sy =< o >, wobei o das Element
von Ordnung 2 ist. Die symmetrische Gruppe Ss ist keine zyklische Gruppe, aber S3 =<
o, T > fiir ein Element ¢ von Ordnung 2 und ein Element 7 von Ordnung 3.
(2) Sei n € N mit n > 1. Dann ist Z/nZ eine zyklische Gruppe, da Z/nZ =< [1],, >.

Lemma. Sei G eine zyklische Gruppe und G’ eine Gruppe. Es gilt:

(1) Jede Untergruppe H < G ist zyklische.
(2) Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ sind ker(¢) und Bild(p) zyklische.

Satz 1.6. Sei G eine zyklische Gruppe. Dann g¢ibt es einen Isomorphismus

G =~ Z/nZ  falls |G| =n
T\ Z falls |G| = 00

Beweisidee. Da G =< g > zyklisch ist, ist die Abbildung ¢ : Z — G mit ¢(n) = g¢" ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist eine Untergruppen von Z (d.h.
ker(p) = nZ fir n € N = {0,1,...}). Falls |G| = oo gilt p(n) = ¢" # e fir all n # 0
und deshalb ist ker(¢) = 0, also ¢ ist injektiv und Z = G. Falls |G| = n (also n > 1) dann
g" = e = n € ker(p) und nach der Minimalitéit von n folgt ker(¢) = nZ und G = Z/nZ
nach dem Korollar des Homomorphiesatzes. O

2. RINGE UND POLYNOME

2.1. Ringe. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, "), das aus einer Menge R und zwei Verkniipfungen
+ : R x R — R (‘die Addition’) und - : R x R — R (‘die Multiplikation’) besteht, mit den
folgenden Eigenschaften (R1-R3).

(R1): Die Menge R mit Addition (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(R2): Die Multiplikation - ist assoziativ.

(R3): Die Distributivgesetze: Va,b,c € R gelten

a-(b+c)=a-b+a-¢c und (a+b)-c=a-c+b-c
Schreibweise: das neutrale Element fiir die Addition ist die Null Op € R.
e (R,+,") ist kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.
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e Ein Ring mit Eins ist ein Ring (R, +,-) mit einem neutralen Element 1p fiir die Multi-
plikation.

e Ein Element r € R heifit Nullteiler, wenn es s € R\ {Or} mit rs = O oder sr = Op
gibt. Fall Op ist der einzige Nullteiler von R nennen wir R nullteilerfrei. Ein nullteilerfrei
kommutativer Ring R # {Ogr} heifit Integritditsbereich.

e Fiir einen Ring R mit Eins sei R* := {r € R: 3s € R mit rs = sr = 1z} die Menge der
multiplikativ invertierbaren Elemente. Diese Menge ist eine Gruppe unter Multiplikati-
on (Ubung). Ein Element r € R* heifit Einheit von R und R* heifit die Einheitsgruppe
von R.

Ubung. Fiir einen Ring mit Eins ist (R*, ) ist eine Gruppe.

Beispiel.

(1) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins und ein Integritétsbereich. Die Einheits-
gruppe ist R* = {£1}.

(2) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins und ein Integritétsbereich mit R* =
R\ {0}.

(3) (Z/nZ,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Z/nZ ist genau dann ein Integritéts-
bereich, wenn n prim ist. Es gilt (Z/nZ)* = {lal, : 0 < a < n und ggT(a,n) = 1}.
Insbesondere ist I}, := Z/pZ ein Korper fiir eine Primzahl p.

(4) (Maty,xn(K),+,-) ist ein Ring mit Eins, der kommutativ nur fiir n = 1 ist. Die Einheits-
gruppe ist Mat,,xn(K)* = GL,,(K). Dieser Ring ist genau dann ein Integritétsbereich,
wenn n = 1.

(5) Fiir einen K-Vektorraum V ist (Endg(V'),+,0) ein Ring mit Eins mit Endg(V)* =
Aut K(V)

Definition. Seien (R, +g, r) und (S5, +g,s) Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbil-
dung ¢ : R — S, so dass fiir 1,79 € R:

(1) @(r1 +r 12) = 9(r1) +s @(r2),
(2) @(r1 -r 12) = @(r1) -5 P(r2),
(3) (Falls R und S Ringe mit Eins sind) ¢(1g) = 1s.

Beispiel. Fiir n > 1 ist die Abbildung 7 : Z — Z/nZ mit a — |[a] := a + nZ ein Ringhomomor-
phismus.

Bemerkung. Fiir einen Ringhomomorphismus ¢ : R — S gilt

(1) ¢(0r) = ¢(0s) (nach dem ersten Axiom),

(2) o(—r) = —p(r) fir r € R (nach dem ersten Axiom),

(3) Die dritte Bedingung ¢(1r) = ¢(1g) folgt nicht aus den anderen Axiomen (z.B. Seien
R = {0} und S = Z, dann gelten die erste und zweite Bedingungen fiir die Nullabbildung
¢: R — S, aber p(1g) = p(0r) = 0z # 1z).

(4) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {Og} (nach dem ersten Axiom),

(5) Wenn ¢ bijektiv ist, dann ist ¢~! : § — R auch ein Ringhomomorphismus.

Definition. Ein Kérper ist ein Tripel (K, +, -), das aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen
+: K x K — K (‘die Addition’) und - : K x K — K (‘die Multiplikation’) besteht, mit den
folgenden Eigenschaften (K1-K3).

(K1): (K, +) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element Ox € K).

(K2): (K \ {Ok},-) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 1x € K*).

(K3): Die Distributivgesetze: Ya,b,c € K gelten

a-(b+c)=a-b+a-¢ und (a+bd)-c=a-c+b-c
Beispiel. (Q,+,-) und (R, +, -) sind Kérper.



LEHRPLAN: ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE 9

Polynomringe. Sei R ein Ring. Wir definieren
R[t] :=={(ai)i>0 : a; € R,a; =0 fur fast alle i € N} C Abb(N, R).

Sei (a;)i>0 € K[t] dann gibt es n € N so dass a; = 0 fiir alle ¢ > n. Dann definiert diese Folge
ein Polynom in eine Variabel ¢

f(t) =ap+art+ -+ ant"

mit Koeffizienten a; € R. Das Nullpolynom 0 ist das Polynom, dessen Koeffizienten alle Null
sind. Der Grad eines Polynoms f(t) = ag + - -+ + a,t™ ist

—00 falls f =0,
max{m : a,, # 0} sonst.

grad(f) := {
Deshalb ist R[t] die Menge aller Polynome.

Man kann Polynome miteinander addieren und multiplizieren: Seien f, g € R|[t]

f(t):Zaiti=a0+alt+-~-+ant" und g(t):ijtj:b0+b1t+‘_‘+bmtm‘

Dann
n . m . max{n,m}
f+9)®) = at' +> bl = > (a+b)t,
i=0 §=0 1=0
wobei a; = 0 fiir [ > n und b = 0 fiir [ > m, und
n+m
(F-9)(t) =Y af, wobei o= Y ab;.
=0 i,J
i+j=I

Die Addition auf RJ[t] ist assoziativ und kommutativ, weil die Addition auf R assoziativ und
kommutativ ist. Die Multiplikation auf R[t] ist assoziativ (und kommutativ, falls R kommutativ
ist). Das Nullpolynom ist ein neutrales Element fiir die Addition und wenn R ein Ring mit Eins
ist, dann ist das Polynom 1(¢) = 1 ein neutrales Element fiir die Multiplikation. Das Polynom
f(t) = Y ja;t’ hat das additiv inverse Element —f(t) = Y1 (—a;)t. Ferner gelten die
Distributivgesetze. Deshalb ist R[t] ein Ring. Es gilt

e grad(f +g) < max(grad(f), grad(g)),
e grad(fg) < grad(f) + grad(f) (mit Gleichheit fiir einen Integritéitsbereich R).

Bemerkung.

(1) Wenn R ein kommutativer Ring (bzw. mit Eins) ist, dann ist R[t] ein kommutativer
Ring (bzw. mit Eins).

(2) Es gibt einen injektiven Ringhomomorphismus R < R[t] mit r — f(t) = r (das kon-
stante Polynoma).

(3) Wenn R — R’ ein injektiver Ringhomomorphismus ist, dann gibt es einen injektiven
Ringhomomorphismus R[t] < R/[t]. Zum Biespiel

Z[t] C Q[t] c R[t] C CJt].

(4) Fiir einen Integritdtsbereich R gilt R[t]* = R*, da f(t)g(t) = 1 = grad(f) +
grad(g) = grad(1) = 0 und deshalb sind f und g konstant.
(5) Wenn R ein Integritétsbereich ist, dann ist R[t] auch ein Integrititsbereich.

Erinnerung: (Division mit Rest in Z) Fiir a,b € Z mit b > 0 gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen ¢, € Z mit a = bg+r und 0 < r < b.

[25.10.18]
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Satz 2.1 (Division mit Rest fiir Polynomringe). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und
f.g € R[t] mit grad(g) = m > 0 und der hichste Koeffizient by, von g ist ein Einheit (d.h.
by, € R*). Dann gibt es eindeutige bestimmte Polynome q,r € R[t] mit f = gq + r und
grad(r) < grad(g).

Beweisidee. Eindeutigkeit: Ubung.

Existenz: Falls grad(f) < grad(g), setzen wir r := f und ¢ := 0. Falls n := grad(f) >
m := grad(g) > 0 beweisen wir die Existenz durch Induktion iiber n. Der Induktionsanfang
(n =m = 0) gilt, da fiir konstante Polynome f(t) = a und g(t) = b mit b € R* gilt a = ¢b mit
g = a/b (da b invertierbar fiir die Multiplikation ist). Fiir den Induktionsschritt: wenn

n m
f(t) = Zaiti =ag+ait+---apt™ und g(t) = ijtj = by + byt + - - byyt™

i=0 §=0
mit a, # 0 und by, # 0 und by, € R, dann ist der Grad von f; := f — 2" - g kleiner
als der Grad von f. Nach der Induktionsvoraussetzung kann man die Division durch g von f;
durchfiihren, so dass 3¢, € R[t] mit fi; = g¢' +r und grad(r) < grad(g). Dann gilt f = gg+r
fiir ¢ := ¢/ + g=t" " O
Bemerkung. Wenn R = K ein Korper ist, dann funktioniert Division mit Rest fiir alle f, g €
K[t] mit g # 0 (da K* = K\ {0}).

2.2. Ideale und Quotientenringe. In diesem Abschnitt ist R ein kommutativer Ring. Wir
werden Ideale einfiihren, um Quotientenringe zu definieren. Wir werden sehen, dass der Kern
eines Ringhomomorphismuses ein Ideal ist und dann werden wir einen Homomorphiesatz fiir
Ringe beweisen.

Definition. Sei (R, +, ) ein kommutative Ring.

a) Ein Unterring von R ist eine Teilmenge S C R, so dass S unter die Addition und Multipli-
kation abgeschlossen ist und S mit der Einschrinkung der Addition und Multipliktation
von R ein Ring ist (Wenn R ein Ring mit Eins ist, soll ein Unterring S auch das neutral-
element 1p erhalten).

b) Ein Ideal von R ist eine Teilmenge I C R, so dass (I1) - (I2) gelten:

(I1) I ist eine Untergruppe von (R, +),
(I2) Firie Tund re Rgilt r-i € I.

Ein Unterring S C R (bzw. Ideal I C R) heifit echt wenn S # R (bzw. I # R).

Bemerkung.

(1) Eine Teilmenge S eines Rings R ist genau dann ein Unterring, wenn S unter die Sub-
traktion — und die Multiplikation - abgeschlossen ist (und 1 € S falls R Ring mit Eins
ist).

(2) Fiir einen nicht kommutativen Ring gibt es Begriffe von Links- und Rechtsideale. In
einem kommutativen Ring stimmen die Recht- und Linksideale iiberein.

(3) Ein Ideal ist eine Untergruppe von (R, +), die unter Multiplikation von Elemente aus
R abgeschlossen ist. Insbesondere ist I unter +, — und - abgeschlossen.

Beispiel.
(1) R und {Og} sind immer Ideale von R. Wenn R # {Ogr} ein Ring mit Eins ist, dann ist
{Og} kein Unterring von R.
(2) Sei I ein Ideal eines Rings mit Eins R. Wenn 1 € I, folgt I = R.
(3) Der Ring R = Z hat keine echten Unterringe: die Untergruppen von (Z, +) sind genau
die Teilmengen nZ fiir n € N, aber 1 € nZ genau dann, wenn n = 1. Allerdings sind die
Untergruppen nZ lIdeale: fiir r € Z und na € nZ gilt

r-na =n(ra) € nZ.
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(4) Die Teilmenge Z des Rings (Q, +, 0) ist ein Unterring aber kein Ideal: 1 € Z und % €Q,
aber 3 -1 ¢ Z).

Ubung. Sei R # {0} ein kommutativer Ring mit Eins. Beweisen Sie, dass R genau dann ein
Korper ist, wenn R genau 2 Ideale hat.

Definition. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins®.

(1) Fiir a € R definieren wir das von a erzeugte Ideal
(a) =Ra:={r-a:r e R}

Ideale von R der Form (a) werden Hauptideale genannt.
(2) Fiir eine Teilmenge A C R definieren wir das von A erzeugte Ideal

(A) = {Zriai :neN,r € R,a; € A}
i=1

(3) Ein Integritiatsbereich heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

Beispiel.
(1) Es gilt (0Or) = {Ogr} und falls 1z € R gilt (1g) = R.
(2) Fir R =Z ist (n) = nZ. Insbesondere ist Z ein Hauptidealring.

Ubung. Der Durchschnitt einer Familie von Idealen eines kommutativen Rings R ist ein Ideal.
Fiir eine Teilmenge A eines kommutativen Rings mit Eins R ist die Menge (A) ein Ideal von R
mit A C (A). Ferner gilt

(4) = ﬂ J,
ACJCR
J Ideal

und (A) ist das kleinste Ideal in R, das A enthilt.

Definition. Fiir zwei Ideale I und J eines kommutativen Rings mit Eins R definieren wir
a) [+J:={i+j:ie€l,je J} und
by I-J:=UJ)={i-j:iel,jeJ}).

Bemerkung. Es gilt

n
I-J:= {TGR:EInEN und 4 € 1,5, € Jfir 1 <1<n mit r:Zm‘l}.
=1
Lemma. Fiir zwei Ideale I und J eines kommutativen Rings mit Eins R sind I + J und [ - J
Ideale von R. Es gilt I+ J=(IUJ)und [-J CINJ.
[30.10.18]
Beispiel. Fiir R = Z und n,m € Z gilt:

)
)+ (n) = (ggT(n,m)),
m) - (n) = (mn),
)N (n) = (kgV(n,m)),
n)+(m) =72 <= (n)-(m)=(n)N(m).

Lemma. Sei R ein Integritétsbereich und (a) und (b) zwei Hauptideale von R. Dann

(a) = (b) <= Fc € R* mit a = cb.

3Die Definition fiir nicht kommutative Ringe und Ringe ohne Eins ist ein bisschen mehr kompliziert
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Definition Die Relation auf einem Integritdtsbereich R
a~b <= Jce R* mit a=cbh
ist eine Aquivalenzrelation (Ubung). Diese Relation heifit Assoziiertheit.
Ubung. Z[t] ist kein Hauptidealring. Man hat die folgende Ideale:
(2) ={>_ait' € Z[t] :a; €2ZVi} und (t) ={D _ait' € Z[t] : ap = 0}
aber (2,t) := {> a;t' € Z[t] : ag € 27} ist kein Hauptideal.

Satz 2.2. Seien R und S kommutative Ringe mit Fins und ¢ : R — S ein Ringhomomorphis-
mus. Dann gilt

(1) Das Bild von ¢ ist ein Unterrring von S.

(2) Fiir einen Unterring R' C R ist (R') ein Unterring von S.
(3) Der Kern ker(p) ist ein Ideal von R.

(4) Fiir ein Ideal J C S ist das Urbild p~1(J) ein Ideal von R.

Beweisidee. Es ist hinreichend nur (2) und (4) zu beweisen. Beide sind dhnlich, und deshalb
schreiben wir den Beweis nur fiir (4). Da das Ideal J C S eine Untergruppe fiir die Addition
ist und ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, ist ¢~ !(.J) < (R, +g) eine Untergruppe. Fiir r € R
und 7' € 7 1(J) (dh. (r') € J) gilt r g1’ € p=(J), weil

p(r-rr’)=p(r) se@’) € J
nach dem Axiom (I2) fiir das Ideal J C S. O

Beispiel.
(1) Fiir den Ringhomomorphismus ¢ : Z — Z/nZ mit a — [a] = a + nZ ist
ker(p) ={a €Z:a=0 mod n} =nZ.
und Bild(¢) = Z/nZ.
(2) Sei K ein Korper und A € K. Dann ist die Abbildung ¢ : K[t] — K mit
p(P(t)) = P(})
ein surjetiver Ringhomomorphismus mit
ker(p) = {P(t) € K[t] : P(A\) =0} ={P(t) € K[t] : (t = N)|P(t)} = (t — ).

Satz 2.3. Sei I ein Ideal eines kommutativen Rings R. Dann gilt

(1) Die Menge R/I :={r+ 1 :r € R} ist ein Ring (ein Quotientenring) mit den folgenden
Addition und Multiplikation:

(7'+I)+R/1<7'/+I) =r+7r"+1 und (r+1) 'R/I(T/+I):r'7“,+[

und das Nullelement is Op +1 = 1.

(2) Wenn R ein Ring mit Eins ist, dann ist R/I ein Ring mit Eins.

(3) Die Abbildung m : R — R/I, die durch r — r + I definiert wird, ist ein surjektiver
Ringhomomorphismus mit ker(m) = 1.

(4) Die Abbildung

a: A:={Ideale J von R/I} — B:={ldeale M von R mit I C M}
J — = (J)

ist bijektiv mit der Umkehrfunktion M w— w(M).
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Beweisidee. Da (R,+) eine abelsche Gruppe ist, ist I < (R,+) eine normale Untergruppe.
Deshalb ist (R/I,+p / 1) eine abelsche Gruppe und 7 : R — R/I ein Gruppenhomomorphismus
(unter Addition).

Die Multiplikation /7 ist wohldefiniert (d.h. unabhéngig der Wahl des Représentant): falls
r=s+iund 7 = s+ mit i, € I gilt

rr’ —ss' = (s+i)(s +i') —ss' =is' +si' €1

also 77’ + I = ss’' 4+ I. Die Assoziativitdt von -p,; und die Distributivegesetze folgt von R.
Deshalb ist R/I ein Ring und wenn 1 € R, ist 1+ I das neutrale Element fiir die Multiplikation
auf R/I.

Der Gruppenhomomorphismus 7 : R — R/I ist auch ein Ringhomomorphismus

w(r-s)=r-s+I=(+1I)pgy(s+1)=n(r)gryn(s)

und falls 1 € R, gilt n(1) =1+ 1 = 1g/;.

Fiir (4): Die Abbildung « ist wohldefiniert (in diesem Fall d.h. a(J) € B fiir alle J € A):
7 1(J) C R ist ein Ideal (Satz 2.2) und I = ker(w) = 7 *(0g/;) C 7 *(J), da Og/; € J. Wir
behaupten, dass die Abbildung §: B — A mit (M) := n(M) eine Umkehrfunktion von « ist.
Zuerst ist 5 wohldefiniert (d.h. B(M) € A fiir alle M € B): das Bild (M) < (R/I,+) ist eine
Untergruppe (da 7 ein Gruppenhomomorphismus ist) und fiir r + I € R/T und m + I € n(M)
gilt

(r+1)-gy(m+1I)=rm+1¢en(M),

da M C R ein Ideal ist. Deshalb ist 7(M) ein Ideal von R/I. Wegen der Surjektivitdt von m
gilt Boa(J) =n(n"1(J)) = J fir J € A Fiir M € B gilt ao (M) =71 (x(M)) D M und
wir behaupten, die andere Inklusion gilt. Sei r € 7= *(7(M)), dh. r+1 = m + I fiir m € M.
Dann gilt r—me I C M und r=m+ (r—m) € M. O

Beispiel. Fiir R =Z und I = nZ mit n € Nist Z/nZ = {x +nZ : x € Z} = Z,. Die Ideale von
Z/nZ sind genau die Mengen

7(mZ) ={x +nZ:x € mZ}

fiir m|n. Insbesondere ist Z/pZ ein Korper fiir eine Primzahl p (weil Z/pZ nur zwei Ideale hat).

Beispiel. Sei R = Fy[t] und I = (f) wobei f = t2 +t + 1 € Fy[t]. Fiir P € Fa[t] betrachten
wir die Linksnebenklasse P + (f) € Fq[t]/(f). Nach Division mit Rest fiir Polynome gibt et
Q,R € Folt] mit P = Qf + R und grad(R) < grad(f) = 2. Es gibt 4 Moglichkeiten fiir den
Rest: 0, 1, t oder ¢ + 1. Ferner gilt P— R = Qf € (f), also P+ (f) = R+ (f). Deshalb hat der
Quotientenring

Fot]/(f) =0+ (), 1+ ()t + ()t + 1+ ()}
4 Elementen. Dieser Ring ist ein Korper: das multiplikative inverse Element von t + (f) ist
t+1+(f), da(t+(f)-(t+1+ ()= +2+(f) =1+ (f).

Satz 2.4. (Homomorphiesatz fiir Ringe) Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus zwischen
kommutativen Ringen. Dann gibt es einen Ringisomorphismus

¢ : R/ ker(p) = ¢(R)
mit g om = @, wobei w: R — R/ker(p) der natiirliche surjektive Ringhomomorphismus ist.
Beweisidee. Da ¢ : (R,+) — (S, +) ein Gruppenhomomorphismus ist, gibt es einen Gruppeni-

somorphismus ¢ : R/ ker(p) — ¢(R) fiir die Addition mit ¢ o 7 = ¢. Man iiberpriift, dass @
auch ein Ringhomomorphismus ist. O

Beispiel. Fiir den Polynomring R[t] und ein Polynom f € R[t] kann man das Hauptideal
I = (f) betrachten und den Ring R[t]/(f) konstruieren. Mit dieser Konstruktion werden wir
neue Korper bauen (siehe Satz 2.13).

[1.11.18]
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(1) Es gilt R[t]/(t> + 1) = C. Der surjektive Ringhomomorphismus ¢ : R[t] — C mit
f(t) = f(i) hat Kern ker(p) = (t2 + 1).

(2) Fiir d € Z quadratfrei (d.h. n? t d fiir n > 1) gilt Z[t]/(t* — d) = Z[Vd] := {a + Vdb :
a,b € Z}. Falls d > 0 gibt es vd € R und Z[/d] C R. Falls d < 0 gibt es v/d € C und
Z[Vd) c C.

Definition. Zwei Ideale I und J eines kommutativen Rings mit Eins R heiflen relativ prim,
wenn [ +J = R.

Lemma. Seien Iy, - - - I,, Ideale eines kommutativen Rings mit Eins R, so dass I; und I, relativ
prim fiir 1 < j < k < n sind. Dann gilt

n n
1=
k=1 k=1

Beweisidee. Wir wissen schon, dass [[;_, I C (\;—; I und man zeigt (,_, I C [[,_; Ir durch
Induktion nach n > 2.

Fiir den Induktionsanfang: Seien Iy, I> relativ prim. Dann gilt 1 = 41 4 i2 mit ¢; € I;. Sei
a€liNl. Dann gilt a =a -1 =ai; + ais € 11 - I5.

Fiir den Induktionsschritt (n — n + 1): Seien Ii,...,I,1 paarweise relativ prim. Es ist
hinreichend zu zeigen, dass J := [[I; I; und I, relativ prim sind (da J = N}, I; nach der
Induktionsvoraussetzung und dann gilt J-I,, 41 = JNI,41). Fiiralle 1 < j < ngilt R = I;4+ 141,
also gibt es r; € I; und s; € Ij,;1 mit 1 = r; + s;. Dann gilt

JST::HTj:H(lfsj)zlfs
j=1 j=1
wobei s =1 — H?Zl(l —5j) € Int1. Deshalb gilt 1 =7+ s und J + I,,41 = R. O

Bemerkung. Seien Iy, - -- I, Ideale eines Rings R. Dann gibt es surjektive Ringhomomorphis-
men 7, : R — R/}, mit m(a) = a+I fir 1 < k < n. Das kartesische Produkt R/I1 x---xR/I,
hat die Struktur eines kommutativen Rings mit Eins, wobei fiir x = 4+ und * = -

(a1+Il,...,an+ln)*(b1—i—Il,...,bn—i—In) = (al*bl—l—ll,...,an*bn—l—ln).

Die Abbildung

— R/I; x---R/I,

= (r+ I, r+ 1)

ist ein Ringhomomorphismus mit ker(¢) := {r € R:r+ I, = I fir 1 < k < n} = N7_, 1.
Deshalb ist die Abbildung

p: R
r

Q: R/ mZ:l I — R/Il X R/In
ein injektiver Ringhomomorphismus.

Satz 2.5 (Chinesischer Restsatz). Seien Iy, - -- I, Ideale eines kommutativen Rings R mit Eins,
so dass I; und I, relativ prim fir 1 < j <k <n sind. Dann gibt es einen Ringisomorphismus

n
¢: R/ ][I — R/ x -+ R/I,
k=1
Beweisidee. Nach dem obigen Lemma gilt [[;_, I = N}?_, I} und in der Bemerkung haben wir
schon einen injektiven Ringhomomorphismus ¢ konstruiert.

Um der Surjektivitdt von ¢ zu iiberpriifen, ist es hinreichend zu zeigen, dass fi, -+, fn €
Bild(¢), wobei

f]’:(O+Il,...,0+fj,1,1+Ij,0+1j+1,...,0+ln)ER/Il XR/In
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(da ¢ ein Ringhomomorphismus ist). Es gilt f; € Bild(¢), wenn es a; € R mit
aj+Ij = 1+Ij und Vk‘#jaj—{—lk :O—I—Ik

gibt (d.h. aj —1 € I und a; € I}, fiir alle k # j). Aus I, + I; = R fiir alle k # j folgt 1 = s+,
mit s € I und r, € I;. Sei a; = Hk# sp. Dann gilt a; € I, fiir alle k& # j. Ferner gilt

a; = H(l—rk) =147
oy
wobei 7 = [, .;(1 — %) — 1 € I;. Deshalb folgt a; —1 =7; € I; und f; € Bild(¢). O

Korollar. Sei a = pi™ - - - p" die Primzerlegung einer ganzen Zahl a € Z. Dann gilt

Z[(a) = Z[(p{™) x -+ X L (pp'")-
Fiir by, -+ ,by, € Z gibt es b € Z mit b = by, mod p,"* fiir 1 < k < n und die Zahl b ist eindeutig
modulo a = p{"* - - pin.

Bemerkung. Seien rq,...,7r, ganze Zahlen mit ggT(r;,r;) = 1 fiir alle ¢ # j. Fiir Zahlen
bi,...,b, € Z hat die Gleichungen

z=b; modnr

Tp =b, mod r,

eine eindeutig bestimmte Losung « modulo ] ; r;. Um eine solche Losung konkret zu kon-
struieren, sei g := H#k r; fiir 1 < k < n. Wegen ggT(qr, ) = 1 gibt es Zahlen sy, ¢, € Z
mit

Skqk + tgre =1
d.h. spgr =1 mod 7y und fiir @ # k gilt es sgqr, =0 mod r;, da r;|gy fiir alle i # k. Dann ist

n
v = biskgk
k=1

eine Losung.
[6.11.18]
2.3. Primfaktorzerlegung. In diesem Abschnitt ist R ein kommuativer Ring mit Eins.

Definition. Ein echtes Ideal I von R heifit

(1) maximal, wenn es fiir jedes Ideal J von R mit I C J gilt J = I oder J = R.
(2) Primideal, wenn es fur alle a,b € Rgilt: a-bel = a €l oderbe I.

Bemerkung. Das Nullideal {0} ist geanu dann ein Primideal (bzw. maximales Ideal), wenn R
ein Integritétsbereich (bzw. Korper) ist.

Beispiel. Die Primideale von Z sind die Ideale pZ fiir Primzahlen p € Z und 0Z. Die maximale
Ideale sind die Ideale pZ fiir Primzahlen p.

Satz 2.6. Sei I C R ein Ideal. Dann gilt

(1) I ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn R/I ein Kérper ist
(2) I ist genau dann ein primes Ideal, wenn R/I ein Integrititsbereich ist

Insbesondere ist jedes maximale Ideal I C R ein Primideal.

Beweisidee. (1) Nach dem Satz 2.3 gibt es eine Bijektion
{Ideale von R/I} = {Ideale J von Rmit I C J}.

R/I ist genau dann ein Korper, wenn es genau 2 Ideale hat. R/I hat genau 2 Ideale, wenn es
genau 2 Ideale J von R mit I C J gibt (ndmlich J = I und J = R), d.h. wenn I maximal ist.
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(2) Fiir a € R ist dquivalent: a € I <= a+ [ = Op/;. Dann folgt Aussage (2) nach der
Definitionen. O

Definition. Sei R ein Integritidtsbereich und § : R\ {0} — N eine Abbildung. Dann heifit (R, 0)
ein Buklidischer Ring, wenn fiir alle f,g € R mit g # 0 es ¢, € R mit

f=gq+r und 6(r) <d(g) falls 7#0
gibt.

Beispiel.
(1) Sei K ein Korper und ¢ : K \ {0} — N beleibig, dann ist (K, J) ein Euklidischer Ring.
(2) (Z,| —|) ist ein Euklidischer Ring.
(3) Fiir einen Korper K ist (K[t],grad(—)) ein Euklidischer Ring.

Beispiel. (Der Ring der ganzen Gauflschen Zahlen) Die Teilmenge
Zli] :={a+ib:a,be Z} CC
ist ein Unterring. Der Ring Z[i] heifit der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen. Mit der Abbiluding
§:2Z[{)\ {0} - N
§(a+ib) = |a+ib]* = a® + b?
ist Z[i] ein Euklidischer Ring (Ubung).

Bemerkung: Z[/d]. Sei d € Z\ {0, 1}, die quadratfrei ist (d.h. n? { d fiir alle n € N mit n > 1).
Es gibt v/d € C und wir definieren den Unterring

ZIVd) :={a+Vdb:a,be Z} C C

Fiir d = —1 ist Z[y/—1] = Z[i] wie oben. Im Allgemeinen ist Z[v/d] nicht Euklidisch fiir §(a +
Vdb) := a® + db? (siche Bosch §2.4, S.45).

Satz 2.7. Jeder Fuklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweisidee. Sei I ein Ideal eines Euklidischen Rings (R,d). Falls I = {0} ist I = (0). Falls
I # {0} wéhlen wir @ € I\ {0} mit der Eigenschaft, dass d(a) minimal ist. Dann gilt (a) C I.
Sei b € I dann gilt b = aq + r fiir ¢,7 € R mit 6(r) < d(a) falls » # 0. Der Rest » = b — aq
ist auch ein Element von I und deshalb gilt » = 0 (nach der Minimalitét von 6(a)). Dann gilt
b = aq € (a) und diese Aussage gilt fiir alle b € I. Dies zeigt I = (a). O

Korollar. Z, Z[i] und K|t] sind Hauptidealringe.

Definition. Sei R ein Integritétsbereich und p € R\ (R* U {0}).

(1) p heiBt irreduzibel, wenn fiir jede Zerlegung p = rs mit r, s € R gilt: r € R* oder s € R*.
Falls nichts nennen wir p reduzibel.
(2) p heifit prim, wenn fiir all r, s € R mit p|rs gilt: p|r oder p|s.

Bemerkung. Sei p € R\ (R* U{0}) fiir einen Integritétsbereich R.

(1) p ist genau dann prim, wenn das Hauptideal (p) prim ist (nach der Definition).

(2) Wenn (p) ein maximales Ideal ist, dann is p prim (da jede maximales Ideal ist prim).

(3) Wenn p prim ist, dann ist p irreduzibel. Fiir den Beweis: falls p = rs mit r,s € R gilt
p|r oder p|s (da p prim ist). O.E.d.A. p|r dann pa = r fir a € R und aus p = rs = pas
folgt as = 1 (da R ein Integritétsbereich ist und p # 0) d.h. s € R*.

Satz 2.8. Sei R ein Hauptidealring und p € R\ (R* U{0}). Dann ist dquivalent:
(1) p ist irreduzibel,

(2) p ist prim,
(3) (p) ist maximales Ideal in R.
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Beweisidee. Jeder Hauptidealring ist ein Integritétsbereich (per Definition), also gilt (3) =
(2) = (1) nach der obigen Bemerkung. Deshalb miissen wir nur zeigen (1) = (3). Sei p
irreduzibel. Sei (a) ein Ideal von R mit (p) C (a) C R. Da p € (a) gilt p = ab fiir b € R und es
folgt, dass a oder b ein Einheit ist (nach der Irreduzibilitit von p). Falls a € R* gilt (a) = R
und falls b € R* gilt (p) = (a). Somit ist (p) maximal. O

Satz 2.9. (Primfaktorzerleqgung) Sei R ein Hauptidealring und r € R\ (R* U{0}). Dann kann
man r als ein endliches Produkt von Primelementen schreiben.

Beweisidee. Wenn r irreduzibel ist, dann ist r prim (Satz 2.8) und r ist ein Produkt von Prim-
elementen. Wenn r reduzibel ist, gibt es eine Zerlegung r = ab mit a,b ¢ R* U {0}. Dann kann
man diese Konstruktion wiederholen mit a und b: Wenn a und b beide irreduzibel sind, dann
sind beide prim und r hat eine Primfaktorzerlegung. Falls nicht o.E.d.A. ist a reduzibel und wir
weiderholen diese Verfahren mit a. Wir miissen nur zeigen das diese Verfahren nach endliche
vielen Schritten endet. Falls nichts konstruieren wir eine unendliche Folge (r;);>¢ mit ro = r
und 71 = a, alle r; reduzibel, so dass r; = rj418;41 mit r5,s; ¢ R* U {0}). Dann haben wir eine
unendliche Kette von Ideale

(ro) C (r1) C (re) C---CR.
Die Vereinigung I = Upen(r;) ist auch ein Ideal und miiss ein Hauptideal sein d.h. I = (s) fiir
s€ R.Dasel, gibt esn € Nmit s € (r,). Dann gilt
(ro) C (r1) C (r2) C-vvvv (rn) = (s) = (rn+i)

und aus (1) = (rp41) folgt ryy1 = rye. Deshalb gilt r, = rpy18n41 = rnesp41 und es folgt
cSpir1 = 1 d.h. s,11 € R*. Dies liefert ein Widerspruch: r,, ist nicht reduzibel, da s,11 € R*.
Deshalb endet die Verfahren nach endliche vielen Schritten. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass jeder Hauptidealring Noethersch ist (Ein Ring heif3t
Noethersch, wenn jede aufsteigende Kette von Idealen Iy C Iy C Iy C --- stationir wird,
d.h. es gibt n € N mit I,, = I,,4; fiir alle i > 0).

Korollar. Fiir R = 7Z hat jede ganze Zahl r € Z \ {0, 41} eine Primfaktorzerlegung.

Lemma. Sei r ein Element eines Integritétsbereichs R mit Zerlegungen

fiir p; prim und g; irreduzibel. Dann gilt n = m und es gibt eine Permutation o € Sy, so dass
p; assoziiert zu g, ;) fiir alle 1 <@ <n ist (d.h. es gibt Einheiten €1, - - €y, so dass €;p; = ¢o(;))-
Beweisidee. Aus p1]q1 - - g¢m und p; prim folgt es, dass es ein j mit pi|g; gibt (d.h. ¢; = e1p1
und €; € R*, da g¢; irreduzibel ist). Sei o(1) := j. Dann folgt
P2 Pn = €141 qj—-1Gj+1 " qm
und man kann das Verfahren wiederholen mit ps: es gibt 0(2) € {1,...,7 — 1,7+ 1,---m} mit
P2|qs(2) (Wir bemerken, dass pa { €1, da p keine Einheit ist). Falls n > m haben wir
pm+1..-pn:€1.--6m

aber pp,+1 ist prim und py,+1 1 €;, so diese Gleichung ist nicht méglich. Falls n < m haben wir

l=¢- €, H 4
j#o(d)
aber g; ist kein Einheit. Daher miiss n = m gelten. (]

Satz 2.10. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist dquivalent:

(1) Jedes r € R\ (R* U{0}) ldsst sich als Produkt von Primelementen schreiben.
(2) Jedes r € R\ (R*U{0}) ldsst sich als eindutig (bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit)

als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben.

[8.11.18]
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Beweisidee. (1) = (2) Jedes Primelement in R ist irreduzibel und deshalb gilt die Existenz
einer Zerlegung bei (2). Fiir die Eindeutigkeit verwenden wir das obige Lemma.

(2) = (1): Es ist hinreichend zu zeigen, dass jedes irreduzibles Element r € R prim ist.
Wir nehmen an, dass r|ab und wollen zeigen dass r|a oder r|b. Wir betrachten die Zerlegungen
bei (2) von a und b als Produkten von irreduziblen Elementen a; und b;:

a=ay---a, und b=2by - by

Dann 7|aj - - - apby - - - by, und nach der Eindeutigkeit der Zerlegung bei (2) folgt r = a;e oder
r = bje fiir ein Einheit e € R*. Dann folgt r|a oder r|b. O

Definition. Ein Integritdtbereich R, der die dquivalenten Bedingungen des Satzes 2.10 erfiillt,
heiflt fakoriell.

Bemerkung. Nach dem Beweis des Satzes 2.10 gilt fiir einen faktoriellen Ring R: ein Element
r € R ist genau dann irreduzibel, wenn es prim ist.

Korollar (des Satzes 2.9). Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Definition. Sei R ein faktorieller Ring und P C R die Menge aller Primelementen. Eine Teil-
menge P C P heifit Reprdsentantensystem der Primelementen, wenn fiir jedes p € P es genau
ein Primelement p’ € P gibt, so dass p assoziiert zu p’ ist.

Bemerkung. Sei R ein faktorieller Ring, P C R ein Représentantensystem der Primelementen
und a € R\ {0}. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zerlegung

a = € H pVP(a‘)
peEP

wobei € € R* und vp(a) € N mit vp(a) = 0 fiir fast alle p € P.

Beispiel. Fir R = Z ist R* = {£1} und P = {£2,43,45,---} und wir nehmen P :=
{2,3,5,--- } die Menge aller positiven Primzahlen.

Ubung. Zeigen Sie, dass Z[v/—5] nicht faktoriell ist, da
2:3=6=(1+v-5)(1—-v-5)

und 2,3, (1++/-5), (1 —+/—5) irreduzibel sind, aber (1 4+ +/—5) ist nicht assoziiert zu entweder
2 oder 3. Uberpriifen Sie, dass Z[y/—5| ein Integritiitsbereich ist.

Bemerkung. Man hat die folgenden Inklusionen:

Korper C Euklidische Ringe C Hauptidealringe C
z.B. Q,R,C,F, 2.B. Z,Z[i], K|[t] z.B.(%) Z[%(l + v—19)]

C Faktorielle Ringe C Integritdtsbereich C kommutative Ringe
z.B.(x) Z[x, y] z.B. Z[\/—5] z.B. Z/nZ fiir n = ab

Die Beispiele hier sind so gewéhlt, dass sie keine Beispiele fiir die vorherige Klasse sind (z.B.
Z ist ein Euklidische Ring, aber kein Koérper). Wir haben nicht die Sterne markierten Beispiele
gesehen, aber wir werden bald einige dieser Beispiele sehen.

Definition. Sei R ein Integritdtsbereich und rq,...,r, € R. Ein Element d € R heifit grofiter
gemeinsamer Teiler (ggT) von ry,...r, (man schreibt ggT(ry,...,r,) = d) wenn gilt:

e d|r; fiir alle ¢ (d.h. d ist ein gemeinsamer Teiler von rq,...7,),
e fiir jeden gemeinsamen Teiler ¢ von ry,...r, gilt c|d.
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Bemerkung.
(1) Die Existenz eines grofiten gemeinsamen Teilers gilt fiir einen faktoriellen Ring R: Sei
P C R ein Reprisentantensystem der Primelementen dann hat rq,...,r, € R Primfak-
torzerlegungen:
ri=e [ "),
peEP

(Ubung) Zeigen Sie, dass

ggT(r1, ... 1) = [ pomClrovelr)),
peEP

(2) Der Ring R = Z[\/-5] ist ein Integritdtsbereich aber nicht faktoriell. Ein gréfter ge-
meinsamer Teiler von 7 = 6 und 75 = 2(1 + y/—5) existiert nicht: beide 2 und 1+ /-5
sind gemeinsame Teiler von 71,79, aber 2414 /=5 und 1+ v/—51 2.

(3) Der grofiter gemeinsamer Teiler ist bis auf Assoziiertheit eindeutig.

Satz 2.11. (Euklidischer Algorithmus) Sei (R,§) ein Euklidischer Ring und 1,72 € R\ {0}.
Sei riy1 der Rest von r;_1 bei Division durch r; fiir i > 2. Dann gibt es einen mazimalen Index
n mit r, # 0 und es gilt ggT(r1,r2) = 1p.

Beweisidee. Nach Division mit Rest haben wir

r1 =T2q2 + 13 d(rg) < d(rg) falls r3 # 0
T2 =13q¢3 + 174 d(ry) < d(r3) falls 74 # 0
Ti—1 =Tiqi + Tit1 d(rip1) < 0(r;) falls ripq #0

Die Existenz von n folgt, da
0<--- 5(”—&-1) < 5(7"1) < - %5(7”3) < (5(7”2),

(d.h. §(r;)i>2 ist eine fallende Folge der naturlichen Zahlen). Dann folgt der Beweis nach dem
Lemma: wenn a,b,q,7 € R und a = bq + r, dann folgt ggT(a,b) = ggT(b,r). O

Satz 2.12. Seienry,...,r, Elemente eines Integrititsbereich R. Falls das Ideal (r1,...,7y) ein
Hauptideal ist (z.B. in einem Hauptidealring ist jedes Ideal ein Hauptideal), dann gilt

(riy...,rn) = (ggT(r1,...,m0))-
Insbesondere existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler von rq,...,7, in diesem Fall.

Beweisidee. Falls (r1,...,ry) = (r), gilt r|r; fir 1 < ¢ < nund r = > | a;r; fiir Elemente
ai,-...,ay € R. Deshalb ist r ein gemeinsame Teiler von r1,...r, und jeder andere gemeinsame
Teiler von 1, ...7y ist auch ein Teiler von r = > | a;r;, d.h. = ggT(r1,..., 7). O
Satz 2.13. Sei K ein Korper und f € K|[t] ein nicht-konstantes Polynom. Dann ist dquivalent:
(1) f ist irreduzibel,
(2) Der Quotientring ist K[t]/(f) ein Kdrper.

Beweisidee. Der Polynomring K|t] ist ein Hauptidealring und deshalb ist f(¢) genau dann ir-
reduzibel, wenn das Ideal (f) maximal ist (Satz 2.8). Nach dem Satz 2.6 ist (f) genau dann
maximal, wenn K[t]/(f) ein Korper ist. O
Beispiel. Da t? +t + 1 € Fa[t] irreduzibel ist, ist

Folt]/(t* +t+1) := {0+ (f), 1+ (f).t + (f), t + 14+ ()}

ein Korper mit 4 Elementen.

[13.11.18]
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2.4. Satz von Gaufl. Mit dem Satz von Gaufl kann man neue faktorielle Ringe konstruieren.

Definition. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann ist der Quotientenkdrper von R

Q(R) :={(a,b):a € R,be R\ {0}}/ ~
wobei (a,b) ~ (a/,V/) <= ab' = d'b. Fiir (a,b) € R x R\ {0} schreiben wir ¢ := [(a,b)] und
wir definieren Addition und Multiplikation auf Q(R) wie folgt
@, c_adtbe a 2.6_9
b d bd b d bd

Ubung. Beweisen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, die Addition und Multiplikation auf
Q(R) wohldefiniert sind und Q(R) ein Koérper ist.

Beispiel. Q(Z) = Q.

Lemma. Sei R ein faktorieller Ring und P C R ein Repréisentantensystem der Primelementen.
Dann besitzt jedes x = § € Q(R)™ eine eindutige Darstellung

T =€ H p’/p(ff)

peEP

wobei € € R* und vp(z) € Z mit v,(x) = 0 fiir fast alle p € P.

Definition. Sei R ein faktorieller Ring und P C R ein Repréisentantensystem der Primelemen-
ten. Fiir p € P definieren wir eine Abbildung v, : Q(R) — Z U {oo} durch v,(0) = oo und fiir
z € Q(R)™ ist vp(z) die Potenz von p in der obigen Primfaktorzerlegung von x. Wir definieren
Up: Q(R)[t] = Z U {oo} durch
ﬁp(z a;t") = min vy (a;).
i>0

Ein Polynom f € RJ[t] hei8t primitiv, wenn der grofite gemeinsame Teiler der Koeffizienten von
f gleich 1 ist.

Bemerkung.
(1) Fir f € Q(R)[t] gilt: f =0 <= ,(f) = oo fiir ein Primelement p € R.
(2) Fir f € Q(R)[t] gilt: f € R[t] <= 1,(f) >0 fur alle p € P.
(3) Ein Polynom f € R|[t] ist genau dann primitiv, wenn ,(f) = 0 fiir alle p € P.
(4) Sei p € R ein Primelement. Es gilt v,(2y) = vp(z) +vp(y) fiir z,y € Q(R). Deshalb folgt
vp(€) = 0 fiir alle e € R* (da 0 = v,(1) = vp(€) + vp(e7 1) und vy (e), vp(e™1) > 0)
(5) Fiir f() = 1y ait’ € Q(R)[t] gibt es ¢ € Q(R)* und ein primitives Polynom f € R][t]

mit f = ¢f. Namlich

c:= H prlf) = geT(ag,...,an)
peP
teilt jeden Koeffizient a; von f und deshalb existiert f = c¢'f € QR)[t]. Es gilt
geT(c tag,...,c ta,) =1, dh. f € R[t] und f ist primitiv.
(6) Sei f € Q(R)[t] ein normierte Polynom. Dann gilt 7,(f) < 0 fiir jedes Primelement
p € R.

Lemma (Gauf}). Sei R ein faktorieller Ring und p € R prim. Dann gilt fiir f,g € Q(R)]t]
up(f9) = vp(f) + vp(g).-

Beweisidee. Die Aussage gilt fiir konstante Polynome f und g. Die Aussage ist auch klar falls nur
f oder g konstant ist. Daher nehmen wir an, dass f, g nicht-konstant sind und wir kénnen f und
g mit Konstante aus Q(R)* multiplizieren. Nach der Bemerkung gibt es primitive Polynome
f,5 € R[t] und ¢,d € Q(R)* mit f = ¢f und g = dj. O.E.d.A nehmen wir an, dass f,g € R]t]
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und es gilt 7,(f) = ,(g) = 0. Dann miissen wir zeigen, dass ,(fg) = 0. Sei R’ = R/(p) dann
gibt es einen Homomorphismus ® : R[] — R'[t], der die Koeffizienten reduziert. Ein Polynom
h € R[t] ist genau dann in dem Kern von ®, wenn p aller koeffizienten von h teilt:

ker(®) = {h € R[t] : 7,(h) > 0}
und wegen 7,(f) = p(g) = 0 gilt f, g ¢ ker(P). Es gilt

0# @(fg) = ()2 (9)

da R’ = R/(p) und deshalb auch R’'[t] Integrititsbereiche sind (siehe Satz 2.6). Insbesondere
gilt 7p(fg) =0 =(f) + Dp(g)- O

Korollar. Sei R ein faktorieller Ring und h € R[t] ein normiert Polynom (d.h. der héchste
nicht-Null-Koeffizient ist 1). Aus einer Gleichung h = f - ¢ in Q(R)[t] mit f und g normierte
Polynome in Q(R)[t] folgt f,g € R[t].

Beweisidee. Da h € R[t] normiert ist, gilt 7,(h) = 0 fiir alle prim p € R. Da g,h € Q(R)][t]
normiert sind, gilt 7,(f) < 0 und 7,(g) < 0. Nach dem Lemma gilt

02 0p(f) + Dplg) = p(h) =0
und sogar gilt 7,(f) = »(g) = 0 und es folgt, dass f,g € R[t]. O

Beispiel. Sei R = Z mit Q(R) = Q. Seien h € Z[t] und f, g € Q[t] normierte Polynome. Dann
gilt
h=f-g€Qt] = f g€<Zt].

Satz 2.14. (Gaufs) Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch R[t] faktoriell. Ferner ist ein
Polynom q € R[t] genau dann prim (%), wenn entweder

(1) q € R prim ist oder,
(2) q € R[t] primitiv ist und q € Q(R)[t] prim ist.

Beweisidee. (1) = (%): Falls ¢ € R prim ist, dann ist R/(¢q) ein Integritétsbereich (Satz
2.6). Dann ist (R/(q))[t] = R[t]/(q) auch ein Integritétsbereich (rechts ist (¢) = gR[t] ein Ideal
von R[t]) und nach dem Satz 2.6 ist das Ideal (¢) C RJt] prim und es folgt, dass ¢ € RJ[t] ein
Primelement ist.

(2) = (%): Sei ¢ € RJ[t], so dass ¢(t) € R[t] primitiv ist (d.h. 7,(¢) = 0 fur alle p € R
prim) und ¢ € Q(R)][t] ein Primelement ist. Wir wollen zeigen, dass ¢ ein Primelement in R[t]
ist. Seien f,g € R[t] mit q | fg in R[t]. Dann gilt ¢ | fg € Q(R)[t] und in Q(R)[t] ist ¢ prim,
also ¢ | f oder ¢ | g in Q(R)[t]. O.E.d.A. ¢ | f in Q(R)[t], d.-h. es h € Q(R)[t] gibt mit f = gh.
Nach dem Lemma von Gauf} gilt fiir jedes Primelement p € R

0 <5p(f) = 2p(q) + p(h) = p(h)

da ¢ € R[t] primitiv (was dquivalent zu 7,(q) = 0 fiir jedes Primelement p € R ist) ist und
f € R[t] (was &quivalent zu 7,(f) > 0 fiir jedes Primelement p € R ist). Deshalb gilt h € R[t]
und ¢|f € RJ[t].

R[t] ist faktoriell: Es ist hinreichend zu zeigen, dass jedes f € R[t]\ (R[t]* U{0}) ein Produkt
von Primelementen in R[t] ist. Nach der obigen Bemerkung gibt es ¢ € Q(R)* N R = R\ {0}
und ein primitives Element f € R[t] mif f = ¢f. Das Element ¢ ist genau dann eine Einheit,
wenn f schon primitiv ist. Sonst ist ¢ € R\ (R* U{0}). Da R faktoriell ist, hat ¢ eine Zerlegung
als Produkt von Primlelementen in R und nach dem Fall (1) = (%) ist jedes Primelement in
R auch ein Primelement in R[t]. Deshalb ist es hinreichend, eine Primfaktorzerlegung fiir jedes
primitive Polynom f € R[t] zu finden. Als Element des faktoriellen Rings Q(R)[t] hat f eine
Primfaktorzerlegung

f=JJn
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Elemente f; € R[t] mit f; = a; f;. Nach dem Fall (2) = (%) sind fi,..., fn Primelemente in
R[t], da f; € R[t] primitiv sind und f; ~ f; € Q(R)[t] prim sind. Dann haben wir eine Zerlegung

mit f1,---, f, Primelemente in Q(R)[t]. Fir 1 < i < n glbt es a; € Q(R)* und primitive

f=afi - fn
mit a = [, a; € Q(R)* und fi,..., fn Primelemente in R[t]. Wir miissen nur zeigen, dass
a € R (und deshalb hat a auch eine Primfaktorzerlegung). Nach dem Lemma von Gauf gilt

0= _Vp +lep = p(a) Vp € Rprim,

da f,fi,...,f, primitive Elemente in RJ[t] sind. Deshalb folgt a € R und dann hat f eine
Primfaktorzerlegung.

(x) = (1) oder (2): Wir miissen zeigen, dass jedes Primelement ¢ € R[t] von Typ (1) oder
(2) ist. Da RJt] faktoriell ist, hat ¢ eine Zerlegung

q:clcmflfn
fiir Primelement ¢y, ..., ¢, vom Typ (1) und Primelement fl, e fn von Typ (2). Nach dem
Lemma vor dem Satz 2.10 ist eine Primfaktorzerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge und Asso-

ziiertheit. Deshalb gilt n +m = 1 und entweder ¢ = ¢; oder ¢ = fj (d.h. g ist ein Primelement
vom Typ (1) oder (2). O

Bemerkung. Man kann Polynomringe in mehreren Variablen induktiv konstruieren
Rlt1,...,tn] == (R[t1, ..., tn—1])[tn]-

Beispiel. Fiir einen faktoriellen Ring R ist RJti,...,t,] faktoriell. Insbesondere sind Z[t] und
Z[t1, ..., t,] faktoriell.

3. KORPERERWEITERUNGEN

3.1. Charakteristik. Fiir einen Integritétsbereich R gibt es einen Ringhomomorphismus ¢ :
Z — R mit p(n) = n-1. Der Kern von ¢ ist ein Hauptideal von Z und ¢ induziert einen injektiven
Homomorphismus @ : Z/ker(¢) < R. Insbesondere ist Z/ker(p) auch ein Integrititsbereich
und es folgt, dass ker(¢) C Z ein Primideal ist (Satz 2.6). Deshalb gilt ker(¢) = (n) mit
n € {0} U {p : Primzahl}.

Definition. Die Charakteristik eines Integritéitsbereichs R ist Char(R) := n mit ker(¢) = (n).

Beispiel. Z, Q, R und C haben Charakteristik 0. Der endliche Kérper F), = Z/pZ (mit p prim)
hat Charakteristik p.

Definition. Sei K ein Korper.

(1) Ein Teilkérper ist ein Unterring T' C K, der selbst ein Korper ist.
(2) Der Primkiorper von K ist der Durchschnitt P := NgyT aller Teilkérper T C K.

Ubung. Der Primkérper P von K ist der kleinste Teilkorper von K und Char(P) = Char(K).

Satz 3.1. Sei P der Primkdrper eines Kdorper K. Dann gilt
(1) Char(K) =0 < P =Q,
(2) Char(K)=p>0 < P=F,.

Beweisidee. < ist trivial, weil Char(P) = Char(K).
=: Der Rlnghomomorphlsmus ¢ :Z — K mit ¢(n) = n-1 faktorisiert durch jeden Teilkérper
von K und insbesondere P. Deshalb gilt Bild(¢) C P C K und Bild(¢) = Z/(Char(K)). Falls
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Char(K) = 0, dann ist Z = Z/(0) = Bild(¢) C P und deshalb ist Q = Q(Z) = Q(Bild(y)) C P.
Dann folgt P = Q, da P der kleinste Teilkérper von K ist. Falls Char(K) = p > 0, dann ist
F, = Z/pZ = Bild(¢) C P und dann folgt P = ). O

Ubung. Sei K ein Korper mit Char(K) = p > 0. Dann gilt
Va,be K,neN: (a+b)P" =a?" £

und deshalb ist F' : K — K mit F(a) = aP ein Koérperhomomorphismus. F' heifit Frobenius-
Homomorphismus.

3.2. Endliche und algebraische Korpererweiterungen. Eine Korpererweiterung ist K C
L, wobei K ein Teilkorper von L ist. Man schreibt K C L oder K/L und sagt ‘K iiber L’.

Bemerkung. Fiir eine Korpererweiterung K C L kénnen wir L als ein Vektorraum iiber K
betrachten (z.B. Fiir K =R C L = C ist C ein R-Vektorraum der Dimension 2 iiber R).

Definition. Der Grad einer Korpererweiterung K C L ist [L : K] := dimg(L). Die Korperer-
weiterung K C L heifit (un)endlich, wenn der Grad (un)endlich ist.

Bemerkung. Esgilt [L: K] =1 «<— K = L.

Satz 3.2 (Gradsatz). Seien K C L C M Kérpererweiterungen. Dann gilt
[M:K]|=[M:L|L:K].

Beweisidee. Falls L/K und M /L beide endliche Grade n und m haben, dann gibt es Basen

® xq,...,x, des K-Vektorraums L,
® y1,...,Ym des L-Vektorraums M.
Wir behaupten, dass x; - y; mit 1 <i <n, 1 < j < m eine Basis des K-Vektorraums M ist. Fiir
die lineare Unabhéngigkeit: aus >, ; c;j - z; - y; = 0 mit ¢;; € K, folgt >, (3, cijzi)y; = 0 mit
> icijx; € L. Dayi, ..., ym eine L-Basis von M ist, folgt > . c;ja; = 0 fiir alle 1 < j < m. Dann
folgt c¢;; = 0 fiir alle 1 <4 < n, da x1,...,2, eine K-Basis von L ist. Die Vektoren sind ein
Erzeugendensystem: r € M hat eine Darstellung r = Z;n:1 Ajy; mit A; € L (da y1,...,ym eine
L-Basis von M ist). Fiir alle 1 < j < n hat \; eine Darstellung \; = """ | pi;@; mit p;; € K
(da x1,...,x, eine K-Basis von L ist). Dann folgt r = Z” pij - (@i - yj) mit pi; € K.
Falls K C L oder L C M unendlichen Grad hat, dann gilt fiir alle n € N stets [L: K] > n
oder [M : L] > n. Nach dem obigen Argument folgt [M : K] > n fir alle n und deshalb gilt die
Gleichung. O

Korollar. Seien K C L C M Korpererweiterungen mit p = [M : K|. Dann folgt L = K oder
L=M.

Definition. Sei K C L eine Korpererweiterung.

(1) a € L heifit algebraisch tiber K, wenn « eine Gleichung
A" +ep1a" b qa+ =0 mit e K

erfiillt. Sonst heifit transzendent diber K.
(2) Die Korpererweiterung heifit algebraisch, wenn jedes o € L algebraisch iiber K ist.

Bemerkung. Sei K C L eine Korpererweiterung. Fiir o € K ist dquivalent:

(1) « ist algebraisch iiber K,
(2) « ist eine Nullstelle eines nicht-Null Polynoms in K|[¢t],
(3) Der Kern des Ringhomomorphismuses ¢, : K[t] — L mit ¢4(g) := g(«) ist nicht Null.



[22.11.18]

24 VICTORIA HOSKINS

Beispiel. Sei K = Q ¢ L = C. Dann ist i € C algebraisch iiber QQ, da ¢ eine Nullstelle von
t2 4+ 1 ist. Fiir ¢ € Q und n € N ist {/q algebraisch iiber Q, da {/q eine Nullstelle von " — q ist.
Diese Korpererweiterung ist nicht algebraisch, da 7 € C transzendent iiber Q ist (wir werden
nicht diese Aussage beweisen).

Definition. Sei K C L eine Korpererweiterung und o« € L algebraisch iiber K. Ein normier-
tes Polynom f € K]Jt] heit Minimalpolynom von « (iiber K), wenn f(a) = 0 und fiir alle
0 # g € K[t] mit g(a) = 0 gilt grad(f) < grad(g). Man schreibt m,, fiir das Minimalpolynom
von .

Lemma. Sei K C L eine Kérpererweiterung und « € L algebraisch iiber K. Dann gilt

(1) Das Minimalpolynom m,, von « existiert und ist eindeutig bestimmt. Ferner gilt ker(¢,) =
(mq) fir pqo @ K[t] = L mit ¢,(g) := g(a),

(2) my ist prim und somit irreduzibel,

(3) K|[t]/(mg) ist ein Korper
Beweisidee. (1): Das Ideal ker(¢,) C K[t] ist ein nicht-Null Hauptideal (da « algebraisch tiber K
ist und Kt] ein Hauptidealring ist). Deshalb gibt es ein Polynom 0 # f, € K[t] mit ker(p,) =
(fa)- Das erzeugendes Element f, ist bis auf Assoziiertheit eindeutig und wegen Kt|* = K C
{0} gibt es genau ein normiertes Polynom m, ~ f, mit ker(¢,) = (mq). Nach der Definition
von ¢, und des Kerns gilt mqy(a) = 0. Falls 0 # ¢ € KJt] mit g(a) = 0 existiert, dann ist
g € ker(¢q) = (M) und es folgt, dass grad(g) > grad(mg).

(2) und (3): Bild(p,) C L ist ein Integritédtsbereich und deshalb ist Bild(p,) = KJt]/(ma)

ein Integritéitsbereich und es folgt, dass (my) ein Primideal ist und m,, ein Primelement ist. Es
folgt, dass m,, auch irreduzibel ist und (3) gilt nach dem Satz 2.13. O

Satz 3.3. Sei K C L eine Korpererweiterung und o € L algebraisch iiber K mit Minimalpoly-
nom meq, € K[t]. Sei K|a] = Bild(p,) den von o und K erzeugten Unterring von L. Dann gibt

es einen Ringisomorphismus @g : K[t]/(mq) = K|a] und insbesondere ist K|[a] ein Korper und
eine Korpererweiterung von K. Ferner gilt [K|a] : K] = grad(mg).

Beweisidee. Nach dem obigen Lemma miissen wir nur [K[a] : K] berechnen. Sei n = grad(my,).
Dann behaupten wir, dass 1+ (mg),t + (ma), ..., t" "1 + (M) eine K-Basis von K[t]/(my,) ist.
Sei f+(ma) € K[t]/(ma). Nach Division mit Rest gibt es 7 = 37" ;¢ € K[t] mit grad(r) < n
und f+(mg) = r+(mg). Dann ist 74 (my) = Y17 ¢i(t'+(my)) eine K-Linearkombination der
Basisvektoren. Die lineare Unabhéngigkeit der Basisvektoren folgt, da grad(m,) = n. Deshalb
gilt [K[a] : K] = n. O

n—1

Bemerkung. Fiir a algebraisch iiber K mit grad(my) = n ist o, ..., « eine K-Basis von

Kla].
Satz 3.4. Jede endliche Kirpererweiterung K C L ist algebraisch.

Beweisidee. Sein := [L : K] und a € L. Dann sind o’, ..., a™ € L lineare abhingig iiber K, d.h.
es gibt ¢; € K mit c,a™ + -+ + cpa® = 0. Sei m = max{i : ¢; # 0}. Dann gilt m > 0 und « ist
eine Nullstelle des normierten Polynoms f(t) =t + C’Z—;tm_l + -+ & mit K-Koeffizienten,
d.h. « ist algebraisch iiber K. U

Definition. Sei K C L eine Korpererweiterung und A C L eine Teilmenge

(1) Der von A erzeugter Teilkiper von L dber K ist der Durschnitt K(A) = NgT aller
Teilkoper T C L mit KUACT.

(2) Die Korpererweiterung K C L heifit einfach, wenn es ein Element o € L mit L = K(«)
gibt. Man schriebt grad(«a) = [K(«) : K].

(3) Die Korpererweiterung K C L heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele Elemente
Aty ... 0n € Lmit L =K(ay,...,aq) gibt.
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Bemerkung. Sei K C L eine Korpererweiterung und A C L eine Teilmenge.

(1) Nach der Konstruktion ist K(A) ein Teilkorper von L mit K C K(A) C L. Der
Teilkorper K (A) ist der kleinste Teilkorper von L, der A und K enthiilt.

(2) Fir A={ai,...,a,} eine endliche Teilmenge betrachten wir den Ringhomomorphismus
oA K[t1,...,ty]) = L mit f(t1,...,t,) = flai,...,a,). Sei

Klaq,...,ap) :=Bild(pa) C L,

der ein Unterring von L ist. Koy, ..., a,] ist der kleinste Unterring von L, der {a, ... oy}
und K enthélt. Dann gilt K[a1,...,a,] C K(aq,...,a,) und der Quotientenkorper

QKo ..., an]) = {f(‘“o‘") f.g € K[t1, ... ], glan, ..., an) 7éo}

glag,...,an)
ist ein Teilkorper von K(ai,...,a,). Aus {ai,...,an} UK C Q(Klay,...,a,]) folgt
Q(K|a,...,ap)) = K(a, ..., ap) (wegen der Minimalitét von K(A)). Im Allgemeinen
gilt Klag,...,a,] € K(aq,...,ay), aber wir werden sehen, dass wenn «; algebraisch

iiber K sind, dann haben wir Gleichheit (Satz 3.5).
(3) Falls A ={«; : i € I} unendlich ist, dann ist

KA)= |J K(aj:j€T).
JCI
|J|<o0
Man kann einen Polynomring in unendliche Variablen K|t; : ¢ € I] betrachen und den
Ringhomomorphismus ¢4 : K[t; : ¢ € I] - L mit f(t; : i € I) — f(ay : ¢ € I) bilden.
Den ist K(A) = Q(Bild(¢a)).
(4) Falls a € L algebraisch iiber K ist gilt K[a] = K(«) (Satz 3.3).

Satz 3.5. Sei K(a1,...,ay) eine endliche erzeugte Korpererweiterung von K mit aq, ..., ap
algebraisch iber K. Dann gilt

(1) Klag,...,an] = K(ag,...,a,),

(2) K C K(aq,...,ay) ist algebraisch und insbesondere algebraisch.

Beweisidee. Durch Induktion nach n. Der Induktionsanfang (n=1) ist Satz 3.3. Wir nehmen an,
dass K|aq,...,an—1] = K(a1,...,a,—1) eine endliche Kérpererweiterung von K ist. Nach dem
Satz 3.3 ist

Klag,...,0n-1] C Klag,...,an] = Klaq,...,an—1]lon] = K(ai1,...,ap)
eine endliche Korpererweiterung. Nach dem Gradsatz 3.2 ist K C K[aq,. .., ] endlich. U

Beispiel. Q C Q(e™/™) ist eine einfache algebraische Kérpererweiterung (da e™/™ eine Nullstelle
von t¥* — 1 ist). Deshalb ist cos(m/n) = (e™/™ + e~™/™) /2 algebraisch iiber K.

Satz 3.6. Sei K C L eine Kérpererweiterung. Dann ist dquivalent
(1) L/K st endlich,
(2) L wird von endlich viele algebrasichen Elementen iber K erzeugt,
(8) L/K ist algebraisch und endlich erzeugt.

Beweisidee. Nach dem Satz 3.5 folgt (2) == (3) und (2) == (1). Offentscihtlich gilt
(3) = (2) und nach dem Satz 3.4 folgt (1) = (2). O

Bemerkung. Fiir eine Kérpererweiterung K C L ist dquivalent:

(1) L/K ist algebraisch,

(2) L wird von algebrasichen Elementen iiber K erzeugt.
Beweisidee. (1) = (2) ist klar (wir kénnen A := L nehmen). Fiir (2) = (1) ist L = K(A)
mit A C L eine Teilmenge von algebraischen Elementen iiber K ist K(ayq,...,a,) algebraisch
iiber K fiir jede endliche Teilmenge {a;,...,a,} C A. Da K(A) die Vereinigung von Teilkérper
K(au,...,ay) iber alle endliche Teilmenge {aq,...,a,} C A ist, ist K(A) auch algebraisch
iiber K. O
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Satz 3.7. Seien K C L C M Korpererweiterungen. Dann ist M /K genau dann algebraisch,
wenn M/L und L/K algebraisch sind.

Beweisidee. ‘=" ist trivial. ‘<" : Sei a € M. dann gibt es my(t) = t" +cp_1t" 1+ +co € L[t
mit mq(a) =0 (da M/L algebraisch ist). Dann ist « algebraisch tiber K(co,...,c,—1) und die
Korpererweiterung K (co,...,cn—1) C K(co,...,cn—1,) ist endlich (Satz 3.3). Da ¢; € L und
L/K algebraisch ist, ist K C K(co,...,cn—1) endlich (Satz 3.5). Nach dem Gradsatz 3.2 ist
K C K(cp,...,cn—1,a) endlich und deshalb algebraisch nach dem Satz 3.6 und es folgt, dass «
algebraisch iiber K ist. ([

Beispiel. Wir betrachten Q C L := {« € C : « ist algebraisch iiber Q} € C. Wir bemerken,
dass L ein Korper ist: falls o, 8 € L gilt Q(«, 5) C L (nach dem Satz 3.5) und deshalb sind
a=£ S, af und a/f (falls § # 0) Elemente von L. Nach der Definition ist L/Q algebraisch, aber
diese Kérpererweiterung ist unendlich: fiir jede Primzahl p und n € N gilt Q(/p) C L und es
folgt, dass [L : Q] > [Q(/p) : Q] = n. Insbesondere gilt [C : Q] = co. Wir werden sehen, dass
L = Q der algebraische Abschulss von Q in C ist.

Ubung. Sei K C L eine Kérpererweiterung. Beweisen Sie, dass
Ap i = {a € L: «a ist algebraisch iiber K'}
eine algebraische Korpererweiterung von K ist.

3.3. Algebraischer Abschluss. Fiir einen Kérper K finden wir einen minimalen Kérper K
(den algebraischen Abschluss von K), so dass K algebraisch abgeschlossen ist und K C K eine
algebraische Korpererweiterung ist.

Definition. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom
aus K[t] eine Nullstelle in K besitzt.

Ubung. Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, hat jedes Polymom f € K|[t] eine Zerlegung in
Linearfaktoren f(t) = c¢[[;,(¢t — a;) mit ¢,a; € K und n € N.

Beispiel. R ist nicht algebraisch abgeschlossen ¢? + 1 € R[t] hat keine Nullstelle in R, aber eine
Nullstelle in C. Daher gilt C C R und es folgt, dass R = C.

Satz 3.8. Sei K ein Korper und f € K|[t] mit grad(f) > 1. Dann existiert eine algebraische
Korpererweiterung L/ K, so dass f eine Nullstelle in L besitzt. Falls f irreduzibel ist, kann mann
L:= K[t]/(f) setzen.

Beweisidee. Falls f irreduzibel ist, dann ist L := K]Jt]/(f) ein Korper (Satz 2.13). Der Ring-
homomorphismus K — K|[t] - K[t]/(f) = L hat den Kern {0}, da grad(f) > 1. Deshalb ist
K C L eine Korpererweiterung mit [L : K] = grad(f) < co. Insbesondere ist K C L algebraisch
(Satz 3.4). Ferner hat f =Y I, c;t' eine Nullstelle ¢t + (f) € L = K[t]/(f):

n n
FE+ ()= alt+ () =) et + () =F+ () =0+ (/).
i=0 i=0
Falls f reduzibel ist betrachten wir eine Primfaktorzerlegung f = f1--- f, mit f; Primele-
ment (und deshalb sind f; auch irreduzibel). Dann hat f; eine Nullstelle in der algebraischen
Korpererweiterung L := K|[t]/(f1) von K. Jede Nullstelle von f; ist auch eine Nullstelle von f
und deshalb hat f eine Nullstelle in L. O

Lemma. Ein Koérper K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn es keine echte algebra-
isch Korpererweiterung K C L zulésst.

Partielle geordnete Mengen und das Lemma von Zorn. Eine partielle Ordnung auf einer
Menge M ist eine Relation <, die reflexiv (Va € M : a < a), transitiv (Va,b,c € M :a < b,b <
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¢ = a < ¢) und antisymmetrisch (Va,b € M :a <b,b <a = a = b) ist. Die Ordnung ist
total, wenn Va,b € M : a < b oder b < a gilt.

(1) a € M heifit grofites Element von M, wenn b < a fiir alle b € M gilt.

(2) a € M heifit maximales Element von M, wenn a < bmit b€ M — b= a.

(3) a € M heiit obere Schranke einer Teilmenge N C M, wenn b > a fiir alle b € N gilt.

Lemma von Zorn.* Sei (M, <) eine partielle geordnete Menge, so dass jede total geordnete
Teilmenge von M eine obere Schranke hat. Dann hat M ein maximales Element.

Satz 3.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Fir jedes Ideal I C R gibt es ein mazximales
Ideal J mit I C J C R. Insbesondere falls R # {0} hat R ein mazimales Ideal.

Beweisidee. Sei M := {I' C R Ideal : I C I'} mit der partiellen Ordnung I' < I" : <= I' Cc I".
Esgilt M # (), dal € M.Sei N C M eine total geordnete Teilmenge. Falls N = () ist [ € M eine
obere Schranke von N. Sonst definieren wir Iy := UpenI’ und wir behaupten, dass Iy € M
eine obere Schranke von N ist. Die Teilmenge Iy ist ein Ideal von R, da N eine total geordnete
Teilmenge ist. Es gilt I C Iy, da I C I’ fiir alle I’ € N. Falls Iy = R ist 1 € Iy und es gibt
I' e N mit 1 € I, aber dann gilt I’ = R und I’ ¢ M. Deshalb folgt Iy € R und Iy € M. Fiir
I' € N gilt I' < Iy d.h. Iy ist eine obere Schranke von N. Nach dem Lemma von Zorn hat M
ein maximales Element J und insbesondere ist J C R ein maximales Ideal, das I enthélt. Falls
R # {0} gibt es fiir I := {0} C R ein maximales Ideal J mit I C J C R. O

Satz 3.10. Jeder Korper K hat eine Korpererweiterung K C L mit L algebraische abgeschlos-
sen.

Beweisidee. Wir werden eine Kette von Korpererweiterungen K = Lo C Ly C --- konstruieren,
so dass jedes nicht-konstante Polynom f(t) € L,[t] eine Nullstelle in L,,1; hat. Dann setzen wir
L =Up>oLy,.

Fiir die Konstruktion von L; definieren wir eine Indexmenge A := {f € K|[t] : grad(f) > 1}
und betrachten den Polynomring Kts : f € A] in Variablen t; fiir alle f € A. Sei I = (f(t) :
feA) CKlty: fe Al dasvon {f(ts): f € A} erzeugte Ideal. Falls [ = K[ty : f € A]ist 1 € I,
d.h. es gibt n e Nund fi,...,fn € Aund g1,...,9n € K[ty : f e Almit 1 =37, g; fi(ty,)
Nach Verwendungen des Satzes 3.8 fiir f1,..., f, gibt es eine algebraische Korpererweiterung
K C K, so dass jedes Polynom f; eine Nullstelle o; € K’ hat. Dann betrachten wir die Familie
{ay : f € A} von Elementen ay € K’, wobei af = ¢ falls f = f; und sonst ist oy = 0. Die
Evaluation bei {af : f € A} definiert einen Ringhomomorphismus

O:Klty: fe A — K P(fr:feA)— Play: feA.
Dann folgt einen Widerspruch: 1 = ®(1) = ®(}_", gifi(ty,)) = D> oiq gilay = f € A) fi(a;) = 0.
Daher gilt I # K[ty : f € A] und es gibt es ein maximales Ideal J C K[ty : f € Al mit I C J

nach dem Satz 3.9. Wir definieren L; := Kty : f € A]/J, der ein Kérper ist (Satz 2.6). Der
Ringhomomorphismus

K—K[ty: fe Al » L1 =Kty : fe A]/J
ist injektiv: fiir A\ € K # {0} aus A € J folgt 1 = A"1 € J (aber J # K[ty : f € A]).
Insbesondere hat jedes f € A= {f € K[t] : grad(f) > 1} eine Nullstelle t; + J in L;.

Wir konstruieren L, C Lp4+1, wie die obige Konstruktion von Ly = K C Li, so dass je-
des nicht-konstante Polynom f(t) € L,[t] eine Nullstelle in L,4+; hat. Sei L = Up>0Ly,. Sei
F=>m", c;t' € LIt] ein nicht-konstantes Polynom. Fiir 0 < i < m gibt es n; mit ¢; € Ly,,. Dann
gilt f € Ly[t], wobei n = max{n; : 0 <i <m}, und f hat eine Nullstelle in L, C L. Deshalb
ist L algebraisch abgeschlossen. O

Definition. Ein algebraischer Abschluss eines Korpers K ist eine algebraische Korpererweite-
rung K C L mit L algebraische abgeschlossen. Normalerweise schreibt man L = K fiir einen

“Der Beweis benutzt das Auswahlaxiom (z.B. siehe Tuschik und Wolter ‘Mathematische Logik’ Satz 5.13).
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algebraischen Abschluss von K.
Korollar. Jeder Koérper K hat einen algebraischen Abschluss.

Beweisidee. Sei L der Korper in dem Beweis des Satzes 3.10. Dann miissen wir zeigen, dass
K C L eine algebraische Korpererweiterung ist. Nach Konstruktion L = U,>oL,, fiir eine Kette
K =Ly C Ly C --- von Korpererweiterungen. Die Korpererweiterung Lo = K C L1 = klty :
f € A]/J ist algebraisch: da L; von die Familie {t; + J : f € A} C Ly von algebraischen Ele-
menten iiber K erzeugt wird (¢ + J ist eine Nullstelle von f(t) € K[t]). Ebenso ist L,—1 C Ly,
algebraisch und es folgt aus dem Satz 3.6, dass K C L, algebraisch ist. Dann ist L = U,>0Ly,
algebraisch iiber K. O

Bemerkung. Sie K C L eine Korpererweiterung mit L einem algebraischen abgeschlossen
Korper. Wir haben schon gesehen, dass

Ap/k = {a € L : aist algebraisch iiber K}

eine algebraische Korpererweiterung von K ist. Wir behaupten, dass Ar i ein algebraisher
Abschluss von K ist. Wir miissen nur zeigen, dass Ay, /i algebraisch abgeschlossen ist. Sei f €
Ap/k[t] ein nicht-konstantes Polynom. Dann hat f eine Nullstelle « € L und Ay C Ap /()
ist algebraisch. In der Kette K C Ar /g C Ap k() sind K C Ay und Ay g C Ap/g(a)
algebraische Korpererweiterungen und deshalb ist K C A,k () algebraisch (Satz 3.7). Insbe-
sondere ist « algebraisch iiber K, d.h. o € A /.

Notation. Fiir einen Kérperhomomorphismus ¢ : K — L und f = > 1" ja;t" € K[t] schreiben
wir f# =31 ¢(a;)t" fiir das Bild von f unter den Ringhomomorphismus K [t] — L[t].

Lemma. Sei K ein Korper und j : K — K(«) eine algebraische Kérpererweiterung mit dem
Minimalpolynom m := m,, € K[t]. Sei ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus. Dann gilt
(1) Wenn ¢ = ¢’ o j fiir einen Kérperhomomorphismus ¢’ : K(a) — L, ist ¢/'(«) € L eine
Nullstelle von m¥ € L[t].
(2) Zu jeder Nullstelle 5 € L von m? € Lt] gibt es einen Kérperhomomorphismus ¢g :
K(a) = L mit ¢ = @gojund = pg(a).
Ferner ist die Anzahl von Kérperhomomorphismus ¢’ : K(«) — L mit ¢ = ¢’ o j gleich die

Anzahl der verschiedenen Nullstellen von m in L (und diese Zahl ist kleiner oder gleich grad(m)).
Beweisidee. Fiir (1): Es gilt m?(¢'(a)) = ¢'(m(a)) = 0. Fiir (2): Seien

O, : K[t] = K(a) und Vg:K[t] = L

die Ringhomomorphismen mit ®,(f) = f(«) und Vg(f) = f?(B). Dann gilt ker(®,) = (m)
und (m) C ker(¥gz). Daher gibt es Kérperhomomorphismen @, : K[t]/(m) — K(a) und Vg :
K[t]/(m) — L, so dass ®, = @y 0om und ¥g = Wgor fiir 7 : K[t] — K[t]/(m). Ferner ist ®,
ein Isomorphismus (Satz 3.3). Wir definieren einen Kérperhomomorphismus ¢z := ‘IT,B od,

K(a) — L. Dann gilt ¢ = @goj und pg(a) = ¢g(t) = S. Aus die Aussagen (1) und (2)

definieren ein paar von Funktionen zwischen der Mengen
Kérperhomomorphismus ¢’ : K(a) — L "
{ mit ¢ = 50 und B = @s(a) <— {Nullstellen 5 € L von m¥ € L[t]}

und wir iiberlassen es dem Leser, zu iiberpriifen, ob diese Funktionen Umkehrfunktionen von-
einander sind. Dann folgt die letzte Aussage. O

Satz 3.11 (Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses bis auf Isomorphie). Sei j : K — K’
eine algebraische Kirpererweiterung und ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus, wobei L
algebraisch abgeschlossen ist.
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(1) Dann hat ¢ eine Erweiterung zu einem Korperhomomorphismus ¢ : K' — L mit ¢ =
¢ oj (dh. ¢k =p)

(2) Wenn K' auch algebraisch abgeschlossen ist und Bild(p) C L algebraisch ist, dann ist
jede @' : K' — L mit o = ¢ o j ein Isomorphismus.

(3) Wenn K’ und L zwei algebraische Abschliisse von K sind, dann existiert einen Isomor-
phismus ¢’ : K' — L, so dass die Einschrinkung ¢'|k die Identitit auf K ist.

Beweisidee. Fir (1) : Sei M = {(F,7) : K C F C K',7 : F — L mit 7|g = ¢} mit der
partiellen Ordnung (F,7) < (F',7') <= F C F' und 7 = 7/|p. Wir iiberlassen es dem Leser,
zu tiberpriifen, dass jede total geordnete Teilmenge N C M eine obere Schranke hat. Dann hat
M ein maximales Element (F,7) nach dem Lemma von Zorn. Wir behaupten, dass F = K.
Falls nicht gibt es « € K'\ F und es gilt K C F' C F(a) C K'. Da K'/K algebraische ist, ist a
algebraische iiber K und deshalb auch algebraisch iiber F. Sei m, € F[t] das Minimalpolynom
von « iiber F und sei 8 € L = L eine beliebige Nullstelle von m7, € L[t]. Nach dem Lemma 2)
gibt es einen Korperhomomorphismus 7g : F'() = L mit 7| = 7 und 78(«) = 8. Aber dann
gilt (F(a),783) € M und (F(a),78) > (F,7), was einen Widerspruch zu der Maximalitéit von
F gibt. Deshalb gilt F = K’ und insbesondere gibt es eine Kérperhomomorphismus ¢’ = 7 :
K' — L, so dass o = ¢/ 0 j.

Fiir (2): Wir nehmen an, dass K’ = K’ und ¢’ : K’ — L ein Kérperhomomorphismus mit
o =¢ ojist. Es gilt (K) C ¢/(K') C L und da L/¢(K) algebraische ist, dann ist L/¢'(K")
algebraisch. Aber ¢'(K’) ist algebraisch abgeschlossen und deshalb hat keine echte algebraische
Korpererweiterungen, also gilt L = ¢'(K’). Deshalb ist ¢’ surjektiv und auch injektiv (da jeder
Kérperhomomorphismus injektiv ist).

Fiir (3) gibt es einen Isomorphismus ¢’ : K’ — L nach (1) und (2) und man iiberpriift, dass
O |x =ldg. O

3.4. Irreduzibilitdtskriterien. Um das Minimalpolynom eines algebraischen Elements zu fin-
den, werden wir einige Irreduzibilitédtskriterien beweisen.

Bemerkung. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K = Q(R). Dann hat jedes
nicht-konstante Polynom f € K[t] eine Darstellung f = ¢f mit ¢ € K> und f € R[t] primitiv.
Beide R[t| und K|t] sind faktorielle (nach dem Satz von Gaufl) und in einem faktoriellen Ring
stimmen die Begriffe ‘prim ’ und ‘irreduzibel’ iiberein. Dann ist dquivalent:

(1) f € K]Jt] ist irreduzibel,

(2) f € K[t] ist irreduzibel,

(3) f € R[t] ist irreduzibel,
da f ~ f in K[t] (also gilt (1) <= (2)) und die Aquivalenz (2) <= (3) folgt aus dem Satz
2.14.

Satz 3.12. (Eisensteinsche Kriterium) Sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und
f(t) =1 ait" € R[t] ein primitives Polynom mit n = grad(f) > 1, so dass

pta, und pla;YO0<i<n wund p>tag.
Dann ist f € R[t] (und auch f € Q(R)][t]) irreduzibel.

Beweisidee. Wenn f reduzibel ist gilt f = gh mit g = |_,b;it’ und h = > ;_,c;t’ € R[t]. Da f
primitiv ist, gilt r = grad(g), s = grad(h) > 1. Man hat die Gleichungen

J
aj: E bicj—i‘
=0

Aus pfap = brcs folgt p1 b, und p{cs. Aus p | agp = boco und p? 1 ag folgt entweder p | by und
p1co oder ptby und p | ¢g. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass p | by
und ptcp. Sei t =max{i:p|b; VO < j <i} <r. Dann folgt pt a1 = ZEE) bjciy1—j, dap | b;
fir 0 < j <t und pt bi41c0. Deshalb gilt ¢ + 1 = n und es folgt, dass r = n und s = 0, was
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einen Widerspruch gibt. O

Beispiel. Sei R = Z und Q(R) = Q. Fiir eine Primzahl p und N € Ny ist t" — p € Z[t] (und
Q[t]) irreduzibel nach dem Eisensteinschen Kriterium.

Bemerkung. Sei R ein Integrititsbereich und a € R. Dann ist f(t) € R[t] genau dann irredu-
zibel, wenn f(t + a) irreduzibel ist (da ®, : R[t] — R[t] mit ®,(f) := f(t + a) ein Ringisomor-
phismus ist).

Beispiel. Sei p eine Primzahl. Dann ist f(t) = t*~! +... +1 = (t* — 1)/(t — 1) irreduzibel in
Z[t] und Q[t], da

[y

g(t) = flt+1) =Y (H)w it
i=0

irreduzibel ist (nach dem Eisensteinschen Kriterium).

Satz 3.13. (Reduktionskriterium} Sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und
f(t) = > ait" € R[t] ein Polynom mit n = grad(f) > 1, so dass p { an. Sei ® : R[t] —
(R/(p))[t] der kanonische Ringhomomorphismus mit ®(3 i, bit") = > it (bi + (p))t". Dann gilt

(1) Wenn ®(f) € (R/(p))[t] irreduzibel ist, ist f € Q(R)[t] irreduzibel.
(2) Wenn ®(f) € (R/(p))[t] irreduzibel ist und f € R[t] primitiv ist, ist f € R[t] irreduzibel.

Beweisidee. Fiir (2): Falls f reduzibel in R[t] ist, gibt es eine Zerlegung f = gh mit = > ;_, b;t’
und h = Y1 cit' € R[t] und s = grad(g),r = grad(h) > 1 (da f primitiv ist). Aus p{ a,, = bsc,
folgt p 1 bs und p 1 ¢,. Daher sind die Klassen bs + (p), ¢, + (p) € R/(p) nicht-Null. Dann folgt
O(f) = ®(g)®(h) mit s = grad(P(g)),r = grad(®(h)) > 1, aber ®(f) ist irreduzibel und deshalb
miiss f irreduzibel sein. Fiir (1) schreiben wir f = ¢f mit ¢ € Rund f = 3.7, d;t* € R[t] ein pri-
mitives Polynom. Aus p { a, = cd,, folgt p{ ¢ (d.h. ®(c) # 0) und p 1 d@,. Aus (f) = &(c)®(f)
und die Irreduzibilitit von ®(f) folgt die irreduzibilitit von ®(f) und aus (2) folgt die Irredu-
zibilitéit von f € R[t]. Nach der ersten Bermerkung in diesem Abschnitt folgt die Irreduzibilitiit
von f € Q(R)[t]. O

Beispiel. Sei f(t) =t + 3t2 — 4t — 1 € Z[t] und p = 3. Dann betrachten wir ® : Z[t] — F3[t],
wobei F3 = {0,1,2}. Es gilt ®(f) = 1t3 — 1t — 1 € F3[t] und diese Polynom ist irreduzibel, da
es keine Nullstellen hat und grad(®(f)) = 3. Nach dem Reduktionskriterium ist f € Z[t] und
f € Qt] irreduzibel.

3.5. Zerfillungskdrper.

Definition. Sei K ein Kérper und F = {f; : i € I} eine Familie nicht-konstanter Polynome
fi € K|t]. Ein Zerfillungskorper von F iiber K ist ein Erweiterungskérper L von K mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes Polynom f; € F zerfillt in Linearfaktoren iiber L,
(2) L wird von der Nullstellen der Polynome f; fiir alle i € I {iber K erzeugt.

Lemma. Jede Familie nicht-konstanter Polynome aus K[t] hat ein Zerfallungskorper. Ferner
ist ein Zerfallungskorper einer endlichen Familie von Polynome aus K[t| ein endliche Kérperer-
weiterung von K.

Beweisidee. Sei K ein algebraischer Abschluss von K und sei F = {f; : i € I} eine Familie
nicht-konstanter Polynome f; € K[t]. Seien «; j € K fiir 1 < j < n; die Nullstellen von f;. Dann
ist K({aj;:i€1,1<j<n;}) ein Zerfallungskorper von F C K[t]. O
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Definition. Sei K C L und K C L' Korpererweiterungen und Hom(L, L’) die Menge aller
Koérperhomomorphismus L — L'. Wir definieren

Homg (L,L") :={p: L — L' € Hom(L, L) : ¢|x = idk}
und wir nennen die Elemente K-Homomorphismen. Falls L = L' schreiben wir Endg (L) :=

Hompg (L, L) C End(L) := Hom(L, L). Ebenso definieren wir Autx (L) C Aut(L) mit Koérper-
automorphismen.

Satz 3.14. Seien Ly und Ly zwei Zerfillungskorper einer Familie F = {fi : i € I} nicht-
konstanter Polynome f; € KJt| und sei ¢ : L1 — Lo ein K-Homomorphismus zu einem alge-
braischen Abschluss von Lo. Dann beschrinkt sich ¢ zu einem Isomorphismus ¢|r, : L1 — La.

Beweisidee. Falls F = {f1,..., fn} endlich ist: sei f = [[;~, fi- Seien ai,...am € L1 (bzw.
bi,...,bym € Lo) die Nullstellen von f (wobei m = grad(f)), so dass L; = K(ay,...,an) und
Ly = K(b1,...,by). Fir die Inklusion i; : K — L; gilt

i) =Tt -a) e L] wnd f2(t) = [J(t = b) € La[t].
i1 i=1

Fiir ¢ € Hompg (L1, Lo) gilt TT, (t—(a;)) = f#°1 () = f2 = I, (t—b;) und deshalb definiert
v eine Bijektion {a1,...,am} = {b1,...,bn}. Insbesondere gilt p(L1) = K(¢(a1),...,p(an)) =
K(bi,...,by) = Lo.

Falls F = {f; : ¢ € I} unendlich ist: seien a;1,...ain, € L; (bzw. b;1,...,bin, € Lo) die
Nullstellen von f; (wobei n; = grad(f;)). Fiir jede endliche J C I beschrénkt sich ¢ zu einem
Isomorphismus

ol: K({ajr:jeJ,1<k<ni}) = K({bjr:j€J1<k<n;})

Da Ly =UjK({ajr:j€J,1 <k <nj})und Ly = UyK({bjr : j € J,1 < k < nj}) fiir endliche
Teilmengen J C I, folgt die Behauptung, dass ¢|r, : L1 — Lg ein Isomorphismus ist. O

Korollar. Ein Zerfillungskorper einer Familie 7 = {f; : ¢ € I} nicht-konstanter Polynome
fi € Kt] ist eindeutig bis auf (nicht-kanonische) Isomorphie.

Beweisidee. Nach dem Satz 3.14 ist es hinreichend zu zeigen, dass es einen K-Homomorphismus
¢ L1 — Lo gibt. Da K C L algebraische ist gibt es einen Homomorphismus ¢ : L1 — Lg, so
dass |k die Inklusion K C Ly C Lo ist (Satz 3.11). O

Bemerkung. Als ein Teilkérper von K ist der Zerfillungskdrper von F = {f; : i € I} C K|[t]
eindeutig (als der von der Nullstellen von f; in K erzeugter Korper).

Beispiel. Ein Zerfillungskorper von ¢3 — 2 iiber Q ist Q(+/2, e2™/3).

3.6. Normale und Separable Korpererweiterungen.

Definition. Eine algebraische Korpererweiterung K C L heifit normal, wenn jedes irreduzi-
ble Polynom in K|[t], welches in L eine Nullstelle besitzt, vollstandig iiber L in Linearfaktoren
zerfallt.

Beispiel.
(1) K C K ist eine normale Kérpererweiterung.
(2) Jede algebraische Korpererweiterung K C L vom Grad 2 ist normal: Sei f € K]t
irreduzibel mit einer Nullstelle & € L. Dann gibt es A € K*, so dass f := Af normiert
ist und daher ist f das Minimalpolynom von a und es gilt grad(f) < 2 (da K C
K(a) C L und [L: K] = 2). Jedes Polynom von Grad 2 mit K-Koeffizienten zerfillt in
Linearfaktoren iiber L, sofern es eine Nullstelle in L besitzt.

Satz 3.15. Fiir eine algebraische Korpererweiterung K C L ist dquivalent:

[11.12.18]
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(1) Jeder K-Homomorphismus ¢ : L — L (wobei L ein algebraischer Abschluss von L ist)
beschrinkt sich zu einem K-Automorphismen von L (d.h. (L) = L, so dass ¢|f, €
AutK(L)).

(2) L ist ein Zerfillungskérper einer Familie von Polynomen aus K|[t].

(8) K C L ist eine normale Kdérpererweiterunyg.

Beweisidee. (1) = (3) : Sei f € K]t] ein irreduzible Polynom mit einer Nullstelle « € L von f.
Sei B € L eine andere Nullstelle von f und sei ¢ : K < L die Inklusion. Nach dem Lemma vor
Satz 3.11 gibt es einen K-Homomorphismus ¢’ : K(a) — L, so dass ¢'|x = ¢ und ¢'(a) = B.
Nach dem Satz 3.11 hat ¢’ eine Erweiterung ¢” : L — L, so dass ¢”|g () = ¢'. Nach 1) gilt
¢"(L) = L und daher ist § = ¢’ () € L. Deshalb zerfillt f in Linearfaktoren iiber L.

(3) = (2) : Da K C L algebraische ist, gibt es eine Familie A = {«o; : 4 € I} C L von
algebraischen Elementen iiber K mit L = K(A). Sei m; € K[t| das Minimalpolynom von «; fiir
alle 7 € I. Nach (3) zerfillt f; in Linearfaktoren iiber L und deshalb ist L ein Zerfallungskorper
von F :={m;:i€I}.

(2) = (1) : Wir nehmen an, dass L ein Zerfillungskorper einer Familie F := {f; : i € I} C
K [t] nicht-konstanter Polynomen ist. Sei ¢ : L — L ein K-Homomorphismus. Dann ist (L) C L
auch ein Zerfillungskorper von F und da der Zefillungskorper eindeutig als ein Teilkérper von
L ist, gilt (L) = L. Deshalb ist die Einschriinkung von ¢ zu L ein K-Automorphismus von L.[]

Korollar. Seien K C L C M eine Kette von algebraischen Kérpererweiterungen. Wenn M /K
normal ist, dann ist M /L normal.

Beweisidee. Die Aussage folgt aus dem Satz 3.15 (2). O

Bemerkung. Fiir eine Kette K C L C M von algebraischen Korpererweiterungen folgt die
Normalitdt von M /K nicht aus der Normalitéit von M /L und L/K. Zum Beispiel hat man eine
Kette

K=QcL=Q(V2)cM=Q(V2),
wobei L/K und M /L normal sind (da [L : K] = [M : L] = 2), aber M /K ist nicht normal: das
irreduzible Polynom t* — 2 € Q[t] hat eine Nullstelle v/2 € M, aber es gibt andere Nullstellen
+iv/2 € C, die nicht Elemente von M C R sind.

Definition. Fiir eine algebraische Korpererweiterung K C L ist eine normale Hiille eine alge-
braische Korpererweiterung L C L', so dass

(1) K C L' normal ist, und

(2) es keinen echten Teilkorper L C L” C L' mit K C L” normal gibt.

Satz 3.16. Set K C L eine algebraische Korpererweiterung. Dann gilt

(1) L/K hat eine normale Hiille, die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

(2) Falls L/K endlich ist, ist die normale Hiille von L/K endlich iiber K.

(8) Wenn L C M eine algebraische Kdérpererweiterung ist und K C M normal ist, gibt es
eine normale Hiille L' von L/K, die durch

LcL'=K{p(l):1l€ L,peHomg(L,M)}) C M
definiert wird. Ferner ist L' als Teilkérper von M eindeutig bestimmit.

Beweisidee. Es gibt eine Familie A = {«; : i € I} C L von algebraischen Elementen iiber K mit
L = K(A), da L/K algebraisch ist. Sei m; € K[t| das Minimalpolynom von «; und F = {m; :
i € I}.Sei L C M eine algebraische Kérpererweiterung, so dass jedes m; in Linearfaktoren iiber
M zerfillt (z.B. M = L oder M ist eine algebraische Erweiterung von L, so dass M /K normal
ist). Seien B 1,..., B4, € M die Nullstellen von m; und sei B={8;;:1 € [,1 <j<d;} C M
die Nullstellen aller m; fiir ¢ € 1.

Fiir die Existenz bei (1) behaupten wir, dass K (B) eine normale Hiille von L/K ist. Aus
A C Bfolgt L = K(A) C K(B) C M. Die Kérpererweiterung K C K (B) ist normal, weil
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K (B) ein Zerfallungskérper von F ist (Satz 3.15). Ferner gibt es zu jedem echten Teilkérper
L c L' C K(B) ein Element f; ; € B mit 8;; ¢ B. Dann hat m; eine Nullstelle o; € L' aber
nicht alle Nullstellen liegen in L' (da f; ; ¢ L'). Deshalb ist L'/K nicht normal und es folgt,
dass K(B) eine normale Hiille von L/K ist.

Fiir die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie bei (1): seien L; und Lo zwei normale Hiille von
L/K. Dann sind L; Zerfallungskorper von F iiber K und auch iiber L. Nach dem Korollar vom
Satz 3.14 gibt es einen L-Isomorphismus L = L.

Fiir (2): wenn L/K endlich ist, kann man A endlich nehmen und dann ist B auch endlich.
Deshalb ist K (B)/K endlich.

Fiir (3): Sei L C M eine algebraishce Kérpererweiterung mit M/K normal. Nach dem Exi-
stenzbeweis von (1) gilt B C M und K(B) C M. Sei

L= K({p(l): 1 € L, € Homg (L, M)}) = K(p(a;) : a; € A, o € Homp (L, M)}).

Dann behaupten wir, dass K(B) = L'. Fiir jeden ¢ € Hompg (L, M) gilt mY = m; € M]Jt],
¢k = Idg. Wenn « € L eine Nullstelle von m; ist, dann ist ¢(7) eine Nullstelle von mf = m,.
Deshalb ist ¢(«;) € B fiir jeden ¢ € Homg (L, M) und o;; € A und es gilt L' C K (B). Fiir die an-
dere inklusion sei §; ; € B. Nach dem Lemma vor dem Satz 3.11 gibt es 0 € Homg (K (o), K(B))
mit o(o;) = f;; und ok ist die Inklusion K — K(B). Nach dem Satz 3.11 gibt es eine Erwei-
terung o’ € Autg (K (B)), so dass 0'|g(q,) = 0. Fiir jedes ay € A ist /() eine Nullstelle von
mg = my und daher gilt o’(L) C K(B) C M. Insbesondre ist ¢ := 0’|, € Homg (L, M) und es
gilt ¢(a;) = o(a;) = B; j. Deshalb folgt K(B) C L' auch und daraus L' = K(B). Jede normale
Hiille L” € M von L/K ist ein Zerfallungskorper von F und deshalb folgt L” = L’ wie in dem
Beweis, dass K (B) = L'. Insbesondere ist die normale Hiille eindeutig bestimmt als Teilkérper
von M. (]

Definition. Sei f € K[t] ein Polynom.
(1) Die Vielfachheit einer Nullstelle o € K von f ist

u(f,0) i= max{r: (¢ — a)'|f € Kt}
Dann heifit « einfache (bzw. mehrfache) Nullstelle von f, wenn u(f,a) = 1 (bzw.

u(f,a) > 1). -
(2) f heifit separable, wenn alle Nullstellen von f (in K) einfach sind.

Bemerkung. Es gibt eine Derivation D : K[t] — k[t], die durch f(t) =371 ait' = D(f(t)) :=
f/(t) =31 ia;t"™! definiert wird. Fiir f, g € K[t] und a,b € K gilt
(1) D(af+bg) = aD(f)+bD(g) (d.h. D ist eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdum-
en).
(2) D(fg) =D(f)g+ fD(g) (d.h. D ist keine Ringhomomorphismus).

Ubung. Sei K C L eine Korpererweiterung. Fiir f, g € K[t]\ {0} beweisen Sie, dass der groBte
gemeinsame Teiler ggT - (f,g) von f,g € K|[t] gleich der grofite gemeinsame Teiler ggT; (f, g)
von f,g € LJt] ist.

Lemma. Fiir eine Nullstelle « € K von f € K[t] ist d#quivalent:

(1) « ist eine mehrfache Nullstelle von f,
(2) « ist eine Nullstelle von [,
(3) « ist eine Nullstelle von ggT(f, f’).

Beweisidee. Nach der Ubung ist es hinreichend, die Aussage fiir K = K einen algebraischen
abgeschlossenen Korper. Fiir 1) = 2): Falls f(t) = (¢t — «)"g(t) mit r > 2 gilt f/(t) =
r(t—a) "lg(t) + (t — a)"¢g'(t) und deshalb folgt f’(a) = 0. Die Implikation 2) == 3) folgt, da
geT(f, f') eine Linearkombination von f und f’ ist. Fiir 1) = 2): aus (¢t — «)| ggT(f, f’) folgt
(t —a)|f, f. Daher gilt f(t) = (t — a)g(t) und (t — )| f'(t) = (t — @)g'(t) + g(¢) impliziert, dass

[13.12.18]



34 VICTORIA HOSKINS

(t —a)lg(t), d.h. (t —a)?|f(t). O

Satz 3.17. Ein nicht-konstantes Polynom f ist genau dann separabel, wenn ggT(f, f') = 1.

Beweisidee. Nach dem Lemma ist f genau dann separabel, wenn ggT(f, f’) keine Nullstelle hat
(dh. ggT(f, f) =1°) 0

Bemerkung.

(1) Ein irreduzible Polynom f € K[t] hat genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn f’ = 0
(das Nullpolynom). Fiir die nicht-trivial Implikation: wenn « eine Nullstelle von f ist,
dann ist das Minimalpolynom m,, gleich Af fiir A € K* (da f irreduzibel ist). Falls «
eine mehrfache Nullstelle von f ist, gilt f/(a) = 0. Aber grad(f’) < grad(f) = grad(my)
und nach der Minimalitéit von m,, folgt f' = 0.

(2) In Charakteristik Null ist jedes irreduzible Polynom separabel, da fiir jedes nicht-
konstante Polynom f die Ableitung nicht das Nullpolynom ist.

(3) In Charakteristik p > 0 gibt es nicht-konstante Polynome mit f' = 0. z.B. f(t) =t —a
fiir @ € K* und deshalb ist f nicht separabel.

Satz 3.18. Sei f € K[t] irreduzibel.

(1) Falls Char(K) = 0 ist f separable.
(2) Falls Char(K) =p > 0 sei r := max{s € N: 3h € K[t] mit f(t) = h(t’")}. Sei g € K[t]
mit f(t) = g(t*"). Dann gilt
a) f ist genau dann separabel, wenn r = 0.
b) g ist irreduzibel und separabel.
¢) Die Nullstellen von f haben Vielfachheiten p".
d) Die Nullstellen von f sind p"-Wurzeln der Nullstellen von g.

Beweisidee. Wir haben schon Aussage 1) in der Bemerkung bewiesen. Fiir 2) a) schreiben wir
ft) =" aitt und f'(t) = 3 | ia;t""!. Nach der Bemerkung ist f genau dann nicht sepa-
rable, wenn f’ = 0. Es gilt f = 0 genau dann, wenn pla; = 0 fiir alle i = 1,...,n mit a; # 0
(d.h. f(t) = h(tP) fur h € K]Jt], also r > 0). Fiir b) folgt die Irreduzibilitdt von g aus f. Nach
der Maximalitit von r gilt ¢’ # 0 (das Nullpolynom) und daher ist g separabel. Fiir ¢) und d)
schreiben wir g(¢) = [[\%, (t — o) € K[t] mit oy, ..., q,, paarweise verschieden. Sei ; € K eine
p"-Wurzel von «, also 87 "= «;. Dann gilt

7t = gy = [ = 87) =[]t - B
i=1 i=1
und S, ..., Bm sind die Nullstelle von f mit Vielfachheiten u(f, 8;) = p". O

Definition. Sei K C L eine algebraische Kérpererweiterung.

(1) a € L heiit separabel diiber K, wenn das Minimalpolynom m, € K|t| separabel ist.

(2) Die Korpererweiterung K C L heiflt separabel, wenn jedes Element o € L separabel
iiber K ist.

(3) Ein Korper K heifit perfekt, wenn jede algebraische Korpererweiterung von K separabel
ist.

Korollar. (Satz 3.18) In Charakteristik 0 ist jede algebraische Korpererweiterung separabel.
Deshalb ist jeder Korper der Charakteristik 0 perfekt.

Beispiel. Sie F,(t) = Q(Fp[t]). Dann ist a? — ¢t € F,(t)[x] irreduzibel nach Eisenstein. Die
Korpererweiterung F,,(t) C Fp(t)[z]/(2P — t) ist nicht separabel: sei a € Fy(t)[x]/(aP — t) eine

SDer ggT ist nur bis auf Assoziiertheit wohldefiniert.
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Nullstell von a? — ¢, dann ist mq(z) = 2P — ¢ nicht separabel (m/,(z) = 0).

Definition. Sei K C L eine algebraische Korpererweiterung. Der Separabilitétsgrad von L/K
ist
[L: K] :=|Homg (L, K)|

fiir einen algebraischen Abschluss K von K.

Lemma. Sei K C L = K(«) eine einfache algebraische Korpererweiterung und m,, € K[t] das
Minimalpolynom von «. Dann gilt

i) [L: K] ist die Anzahl der verschiedenen Nullstelle von m,, (in K).
ii) « ist genau dann separabel, wenn [L : K|s = [L : K].
iii) Wenn Char(K) =p > 0 und pu(mq, o) = p" (Satz 3.18), dann gilt [L : K] = p"[L : K]s.

Beweisidee. Teil i) folgt aus dem Lemma vor dem Satz 3.11. Fiir ii) ist a genau dann separabel,
wenn mg, genau grad(mg) verschiedene Nullstellen hat. Ferner gilt [L : K| = grad(m,) nach
dem Satz 3.3. Teil iii) folgt aus i) und Satz 3.18. O

Satz 3.19. Seien K C L C M eine Kette von algebraischen Korpererweiterungen. Dann gilt
[M: Kls =[M: L|s[L: K]s.

Beweisidee. Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Dann ist K auch ein algebraische Ab-
schluss von L und M (da K keine echte algebraische Korpererweiterungen hat). Wir schreiben
Homg (L,K)={o;:i€ 1} und Homp(M,K)={r;:j€ J}.

Dann gilt [L : K]s = |I| und [M : L]; = |J| und wir miissen zeigen, dass [M : K]|; = |I|[.J|. Nach
dem Satz 3.11 hat jeder K-Homomorphismus o; : L. — K eine Erweiterung &; € Auty (K) mit

il = ;. Wir behaupten:
a) Der K-Homomorphismen &; o 7; : M — K sind paarweise verschieden.
b) Homg(M,K) = {6;07;:i € I,j € J} (und deshalb gilt [M : K5 = |I||.]|).
Fiir a): aus 7; o 7; = gy o 7 folgt
oi =0i|lL = (6i01)|r = (6y oTjr)|L = Gir|L = o0
da 7j|, = 7|1, = Idg. Deshalb gilt ¢ = ¢’ und da &; = 6 invertierbar ist, folgt 7; = 7;; und
.
=17 _ _
Fiir b): sei ¢ € Homg (M, K). Dann gilt |1, € Homg (L, K), also ¢|, = o; fiir ein Element
i € I. Dann folgt &; ' o ¢ € Homy (M, K), also &; ' o ¢ = 7; fiir ein Element j € .J. O
Satz 3.20. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung.
(1) Falls Char(K) =0 gilt [L : K|, = [L: K.
(2) Falls Char(K) =p > 0 existiert r € N mit [L : K] = p"[L : K,.
Beweisidee. Man schreibt K C L als eine Kette von einfachen Koérpererweiterungen und dann
benutzt Satz 3.19 und das obige Lemma. O

Satz 3.21. Fiir eine endliche Korpererweiterung K C L ist dquivalent:
(1) L/K ist separabel,
(2) Es gibt separable Elemente oy, -+ oy € L (dber K) mit L = K(aq,...,ay),
(3) [L:K]s=I[L:K].

Beweisidee. (1) = (2) ist trivial.
(2) = (3): Man betrachtet die Kette

K:K()CKl:K(Oq)CKQZK(OQ,O[Q)C'”CKn:K(ah...,an):L.

Da jede «; € K; ist separabel iiber K;_1 verwenden wir das obige Lemma und Satz 3.19.

6Die Definition ist unabhéngig der Wahl von K nach der Eindeutigkeit von K bis auf Isomorphie.

[18.12.18]
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(3) = (1): Sei @ € L und m, € K]Jt] das Minimalpolynom von «. In Charakteristik
0 gilt (1), da jede endliche Korpererweiterung separabel ist. Deshalb nehmen wir an, dass
Char(K) = p > 0. Nach dem Satz 3.20 gibt es r € N mit [K(«) : K| = p"[K(«) : K| und jede
Nullstelle von m,, hat Vielfachheit p". Es gilt

IL:K]=[L: K(@)[K(@): K] >[L: K@) [K(): K]s = p'[L : K]s.

Aus [L : K5 = [L : K] folgt r = 0, d.h. jede Nullstelle von m, hat Vielfachheit 1 = p° und
deshalb ist a separabel. O

Satz 3.22. Sei K C L = K(A) eine algebraische Korpererweiterung, wobei A = {a; : i € I}
eine Familie von Elementen aus L ist. Dann ist dquivalent:

(1) L/K ist separabel,

(2) Jedes a; € A ist separabel (iber K ),
Wenn diese dquivalente Bedingungen gelten, folgt [L : K|s = [L : K].

Beweisidee. Die Aquivalenz (1) <= (2) folgt aus dem Satz 3.21, da zu jedem Element o € L
es Qgy,...,q; mit o € K(a;,,...,q;,) gibt. Wenn K/L separabel und endlich ist, folgt die
Gleichheit [L : K|s = [L : K] aus dem Satz 3.21. Wenn K/L separabel und unendlich ist, dann
gilt fiir alle Zwischenkérper K C L' C L mit [L' : K] < oo die Gliechheit [L' : K], = [L' : K]
(da L'/ K auch separabel ist). Ferner gilt

[L:K|s=|[L:L[L': K]s>[L: K]

Zu jeder Zahl n € N gibt es einen Zwischenkérper K C LI, € L mit [L), : K] > n (da
[L: K] = 00) und deshalb folgt [L : K]; = oc. O

Korollar. Seien K C L C M eine Kette von algebraischen Korpererweiterungen. Dann ist
M/K genau dann separabel, wenn M /L und L/K separabel sind.

Beweisidee. = ist trivial. Fiir die andere Implikation: sei & € M mit mq, = Y i ait’ € L[t]
das Minimalpolynom iiber L. Wir haben eine Kette K C L' := K(ag,...,a,) C L mit L/K
separabel und deshalb ist L'/K separabel. Wir haben eine Kette L' C L'(a) C M, wobei
L'(a)) /L' separabel ist (da m, € L[t] separabel ist und m, € L'[t] C L[t] nach der Definition
von L'). Dann folgt

[L'(a): K]s=[L'(a) : L'ls[L) : K]|s = [L'() : L'][L' : K] = [L() : K]
weil beide L'(a))/L’ und L'/K endlich und separabel sind. Die endliche Korpererweiterung

K C L'(«) ist dann separable nach dem Satz 3.21 und insbesondere ist o € L'(«) separabel
iiber K. g

Ubung. Sei H eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K* eines Korpers K.
Dann ist H zyklisch.

Satz 3.23 (Satz von primitiven Element). Sei K C L = K(aq,...,ay) eine algebraische
Korpererweiterung, so dass «a, ..., o, separabel iber K sind. Dann ist die Kdérpererweiterung
einfach: es gibt ein primitives Element 5 € L mit L = K(f).

Beweisidee. Falls K endlich ist, dann ist auch L endlich (da [L : K] < oo) und L* ist eine
endliche zyklische Gruppe nach der obigen Ubung. Deshalb gibt es f € L* mit L* =< 8 >
und dann folgt L = K ().

Falls K unendlich ist, dann beweisen wir die Aussage durch Induktion nach n. Fiir den
Induktionsanfang (n = 2) sei L = K(a1,a2) und m := [L : K]s und seien Homg (L, K) =
{o1,...,0m}. Das Polynom

P(t) =[] (c(ar) = oj(cr) + t(oi(02) — 0(a2))) € K[t]
i#£]
ist nicht das Nullpolynom, weil o;(c1) = 0j(on1) und o5(a1) = 0j(aq) = i = j. Deshalb hat
P nur endliche viele Nullstellen in K. Da K unendlich ist, gibt es ¢ € K mit P(c) # 0. Sei
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B = a1 + cag. Dann sind 0;(8) = 0i(a1) + coji(ag) fiir 1 < i < m paarweise verschieden. Sei
L' := K(B8) C L. Dann folgt [L' : K]s > m = [L : K]s, da o1|p/,...,0m|y € Homg (L', K)
paarweise verschieden sind. Aus L' C L folgt, [L' : K]; < [L : K]s = m und deshalb gilt
[L': K|s=[L: K]s und

[L:K]s > [L(a2): K|s=[L'(ag) : L')s[L' : K]s = [L/(a2) : L'][L : K]s
(
(

weil L' () /L separabel ist (wegen der Separabilitéit von ap iiber K). Daher gilt [L/
und insbesondere sind ap und o1 = — cay Elemente von L', also L' := K(8) = K
Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die Kette

KcK(ay,...,an1)=L Cc K(aq,...,a) =L

und nach der Induktionsvoraussetzung gilt L' = K (/') und deshalb folgt L = K (8, o) und
dann verwenden wir das obige Argument. O

ag): L' = 1
a1, ) =

Korollar. Jede endliche separable Korpererweiterung ist einfach. Insbesondere ist jede endliche
Korpererweiterung in Charakteristik 0 einfach.

3.7. Endliche Korper. Fiir jede Primzahl p gibt es ein Kérper F), = Z/pZ mit p Elementen.
In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass fiir jede Primzahl p und n € N gibt es einen
Kérper Fy» mit p" Elementen.

Lemma. Sei K ein endlicher Koérper. Dann gilt Char(K) = p > 0 und der Primkérper von
K ist isomorph zu F,,. Ferner hat K genau p™ Elementen, wobei n = [K : F,], und K ist ein
Zerfillungskorper von tP" — ¢ € Fp[t]. Daher ist K/F, normal.

Beweisidee. Nach der Klassifizierung von Primkorper ist der Primkoérper P isomorph zu Q
oder F),. Wegen die Endlichkeit von K ist P = F, und Char(K) = Char(P) = p. Aus der
Endlichkeit von K folgt [K : P] < co. Sei n = [K : P]. Dann gibt es einen Isomorphismus
K — (F,)" zwischen F)-Vektorrdume und daher gilt |K| = p". Der Multiplikative Gruppe K*
hat Ordnung p™ —1 und es folgt, dass jedes o € K* eine Nullstelle von t*" =1 —1 € F,[t] ist. Dann
ist jedes a € K eine Nullstelle von t?" — ¢, also K ist ein Zerfillungskérper von t?" —t € F,[t].0

Satz 3.24 (Existenz und Eindeutigkeit von endlichen Koérper). Zu jeder Primzahl p und n €
Nso gibt es eine normal und separable Korpererweiterung F, C Fyn vom Grad n mit |Fpn| =
p". Der Korper Fyn ist bis auf Isomorphie eindeutig charakterisiert als Zerfillungskorper von
" —t e Fp[t]. Ferner ist jeder endlich Korper isomorph zu Fpn fir eine Primzahl p und n € Ng.

Beweisidee. Fiir die Existenz sei f(t) = t*" —t € F,[t]. Wegen f'(t) = —1 hat f’ genau p"
verschiedene Nullstellen in F,, (jede Nullstelle hat Vielfachheit 1). Ferner bilden die Nullstellen
ein Kérper mit p" Elemente, die I, enthélt. Deshalb ist der Zerfallungskérper von f ein Erwei-
terungskorper von F), mit genau p" Elementen. Die Kérpererweiterung [Fyn /F), ist normal (da
Fpn ein Zerfallungskorper von f ist) und separabel (da die Nullstellen von f einfach sind). Die
andere Aussagen folgen aus dem Lemma. O

Korollar. Man kann die Kérper [F,» als Teilkdrper von IETP konstruieren. Dann gilt F,»n C Fpnr

genau dann, wenn n | n’. Ferner sind die Kérpererweiterungen bis aud Isomorphie die eindeutige
Korpererweiterungen zwischen endlichen Korper.

Beweisidee. Aus Fpn C F v folgt pY = |F | = [Fpn|™ = p"™, wobei m = [F
gilt n | n'. Falls n | n' (d.h. n' =mn) gilt fiir a € Fpn

+ : Fpn]. Deshalb

pn

77.,

n(m—1) n(m—1)
ap

:(apn)p =P =...=q,

also gilt a € Fpn/. Die Eindeutigkeitaussage folgt nach dem Satz 3.11. U

20.12.18]
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Korollar. Jedes algebraische Koérpererweiterung eines endlichen Korpers ist normal und sepa-
rable. Insbesondere sind die endliche Korper perfekt.

Beweisidee. Sei K = Fyn C L eine algebraische Kérpererweiterung eines endlichen Korper.
Wenn L/K endlich ist, dann folgt L = F,» und L/F, ist normal und separabel und es folgt,
dass L/K normal und separabel ist (Korollar des Satzes 3.15 und 3.22). Wenn L/K unendlich
ist, ist L eine Vereinigung von endlichen Koérpererweiterungen von K, die alle normal und se-
parabel sind. Daher ist L/K normal und separabel. (]

Bemerkung. Sei [Fj» C IFp,L/ eine Korperweiterung und m :=n’/n = [IFpn/ (Fpn] = [Fpn/ tFpnls

(da die endliche Korpererweiterung separabel ist). Aus der Normalitét von Fyn C F v folgt

Autp,, (F ) = Homg,, (IE‘pn/,]FTJ) (Satz 3.15). Daher hat Autg,, (F,) die Ordnung m. Sei

Fr:F ., — F . der Frobenius-Homomorphismus mit Fr(a) = o”. Dann gilt Ft" € Autg,,, (F /)
und es folgt, dass |[Fr"| < m. Wir nennen den Homomorphismus Fr" den relativen Frobenius-
Homomorphismus von IFpn/ /Fpn.

Satz 3.25. Sei Fyn C Fpn/ eine Korperweiterung vom Grad m zwischen endlichen Koérper.

Dann gilt Autg,, (F,v) =< Fr" >= Z/mZ.

Beweisidee. Es ist hinreichend zu zeigen, dass |[Fr"| = m nach der obigen Bemerkung. Falls

[Fr"[ < m folgt | = [Fr| < nm = n' und jedes o € F v ist eine Nullstelle von ' — ¢, d.h.

Fw CFy, alson’ |l aber n' > I. Daher miiss [Fr"| = m gelten. O
4. GALOIS-THEORIE

4.1. Automorphismen Gruppen und Fixkdrper.

Ubung. Sei K € L C M eine Kette von Kérpererweiterungen. Dann ist Auty, (M) eine Unter-
gruppen von Autg (M).

Bemerkung. Sei K C L eine Korpererweiterung. Es gibt eine Gruppenwirkung
Autg (L) x L — L
mit ¢ - a = p(a) fir ¢ € Autg (L) und a € L.
Definition. Sei K C L eine Korpererweiterung und H < Autg (L) eine Untergruppe. Wir
definieren den Fixkorper von H
L7 ={aecL:pla)=aVyecH}.
Bemerkung. L ist die Fixpunktmenge der Gruppenwirkung H x L — L.

Lemma. Fiir eine Korpererweiterung K C L und eine Untergruppe H < Autg (L) ist LH ein
Teilkorper von L, der K enthalt.

Definition. Fiir eine Korpererweiterung L/K betrachten wir die Menge alle Zwischenkérper
ZK(L/K) :={M Korper : K C M C L}
und die Menge alle Untergruppe der Automorphismengruppe von L/K
UG(L/K):={H : H C Autg(L)}.
Wir definieren zwei Abbildungen
V:ZK(L/K) = UG(L/K) : ®

mit W(M) := Auty(L) und ®(H) := L. Die Abbildungen sind wohldefiniert nach dem Lemma
und der Ubung.
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Ubung. Fiir eine Korpererweiterung K C L haben die Abbildungen ¥ und & die folgende
Eigenschaften:

(1) (M) <¥(M') fiir M, M' € ZK(L/K) mit M' C M,

(2) ®(H) C ®(H') fir H,H' € UG(L/K) mit H' < H,

(3) H < V(®(H)) fur alle H € UG(L/K),

(4) M C (¥ (M)) fiir alle M € ZK(L/K),

(5) ®(H) = ¢(V(P(H))) fir alle H € UG(L/K),

(6) W(M) =V (P(V(M))) fir alle M € ZK(L/K).

4.2. Galois-Erweiterungen.

Definition. Eine Koérpererweiterung K C L heifit galoissch (oder eine Galois-Erweiterung),
wenn sie normal und separabel ist. In diesem Fall ist die Galois-Gruppe von L/K

Gal(L/K) := Autg(L).
Beispiel.
(1) Q c Q(V?2) ist galoissch, da jede algebraische Korpererweiterung in Charakteristik 0
separable ist und die Normalitit folgt aus [Q(v/2) : Q] = 2.
(2) Fiir n/ = nm ist Fpn C IFpn/ ist eine Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe
Gal(IFpn/ JFpn) = Z/mZ

nach §77.

Bemerkung. Sei K C L eine Galois-Erweiterung und M € ZK(L/K). Dann gilt
(1) M C L ist galoissch und es gilt Gal(L/M) C Gal(L/K),
(2) Wenn K C M galoissch ist, dann beschrinkt sich jeder K-Automorphismus von L zu ei-
nem K-Automorphismus von M und die induzierte Abbildung Gal(L/K) — Gal(M/K)
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung. Wenn L/K eine endliche normale Korpererweiterung ist, dann gilt
| Autg (L)| = [L: K]s < [L: K]

nach Satz 3.15 und Satz 3.20. Ferner gilt | Autx(L)| = [L : K] genau dann, wenn L/K auch
separabel ist (Satz 3.21).

Lemma. Fiir eine endliche Korpererweiterung K C L gilt | Autx(L)| < [L : K] und insbeson-
dere ist die Automorphismen Gruppe Autg (L) endlich.

Beweisidee. Zuerst zeigen wir, dass Autg (L) endlich ist. Seien ay, - , a;, eine K-Basis von L.
Fiir jeden Automorphismus ¢ € Autg (L) und jedes Element ov = Y | iy € L mit \; € K

gilt
a) = Z Aip(ai)
i=1

und ¢(«;) ist eine Nullstelle von m,, nach dem Lemma vor Satz 3.11. Insbesondere gibt es nur
endliche Moglichkeiten fiir .

Wir schreiben Autg (L) = {®1,...,pm} und n = [L : K]. Falls m > n betrachten wir ein
homogenes lineares Gleichungssystem in m Variablen x1,...,x,; mit L-Koeffizienten und n
Gleichungen:

pr(a)rr + - omla)zn =0 (xh

(Pl(an)xl + - @m(an)xn =0 (*)n
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Wegen m > n gibt es eine nicht-triviale Losung (z1,---,2,) € L™\ {0}. Fir alle o =
Yoy Aicg € Lmit A\ € K gilt @j(a) = D00 Mipj(i). Es gilt

DA o DD whipila) =) wipi(a) =0,
i—1 j=1

i=1 j=1
also Z;”Zl zjpj(a) = 0 fiir jedes o € L. Aber die Automorphismen ¢1, ..., ¢, sind lineare
unabhingig iiber L (Ubung) und deshalb muss m < n gelten. O

Satz 4.1. Sei L ein Korper und H C Aut(L) eine endliche Untergruppe. Dann ist K := LY C L
eine Galois-Erweiterung vom Grad [L : L*] = |H| mit Galois-Gruppe H.

Beweisidee. Sei a € L und seien @1, ...,¢, € H ein maximale System von Elementen von H, so
dass ¢1(a), ..., ¢r(o) paarweise verschieden sind. Wir schreiben H = {¢1, ..., pm} mit m > r.

Fiir jedes o € H gilt {¢r 0 ©1,...,0k 0 om} = {¥1,---,om}. Wegen {p1(a),...,om(a)} =
{p1(a),...,or(a)} gibt es eine Bijektion

o {p1(a), ..., or(@)} = {p1(a), ... or(a)}

Sei fo(t) = [Ii1(t — @i(a)) € L[t]. Aus f&* = f, fiir alle ¢, € H folgt fo(t) € KI[t],
weil K := LY. Ferner ist f, € K[t] separabel und es folgt, dass « separabel ist, weil a €
{p1(a),...;om(a)} = {p1(a),...,pr(a)} eine Nullstelle des separablen Polynom f, ist. Daher
ist L/ K separable. Ferner ist L/K normal, weil L ein Zerféllungskorper der Familie { f, € K][t] :
a € L} ist. Insbesondere ist L/K galoissch.

Wir behaupten dass [L : K| < |H| und damit ist L/K endlich. Sei H = {¢1,...,om}-
Es ist hinreichend zu zeigen, dass jede K-linear unabhéngige Teilmenge von L hochstens m
Elemente enthélt. Falls es n > m mit aq, ..., a, € L linear unabhéngig iiber K gibt, werden wir
einen Widerspruch finden. Wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem in Variablen
x1,...,T, mit L-Koeffizienten und m Gleichungen

p1(an)ry + - p1(an)r, =0 (x)1

‘pm(al)xl + - @m(an)xn =0 (*)m

Wegen n > m gibt es eine nicht-triviale Losung (z1,...,z,) € L™\ {0}. Sei x = (x1,...,2y)
eine nicht-trivial Losung, so dass r := [{i : x; # 0}| minimal ist. Wir kénnen die «; neu ordnen,
so dass © = (z1,...,2,0,...,0). Ferner kénnen wir  mit A € L* multiplizieren und dann ist
Az auch eine nicht-triviale Losung. Deshalb kénnen wir annehmen, dass x, = 1. Falls r = 1,
gilt ¢1(a1) = 0 nach (x); aber dann folgt oy = 0, was einen Widerspruch zu der linearen
Unabhéngigkeit liefert. Daher gilt » > 1. Falls 21,...,2, € K C L folgt yp;(z;) = z; fiir alle
1 <i<mund 1 < j < n. Aus (x); folgt ¢1(1z1 + - p—12p—1 + @) = 0 und damit
o121 + - 171 + o mit Koeffizienten z; € K, aber dann wére aq, ..., a, linear abhingig
iiber K. Deshalb gibt es 1 < i < r mit z; ¢ K. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit i = 1
und z; ¢ K, also gibt es ¢ € H mit pi(z1) # x1. Wir betrachten die Bilder der Gleichungen
(%); under ¢y, und nach einer Permutation der m Gleichungen erhalten wir

pr(a)er(x1) + - pr(ar—1)er(@r—1) + p1(ar) =0 ()

em(cn)pr(z1) + -+ om(ar—1)er(@r—1) + @1(ar) =0 (T)m
Die Gleichungen (%); — (1); liefern Z;;% wi(og)(xj — pr(x;)) fiir alle 1 < ¢ < m. Deshalb ist

= (z1 — pp(x1), ..., 2r—1 — @r(2r-1),0,...,0) € L™ eine Losung zu (x), die nicht-trivial ist
(x1 # ¢r(z1)), was einen Widerspruch zu der Minimalitdt von 7 ist. Deshalb gilt n < m und
[L:K]<m:=|H|

Es gilt H C Autg (L) und nach der Behauptung und dem obigen Lemma haben wir

|H| < | Autg(D)| < [L: K] < |H].
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Dabher folgt |[H| = |Autx(L)| = [L : K] und H = Autg (L) = Gal(L/K). O

Bemerkung. Wenn H < Aut(L) unendlich ist und L C L algebraisch ist, dann ist L C L
eine unendliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe Gal(L/L), die H enthilt.

Satz 4.2. Fiir eine endliche Korpererweiterung K C L st dquivalent:
(1) L/K ist galoissch,
(2) L ist ein Zerfillungskdrper eines separablen Polynoms f € K[t],
(3) LAvxD) = |

Beweisidee. (1) = (2) : Jede endliche separable Koérpererweiterung ist einfach nach dem Satz
von primitiven Element (Satz ??) und daher gilt L = K(«). Sei mq(t) € K[t| das Minimal-
polynom von « iiber K. Wegen der Normalitdt von L/K liegen alle Nullstellen von mq in L
und wegen der Separabilitéit von L/K ist m, separable. Dann ist L ein Zerfillungskorper eines
separablen Polynoms m, € K[t].

(3) = (1) : Wir nehmen an, dass LA () = K. Nach dem Lemma haben wir | Autg (L)| <
[L: K] < co und nach dem Satz 4.1 fiir H := Autx (L) C Aut(L) ist L = K C L galoissch.

(2) = (3) : Wir beweisen diese Implikation durch Induktion nach n = [L : K]. Fiir den
Induktionsanfang n = 1 haben wir L = K und Autg (L) = {Id} und LA"x(L) = K. Fiir den
Induktionsschritt: seien n > 1 und L ein Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € Kt
Wenn f in Linearfaktoren iiber K zerfillt, gilt L = K und LA« = K. Daher nehmen
wir an, dass f ein irreduzibler Faktor ¢ vom Grad m > 2 hat. Seien ag, ..., a,, die paarweise
verschiedene Nullstellen von g (wegen g | f ist g auch separabel). Dann gilt

[L:K]=[L:K(a)|[K(a): K] =[L: K(a1)]m

und [L : K(ay)] = [L : K]/m < [L : K]|. Ferner ist L der Zerfallungskérper von f iiber
K (). Nach der Induktionsvoraussetzung folgt LA"< @) = K (aq). Seien G = Autg (L) und
H = Autg o) (L) < G. Es folgt, dass L% ¢ L" = K(a;) und wir miissen zeigen, dass L% = K.
Fir 8 € L C K(ay) schreiben wir 8 = Ao + Ajoq + - + )\m,lagnfl mit \; € K. Bis auf
Skalarmultiplikation ist g das Minimalpolynom von «; und nach dem Lemma vor Satz 3.11 gibt
es fiir jede Nullstelle a; von g einen K-Automorphismus ¢ € Autg (L) mit p;(a1) = «;. Aus
B € LY und ¢; € G folgt ¢;(B) = B fiir 1 <i <m, d.h. B =¢(B) = Ao+ Ao+ -—l—)\m,lalm*l.
Das Polynom f(t) = Ap_1t™ ' 4+ -+ + Mt + Ao — B € LE[t] hat m paarweise verschiedene
Nullstellen a, . . ., auy, aber grad(f) < m—1. Daher gilt f = 0 und insbesondere ist 5 = )¢ € K.
Dies gilt fiir jedes 3 € LY, also haben wir L¢ = K.

Satz 4.3 (Hauptsazt der Galois-Theorie). Sei K C L eine endliche Galois-Erweiterung mit
Galois-Gruppe G := Gal(L/K). Dann gilt
(1) Die zwei Abbildungen
U:ZK(L/K) = UG(L/K) : ®
mit U(M) = Auty (L) und ®(H) := L7 sind bijektiv mit & = U1,
(2) |Gl = [L: K].
(8) Fiir Zwischenkérper K C My C My C L gilt W(My) > W(Ma) und fir Untergruppen
Hy < Hy <G gilt O(Hy) D O(Hs).
(4) Fir H < G ist ®(H) = L genau dann normal diber K (und damit galoissch), wenn

H <G eine normale Untergruppe ist. In diesem Full gibt es einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus

G = Gal(L/K) — Gal(L® /K), ¢~ ¢|pn
mit dem Kern H. Deshalb gibt es einen Gruppenisomorphismus G/H = Gal(L¥ /K).

Bemerkung. Fiir eine unendliche Galois-Erweiterung L/K gilt nur ® o ¥ = Id, also ® ist
surjektiv und ¥ ist injektiv.

[15.01.19]
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Beispiel. Die Korpererweiterung Q C L = Q(,/p, 1/q) fiir Primzahlen p # ¢ ist galoissch vom
Grad [L : Q] = 4. Ein Automorphismus ¢ € G := Gal(L/K) wird von der Werten ¢(,/p)
und ¢(/q) bestimmt. Ferner gilt ¢(\/p) € {#,/p} = { Nullstellen von m_(¢)} und ebenso
o(\/q) € {£/q}. Alle 4 Moglichkeiten existieren, weil | Gal(L/Q)| = [L : K] = 4. Jeder Au-
tomorphismus ¢ # Id hat Ordnung 2 und dehalb folgt G =< o,7 >= Z/27 x Z/27, wobei

o(y/p) = —y/p und o(\/q) = \/q, und 7(,/q) = —/q und T(\/f)) = /p- Die echte Untergruppen

von G sind H; =< ¢ > und Hy =< 7 > und H3 =< oo >. Ubung: Was sind die entsprechende
Zwischenkorper von L/K?

Korollar. Sei K C L eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G = Gal(L/K). Fiir
einen Zwischenkorper K C M C L ist dquivalent:

(1) M/K ist normal (und damit galoissch),
(2) ¥(M) ist eine normale Untergruppe von G,
(3) Fiir jeden Automorphismus ¢ € G gilt (M) = M.

Korollar. Jede endliche separable Korpererweiterung besitzt nur endlich viele Zwischenkdrper.

Korollar. Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung und M, My € ZK(L/K) mit H; =
U(M;) < G:= Gal(L/K). Dann gilt

(1) My - My = LHi0H:.

(2) MyN DMy, = L<HiHo>

Definition. Eine Galois-Erweiterung L/K heifit abelsch (bzw. zyklisch), wenn Gal(L/K) abelsch
(bzw. zyklisch) ist.

Beispiel. [F,,n C Fpn/ mit n | n’ ist eine zyklische Galois-Erweiterung.

Bemerkung. Sei L/K eine endliche abelsche (bzw. zyklische) Galois-Erweiterung. Fiir jeden
Zwischenkorper K C M C L ist dann M /K auch abelsch (bzw. zyklisch).

Satz 4.4. Sei K C M eine Korpererweiterung und K C M; C L ein Zwischenkorper fiir
1 =1,2. Dann gilt
(1) My - My/K ist endlich und galoissch,
(2) My - My/M; und M; /My N My sind endlich und galoissch,
(8) Die Abbildung f : Gal(M;y - May/My) — Gal(My/M; N Ma) mit f(¢) = ¢|m, ist ein
Gruppenisomorphismus.
(4) Die Abbildung p : Gal(M,-My/K) — Gal(M;/K)xGal(My/K) mit p(p) = (|, ©ln,)
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Falls M1 N Ms = K ist p auch surjektiv und
damit ein Gruppenisomorphismus.

4.3. Die Galois-Gruppe einer Gleichung.

Bemerkung. Sei f € K]Jt] ein nicht-konstantes Polynom und L ein Zerfillungskorper von f
iiber K. Dann ist L/K normal und falls f separabel iiber K ist, dann ist L/K separabel (und
damit galoissch).

Notation. Fiir ein separables Polynom f € K|[t] ist die Galois-Gruppe von f (oder die Galois-
Gruppe der Glechung f(t) = 0) die Galois-Gruppe Gal(f) := Gal(L/K) eines Zerfallungskorper
L von f iiber K.

Satz 4.5. Sei f € K]|t] ein separables Polynom vom Grad n > 0 mit Zerfillungskorper L iiber
K. Wenn ay,...,a, € L die Nullstellen von f sind, gibt es einen injektiven Gruppenhomomor-
phismus

p:Gal(L/K) = S, =2 Isom({ai,...,an}), @ @l

----- Oln}'
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Insbesondere gilt | Gal(L/K)| | n! = |Sy,|. Ferner ist f € K|t] genau dann irreduzibel, wenn
Gal(L/K) transitiv auf {a1,...,an} operiert (d.h. fir alle a;, o5 gibt es ¢ € Gal(L/K) mit
o(a1) = ag). Dies ist der Fall, wenn p surjektiv ist (so dass Gal(L/K) = S,).

Korollar. Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung vom Grad n. Dann kann man Gal(L/K)
als Untergruppe von S,, betrachten.

Bemerkung. Fiir eine Galois-Erweiterung L/K vom Grad n ist Gal(L/K) eine echte Unter-
gruppe von S, in allgemeinen.

Beispiel. Sei f(t) = t?>+at+b € K|[t] ein Polynom vom Grad 2 mit keine Nullstelle in K. Dann
ist f irreduzibel und wenn « eine Nullstelle von f ist, dann ist L := K(«) ein Zeféllungskorper
von f. Wenn f auch separabel ist (z.B. Falls Char(K) # 2 oder a # 0), dann ist L/K eine
Galois-Erweiterung vom Grad 2 mit Galois-Gruppe Gal(L/K) = Z/2Z.

Beispiel. (Die Diskriminante eines Polynoms vom Grad 3) Sei K ein Koérper mit Char(K) # 2,3
und f(t) = > +at +b € K[t]”, so dass f keine Nullstelle in K hat. Wegen der Annahme
Char(K) # 2,3 ist f separabel. Seien «,3,~ die Nullstellen von f und L = K(«a,f,7) ein
Zerfallungskorper von f. Deshalb ist L/K eine Galois-Erweiterung mit Gal(L/K) < Ss. Es gilt
[K(a) : K] = grad(mgq) = grad(f) = 3 und

3 Falls L = K(«)
6 Falls L # K(«).

Falls L = K («) folgt Gal(L/K) = Z/3Z und diese Untergruppe wird von einer Permuation vom
Ordnung 3 erzeugt. Falls L # K(«) folgt Gal(L/K) = S3. Um die Galois-Gruppe zu finden
kann man die Diskriminante A von f benutzen, wobei A := §? und

6:=(a=p)a=)(B—-7) €L

Fiir jedes ¢ € Gal(L/K) gilt f({«a, 5,7}) = {a, 5,7} und deshalb folgt ¢(d) = +0 und p(A) =
A. Insbesondere gilt A € LG/K) — K. Ferner man hat o(8) = sgn(p)d, wobei sgn : S,, —
Z/2Z ist der Gruppenhomomorphismus mit sgn(7;;) = —1 fiir jede Transposition 7;; € Sy,. Die
Permutationen mit sgn(o) = 1 (bzw. —1) heilen gerade (bzw. ungerade) Permutationen und
die alternierende Gruppe A, = ker(sgn) ist die Untergruppe aller geraden Permutationen. Fiir
n > 2 ist sgn surjektiv und [S, : A,] = |Sn/An| = |Z/2Z| = 2. Deshalb gilt |A4,,| = n!/2. Fir
n = 3 ist Az die einzige Untergruppe von S3 mit Ordnung 3. Fiir die Galois-Erweiterung L/K
ist Aquivalent:

(1) [Gal(L/K)| =3,

(2) Gal(L/K) = A3 < S5,
(3) de K,
(4)

A besitzt eine Quadratwurzel in K.

L: K] =[L: K()][K(a): K] = {

Beispiel. Sei f(t) = (t2 —a)? — b € Q[t] irreduzibel mit b > a?. Die Nullstellen von f sind

+a, 43, wobei @ = Va+ Vb und f = Va— b, und L = K(a, ) ist ein Zerfillungskorper
von f. Aus b > a? folgt a 6 R und g € C\ R und beide sind nicht Null. Deshalb ist f separabel
und L/K ist eine Galois-Erweiterung. Man hat

K] =[L: Q)][Q(a): Q] =2-4=S,
weil das Minimalpolynom von « iiber Q gleich f ist und L # Q(«) (da 5 ¢ R) und S eine
Nullstelle von t2 — (2a — a?) = t2 — (a — Vb) € Q(a)[t] ist. Fiir jeden Koérperisomorphismus
¢ € Gal(L/K) gilt o(—a) = —¢(a) und p(—B) = —p. Es gibt genau 8 Permutationen o €
Sy = Isom({xa,+A}) mit o(—a) = —a und o(5) = —f. Deshalb hat Gal(L/K) die folgende
Beschreibung als Untergruppen von Sy

Gal(L/K) = {o € Isom({xa, £8}) : 0(—a) = —a, o(B) = =5} < Sa.

"Nach einer Substitution ¢ — ¢ + ¢ kann man jedes normierte Polynom vom Grad 3 in dieser Form bringen.

22.01.19)]
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Ferner gilt Gal(L/K) =< o,7 >, wobei o(a) = ,0(8) = —a und 7(a) = —a, 7(8) = .

4.4. Symmetrische Polynome. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gibt es ei-
ne Gruppenwirkung der symmetrischen Gruppen S,, auf dem Polynomring Rlti,...,t,]. Die
Gruppenwirkung wird durch die Abbildung S,, X R[t1,...,t,] = R[t1,...,t,] definiert mit

(Uaf(th- .- 7tn)) o fi= f(ta(l)v R 7ta(n))'

Definition. Ein symmetrische Polynom ist ein Element f der Fixpunktmenge R[ti,...,t,]%"
(d.h. o - f = f fiir alle 0 € S,,). Die Elementarsymmetrische Polynome sind

si=titttn= Y U

1<i<n
So =tito + - tp_1tn, = Z t;t;
1<i<j<n
n
Sh=t1 th Attty g1ty = Z Htij

1<y <ige<ip<n j=1

n
Sn:tl"'tn:Ht]’
j=1

Ubung. Die Elementarsymmetrische Polynome sind symmetrische Polynome.
Satz 4.6 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome). Es gilt

Rt1,...t,)°" = R[s1, ..., 5]
Beispiel. f(t1,...,ty) 1= > g t? = st — 2so.

Bemerkung. Sei k£ ein Korper und
flti, ... tn)

L:k(tl,...,tn):Q(k[tl,...,tn]): {g(tl ot :f,gek[tl,...,tn] mitg;éO}

der Korper aller rationalen Funktionen mit k-Koeffizienten. Dann gibt es auch eine Gruppen-
wirkung von S,, auf L und deshalb ist S, < Aut(L) eine endliche Untergruppe. Nach dem Satz
4.1 ist K := L% C L eine endlicheGalois-Erweiterung mit Gal(L/K) = S,,. Ferner haben wir
K = k(s1,...,8y,) ist der Korper der rationalen Elementarsymmetrischen Funktionen s;, weil
[L: k(s1,...,sn)] <nl(da L ein Zerfallungskorper von [[", (z —t;) € k(s1,...,sp)[z] ist) und
deshalb folgt K = k(s1,...,8n).

4.5. Einheitswurzeln.

Definition. Sei K ein Kdrper und K ein algebraischer Abschluss von K. Fiir n € Nyg definie-
ren wir die Menge U, C K der n-ten Finheitswurzeln als die Menge der Nullstellen in K von
t" —1 € KJ[t].

Bemerkung.

(1) U, ist eine endliche Untergruppe von K - (mit Multiplikation) und deshalb ist U, eine
zyklische Gruppe (nach einer Ubung vor Satz ?7?).

(2) Falls Char(K) = 0 oder Char(K) { n ist f(t) = t" — 1 separabel (weil f'(t) = nt"~1). In
diesem Fall gilt |U,,| = n und U,, = Z/nZ.

(3) Falls Char(K) =p > 0 und n = p'n/ mit ptn/ gilt " —1 = (¢ —1)?" und es folgt, dass
Up=Uy Z7Z/07.
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Definition. Eine primitive n-te Finheitswurzel ist ein Element von U, das U,, erzeugt.

Beispiel. Fiir K = Q und Q C C sind die Einheitswurzeln
U, = {ehik/” 1<k <n}.

Fiir n =4 gilt Uy = {£1, £i} und +i sind primitive Einheitswurzeln.

Definition. Die Eulersche Phi-Funktion ¢ : Nyg — N wird durch
d(n):={1 <k <n:ggT(k,n) =1}

definiert.

Ubung. Es gilt
o(n) = [(Z/nZ)*| = |{k +nZ : Z/nZ wird von k+ nZ erzeugt}|.

Fiir eine Primzerlegung n = pi' - - - p* hat man ¢(n) = szl p;j_l(pj —1).

Korollar. Sei K ein Kérper und n € N, so dass Char(K) = 0 oder Char(K) { n.

(1) ¢(n) ist die Anzahl von Primitiven n-ten Einheitswurzeln.
(2) Sei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist ¢¥ genau dann eine primitive n-te
Einheitswurzel, wenn ggT(k,n) = 1.

Bemerkung. Sei K ein Korper und n € N5g, so dass Char(K) = 0 oder Char(K) { n. Sei
(n € Uy, eine primitive n-te Einheitwurzel. Dann ist K((,) ein Zerféllungskorper von ¢" — 1 und
weil " — 1 € K[t] separabel ist, ist K((,)/K eine endliche Galois-Erweiterung (Satz 4.2). Sei

P (t) = H (t— Oé)

ann

primitiv
ein Polynom vom Grad ¢(n), dessen Nullstellen die primitive n-te Einheitswurzeln sind. Das
Bild einer primitiven n-ten Einheitswurzel unter ¢ € Gal(K((,)/K) ist auch eine primitive
n-ten Einheitswurzel. Deshalb gilt ®;; = ®,, fiir alle p € Gal(K({,)/K) und insbesondere folgt
d,(t) € K[t], da K = K(¢)G(K(&)/K) Das Minimalpolynom me, (t) von ¢, iiber K ist ein
Teiler von ®,,(¢) und deshalb gilt [K((,) : K| grad(®,,) = ¢(n).

Definition. Fiir K = Q heifit Q((,) der Kreisteilungskirper und ®,(t) € Q[t] das Kreistei-
lungspolynom.

29.01.19)
Satz 4.7. Sei K ein Kérper und n € Nsg, so dass Char(K) = 0 oder Char(K) {n. Sei (, € U,

eine primitive n-te Finheitswurzel. Dann gilt

(1) K C K(¢,) ist eine endliche Galois-Erweiterung,

(2) Man hat [K(G,) : K] | ¢(n) und fir K = Q man hat [Q(¢) : Q] = ¢(n),

(3) Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus p : Gal(L/K) — Aut(Uy,) und ferner
gilt Aut(Uy) = Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*, wobei die Automorphismengruppen hier die
Gruppe von Gruppenautomorphismen von (U, -) und (Z/nZ,+) sind. Fir K = Q haben
wir Gruppenisomorphismen

Gal(Q(¢) : Q) =2 Aut(Uy,) = Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)™.
Satz 4.8. Sei K ein Korper und n € Nsg, so dass Char(K) = 0 oder Char(K) tn. Dann gilt

(1) ®,, ist ein normiertes separables Polynom in K[t] vom Grad ¢(n),

(2) 1" =1 = [lgn.a>0 Palt),
(3) Fir K = Q gilt ®,(t) € Z[t] und ferner ist ®,, irreduzibel in Z[t] und Q[t].
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Beispiel. Fiir eine Primzahl p gilt

N N
O, (1) = = =2
) =Fm = o1 T
Man hat
B(t) = -1 =t —t+41
T B3()32()01 (1) '

Satz 4.9. Seien n,m € N\ {0} mit ggT(n,m) =1 und seien ¢, € U,, und {y, € Uy, primitive
n-te und m-te Einheitswurzlen. Dann gilt Q((,) N Q(¢m) = Q und die Abbildung
Gal(Q(Cn: Gm)/Q) = Gal(Q(¢n)/Q) x Gal(Q(¢m)/Q)
¥ = (@laen) Plagn))
ist ein Gruppenisomorphismus.
Satz 4.10. Sei ¢ = p" eine Primpotenz und (, € F, eine primitive n-te Einheitswurzel, wobei
p1n. Dann gilt die folgende Aussagen.
(1) Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus

p: Gal(Fy(¢n)/Fy) — Aut(U,) = Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*

und der relative Frobenius Homomorphismus Frp, der ein erzeugendes Element von
Gal(Fy(¢n)/Fy) ist und der durch Frp(a) = af definiert wird, hat Bild unter ¢ gleich
q+nZ € (Z/nZ)*, so dass Gal(Fy((n)/Fq) =< q+nZ > < (Z/nZ)*.

(2) [Fq(Cn) = Fy] ist die Ordung von q +nZ € (Z/nZ)*.

(3) ®n(t) € Fy(t) ist genau dann irreduzibel, wenn < q + nZ >= (Z/nZ)*.
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