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Mathematik Entdecken 1 — Hausaufgabe 10

Abgabe via Whiteboard als Nachname_ME1_h10.pdf bis 20:00 am Freitag, den 10. Januar 2025.

Die Antworten sind stets zu begriinden, inklusive der Beispiele.

NICHT UMBLATTERN OHNE DIE ANWEISUNG ZU LESEN

ANWEISUNG

Diese Hausaufgabe hat die Form einer Probeklausur. Das heif}t, dass die Aufgabenstellung
und die Punkteverteilung &hnlich einer Klausur sind. Die Klausur wird aber aus drei Aufga-
ben bestehen, nicht aus einer einzigen wie die Probeklausur.

Der Inhalt und der Schwierigkeitsgrad kann unterschiedlich zu der Klausur sein.

Um den Umstédnden der Klausur ndher zu kommen, wird empfohlen die Aufgaben alleine,
ohne Hilfsmittel, und innerhalb von 35 (maximal 45) Minuten zu bearbeiten.

Damit kein Nachteil fiir die aktive Teilnahme an der Veranstaltung durch Erhohung der
gesamten Punktzahl entsteht, werden auch fiir diese Hausaufgabe héchstens 4 Punkte einge-
tragen. Sie konnen aber fiir die vorliegende Aufgabe n Punkte verdienen, mit 0 < n < 20.
Es wird dann min{n, 4} fiir die Hausaufgabe eingetragen. Das sollte Sie auch ermutigen die
Hausaufgabe in Klausur-dhnlichen Bedingungen zu bearbeiten.

Sie werden auch gebeten Thre Vorbereitung und Thre Leistung selber zu schétzen, indem Sie
vor und nach dem Bearbeiten der Probeklausur eine erwartete Punktzahl angeben.

Das Thema der Probeklausur sind Mengen und Elementare Zahlentheorie.

Auf Seite 2 finden Sie die Zusatzaufgaben. Die Aufgaben der Probeklausur finden Sie ab Seite
4.

NICHT UMBLATTERN OHNE DIE ANWEISUNG ZU LESEN



Zusatzaufgaben

Diese Aufgaben werden weder bewertet noch miissen sie abgegeben werden.
Sie werden in den Tutorien besprochen und sind fiir die Klausurvorbereitung sehr empfohlen.

Zusatzaufgabe 1.

Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit euklidisch, wenn
Va,y,z € M gilt: (x ~zundy ~ 2) = x ~ y.

Man zeige, dass ~ genau dann eine Aquivalenzrelation auf M ist, wenn ~ reflexiv und eukli-
disch ist.

Lésung zu Ubung 1.

Wir beweisen die zwei Implikationen separat.

Nehmen wir an, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Es seien x,y,z € M mit (x ~ zundy ~ 2).
Aus der Symmetrie folgt (x ~ zundz ~ y) und aus der Transitivitit folgt x ~ y. Also ~ ist auch
euklidisch.

Nehmen wir an, dass ~ eine euklidische Relation ist. Wir miissen die Symmetrie und die Tran-
sitivitdt zeigen.

Es seien x,y € M mit x ~y. Aus der Reflexivilit folgt y ~ y. Dann haben wir (y ~ yundx ~ y) =
Yy~ x, also ~ ist symmetrisch.

Es seien x,y,z € M mit (x ~ yundy ~ z). Aus der Symmetrie folgt (x ~ yundz ~ y). Dann gilt
x ~ z weil euklidisch ist. Also ~ ist auch transitiv.

Zusatzaufgabe 2.

Sei ~ eine Relation auf der Menge M # (). Man finde den Fehler in dem ,falschen Beweis“ der
folgenden Aussage:

Aussage: Wenn ~ symmetrisch und transitiv ist, dann ist ~ auch reflexiv.

L,Beweis*“: Seia € M und seib € M, sodass a ~ b. Dann folgt aus der Symmetrie auch
b ~ a. Aus der Transitivitit folgt mit a ~ bundb ~ a, dass a ~ a. Also ist ~ reflexiv.

Lésung zu Ubung 2.

1. Wir brauchen zu zeigen, dass a ~ a fiir alle a € M. Der Beweis funktioniert aber nur fir die
a € M mit der Figenschaft, dass 3 b € M, sodass a ~ b. Es kénnte aber auch a geben, die mit
keinem anderen Element in Relation stehen.

2. Wir geben hier zwei Beispiele. (In der Hausaufgabe reicht eines.)

a) R=0C Mx M fiir M # (). Diese Relation ist nicht reflexiv, weil x £ x ¥V x € M. Es ist
symmetrisch, weil die Implikation “Wenn x ~ y, danny ~ x” wahr ist; (die Voraussetzung
ist immer falsch). Analog ist auch die Transitivitit auf trivialer Weise wahr.

b) Sei M = {Berlins Einwohner} mit X ~Y < X und Y denselben Arbeitgeber haben.
Diese ist symmetrisch, weil wenn “und” kommutativ ist. Das heifit X und Y ist das
gleiche wie Y und X. Es ist transitiv, weil aus “(X und Y ) und (Y und Z) haben den
selben Arbeitsgeber” folgt auch, dass X und Z denselben Arbeitsgeber haben. Es ist aber
nicht Reflexiv, weil es in Berlin Kinder gibt und Kinder haben keine Arbeitsgeber.



Zusatzaufgabe 3.

Sei M = {1,...,n}. Wie viele verschiedene Aquivalenzrelationen mit genau zwei Aquivalenzklassen
gibt es auf M?

Lésung zu Ubung 3.

Es gibt genau so viele wie 2-Partitionen der Menge. Jede 2-Partition ist eindeutig durch eine der zwei
Mengen bestimmt. Also jede Teilmenge bestimmt genau eine Partition. Es gibt also \2{1”“*'"'}| = 2"
Aquivalenzrelationen.

Zusatzaufgabe 4.

Zeigen Sie das eine Ordnungsrelation total ist <Jede nicht-leere endliche Teilmenge ein mi-
nimales Element hat.
Lésung zu Ubung 4.

Induktion auf Mdchtigkeit:

IAmin{a} = a. Auch {a,b} hat ein Minimum, weil total = entweder a < b oder b < a.

IS: Wenn |A| > 3, dann sei a € A, und A" = A\ {a}. Weil |A'| = |A| — 1, folgt aus IV, dass es
a' :=min A" existiert. Dann existiert aus IA min{a,a’} und das ist min A.

Seien a,b € M. Wir haben a < b, wenn a = min{a,b}, oder b < a, wenn b = min{a,b}.

Zusatzaufgabe 5.

Sei <rex die Relation auf N x N definiert durch:

a<c
(CL, b) Lex (ca d) = oder
a=cundb <d

Man beweise, dass
1. =Lex eine Ordnungsrelationy auf N x N ist.

2. =pex eine Wohlordnung ist. Das heif3t, dass jede nicht leere Teilmenge N von N x N
ein Element 79 besitzt mit der Eigenschaft:

anLexa VaeN.

Lésung zu Ubung 5.

1. Fir alle (a,b) € N x N gilt a = aundb < b, also (a,b) <rex (a,b).
Seien (a,b), (¢,d) € N x N mit (a,b) <pex (¢,d) und (¢,d) <pex (a,b).

Wenn a < ¢, dann kann ¢ > a nicht gelten. Also a < c. Aus Antisymmetrie von < auf Nfolgt
a=c.
Analog folgt b = d, und somit (a,b) = (¢, d).

T Diese Ordnungsrelation heift die lexikografische Ordnung auf N x N.



Seien (a,b), (¢,d), (e, f) € Nx N, sodass (a,b) Spex (¢,d) Zrex (€, f). Wir haben
folgende Fille:

a<cundc<e=a<e,
a<cundc=e¢=a<e,
a=cundc<e=a<e,
a=cundc=e=a=ceundb<d< f.
In allen vier folgt also (a,b) <rex (€, f).
. Sei ) # N C N x N. Weil (N, <) wohlgeordnet ist, kénnen wir folgende Zahlen definieren:

min{a € N | 3z mit (a,z) € N}
min{b € N | (ag,b) € N}

ao
bo

Wir haben (ag,bo) € N, und fir alle (a,b) € N gilt:
- entweder ag < a, also (ag,bo) ZLex (a,b),
- oder ag = a, dann ist by < b per Definition, also (ag,by) =rLex (a,b).



HIER BEGINNT DER PFLICHTTEIL DER HAUSAUFGABE

Stehen Sie also allein, ohne Hilfsmittel, konzentriert vor einem leeren Lésungsheft?

Dann konnen Sie umblittern.



Probeklausur zu Mathematik Entdecken 1

20.Dezember 2024

Zeit: -96- 30 Minuten Ho6chstpunktzahl: -66- 20 Punkte 100%: 48 167 Punkte
Name:
Matrikelnummer:
Aufgabe 1 2 3 gesamt | Note
Punkte X X X

Das Punkte-Noten Schema ist wie in der Klausur.

Hinweise

(a) Hilfsmittel sind nicht zugelassen. Insbesondere sind elektronische Hilfsmittel (zum
Beispiel Suchmaschienen, Foren, Matlab, Twitter, Whatsapp, Signal), Mitschriften,
Biicher, das non-Skript und die Hilfe anderer Personen untersagt.

(b) Es gibt dret 1 Aufgaben und pro Aufgabe gibt es 20 Punkte.

(c) Die Antworten sind stets zu begriinden, inklusive der Beispiele.

(d) Sétze aus der Vorlesung konnen verwendet werden, aber die Aussage muss deutlich
erklart sein.

(e) Erhoffte Punktzahl ohne die Aufgabenstellung zu sehen I:'

(f) Geschitzte Punktzahl nach dem Bearbeiten der Probeklausur I:|i

Priifer: Alexandru Constantinescu Wintersemester 2024/25
Olaf Parczyk VL:192-337-01

TDie 16 Punkte entsprechen einer 1.0 in dieser Simulation. Fiir die Hausaufgabe werden hichstens 4 Punkte
eingetragen

Wenn Sie dieses Blatt nicht drucken kénnen, geben Sie bitte die erhoffte und geschiitzte Punktzahl auf
dem Antwortblatt an.



Freie Universitit Berlin WiSe24/25
Institut fiir Mathematik Priifer: A. Constantinescu, O. Parczyk

MATHEMATIK ENTDECKEN 1 - PROBELKLAUSUR

20.12.2024
AUFGABENSTELLUNG
Zeit: 96 30 Minuten Maximale Punktzahl: 606- 20 Punkte 100%: 48 16
Punkte

Aufgabe 1

a. (2P’) Man gebe die Definition von surjektiven Abbildungen an.

b. (5P) Man finde eine Abbildung von N nach N, die surjektiv aber nicht bijektiv ist. Man
bestimme dann eine Links- oder eine Rechtsinverse davon.

c. (3P) Essei a:Z — N die Abbildung gegeben durch a(z) = z*. Man bestimme das
Urbild der Menge B ={n € N : n > 100} unter a.

d. (1) Man zeige oder man widerlege:
Wenn f: R — R und g : R — R z2wei surjektive Abbildungen sind, dann ist h : R — R
gegeben durch h(zx) = f(x) - g(x) auch surjektiv.

e. (6P) Man zeige, dass fiir alle bijektiven Abbildungen ¢ : Z — Z und ¢ : Z — Z, die

Abbildung 7 : Z — 7Z gegeben durch 7(z) = ¢(2) - 1¥(2) nicht bijektiv ist.



