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Mathematik Entdecken 1 — Hausaufgabe 8

LOSUNGEN

Aufgabe 1. 4 Punkte
Fiir jedes n € N sei F;, = 22" + 1 die n-te Fermat Zahl.

1. Man zeige*, dass F,,41 = (F, — 1)? + 1 fiir alle n € N gilt.
2. Man zeigel, dass [li—o Fr = Fng1 — 2 fiir alle n € N gilt.
3. Man zeiget, dass fiir alle i # j gilt geT(F;, F}) = 1.

4. Man verwende Punkt 3 und den Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie, um die
Unendlichkeit der Menge aller Primzahlen zu beweisen.

Lésung zu Ubung 1.

1. Bsgilt (F,—1)2+4+1=(2"+1-1)°+1=(22")" +1=2"241=2""" 4 1=F,,,.
2. Firn=0 gilt = Foy1 —2=22" +1-2=3=2" 41=F, =[[\_, Fs-
“n = n + 1”Die induktive Voraussetzung ist

n—1

F,—2= H F.

k=0

Wir haben aus Punkt 1 und der IV haben wir, dass

Fpii—2=((F,—1)>%+1)-2=(F,—1)*-1=(F,—-1-1)(F,—1+1) = (F,-2)F, = HFk..
j=0

*Hinweis:
tHinweis:
tHinweis:



3. Seien i # j und sei d ein gemeinsamer positiver Teiler von F; und F;. OBdA kénnen wiri > j

annehmen. Wir haben also d|F; und d|F;. Weil 0 < j < i — 1 gilt auch d| H;;lo Fy,. Aus
Punkt 2 haben wir dann

1—1
d| [[Fe=F -2
k=0

Also, weil d| F; und d| F;—2, gilt d|2. Alsod € {1,2}. Wenn d = 2, dann wiirde 2| F; = 22' +1
gelten - ein Widerspruch. Also d =1 und somit ggT(F;, F;) = 1.

4. Wenn P, die Menge aller Primzahlen, endlich wdre, dann wirde es n € N geben, sodass
P ={p1,...,pn}- Aus dem Hauptsatz der Elementaren Zahlentheorie folgt, dass jede Fermat
Zahl durch mindestens einer der p; teilbar ist. Weil es aber unendlich viele Fermat Zahlen gibt,
dann gdbe es mindestens zwei geben, die einen gemeinsamen Teiler pi hdtten, und das wdre
etn Widerspruch zu Punkt 3.

Zusatzaufgabe 2.

Man bestimme alle a, b, c,d,n € N, sodass

20 . 3b. 52te . 7d — I

Zusatzaufgabe 3.

Man zeige oder man widerlege:

Wenn p1,...,pn die ersten n Primzahlen sind, dann ist p1 - - - pp + 1 auch prim.

Lésung zu Ubung 3.
Falsch, aber nicht gleich: fir n =1,2,3,4,5 stimmt die Aussage:
2-3-5-7T+1=211und2----- 11 +1=2311 sind prim.

Aber2-3-5-7-11-13 41 = 30031 = 59 - 509 ist nicht prim.

Zusatzaufgabe 4.
Man zeige, dass fiir alle n € N die Zahl n? 4+ n + 1 nicht durch 5 teilbar ist.

Lésung zu Ubung 4.

n=0 ~ 02+0+2=2%0mod5.
n=1 12+1+2=4%0modb5.
n=2 22 +24+2=28%0mod5.
n=-1 = (=1)2-1+2=2%0modb5.
n=-2 + (-2)2-2+2=4%#0modb5.

Zusatzaufgabe 5.
Man zeige, dass fiir alle € Z die Zahl 23 — 622 + 11z — 6 durch 3 teilbar ist.



Lésung zu Ubung 5.
23— 622 +1lx —6=2° -2 =2(x—1)(x+ 1) mod3.

Zusatzaufgabe 6.

Sei a = @y ... ag € N eine natiirliche Zahl die mit den Ziffern a,, ..., ag in dem Dezimalsystem
dargestellt ist. Sei k € Nso. Man zeige, dass a genau dann durch 5* teilbar ist, wenn @z_1 ... ao
durch 5* teilbar ist.

Lésung zu Ubung 6.
Es gilt a=1a, .-Gy = a, - 10" + - +ag - 10°. Weil 5* \ 10¢ < k < £ folgt also

a=ap_q-10F"1 4+ +ag-10° = @z_1 . -ag mod 5*.

Zusatzaufgabe 7.
Es sei p eine Primzahl und k£ € Nyg. Man zeige, dass

a®> =a modp® < a =0 modp" oder a =1 modp".
Hinweis: Man versuche den Fall £ =1 zu erst.
Lésung zu Ubung 7.
Sei a € 7 mit a®> = a mod p®. Das ist per Definition dquivalent zu p* | a® — a. Also

plala—1).

Wenn k = 1, dann, weil p eine Primzahl ist, folgt p|a oder p|a—1. Also a = 0 mod p oder a = 1 mod p.

Wenn k > 1, dann bemerken wir, dass, weil p|p* und p* |a(a — 1), folgt aus der Tramsitivitit der
Teilbarkeit, dass p|a(a—1). Genau wie fir k =1, folgt also p|a oder p|a—1. Es kann nicht passieren,
dass p beide teilt, weil sonst wirde p auch die Differenz, also 1, teilen. Weil p prim ist, gibt es also
zwei Flle:

Fall 1: p teilt a und ggT(p,a — 1) =1 oder Fall 2: p teilt a — 1 und ggT(p,a) = 1.

Fall 1: Weil ggT(p,a — 1) = 1 und die Teiler von p* nur die Form p* mit i < k haben, folgt auch
geT(p,a—1) = 1.

Also, aus dem Lemma von Euklid, folgt aus p*|a(a — 1), dass p* |a. Also a = 0 mod p*.

Im Fall 2 ist der Beweis analog. (Man muss nur a und a — 1 vertauschen um a —1 = 0 modp”® zu
bekommen).

Zusatzaufgabe 8.
Man zeige, dass 1 + 22 + 33" nicht das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

(Hinweis: 33° = 33%) = 327 )

(Erste Phase der Mathe Olympiade, 5.Klasse, Bukarest 1998)

Lésung zu Ubung 8.
Man merke, dass n? =0 oder 1 mod 3, fiir alle n € N. Aber 1 + 2% + 33’ =2 mod 3.



