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Mathematik Entdecken 1 - Klausur 1

Lsungsskizze .
Kein Korrekturschema !

Aufgabe 1. Die Potenzmenge der Menge M ist die Menge
24
= <A : A CM3.

240, 3133
= 40 ,

203
,
43133

,

20
,
41333.

c (Allgemein gilt :((A- B) E) A und 7 B
,
also :)

M EN und (faeM gilt x AN).

Die Aussage ist nicht fur alle Mengen M undN wahr.
17

Zum Beispiel , fur M = 0 und N = 4 13 gilt PE 31] ,
"

II 1
aber Tue 0 mitness gilt nicht.

d Weil A und B gleichmachtig sind ,
existiert f : A-> B

bijektiv ,
also auch invertierbar . Wir definieren F : 2

*-2B

durch F(M) : = f(M) =< f(x) : ueM] = 2* MzZ
*

↑

I

Wir zeigen , das F bijektiv ist , indem wir zeigen ,
das

Feine Inverse besitzt : F" :2-> 2*, F (N) = f '(N) , -Nf2*.
Sei M =2

*

beliebig. Es gilt :
(Fo F((M) = F(F(t)) = f"(f(M) = (ff) (t) =

Also For-id(R)=alogvervenden wir fof is e
um zu zeigen ,

dan FoF"= idyB. D



e f ist nicht injektiv weil f((13) = f(41 , 2 , 34) = 1
,

aber 413 41 , 2 , 34 .

· fist surjectiv weil Anel .
7 (n3e240/3

,
sodass

f((nb) = mindnb = n .

- Wir zeigen ,
das fla) und2 gleichmachtig sind.

Weil IN und /Na gleichmachtig sind , folgt
es ,
dan auch 2N und 2 gleichmachtig sind.

Es gilt f (a) = [ACIN /minA = a)
.

Wir bezeichnen diese Menge mit Ma ,
und

definieren 4 : Ma-> 2/Na durch

GCA) : = A < day
.

Weil min A=a
, folgt es , dan a far

alle xe A-daY. Also Y(A) -2 IN.

Fir die Bijektivitat bestimmen wir eine Inverse :
49" :2 -> Ma mit 4"(B) : = Buday .

weil BENsa , folgt b > a UbeB ,
also

min (BUday) = a. Also 4"(B) - Ma und
9 " ist eine Abbildung .

Es gilt dann fur alle A Ma
,
das

(44)(A) = 4"(A1a3) = (A - say) Usay =A (weila-A)
.



Weiterhin
, fur alle BEZINsa gilt

(404 (B) = <(Budab) = (B Ubay) < (a) = B
(weildB)

.

Also 49 = idMa und 409" = ideNa , also

& ist eine bijektive Abbildung .



- ufgabez Lemma von Bezout

Fur alle a
,be existieren Xue ,

sodan

IggT(a ,
b) = x .a +

M
. b

.

b) da - 7kt : a = k . d

db => FCETL : b = C . d

Seien Xue beliebig . Es gilt :

-a +u . b = x(k .
d)
+. (l

. d) = (xkyul) . d
,

alsoa Xatb .

C Wir wenden den erweiterten Euklidischen Algoritmus :

117 = 23 . 5 + 2 = 2 = 1 . 117 + +5) . 23

23 = 1 - 2 + 1 = 1= 1 . 23 + (11 .2]=
=> 1 = 1 . 23 + (- 1) . [117 + (-5) . 23] =

= 56 . 23 + (- 11) . 117 = 1288 - 1287

Also (x,u) = (56 , - 11) ist ein solches Paar.

Um ein weiteres Paar zu finden verwenden

wir : 117 . 23 + (-23) . 117 = 0
.

Es gilt also :

1 =1 + 0 = (56 . 23 + (- 11) - 117) + (117 . 23 + (- 23) . 117) =

= 173 . 23 + (- 34) . 117
.

Ein zweites Paar ist also (x) = (173 , -34) .



d Wir verwenden Induktion nach n fur die Familie von

Aussagen Aln) : 9/n + (n+1)+ (n+2)
.

I.A : Ald : 9/0 + 1 + 2 ist wahr
.

I
.

S .: A(n)= of(n+ 1)

Die inductive Voraussetzung ist also

(I .V . ) 9/n + (n +1)+ (n+2)
.

Zu zeigen ist : 9/(n+1+ (n+2)
3
+ (n+3)

.

Es gilt :
(n +1+ (n+2)3+ (n+3) = (n+ 13+ (n+2)+ m+ 3 . n? 3 + 3 1 .3+ 33 =

F(n+ 1)+ (n+2)+ 3
de ↳

Aus der (I .V .) gilt 9/a ,
und b ist ein Vielfaches

von 9. Also 9/a +b .

e) Es gilt 2025 = 452 und 45= 4 Mod 41 .

Also : 202520251 = (452745
-

451 = 42
. 45. 45

- 1 E

= [445/45]2- 1 => [(445 , 45- 1][(415)"+ 1] mod 41

Weil 41 prim ist folgt aus dem (Korollar von dem
kleinen Satz von Fermat :

a
40
= 1 mod 41

,
a mit a0 mod 41

.

Es folgt also : a " = a 40 .

5
= a" . a

!
= a5mod41.



Weil 2 O mod 41
,
KEN haben wir

4445,
45
= (445 /

5
= (45)

=

= 42 E250= 210 mod 41.

Aus und folgt also
202720251 = (2"- 1) . (2%+ 1) mod 41.

Wir bemerken
,
das 2= 128 = 3 .41 + 5= 5 mod41.

Also 2 = 2 . 2 = 8 . 5 = 40 = - 1 mod 41.

Wenn wir in einsetzen , bekommen wir

20252025- 1 = (- 1 - 1) . ( 1 +1) = 0 mod 41.
.

Also 41/20252025-1 .



Aufgabe 3 . a) Eine Inzidenzgeometrie ist eine

Inzidenzstruktur (Cf ,3) , die folgende drei Axiome
erfellt :
(11) VA ,Belt mit A + B

,
7 ! ge 9

mit Aeg und Beg .

(Iz .) Age 3 gilt #92 .

(13) 7 A ,
B
,CeCt ,

sodass A ,B,C nicht Kollinear sind .

b) Seien
g ,hey

mit g h .

Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis um #g4)1zz .

Nehmen wir an
,
das Agehl 2 .

Es folgt also ,
das

es AB gibt mit A ,Begnh .

Weil AB gibt es laut
(11)

genau eine Gerade die A und B
enthalt. Also

,

weil A ,Beg und A,Bth folgt g=k - zu g* h.

Also #gh) < 1 .

c) piel : 2t =4 1 , 2 , 34
,
3 = 451 , 23

,
41 ,34

,

32
,
333

ist eine Inzidenzgeometrie mit
1 +31 , 23

,
1 EG1 , 33

,
1 * 62 , 33 .

Also 1 liegt auf genau zwei Geraden , somit ist es
eine V-Geometrie

Nichtbeispiel : In der euklidischen Ebene liegt jeder
Punkt auf unendlich - viele Geraden . Es ist also

nicht eine V-Geometrie

*ativ : Die affine Ebene mit 4 Punkten .
Dort

liegt jeder Punkt auf genau drei Geraden .



d) Sei neN
, n 3 und (t = [1 , 2 .., n)

Wir setzen 4 = [51 ... n -133 U 44i , n3 : = = 1 in + 13

Diese ist eine Inzidenzgeometrie (aus der VL) und

der Punkt 1 liegt auf genau zwei Gerackn :
16 41 ..., -13 und 41 , n] .

e) Sei (D) ,3) eine V-Geometrie ,
mit Pelt auf genau

zwei geraden : 91 92 .

Wenn
gug:

dann muss

ein Qe(t- (g , U92) existieren. Nach (11) existiert
auch eine Gerade PQ mit PQ G, und PQ +9:4 .

Also g1Ug2 = Ct .

Nach eventueller Umbenennung konnen wir OBdA
annehmen

,
das : I = 31 , 2 ... 73

,

P= 1
,

91
= ge 1 .., k3 und 92 = 92 = 31 ,

k+ k ... 74.K

Nach Axiom I2 gilt #Gi #92 ,
also kehz ... 63 .

Weil 91kU9E) gilt fur alle ge 3-4 gik , 92kY :

g = g17 = g1(g,92)) = (g) g , x)v(gu 9a) .

Also #g#(gngik) + #(g1gzx) = 1+ 1 = 2 .

Aus (2) gilt #92 , somit#g =2 .

Sei also ge 3-59,k . 82] mit g-fab] , acb



Weil 1-g (V-Geometre)
; folgt 1 a

.

Weil #ggic) 1 , folgt b>.

Weil #(geg)1 , folgt ak.

Also g = (a
.by

,

mit a +42
... kb ,

bedktl
..,
n3

-

Jede solche Gerade muss nach (1) in 4 liegen .

Die V-Geometrie KE ,
3) ist also durch

Ked2
.... 63 eindeutig bestimmt.

Nennen wir diese Cita
.
Yah

Wir betrachten fur jedes solches k , die Menge

#Gik , #92K]. Wir haben :

k = 2 us 42 , 63 ;
k = 6 -> 66 , 23

k = 3 m> 43
, 53 ; k = 5 m> d5 , 33

k = 4 -> (4 , 47 ;

Also (tc
· 32) , Kitz , 33) , (its ,

Yn) sind

Paarweise mich isomorph .

234567

(itz
.
32) = (ts

.
36) durch t XXXK~5871

456 7

und (tz ,3) = (25 .
is durch t du

123

-d-
1 2 3 456

Es gibt also , bis auf Isomorphie , genau 3 V-Geom
.
mit# = 7.

ENDE DER LSUNGSSKiZzE .


