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Die Antworten sind stets zu begründen, inklusiv Beispiele.

Aufgabe 1. 2 Punkte

Man betrachte die Punkte in R2
:

P0 = (�1,�1), P1 = (1, 0), P2 = (0, 1)

Q0 = (2, 0), Q1 = (1, 1), Q2 = (�1, 1).

Man bestimme die a�ne Abbildung f : R2 �! R2
mit f(Pi) = Qi. Ist diese Abbildung eine

A�nität? Wenn Ja, man berechne auch die Inverse davon?

Aufgabe 2. 2 Punkte

Man betrachte den euklidischen Abstand d : R2 ⇥ R2 �! R auf R2
:

d(A,B) =

p
(a1 � b1)

2 + (a2 � b2)
2 8 A,B 2 R2

mit A = (a1, a2), B = (b1, b2).

Man fixiere zwei verschiedene Punkte A,B 2 R2
und ein Skalar c 2 R mit c > 0. Man zeige,

dass die Menge:

E = {P 2 R2
: d(P,A)� d(P,B) = c}

die Nullstellenmenge einer a�nen Quadrik ist.

Hinweis: Petersplatz in Rom.

Total: 4 Punkte

Folgende Aufgabe wird nicht bewertet und soll nicht abgegeben werden:

Leseaufgabe 3. ⇠ 2 Stundem

Lesen Sie den Beweis der Klassifizierung der a�nen Hyperquadriken in Cn
in den Notizen

weiter unten.

Zusatzaufgaben auf der Rückseite



Zusatzaufgaben

Diese Aufgaben werden weder bewertet noch müssen sie abgegeben werden.

Sie werden in den Tutorien besprochen und sind für die Klausurvorbereitung sehr empfohlen.

Zusatzaufgabe 4.

Es seien Fq der endliche Körper mit q Elementen und n > 2 eine natürliche Zahl.

1. Wie viele Geraden (d.h. 1-dimensionale a�ne Unterräume) gibt es in Fn
q ? (Fangen Sie

mit n = 2 und q = 2, 3, 4 an.)

2. Wie viele d-dimensionale a�ne Unterräume, wobei 2 6 d 6 n, gibt es in Fn
q ?

Zusatzaufgabe 5.

Drei Punkte A,B,C 2 R2
sind per Definition kollinear, genau dann wenn es eine a�ne

Gerade g gibt, sodass A,B,C 2 g.

Wenn A = (a1, a2), B = (b1, b2) und C = (c1, c2), man zeige dass A,B,C genau dann kollinear

sind, wenn

det

0

@
a1 ba c1

a2 b2 c2

1 1 1

1

A = 0.

Zusatzaufgabe 6.

Sei c 2 R und sei Z = {P 2 A2
R : d(P,Ox) · d(P,Oy) = c}. Hier bezeichnet d(P,Ox) den

Abstand von dem Punkt P zu der x-Achse in R2
. Das heißt

d(P,Ox) := min{d(P,A) : A 2 Ox}.

Analog für die y-Achse Oy. Man zeige, dass Z die Nullstellenmenge einer Quadrik ist.

Zusatzaufgabe 7.

Zu welcher der fünf Äquivalenzklassen von Kegelschnitten in C2
gehört der Kegelschnitt mit

Gleichung 2x
2
+ 8xy + 8y

2
+ 6y + 1 = 0?

2



Wir wollen Hyperquadriken bis auf Affinitat
verstehen . Das heitt , wir wollen zwei Hyperquadriken
als aquivalent (gleich) betrachten wenn sie durch

Affinitten ineinander umgewandelt werden konnen.
Genauer : Bezeichne AGLu((K) =24 : I->1K")Affinitat].
-

Bem :

-

bei felK[x, ..,
xn] und Tz AGLuC(K)

.

Es gilt :

-(N(f(x)) =
N (f (t (1)

.

: T(M) = [ + (m) : me My

also : T (N(f(L)(DTdLell : f(1

& + (1)el : f(x) = 0 .

rid) -(x) elK" : f(t"(0())) = 0)
-=

5 Bel : f(T (B) = 0)

defNHN (f(T"(1) .

B: Wenn fug ,
dann f(t(ellwg(w(l)

Definition : Zwei Hyperflachen I , eKKE*]/N
sind affin Aquivalent , wenn es T-AGLu ((K) gibt
Sodan f(t(z)) = g(X) .



Affine Klassifizierung der Hyperquadriken heitt
also die Equivalezklassen dieser AR . zu beschreiben.

Latz: Jede Hyperquadrik in K ist zu genau einer
der folgenden Hyperquadriken affin quivalent :

· x +
..

+ 2 + 2r+ · mit 14rcn

· Mit ... + 2 + 1
,
mit 1 +En .

· x + ...+
,
mit 1 n

weis : Sei f = (1 -- . C . (i) wobei (eMat3M(k)

und C= (a E Mat8M(K).I
Aus Korollar 11 .37 .

existiert AEGLn (D) ,
sodass

AFC . A = (Fr 6)
Es folgt also fr T :"-4 T() = A . K + 8

,

dan
f(w(e) = (1r(x) . C' . (v) =

= ( =.( .(4)()



- (x .((=) =

= x2 ..
2

22 , x +
..

+ 24 Xr +2Ca+ YwH + ..
+2CuXu

Diese war die schwierigste Transformation .

Fir i = 1 ... verwenden wir quadratische Erganzung :

2 + 2441 + G - 4 = (x ,
+G) -C

Also wenn wir - -G abbilden
,
dan

verschwindet der Lineare (ie . dg=1) Teil in Un

Fir TEAGLn(K) mit

↓ (ies
..
Hub = (21-Ce .., Mr-Cr ,Pr- Unl

bekommen wir also :

f(T()) = 2 + .. +2 + 2 Cr+Mr ..
+ 2CnUn + 2

.

wir konnen jetzt Art ... Un permutieren ,
soda

Cr +1 : C #0 , CSH =.. = Cn = 0 .

und x: Xi fur i-rt .., s auwenden

t X*so : I aff *+ .. + x2 ++
+.. + Xs+ C



Fl : Dr
,
dann

,
durch xs- -C

bekommen wir f Wat X, .. + X + x
r++ .. + Xy

Durch2r-> Mrt-Prz- ...
- und mit- :

Nift

bekommen wir : f Waff Xi+.. - X + Xr+

: D .
h .
Kein Teil von Grad 1

.

Alsof Taff .

X, ..
+x+ C

.1 :
Wenn CO

,
dann TEAGLu(K) mit

Xi +> E . x ; (geht (EK ,
C+0)

gibt us f if
C. x, .. + C.Xy + C ~ X,+ ..x .

2: Wenn = O
,
dan haben wir schon :

f Taff Xi + .. + X

-

Um den Beweis zu beenden ,
brauchen wir noch

zu zeigen ,
dan die Hyperquadrike aus der

Liste paarweise nicht quivalent sind.

furreicht : Fur jede Hyperquadrik haben wir

zwei symmetrische Matifen ,
die sie characterisieren :

deRaftme und Cite (eMatSym(e .

Jedes Mal das wir TEAGLn(D) anwenden haben

wir eine Kongruent von symm . Matrizee :

LAST. C. A and AT . C . A
,
wobeiA



Der Rang bleibt unverandert unter Kongruent .

Es reicht also zu zeigen ,
dan (rang , rang

fur die Hyperquadriken in der Liste paarweise
verschieden sind

.

↳ gilt : rang
C = ~ it allen Fallen

.

Fall 1 :

c.), co
e

I hat Rang ++2

Fall2 .
1:

i -a) hat hangin e

InFall 2 .
2 :

·O
O

( hat Rang r
Also die Hyperquadriken aus der Liste sind paarweite nicht

affin aquivalent .

#

m: Um die Aquivalenzklasse einer Hyperquachikz finden
reicht also die Range der zugeordneten Matrizen ( undC'zu bestimmen.


