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* Diese ist keine Musterlosung und dient auch nicht als Korrekturschema.

Aufgabe1 : a) Sei UEV ein Unterraum des IK-Vektorraumes V .

Der Annulator von W ist der Enterraum desDualraumes
*

:

-O . = [fEU*: fle = 0 FuttS .

b) "c"

Sei fe(UstWal beliebig . fluster) = 0
,
Vessels ,

est Un
.

Fir m = 0 haben wir : F(na =0 Vase Un ,
also feUz .

->
Fir m = 0 haben wir : fleul = 0 Fee U ,

also fer: J
=> fev : 102.

"2"
.

Sei feWinVi beliebig.
·Sei MitelzEUstUs beliebig (miteUn ,

MeUn).

Es gilt f(e + un) = f(ue) + f(un) = 0 +0 = 0 ,

weil feri U ,
also tevi und feWe

c) Sei v = (n
, y ,
z) e U

, beliebig. Also c+y+ z = 0 .

-
Es gilt . f(v) = (x - z

,
n+y + z ,

- x +z) = (u -z
,

0
,x+ z)

.

Weil(x-z) + 0 + (- U+ z) = 0
, folgt flu)tV .

d) Weil V als Lsungsmenge einer nicht-trivialen

homogener linearer Gleichung gegeben ist , gilt dim,V =2.



Also um eine Banis zu finden ,
reicht es zwei

linear unabhangige Vektoren in V zu finden ;

zum Beispiel vi = (1
,
-1

,
0)

, 02
= (1

,
0

,
-1)

.

Wir bestimmen dann die Matrix von fly bezuglich
dieser Bais :

f(u) = (1 - 0, 0
,

- 1 +0 = 0.2 + 1 . vz

f(v) = (1 - (1)
,
0

,
- 1 - 1) =

0.Ve + 2. On .

Mankambeobachten
,
dans f((n) =2- n

,
also 2 ist

ein Eigenwert von flu .
Weil f(2v) = 2.z

= f(ve)
,

ist
&

& nicht injektiv ,
also O ist der zweite Eigenwert ,

mit

Eigenvektor : 25-V = (1 ,
-2

,
1)

.

Neil dim
p
V = 2

,
sind

O und2 die einzigen Eigenwerte und die figenraume sind

1-dimensional : Eig(fly , 0) = Span (1 ,
-2

, 1)

Eig (f/, , 2) =Span ,R
(1,

0
,
-1)

.

Wenn man das nicht bemerkt
,
dann kann man die Suche

systematisch angehen: die zugeordnete Matrix ist :

M =

O g

(
1 2

,
also
f

= det= x2) = x(x -2)
,

also die Eigenwerke sind die Nollstellen O und 2 .

Wir bestimmen jetzt Eig(f(vio) und Eig(flv ; )
Sei v= (n ,y ,z) .

veEig(flvid) Ex flt =0 und veV

= (x- 2
,

0,+z) = (0
,
0

,
0) und U+y + z = 0 .( -z und y =

- 4 -z .

Also Eig (f/f ; 0) = 4 (n ,
-2n

,
2) : MEIRY

-



reEig (f( ; 2) f(u) =~ under-V

< (n- z
,
2+ y +z ,

- x + z) = (22 , 24 , zz) und

n +y + z - O

C= x- z = 2x C z = - x

S 0 = 24

=] 4
y = 0

- u + z = 2z

Also Eig(fly ; 2) = 4 (x ,
0

,
- 2) : U + RY

.

e . Ja , fly ist diagonalisierbar ,

weil alle Eigenwerte
algebreische Vielfachheit 1 haben.



Aufgab : a) Sei Vein endlich dimensionaler I- Vektorramm

und fe End, (u) ein Endomorphismus mitcharakteristischem

Polynom *1 .

Dann gilt :

xqCf) = 0 GEndp(V) .

b) Weil Nell ein Eigenwert ist, existiert ein veVilo]
,
sodass

f(u = x .r .
Es gilt dann fur alleieN : f) = x'v .

Sei plu) = CjU + ... +CU + Co
,
mit Cielk Wi . Dann gilt:

(P(A))( = Cn fY(n) +... + Gif(v) + Co - id(u) =

= Ch .
x"Ut

...
+ G . X. V + Co . V -

- (Ch x"+... + C . x + (d) . ~ =

= P(x) . ~
.

Weil veViu] folgt daraus ,
dan p(x) ein EW von

p(f) ist .

c) Die Dimension von Endp(u) = (dimV)= n2 ,
wei

Endp (V) = Matdim,
(1)

. Also musste m = n -1 gelten.

Fur alle fe End, V gilt aber ,
nach dem Satz von Cayky-Hamilton

don Xf(f) = 0
,
also f+ C

, f
*

+ .. + Cnft Cn = 0
,
mitCel .

Weil ne , gilt -1 ,
also das gibt eine

nicht-triviale(Koeff . von f=0) lineare Kombination

von 6f%... fly ,
und somit ist diese Menge

fr keinf linear unabhngig.



d. Weil deg Xq = 6
,
ist Spur 4 gleich mit Ell mal

den koefficient von + in Xp. Also

Spur 4 = -2
.

e. Weil Xf = t . (t"+ 2t5 - 3- - 4t + 4) ,
ist

· ein Eigenwert von 4 mitMall ,d = 2
.

Es gilt : dimker 4 = dim
, Eig(9,

4
g (4 ;

0) .

Weil t/mPoly und XmPoly , folgt es
,
da

der gropte Jordan-Block zum E .W. O groe
hat . Das impliziert ,

weil die Summe der

Grofen der 7-B) . zu 0 gleich mitMal4; o sein
muss

,
dan es zwei 1x 1 Jordan-Blocke

zu 0 gibt ,
also dim Ker 4 = 2 .

f .
Wir faktorisieren erstmals mPolf :

Can merkt , dan 1 eine Nullstelle ist
,
also t-l muss ein

Faktor sein. Das mussman aber nicht erwahnen)

t + 3 - 4t = t(+3t- 4)

= t . (t- t+ 4t - 4t + 4t - 4) =

- t . (t(t-1)+ 4t(t- 1)+ 4(t -D) =

= t . (t -1)(t+4t +4) = t(t-D(t +2)2

Das heitt ,
die EW von 4 sind 0

,
1

,
-2

,
und



die grotten entsprechenden J-Blocke sind :

fur 0 : 1x1

④ fir 1 : 1x 1

fer-2 : 2x2 .

&Wir wissen
, dan M(d/XqOf

Es gilt auch mPolg = t . (t + 3t2- 4) = t q(t)

xg = t(t 2t - 3t- 4 t + 4) =
E- P(t)

Es reicht also p durch 9 zu
teilen :

t+
2t

- 3E - 4t + 4 +3 + 3t2 - 4

37- 47 0t
- 1

o -t - 3t2- 0 + 3

- t3 -372 + 4

8

Also p = (t-1 .

q und somit

e-q = t . (t - 12 . ( + 2)4

Also
,
die Summe der Gropen der J - Bl . sind :

fur 0 : 2
, fir 1 : 2 , fer-2 : 2 . Das

, zusammen

mit * gibt uns die einzige mogliche JNF:

80
.

O
1

O -2 1

(

0 - 2



Aufgabe a) Sei Vein IR-Vektorraum (beliebiger Dimension).
Eine symmetrische Bilinearform 4 : VxV > IR ist

positiv-definit wenn 4(w
,
) > 0

,

veV1403 .

b) Wir orientieren uns am Kieferum :

A = (a ,j) -> MatM(R) ist positiv-definit > det A 0
,

XK =
1

, ... m
.

wobei Ap = (aij Inkij _ k
Wir suchen also A = (3) mit det (a) =a> 0 und

det(ab) = ac- 0

die aber einen negativen Eintrag hat .

Zum Beispiel : 2) .

Wenn man das Kriterium erwahnt
,
dann ist nichts weiteres

zu zeigen .
Sonst muss man beweisen

,
dan

(n > (i)(ij) >0
,

(m -y) ->IR
: 310.0

Das ist quivalent zu

(a -

y ,

- n +2y)(y) = m-

my -

my + 2y2
=

- zuy +y + y 2 =

= (n-y)
2

+>" > 0 (y) -IR< ((0 ,0))

Das ist wahr
,
weil die Summe von Quadruten inHe nicht

negativ sein kann
,

und nur dann Null wenn alle Quadrate

Null sind. Also PA(my) .

(n .y) > 0
, # (y) < M - / 10

,0)].



c) Wenn 4 positiv-definit ist , dan gilt insbesondere
↑ (n ,
u) > 0

,
F ne T .

Also Ply ist auch positiv-definit
Es bleibt zu zeigen ,

dass aus 4/y positiv-definit,
4 nicht ausgeartet folgt :
Sei weU ,

sodan P(w ,
u) = 0

,
FucU

.

Insbesondere N(w
,
ut = 0

,

also
,
weil Ply positive

- definit ist
, folgt W = 0. Also Ut = 303 und

somit ist 4In nicht ausgeortet .

d . Sei v= (zu
,
z)eK" mit we kit .

Also ((z, , z2)
,
(1

.

i) ) = z .
T + z = 0

Das istaquivalent zu zu-izn =
0

,

Also z, = i .Zz .
Also w= Lizen) fur irgendein zC .

Somit gift [(1 . :13t-Spanc(i ,
1)

.

E . Ja ,
das existiert:

Weil (, ) = (1 , i) ,
ware ein

E

Eigenwert und 4 ,
il ein Eigenvektor . Unitre Automorphismen

haben Eigenwerte von Betrag 1
,
das ist von

1 + :
&

T
Das einfachste Beispiel ist die Multiplikation mit
= H : fil-> M fl =x .

Bezuglich jeder Baris ist die zugeordnete Matrix von fx :

M= (10) ,
weil. x .x = (1 +1) . (1 - i)

=
14

= 1
, gilt M .M= Iz

15 . E

also M ist hermitesch und somitfx umtar .


