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- ffine (Hyper)Quadriken

↳

de : Betrachte Gleichungen des 2. Grades und deren Lsungsmengen in IK".

· Welche Zusammenhange gibt es ? (Gleichung-Algebra , Lsungsm . =Geometrie
wollen wir erlauben ?· Welche Transformationen des Raumes/der Gleichungen

piel: x+Y-1 uns x+y - 1 = 0 (Lsung = Nullstelle einesPolynoms)
④ K=1: Liz = ((n ,y) ElR2 : x +y - 1 = 04

② K = Q : La = 4(p . g) eQ2 : p
+q= 13 Z Zahlentheoretischen Problem

.

Bringe auf einem gemeinsamen Nenner :

((E)eQ : + b =3) ((a ,
b

,

de : < 10
,
a+3 =3
↳(ab

,
d -(+ a

,
+ b

,
= C)

Um ↳ zu bestimmen reicht es also die nicht negativen ,primitiven
*

Pythagoreischen Tripel zu verstehen .
( * primitiveggT(a ,

b.) = 1)

C + 0

Stz: ((a ,
b

.
c) <N : a =>3 = )(m2- n2

,
zmn

,
mi n2) : mineIN

,
m > n =0]

L ggT(a ,b
,
c) = 1

&

(Suchen Sie den Beweis dafur

③ Fermats Letzter Satz : Fir n > 2 gilt :

((U . y) EQ : n + y = 13 E ((11 , 0) ,
(0

,
+ 17).

Buchempfehlung (Geschichte der Mathematik) : "Fermats Letzter Satz"

von Simon Singh.



Zu erst : Aftometrie
Inach : Fischer "Lin

.Alg & An . Geo" -Exkurs ber aff . Geom.

: Affine Geometrie = Lineare Algebra + Translationen.

Ein affiner Unterraum vonI ist die Lsungsmenge eines

(nicht unbedingt homogenes) LGS : U = ((Alb) =[1-K" : A = 3 ]

Wenn man eine Losung p gefunden hat ,
dann gilt :

W =

p
+ 0 = (p + 1 : A . ( = 6)

WVR vonIICh

""A . (p + x) = A .

p + A. = b + 0 = b
,
also p++ E .

""A . u =bu = p + (P) und A(u-p) = An-Ap = b -3 = 0

* also u-ped(A10) .

Wir wissen schon : [L(A10) : Ae Mat
, (IKL] = E/"].

Sei Vein endlich dimensionaler KK-Vektorraum .

Refinition : UC ist ein affiner Unterraum von V wenn :

EpeE und YoEU ,
sodass W =

p +To =Sp + r : we Eo] -

Bemerkung: To ist als Eo =(q-p :

q , pe WG eindeutig bestimmt .

Die Dimension des affines Unterraumen U =

p+Us ist : dim := dimp,To-

Bereichnung: For pqet : p := q- p (alsopgetFeVo)

· Der Vektor j verschiebt dem Punkt p nach q :

->

P + Pq
= q



D: Owe T heit die Abbilchung Tw : V- V

L die Translation mit ~ .

q1-> q + V

Pet: Ein (k + -Tupel (Pos Pil mit Pie Ki

heipt affine Basis (oderk-Bein) von T wenn :

pop? , ... Popi eine IK-Basis von En ist.

Det Eine Abbildung f : V -W zwischen IK-VR heibt-i

affine Abbildung wenn es einelK-lin
.
Abb

.
F : V-SW gibt ,

sodass

L f(u) = f(Ov) + F(v) FreV .

↳em : Die Abbildung Fist eindeutig bestimmt.

· Im Fall V
= 112 "und W = /Km ist f : Ik"-> Ik

M

genau
dann aftin ,

wem 7 AEMatmin(IK) ,
b EKKM

,
sodam

f(z) = A .1 + b V x -IK" .

Det: f : V-> W heipt itat wenn f affin und bijektiv ist .

· Weil der Nullvektor keine besondere Bolk mehr spielt ,
kann man

nicht ber den"Kern einer affinen Abbildung" sprechen. Nur ber den
Kern der zugeordneten IK-linearen Abbildung.



Lemma

f: ist eine Affiniteit Fe Aut, (V) (IK-Isomonch .)
vi > f(0) +F(v)

b) f : U-> V ist eine Affinitat f :
V- W ist eine Affinitet .

mit f (w) = F (f(0) +F (w)
,
AweV

.

c Wenn Pos .. Pn und
901 : En zwei affine Basen

von V sind
, dann-f : V-> V Affinitet mit

f(pi) = qi * i = 0, ..., n
.

Beweis : ab Es gilt : FeEnd (V).

Wenn FIsomorphismus Fist nicht injektiv- KerF0
=> JV-V

,
VxO und FN = 0

.

Dann gilt f(w) = f(0) + F(u) = f(0) ,
also finjektiv. 4

.

Also: -"in a . ) f = Affinitat = F ist ein 1-Automorphismus.

Umgelahrt : Wenn FeAut(V) = - F : V-> IK-linear

definiere f . V <V durch ful : = -F"(f(o)) + F (w)
.

Es gilt : f"(f(w)) = f (f(0) + F(u) = -F (f(0)) +F (f(d) +F(v)=

=
- F (f(o) + F (f(ol) + F"(F(ul) = v fveW

Also fof-idv .

Analog zeigt man fof" = idn . Also f ist eine Affinitat.

a & b



c) Lin .
A

.

1 : Weil pop, : Popu und g ... Te Basen vonV sind,

7 ! F : V -> V mit F(ppil =Ni und FeAut(V) .

Definiere : f (0) := q
- F(P0) und f(u) : =f(0)+F(u) ,veV .

Also f:V-V ist nach Punkt a eine Affinitat und esgitt :

f(pi) = f(0) + F(pi) = 40 - F(po) + F(pi) =I
= 90 + 902i = Ei Ki = 0 ...

n
.

-

=

90 + F(pi-Po) = 90 + F(ppi) =

->

Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Findeutigkeit von F
.

Affine Abbildungen von IK" nach IM

Ziel : diese durch (m + 1) x (n + 1) Matrifen zu beschreiben.

Sei fil"-> KKMaftin ,
also f(x) = f(0) + F(z)

.

Lin. A . J Ae Matmin((K) mit F(x) = A . I.

Sei b = (be ... bm) Tell m definiert als b := f(0) .

Also f(x) = 3 + A . K
,
xelK"

.

1

Al

10 ......

Abyt ... A

Fir I ! A I gilt : A ! (i) = (3+

! =(ibre
an br + Amidst -- + Amu Xm

Wobei f(x) = Y . Also f wird durch A beschrieben .



Wenn feine durchA beschriebene Affinitat ist ,

dann ist f durch

10.
m

O

(A) =

-A I A

-

beschrieben.

Beispiel : f : R < gegeben durch flunn[= (2xn- 4
,
4

,
- 2)

T

T

Es gilt : F :M -> mit Flann = (2uz
,
unl

I
O

Also +
=,02) , b = (2) if 2

- 2 10

wiren
:

A = (8) ,

== ! =a

-(A)= 2
⑥

,
also flunnl = /](ni) + (a) =I O 1 I 2

2 1/2 O

= (x + 2
, kn-

+2)
.

Polyn in mehreren Viarablen (Siehe Non-Skript)

MeNNso
,

X , ... In Variable
,
fa-lan ...an EN wird das

Monom x: = x" .... X
*

zugeordnet .

Wirbefrachten Monome als 1-linear unabhngige Vektoren.
D

.

h. M .

"
+... . *r = 0 mit :Faj wenn itj , implificat

Re- ... = Xr



Wir definieren dann den IK-VR :

IK [x
.. . . ,
xn] = [alle e .

Komb
.

der Monomen in X, xn].

=SE Ca . X*: < Elk] .

endl . -viele

Ca+G

Die Addition ist komponentenweise und die Mult: ist

durch lineare Erweiterung von X
*. x = x

*+ erhalten.

Die 1 in KTx
. . .,
xn] ist das Monom =x....x = 1

.

Bem : (IKIx: Xu], +
, .
) ist ein Kommutativer Ring.mit 1 .

Der Grad eines Monoms ist :

deg (xq) = apt ... an.

Der Grad einen Polynoms f= [Ca -

* ist

degf = max(degx:<q
+ 03

·

Ein Polynom + = Eax* -(KIx .., xn] ist gen vonGrad

wenn Ca #0 => deg x
*

= d .

Bsp- X , + 3x
,
x- X

, X2X3 + X2Xz ist homagen
2 von Grad 3 .

Jedes Polynom felKIxe ..., xn] definiert eine

polinomielle Abbildung : f : IK"-> IK

Knidu)+ fltn-Lu)
.

! Wenn #Ko ,
dann definieren Poly gleiche Abbildungen)
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Affine Quadriken

Lee : Lsungsmengen polinomieller Gleichungen von Grad 2
.

=. +y = 1 = 0
.

-

...

(3 , 1)

2x+ 2y - 1 = 0

x. (v +y - 1) =0(x +0) (1, 8)

Multiplikation mit einem nicht-Null Skalaw

andert die Nullstellenmenge nicht .

(x - 3)f (y - 1)- 2 = 0(> + y - 6x - 2y - 8 = 0

Eine affeine Transformation der Nullstellenmenge (durch eine

Affinitet) entspricht einer (umgekehrteu) Transformation der Gleichung.

For felK[x] := /KTxx ..,xn] definiere N(f)-(elk" : f(x) =0]
.

1
. Wir definieren auf (KI*] = MEX,

, ...
xn] die Relation

fug(> 7 xE(K
,
x =0 : f = + q

-

· Das ist eine Aquivalezrelation auf KK[X] und :

f(x) = 0 () x . f(1) = 0 x +0
.

Also f-g => N(f) = N(g)

# z .B. N(X + 1) = N(X+ 2) = 0 CIR'
↳

aber x+ 14 x + 2
.

: Eine affine Hyperflache von Grad d in IK" ist eine

Aquivalenzklasse einer Polynoms felK[X, ...Xu] mit degf = a
.

· f = 0 heipt Gleichung der HF . NCf) heitt geometrischer Ort
Coder Nullstellenmenge) der HF .



Beispiel: d = 1 affine Hyperebenen .

(Wir haben in Lin
.
A

.
I gesehen ,

dan Lineare Hyperebenen,
d .
b

. HEpV mit dimutl = dimV-1 sind durch eine

lin
. Gleicheng a,,..+ ann = 0 definiert

,

und dan

zwei Gleichungen genau danndieselbe Hyperebene definieren,
wenn sie nicht-triviale Vielfachen von einander sind. (

d : 2 Der geometrisch Ort konnte sogar her sein :

IK =R : N(2 + y +1) =0 us .

K=D N
,
(x2y + 1) + & .

A

vadrikenWir bleiben bei d= ~ aftine Hyper.q-
n > 3

n =3 : Quadriken n= 2
: Kegelschnitte

b= 2 :

(Flachenl
d = 2 (kurven)

Wenn deg f =2 : f = Cijk: j + 2: c x.

& (convention .

(geht weil char(k+2)

Also : Fannie = (n ... and)(is)(i) + 2 -( :a)

Iflexal = Lex.... Xa)c)



Wir wollen Hyperquadriken bis auf Affinitat
verstehen . Das heitt , wir wollen zwei Hyperquadriken
als aquivalent (gleich) betrachten wenn sie durch

Affinitten ineinander umgewandelt werden konnen.
Genauer : Bezeichne AGLu((K) =24 : I->1K")Affinitat].
-

Bem :

-

bei felK[x, ..,
xn] und Tz AGLuC(K)

.

Es gilt :

-(N(f(x)) =
N (f (t (1)

.

: T(M) = [ + (m) : me My

also : T (N(f(L)(DTdLell : f(1

& + (1)el : f(x) = 0 .

rid) -(x) elK" : f(t"(0())) = 0)
-=

5 Bel : f(T (B) = 0)

defNHN (f(T"(1) .

B: Wenn fug ,
dann f(t(ellwg(w(l)

Definition : Zwei Hyperflachen I , eKKE*]/N
sind affin Aquivalent , wenn es T-AGLu ((K) gibt
Sodan f(t(z)) = g(X) .



Affine Klassifizierung der Hyperquadriken heitt
also die Equivalezklassen dieser AR . zu beschreiben.

Latz: Jede Hyperquadrik in K ist zu genau einer
der folgenden Hyperquadriken affin quivalent :

· x +
..

+ 2 + 2r+ · mit 14rcn

· Mit ... + 2 + 1
,
mit 1 +En .

· x + ...+
,
mit 1 n

weis : Sei f = (1 -- . C . (i) wobei (eMat3M(k)

und C= (a E Mat8M(K).I
Aus Korollar 11 .37 .

existiert AEGLn (D) ,
sodass

AFC . A = (Fr 6)
Es folgt also fr T :"-4 T() = A . K + 8

,

dan
f(w(e) = (1r(x) . C' . (v) =

= ( =.( .(4)()



- (x .((=) =

= x2 ..
2

22 , x +
..

+ 24 Xr +2Ca+ YwH + ..
+2CuXu

Diese war die schwierigste Transformation .

Fir i = 1 ... verwenden wir quadratische Erganzung :

2 + 2441 + G - 4 = (x ,
+G) -C

Also wenn wir - -G abbilden
,
dan

verschwindet der Lineare (ie . dg=1) Teil in Un

Fir TEAGLn(K) mit

↓ (ies
..
Hub = (21-Ce .., Mr-Cr ,Pr- Unl

bekommen wir also :

f(T()) = 2 + .. +2 + 2 Cr+Mr ..
+ 2CnUn + 2

.

wir konnen jetzt Art ... Un permutieren ,
soda

Cr +1 : C #0 , CSH =.. = Cn = 0 .

und x: Xi fur i-rt .., s auwenden

t X*so : I aff *+ .. + x2 ++
+.. + Xs+ C



Fl : Dr
,
dann

,
durch xs- -C

bekommen wir f Wat X, .. + X + x
r++ .. + Xy

Durch2r-> Mrt-Prz- ...
- und mit- :

Nift

bekommen wir : f Waff Xi+.. - X + Xr+

: D .
h .
Kein Teil von Grad 1

.

Alsof Taff .

X, ..
+x+ C

.1 :
Wenn CO

,
dann TEAGLu(K) mit

Xi +> E . x ; (geht (EK ,
C+0)

gibt us f if
C. x, .. + C.Xy + C ~ X,+ ..x .

2: Wenn = O
,
dan haben wir schon :

f Taff Xi + .. + X

-

Um den Beweis zu beenden ,
brauchen wir noch

zu zeigen ,
dan die Hyperquadrike aus der

Liste paarweise nicht quivalent sind.

furreicht : Fur jede Hyperquadrik haben wir

zwei symmetrische Matifen ,
die sie characterisieren :

deRaftme und Cite (eMatSym(e .

Jedes Mal das wir TEAGLn(D) anwenden haben

wir eine Kongruent von symm . Matrizee :

LAST. C. A and AT . C . A
,
wobeiA



Der Rang bleibt unverandert unter Kongruent .

Es reicht also zu zeigen ,
dan (rang , rang

fur die Hyperquadriken in der Liste paarweise
verschieden sind

.

↳ gilt : rang
C = ~ it allen Fallen

.

Fall 1 :

c.), co
e

I hat Rang ++2

Fall2 .
1:

i -a) hat hangin e

InFall 2 .
2 :

·O
O

( hat Rang r
Also die Hyperquadriken aus der Liste sind paarweite nicht

affin aquivalent .

#

m: Um die Aquivalenzklasse einer Hyperquachikz finden
reicht also die Range der zugeordneten Matrizen ( undC'zu bestimmen.



Eine Hyperquadrik heitt nicht entertet falls RangC' = n+

Die nicht entarkete Hyper quadriken in K sind also

affin aquivalent zu
x +.. + X + 1 oder Xt ... X + Xn .

In dem veellen Fall kommen auch Vorzeichen vor

Der Kern der Klassifizierung ist aber wieder die Diagonalisierung
der symmetrischen Matrizen und der TragheitssatzI von Sylvester .

Fir Kegelschnitte (n =
2) haben wir folgenden Satz:

S Affine Klassifizierung der veellen Kegelschnitten :

Jeder quadratische Kurve in 12 ist
zu genau

einer der

folgenden affin aquivalent:
na = nicht entertet .

Der Beweis lauft ahnlich wie im Komplexen Fall ,
nur mit

mehreren Fallunferscheidungen .

Bem : In dem komplexen Fall sind die Ellipse und die Hyperbel
affin aquivalent .


