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Vorbemerkung

In diesem Propiddeutikum ist Handwerkszeug zum wissenschaftlichen Arbeiten
zusammengestellt, das in dieser kompakten Form fiir Studienanfanger der
Geisteswissenschaften bisher nicht zur Verfiigung stand. Obwohl Grundkenntnisse
in  Mengenlehre und Logik zum  gewohnlichen  Schulstoff  einer
Gymnasialausbildung gehoren (oder muB man auch hier inzwischen sagen:
gehorten?), hat sich in meinen Lehrveranstaltungen immer wieder gezeigt, daf3
Studierende mit diesem fachiibergreifend relevanten, fiir die Lektiire
sprachwissenschaftlicher Arbeiten aber ganz unerldBlichen Werkzeug kaum im
Ansatz vertraut sind. Besonders hinderlich war dabei nicht selten das Vorurteil,
Mengenlehre und Logik gehorten zur Mathematik und als Geisteswissenschaftler
brauche man sich daher damit nicht zu beschéftigen. Wer sein Studium (auch) als
Befreiung von Vorurteilen begreift, wird schon nach kurzer Zeit der Ubung
erstaunt feststellen, wie sehr dieses Werkzeug nicht nur dem Mathematiker,
sondern jedem wissenschaftlich Denkenden die Arbeit erleichtert und ihn vor
Fehlschliissen bewahrt (eigenen und solchen in der Literatur). Nichts desto trotz
habe ich bei den Ubungsbeispielen immer wieder auf allgemein vertraute aus der
Mathematik zuriickgegriffen.

Wihrend die Abschnitte I.B und 1.C in besonderer Weise auf meine (sprach-
wissenschaftlichen) Lehrveranstaltungen zugeschnitten sind, behandeln die iibrigen
Abschnitte Begriffe und Techniken von allgemeinerem Interesse. Wer sich iiber
die ersten Anfangsgriinde hinaus iiben will, findet dazu am Schlul3 eine kleine
Literaturauswabhl.

Uber Kommentare und Verbesserungsvorschlige wiirde ich mich sehr freuen.
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I. Mengentheoretische Grundlagen

A. Grundbegriffe der Mengenlehre
1. Der Begriff der Menge

Unter eine Menge verstehen wir mit Cantor die Zusammenfassung bestimmter,

wohl unterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens.' Die

Objekte, die zu einer Menge gehoren, heilen Elemente der Menge. Ist » Element

der Menge M, so wird dies durch » € M (lies: ,,» ist Element von M*) symboli-

siert.? Ist 7 nicht Element von M, so schreibt man r ¢ M.

Mengen konnen mithilfe von geschweiften Klammern beschrieben werden,
und zwar:

— durch Aufzihlen ihrer Elemente: die Menge der geraden Zahlen zwischen —1
und 9 = {0, 2, 4, 6, 8}

— durch die Angabe einer Eigenschaft, die genau den Elementen der Menge
zukommt: die Menge der geraden Zahlen zwischen —1 und 9 = {r | r ist eine
gerade Zahl und —1 < r <9} (lies: ,,die Menge aller » mit der Eigenschaft: r ist
eine gerade Zahl und —1 kleiner-gleich r kleiner-gleich 9°)°

Aufzihlbar sind streng genommen nur endliche Mengen: Eine quasi-aufzdhlende

Darstellung von unendlichen Mengen wie z.B. ,,{1, 3, 5, ...}* ist unvollstindig, da

das Gesetz fur die Fortsetzung implizit bleibt.

U 1: Uberlegen Sie sich ein Beispiel, wo unterschiedliche Fortsetzungen mdglich
sind.

Die Menge, die kein Element enthélt, heif}t ,,leere Menge* und wird mit dem
Symbol ,,&0 bezeichnet. Gewohnlich definiert man:’

& = die leere Menge .= {1| 1 # 1}.

! Die folgende Darstellung lehnt sich eng an Schifer/Georgi/Trippler (1999: 104—109) an.

2 Im Rahmen dieses Propéddeutikums verwenden wir die Variable 7 flir beliebige Entitéten,
weil die Variable ,,x* in meinen Lehrveranstaltungen regelméfig eine speziellere Interpretation
hat. In anderen Zusammenhéngen ist es iiblich, die Variablen vom Ende des Alphabets — speziell
WX X1, s W, .. — flir beliebige Entitdten zu verwenden.

3 Anstelle des senkrechten Striches wird auch der Doppelpunkt verwendet: {r: r ist .... }. Ublich,
wenngleich nicht ganz exakt, ist auch die Angabe eines Grundbereiches vor dem Strich bzw.
Doppelpunkt (anstelle danach): {r € 9 | r ist gerade und —1 <r <9}.

* Das Zeichen =" steht fur ,,ist per definitionem gleich®. In einer Definition werden wir den
definierten Begriff immer hervorheben. Dies ist besonders wichtig bei informellen Definitionen,
die in den fortlaufenden Text eingestreut sind: Nicht jede Aussage, die als Definition infrage
kommt, ist auch als Definition zu verstehen. Ein Autor spart seinen Lesern daher gegebenenfalls
sehr viel Arbeit, wenn er Definitionen immer eindeutig als solche kennzeichnet.
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2. Relationen zwischen Mengen

Eine der wichtigsten Relationen (,,Beziehungen®) zwischen Mengen ist die des
Enthaltenseins:

Definition: Eine Menge M, ist Teilmenge einer Menge M, (,,M, ist in M, enthal-
ten*), symbolisch: M, < M,, genau dann, wenn jedes Element der
Menge M, auch Element von M, ist.

Anstelle von ,,Teilmenge* wird auch Untermenge gebraucht. Zum Beispiel ist
{1,2} eine Teilmenge von {l1,2,3} (Ubung: Ist die definierende Bedingung
tatsdchlich erfullt? Wie mufl man Bedingungen dieser Art — fiir jedes ... —
tiberpriifen?). Wenn M, Untermenge von M, ist, so heiit M, auch Obermenge von
M 1-

Gleichheit von Mengen 148t sich nun erkldren als wechselseitige Teilmengen-
beziehung:’

Definition: Zwei Mengen M, und M, heillen gleich, symbolisch: M, = M,, genau
dann, wenn M, Teilmenge von M, und M, Teilmenge von M, ist.

Zwei Mengen sind also gleich, wenn sie genau dieselben Elemente enthalten.
Ungleichheit kann man dann symbolisch mithilfe von ,,#* ausdriicken.

Manchmal interessiert man sich fiir Teilmengen einer Menge, die verschieden
von der Ausgangsmenge sind. Solche Teilmengen heillen ,,echte Teilmengen*:

Definition: Eine Menge M, ist echte Teilmenge e¢iner Menge M, (,,M; ist in M,
echt enthalten®), symbolisch: M| < M,, genau dann, wenn M, Teil-
menge von M, ist und wenigstens ein Element von M, nicht zu M,
gehort.

Eine echte Teilmenge einer Menge M, ist also immer verschieden von M.
Hinweis zur Notation: Fiir die Teilmengenbeziehung (<) wird in der Literatur,
insbesondere in der mathematischen Fachliteratur, hiufig auch das Symbol ,,c*

verwendet. Bei diesem Notationssystem wird dann ein Symbol wie ,,S“ benutzt,
um auszudriicken, dall eine Menge M, eine echte Teilmenge von M, ist. Vorsicht

ist also geboten bei der Interpretation von ,,c* (hier wird ,,c* aber natiirlich nur im
definierten Sinne verwendet).

> Gleichheit ist fiir jeden Typ von Entititen gesondert zu erkliren. Die verschiedenen
Gleichheitsbegriffe werden aber iiblicherweise terminologisch nicht unterschieden.
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U 2: Welche Beziehungen bestehen zwischen den folgenden Mengen:
M, = {r] (1) (r2)(r+3) = 0}°
M, ={-1,-2,-3}
M;={-2}
M= {1}
Ms = {r| r ist eine ganze Zahl mit 4 <r <0}
Mg={-2,-1,-3}
M; =

U 3: Uberpriifen Sie mithilfe der Definitionen zunichst an Beispielen und dann
fiir beliebige Mengen M, M,, M, und M3, ob gilt:
a. Reflexivitit:

i) M=M
(i) McM
(i) McM
(iv) M= M
b. Symmetrie:
(1) aus M, =M, folgt M, = M,
(11) aus M, < M, folgt M, — M,
(111) aus M, # M, folgt M, # M,
c. Transitivitit:
(1) aus M, =M, und M, = M; folgt M, = M;
(11) aus M, < M, und M, c M; folgt M, < M;
(i11) aus M, c M, und M, c M; folgt M, c M;
(iv) aus M, # M, und M, # Mj; folgt M| # M;

3. Mengenoperationen: Vereinigung, Schnitt und Differenz

Mengenoperationen ordnen jeweils zwei Mengen eine dritte zu (Ubung: Uberlegen
Sie sich nach der Lektiire dieses Abschnitts, ob die Ausgangsmengen verschieden
voneinander sein miissen und ob die dritte Menge verschieden von den beiden
Ausgangsmengen sein muf).

Definition: Die Vereinigung zweier Mengen M, und M,, symbolisch: M; U M,
(lies: ,,M; vereinigt mit M,*) ist die Menge aller Elemente, die zu
wenigstens einer der beiden Mengen M, und M, gehoren.

Jedes Element der Vereinigung M, U M, gehort also zu M, oder zu M, (im Sinne
des nicht-ausschlieBenden ,,oder”: ein Element der Vereinigung kann auch zu
beiden Mengen gehoren).

® Zur Erinnerung: ein Produkt ist 0, wenn wenigstens einer der Faktoren 0 ist.
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U4: SeiM,={k,a,r,1} und M, = {u,r,s,e, 1}. Uberpriifen Sie, ob gilt:
M, U M,={k,a,r,u,s,e,l}.

U5: In den folgenden Graphiken sind jeweils zwei Punktmengen der Ebene
durch entsprechende Kreise dargestellt. In a) sind die beiden Punktmengen
disjunkt (,,elementfremd”, d.h. sie haben kein Element gemeinsam); in b)
enthalten die beiden Punktmengen gemeinsame Elemente; in ¢) und in d) ist
eine der beiden Mengen (welche?) eine Teilmenge der anderen. Schraffieren
Sie jeweils die Vereinigungsmenge.

M, 1 M 1
\ @ @ b
M, M, g, M,
a) b) c) d)

U 6: Uberpriifen Sie mithilfe der Definition zunéichst an Beispielen und dann fiir
beliebige Mengen M,, M, und Ms, ob gilt:
a. Kommutativgesetz: M, w M, =M, U M,
b. Assoziativgesetz: (M, U M) U M5 =M, U (M, U Ms)

Wenn fiir eine Operation das Assoziativgesetz gilt, dann diirfen die Klammern
ganz weggelassen werden, z.B. ist die Addition assoziativ, weshab wir 14+2+3 statt
z.B. (1+2)+3 schreiben diirfen.

Eine zweite Mengenoperation ist der Durchschnitt:

Definition: Der Durchschnitt zweier Mengen M| und M,, symbolisch: M| N M,
(lies: ,,M; geschnitten mit M,*) ist die Menge aller Elemente, die
zugleich zu jeder der beiden Mengen M, und M, gehoren.

Jedes Element des Durchschnitts M, n M, ist also Element von M, und Element
von M.

U7: SeiM,={k,a,r,1} und M, = {u,r,s,e, 1}. Uberpriifen Sie, ob gilt:
M1 ﬁMz = {I', 1}
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U 8: In den folgenden Graphiken sind wieder jeweils zwei Punktmengen der
Ebene durch entsprechende Kreise dargestellt. Schraffieren Sie die je-
weiligen Durchschnitte.

M, 1 M :
\ @ @ b
M, M, g, M,
a) b) c) d)

U 9: Uberpriifen Sie mithilfe der Definition zunéichst an Beispielen und dann fiir
beliebige Mengen M,, M, und Ms, ob gilt:
a. Kommutativgesetz: M, N M, = M, N M,
b. Assoziativgesetz: (M| N M) N My =M, N (M, N M)
c. Distributivgesetze:
(1) My My O M) =M, N M) (M N M)
(i) My L (My N Ms) = (M L M) N (MO M)
U 10: Vergleichen Sie die Gesetze fiir die Vereinigung und den Durchschnitt mit
den Gesetzen fiir die Addition und die Multiplikation. Was fallt auf?

U 11: Charakterisieren sie die Disjunktheit zweier Mengen mithilfe von ,,Durch-
schnitt*: Zwei Mengen M, und M, sind disjunkt genau dann, wenn gilt: ..... .

Gelegentlich mochte man mehr als zwei Mengen ‘auf einen Schlag’ vereinigen
bzw. schneiden. Dazu ist es niitzlich, entsprechende Verallgemeinerungen einzu-
fiihren:

Definition: Die Vereinigung ciner Menge M von Mengen, symbolisch: UM, ist die
Menge aller Elemente, die zu wenigstens einem der Elemente von M
gehoren.

Definition: Der Durchschnitt einer Menge M von Mengen, symbolisch: NM, ist
die Menge aller Elemente, die zugleich zu jedem Element von M
gehoren.

Man beachte, daB3 die Elemente von M selbst wieder Mengen sind.

U12:Sei M, = {k,a, 1,1}, Mr={u,r,5s,¢e,1}, My={k u,r, s}, M= {M, M, Ms}.
Uberpriifen Sie, ob gilt:
a. UM={k,a,r,us,e,1}
b. "M = {r}.
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U 13: In den folgenden Graphiken sind drei Punktmengen der Ebene durch ent-
sprechende Kreise dargestellt. Schraffieren Sie die jeweiligen Vereinigungen

U {My, M, M3}
L @ @ b
a)

U 14: In den folgenden Graphiken sind drei Punktmengen der Ebene durch

entsprechende Kreise dargestellt. Schraffieren Sie die jeweiligen
Durchschnitte N{M,, M,, M;}.

M; 3 ]
M, ?}é 1 A< f% 1 M,
Mz \]\42 \ ]\13 M2
a) b) C) M, d)

U 15: Uberpriifen Sie mithilfe der Definitionen zunichst an Beispielen und dann
fiir beliebige Mengen M,, M, und M;, ob gilt:

a. U {M], Mz} :Ml UM2
b. ﬂ{Ml, Mz} =M, "M,
Die dritte Mengenoperation, die wir hier behandeln wollen, ist die Differenz:

Definition: Die Differenz zweier Mengen M, und M,, symbolisch: M\ M, (lies:
M ohne M) ist die Menge aller Elemente, die zu M, aber nicht zu
M, gehoren.
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Die Differenzmenge M\ M, ist also diejenige Menge, die librig bleibt, wenn man
alle Elemente von M, aus M, entfernt. Die Differenz zweier Mengen M, und M,
wird gelegentlich auch durch ,,M; — M, (gelesen: ,,M| minus M,*) dargestellt.

U 16: Sei M, = {k, a, r,1} und M, = {u, 1, s, e, 1}. Uberpriifen Sie, ob gilt:
M\ M,={k,a}, M)\M;={u,s,e}.

U 17: In den folgenden Graphiken sind wieder jeweils zwei Punktmengen der
Ebene durch entsprechende Kreise dargestellt. Schraffieren Sie jeweils die
Differenzmenge M\ M,.

H&E Q

2
b) c) d)

U 18: Schraffieren Sie nun jeweils die Differenzmenge M-\ M, und vergleichen Sie
die Ergebnisse mit denen der vorherigen Aufgabe.

Ml @ @M b
/Q \ M2 M. 2
b) c) d)

U 19: Uberpriifen Sie mithilfe der Definition zuniichst an Beispielen und dann fiir
beliebige Mengen M, M, und M, ob gilt:
a. Kommutativgesetz: M\ M, = M, \ M,
b. Assoziativgesetz: (M,\ M)\ M5 = M\ (M>\ M5)

U 20: In der Ubersicht in II.C sind weitere Aussagen iiber die Mengenoperationen
zusammengestellt. Zeigen Sie auch deren Giiltigkeit sowohl an Beispielen
als auch allgemein.
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B. Folgen

1. Vorkldrungen: n-Tupel (Paare usw.), Relationen und Funktionen

Folgen sind Relationen zwischen natiirlichen Zahlen » und den jeweils anzuord-
nenden Entitdten ». Folgen sind also Mengen bestimmter Art: Mengen von Paaren
<n,r>. Paare (Tripel, Quadrupel, usw.) bestehen aus zwei (drei, vier usw.) Kom-
ponenten in einer festgelegten Reihenfolge. Allgemein: n-Tupel bestehen aus n
Komponenten (n > 1). Namen fiir n-Tupel werden gebildet aus den spitzen Klam-
mern ,,<* und ,>“ und aus den (durch Kommata abgegrenzten) Namen der Kom-
ponenten, z.B. <I, a>, <a, b>, <haus™, S>. Zwei (geordnete) n-Tupel sind
identisch, wenn sie komponentenweise libereinstimmen; also sind verschieden:
<5, u> und <u, 5>.

U 21: Uberpriifen Sie, ob gilt: (a) {Anton, Petra} = {Petra, Anton}
(b) <Anton, Petra> = <Petra, Anton>

Mengen von n-Tupeln heiBBen auch (extensionale) Relationen. Sie werden durch
intensionale Relationen festgelegt — so, wie Mengen von einfachen Entitdten
durch Eigenschaften festgelegt werden. Z.B. bestehen in der fiinfkopfigen Familie
von Karl und Emilie mit ihren Kindern Anton, Petra und Karla die (intensionalen)
Relationen Bruder-von und Schwester-von derart, da3 Bruder-von fiir diese
Familie {<Anton, Petra>, <Anton, Karla>} festlegt, und Schwester-von {<Petra,
Anton>, <Petra, Karla>, <Karla, Anton>, <Karla, Petra>}.

U 22: Welche Mengen werden von den intensionalen Relationen Kind-von und
Vater-von fiir die Beispielfamilie festgelegt?

Die Menge der ersten Komponenten einer 2-stelligen Relation R heifit auch
Vorbereich von R, und die Menge der zweiten Komponenten heillt auch Nach-
bereich von R. Relationen, die jedem Element ithres Vorbereichs genau ein Ele-
ment 1thres Nachbereichs zuordnen, sind Funktionen.

2. Definition von ,,Folge“

Eine zweistellige Relation R ist nun genau dann eine (nicht-leere, endliche) Folge,
wenn R eine Funktion ist, deren Argumente die natiirlichen Zahlen 1 bis # sind (fiir
ein n > 1). Z.B. sind Folgen (von Buchstaben):

{<1, a>, <2, b>}; {<1, él>}; {<1, a>, <2, b>, <3, a>, <4, k>, <5, u>, <6, S>}.
Die zweiten Komponenten einer Folge heilen auch (Folgen-)Glieder.

Zu beachten: Die Begriffe ,,Folge* und ,,Folge von* verhalten sich zueinander wie
,Menge und ,,Menge von*: ,,Folge von ...“ ist eine Abkiirzung fiir ,,Folge, deren
Glieder vom Typ der ... sind®.
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Aus der Definition von ,,Folge* ergibt sich:

(a) Jede natiirliche Zahl kommt in einer Folge hochstens einmal vor.

(b) Jede Folge ist nicht-leer und endlich (sonst gidbe es kein n, so dal3 der Vor-
bereich der Folge gerade die Menge der Zahlen 1 bis 7 ist).

(c) In einer Folge gibt es keine ‘Liicken’: {<1, der>, <2, alte>, <3, mann>} ist z.B.
eine Folge, {<1, der>, <3, mann>} dahingegen nicht.

(d) Eine Folge fangt immer mit 1 an: alte, und alte, mann; sind nur Teilmengen
der Folge der, alte, manns.

(e) n = 1 1st zugelassen. Eine Folge mit einem einzigen Element heif3t auch
Einerfolge.

3. Notationskonventionen zu Folgen

Die folgenden Notationskonventionen sind niitzlich:

(a) Eine mindestens zweigliedrige Folge wird durch Hintereinanderschreiben ihrer
Glieder bezeichnet: ab = {<I, a>, <2, b>}

(b) Bei einer Einerfolge ist die Konvention (a) nicht anwendbar: man kénnte die
Folge nicht mehr von ihrem einzigen Glied unterscheiden. Fiir Einerfolgen
wird daher eine andere Konvention festgelegt: ab' = {<1, ab>}.

(c) Wenn man es nicht mit einer Folge, sondern nur mit einem ‘folgenéhnlichen’
Gegenstand zu tun hat (z.B. mit einer Teilmenge einer Folge), dann verwendet
man die folgende Konvention: Man schreibt die zweiten Komponenten
hintereinander und verwendet die ersten Komponenten als Indizes:

b, a;us = {<2, b>, <3, a>, <5, u>}
das, kinds= {<2, das>, <5, kind>}
Diese Konvention kann auch bei Folgen angewendet werden.

Die abkiirzenden Notationen fiir Folgen und vergleichbare Funktionen diirfen nicht

verwechselt werden mit indizierten Variablen und Konstanten: ,.f*, ,.f;*, ,,nucl“,

»Wort“ (,,Wort in einem ersten Sinne‘‘) usw. sind nicht-trennbare Ausdriicke.

U 23: Warum sind die folgenden Mengen keine Folgen:
(@) {}=0 (b) {<3,a>}§ (c) {<1, a>, <5, u>, <6, s>}
(d) die Menge der <n, a>, fiir die gilt: n > 5

U 24: Schreiben Sie aus: karla der mann steht auf Steuer ung

U 25: Wenden Sie die Notationskonventionen auf die Beispiele an, die oben zur
Erlauterung der Definition von ,,Folge* dienen.

U 26: Gilt: ab = a, b,?
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4. Vorkommen und Positionsvarianten einer Folge

Eine Folge R, kann in einer Folge R, vorkommen: In diesem Falle gibt es eine
Teilmenge R; von R, die eine Positionsvariante von R, ist. Eine Positionsvariante
einer Folge R ist eine Funktion, die sich aus R durch Addieren von ganzen Zahlen
zu den ersten Komponenten von R ergibt (die addierten Zahlen kdnnen verschieden
sein, und es kann sich auch um negative Zahlen bzw. 0 handeln). Zum Beispiel ist
das, buchg eine Positionsvariante von das, buch, und eine Teilmenge von f = lies,
das, gerades neu, herausgekommenes buchg von; XYZg blofy nichty,. Es gilt also:
das, buchg ist ein Vorkommen von das; buch, in f.

5. Verkettung von Folgen

Zwei Folgen R, und R, kdonnen auch miteinander verkettet werden: Die Verkettung
von R; mit R, ist die Folge R, die R, und eine bestimmte Positionsvariante R; von
R, als Teilmengen enthidlt: R; ergibt sich aus R,, indem man zu jeder ersten
Komponente von R, die Liange von R, addiert. (Die Linge einer Folge R ist die

groBte Zahl im Vorbereich von R;.) Zum Beispiel ist die Verkettung von karl' mit
schldft' die Folge karl schlift.

U 27: Bestimmen Sie die Vorkommen von hat gesehen, von wundert' und von der
junge mann in f = der junge mann wundert sich dariiber daf} er seit tagen
keine LKWs mehr gesehen hat.

C. Die Auswahlfunktion (-, )

Ausdriicke wie ,,Nom(—,S)*“ und ,,VB(-,5)*“ bezeichnen syntaktische Kategorien:
Mengen von syntaktischen Einheiten bzw. Mengen von lexikalischen Wortern.
Ausdriicke wie ,,Nom* (fiir ,,Nominativ*) und ,,VB* (fiir ,,VERB*) bezeichnen
dahingegen Relationen zwischen syntaktischen Einheiten bzw. lexikalischen Wor-
tern und sprachlichen Systemen, genauer: Idiolektsystemen S. Wéhrend Relationen
wie Nom und VB primir Gegenstand der (allgemeinen) Sprachtheorie sind, sind
Mengen wie Nom(—,S) und VB(-,S) primér Gegenstand von Einzelsprachtheorien:
von angewandten empirischen Theorien, die mithilfe der jeweils vorausgesetzten
Sprachtheorie formuliert werden. Von einer Relation wie Nom oder VB 14t sich
mithilfe der Auswahlfunktion gerade diejenige Teilmenge des Vorbereichs heraus-
greifen, die zu einem gegebenen Idiolektsystem S gehort. Die Auswahlfunktion
kann hierzu folgendermaBen definiert werden:’

7 Eine Verallgemeinerung dieser Funktion, die auf Vorschlige in Carnap (1954: 117)

zuriickgeht, findet sich in Lieb (1993: 136-138), wo diese Funktion ,,Bindestrichfunktion* heif3t.
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Def:: R sei eine 2-stellige Relation und r sei aus dem Nachbereich von R.
R(—r)={r| <r,r> € R}
[lies: R-von-r ist die Menge aller ry, fiir die gilt: das Paar mit den Kompo-
nenten 7; und 7 ist ein Element von R]

Beispiel: Nom[inativ](—,S) = {f| <f,S> € Nom}. Informell gesagt greift die Aus-
wahlfunktion also die erste Komponente eines jeden Paares heraus, das r (bzw. )
als zweite Komponente enthélt.

Definiert wird ,,(—, )*, also der Name einer Funktion, deren Argumente Paare
<R,r> sind, wobei R eine 2-stellige Relation ist und » zum Nachbereich von R
gehort. Fiir einen Ausdruck wie ,,Nom(—,5)* kann es dahingegen keine Definition
geben: Ein solcher Ausdruck ist aus ,,Nom®, ,(-, )* und ,,5* zusammengesetzt.
Zusammengesetzte Ausdriicke kommen von vornherein nicht als Definiendum
infrage: ein Definiendum muf} atomar sein. (Zu weiteren Anforderungen an Defini-
tionen vgl. u., Abschn. III.)

Syntaktische Kategorien kommen regelméafig nicht in Isolation, sondern als
Elemente von Klassifikationen vor.

D. Klassifikationen und Klassifikationssysteme
1. Klassifikationen: Beispiel und Begriff

Klassifikationen und Klassifikationssysteme spielen eine Schliisselrolle bei der
Beschreibung von Mengen und ihren Elementen. Ein Beispiel fiir eine
Klassifikation ist die Menge der einfachen syntaktischen Konstituentenkategorien
eines deutschen Idiolektsystems S = {Vf(-.S), Nf(,S), Pf(—,5)}.* Diese Menge ist
eine Klassifikation auf der Menge der syntaktischen Wortformen von § =
sWI1(-,S), schematisch:

sWTH(-,S)

einfache synt. Konstituentenkategorien von S

V(-,S) Nf(-,S) P(-,S)

Allgemein gilt: Eine Klassifikation auf einer Menge M, ist eine Menge M von
Teilmengen von M;. M, heillit auch die Ausgangsmenge der Klassifikation. Die
Klassifikation erschopft M, wobei wir keine der Klassen weglassen diirfen (d.h. zu
jeder Klasse in M gehort wenigstens ein Element, das zu keiner der anderen
Klassen in M gehort). Und von zwei verschiedenen Elementen der Klassifikation
ist keines eine Teilmenge des anderen. Also gehort die leere Menge (<) nur dann
zu einer Klassifikation, wenn bereits die Ausgangsmenge M, leer ist. Und die
Ausgangsmenge M, gehort nur dann zu einer Klassifikation auf M, wenn diese die

8 ., VI“: verbale Wortform, ,,Nf*“: nominale Wortform, ,,Pf*: Partikelform.
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Einermenge von M, ist. Zusammengefalit (,,gdw[g]“ lies: ,,genau dann, wenn
[gilt]; ,,M\ {M,}* lies: ,,M ohne {Mz}“):9
Def.: M ist eine Klassifikation auf M, gdwg:
a. UM=M,,

b. fiir alle M, € M gilt: UM = U (M \ {M,}),
Bedingung (a) stellt sicher, daB3 die Ausgangsmenge erschopfend eingeteilt wird:
UM = die Vereinigung von M = {r| es gibt ein M' € M mit » € M}. Bedingung (b)
stellt sicher, dal zu jeder Klasse in M wenigstens ein Element gehort, das in keiner
der anderen Klassen von M enthalten ist. Daraus folgt insbesondere, daf sich zwei
verschiedene Elemente einer Klassifikation hochstens teilweise iiberlappen:

fiir alle M,, M5 € M mit M, # M; gilt: M, ist keine Teilmenge von M;.
Zur Darstellung von endlichen Klassifikationen verwenden wir Diagramme wie in
dem Beispiel, d.h. allgemein:

Ausgangsmenge Ausgangsmenge
/ bzw. y
Klassifikation Klassifikation
| |
1-te Klasse ... n-te Klasse einzige Klasse (= Ausgangsmenge)

Die Klassifikation wird also durch einen Schrigstrich mit der Ausgangsmenge
verbunden und durch einen waagerechten Strich sowie einen oder mehrere
senkrechte Striche mit ihren Elementen.

Einelementige Klassifikationen spielen nur in bestimmten theoretischen Zu-
sammenhingen eine Rolle (bei der Formulierung von gewissen Verallgemeine-
rungen). Interessant sind in der Regel nur Klassifikationen, die wenigstens zwei
verschiedene Elemente enthalten. Solche Klassifikationen sind Klassifikationen im
strengen Sinne, kurz: strenge Klassifikationen.

U 28: Zeigen Sie, daB {Z", {0}, IN} eine Klassifikation auf Z ist (Z = die Menge
der ganzen Zahlen, Z~ = die Menge der negativen ganzen Zahlen, IN = die
Menge der natiirlichen Zahlen (ohne Null)).

U 29: Ist {{1, 2}, &} eine Klassifikation auf {1, 2}?

U 30: Welche der Beispiel-Klassifikationen sind zugleich strenge Klassifikatio-
nen?

? In Anlehnung an die Definition in Lieb (1993a: 441); vgl. zum folgenden ausfiihrlicher Lieb
(1993: 47 ft., 77-90) bzw. Budde (2000: Abschn. 1.2.3). — Dem deutschen ,,gdwg* entspricht im
Englischen ,,iff (,,if and only if*).
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2. Abgrenzung: Klassifikationen, Einteilungen und Zerlegungen

Klassifikationen miissen einerseits von Einteilungen und andererseits von Zerle-
gungen unterschieden werden: Im Unterschied zu einer Klassifikation ist eine
Einteilung einer Menge M, eine Menge M von Mengen, die die Bedingung (a),
aber u.U. nicht die Bedingung (b) erfiillt. Insbesondere ist also & € M fir M # &
zugelassen. Deshalb folgt: Jede Klassifikation auf einer Menge M, ist eine
Einteilung auf M, aber das Umgekehrte gilt nicht. Und eine Zerlegung zu einer
Menge M, ist eine Klassifikation auf M, fiir die zusitzlich gilt: keine zwei
(verschiedenen) Elemente von M haben einen nicht-leeren Durchschnitt. Zwei
verschiedene Elemente einer Zerlegung sind also immer disjunkt (elementfremd).
Die entscheidenden Unterschiede seien mithilfe von Venn-Diagrammen veran-
schaulicht:

bei einer Einteilung bei einer Klassifikation bei einer Zerlegung
von M, zugelassen auf M, zugelassen zu M, gefordert
M, Mi M, M, Mi
M, ’// B \ M5
"M,

In der Literatur wird ,,Klassifikation* hdaufig im Sinne von ,,Zerlegung® verwendet.
In der Sprachwissenschaft haben wir es jedoch regelméBig mit Klassifikationen zu
tun, die keine Zerlegungen sind. Daher ist eine solche Verwendung von ,,Klassifi-
kation“ in der Sprachwissenschaft unzweckmifBig. Z.B. ist griine' sowohl eine
verbale Wortform als auch eine nominale Wortform (Nf) eines Idiolektsystems S
des Deutschen. Die Menge der einfachen syntaktischen Konstituentenkategorien
von S ist also nur eine Klassifikation auf sWf(—,S), und keine Zerlegung zu sWft

(_9S) .

U 31: Uberpriifen Sie, welche der Klassifikationen in den vorigen Ubungsaufgaben
auch Zerlegungen sind.

U 32: Suchen Sie weitere motivierende Beispiele fiir iiberlappende Kategorien.
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3. Verhdltnis zu Klassifikationsverfahren, -gesichtspunkten und -kriterien

Da der Begriff , Klassifikation* rein mengentheoretisch definiert ist, braucht es zu
einer Klassifikation weder ein Klassifikationsverfahren noch einen einheitlichen
Klassifikationsgesichtspunkt zu geben. Und umgekehrt: Zu ein und derselben
Klassifikation kann es mehrere Klassifikationsverfahren bzw. -gesichtspunkte
geben, die diese Klassifikation festlegen. Allgemein gilt: Was ein relevantes
Kriterium einer Klassifikation ist, ist keine mengentheoretische, sondern eine
einzelwissenschaftliche Frage. Klassifikationskriterien konnen sich in komplizier-
ter Weise auf mehrere Gesichtspunkte gleichzeitig beziehen.

Falls es in einer Theorie zu jeder Klasse einer Klassifikation einen definierten
Begriff gibt, der zur Bezeichnung dieser Klasse dient, dann gibt es trivialerweise
ein Verfahren, dessen Resultat die Klassifikation ist: die Anwendung der definie-
renden Bedingungen. Und falls diese Begriffe alle ‘gleichartig’ definiert sind, d.h.
wenn z.B. in den Bedingungen jeweils auf Gegenstinde ‘gleichen Typs’ Bezug
genommen wird, dann gibt es trivialerweise auch einen einheitlichen Gesichts-
punkt, so daf3 die Klassifikation eine Klassifikation nach diesem Gesichtspunkt ist.
Alle syntaktischen Kategorien gehoren z.B. zu Klassifikationen dieser Art.

4. Klassifikationssysteme

Klassifikationen konnen hdufig zu Systemen zusammengefalit werden. Zum Bei-
spiel gehort zu jedem Idiolektsystem S ein Klassifikationssystem auf der Menge
der syntaktischen Einheiten von S (sEinh(—,S)), und ein Klassifikationssystem auf
der Menge der lexikalischen Worter von § (LW(-,S)). Allgemein gilt: Ein
Klassifikationssystem auf einer Menge M, ist eine Menge von zusammenhéingen-
den Kreuzklassifikationen (auch Querklassifikationen genannt) und Subklassifi-
kationen. Enthilt das Klassifikationssystem ausschlieBlich strenge Klassifikatio-
nen, so handelt es sich um ein strenges Klassifikationssystem. Klassifikations-
systeme, die Verfahren zur Ermittlung von Klassifikationen bzw. Klassifikations-
systemen sowie die Lehre von diesen Verfahren werden auch als Taxonomie
bezeichnet.

Endliche Klassifikationssysteme konnen durch Diagramme dargestellt werden.
Z.B. sei

M'= {{M23 M39 M4}9 {MSa M6}: {M% MS: M9}}

ein Klassifikationssystem auf M; = U(UM") = die Vereinigung der Vereinigung
von M'. Dabei seien {M,, M5, M,} und {Ms, M} Klassifikationen auf M;, und {M;,
Mg, My} sei eine Klassifikation auf M,. M' kann dann durch ein Diagramm der
folgenden Art dargestellt werden:
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Darstellung von M' durch ein Diagramm

M, M My

{M>, M5, M,} und {Ms, Ms} sind Querklassifikationen auf M, in M', und {M;, Ms,
M,} 1st eine Subklassifikation zu M, in M'. M, heiBit auch Ursprung des Klassifi-
kationssystems.

Bei Klassifikationssystemen spielen die Endpunkte des Systems eine besondere
Rolle: Die Endpunkte eines Klassifikationssystems M' [EP(M")] sind diejenigen
Klassen in M', die in M' nicht Ausgangsmenge einer Klassifikation sind, also im
Beispiel: M,, M5, Ms, Mg, M7, Mg und M,.

Wenn man die Endpunkte eines Klassifikationssystems anhand eines Dia-
gramms bestimmt, muf3 man beachten, da3 die Ausgangsmenge einer Klassifika-
tion zu mehreren Klassifikationen des Systems gehdren kann: Da jede Klassifi-
kation in dem Diagramm nur einmal repradsentiert wird, kann man die Endpunkte
des Systems nicht ‘mechanisch’ aus dem Diagramm ableiten. Die diagrammatische
Darstellung kann insbesondere dann intuitiv in die Irre fithren, wenn sich dieselbe
Klasse bei der Anwendung zweier verschiedener Gesichtpunkte ergibt und diese
Klasse daher zwei systematisch verschiedene Namen hat. Solche Klassen konnen
sprachtheoretisch regelméfig nicht ausgeschlossen werden. Sie spielen jedoch in
unseren Zusammenhéingen faktisch keine Rolle.

5. Kategorisierung durch Klassifikationssysteme

Mithilfe der Endpunkte eines Klassifikationssystems M' lassen sich alle Elemente
des Ursprungs von M' in systematischer Weise beschreiben: Die Endpunkte eines
Klassifikationssystems auf einer Menge M; kommen in den Kategorisierungen der
Elemente » von M; durch das Klassifikationssystem vor: Eine groflte Menge
kompatibler Endpunkte des Systems ist eine Kategorisierung von r durch das
System genau dann, wenn r ein Element von jedem dieser Endpunkte ist. Dabei ist
ein Endpunkt M, des Systems in dem System kompatibel mit sich selbst sowie mit
jedem Endpunkt M; # M, des Systems, wenn gilt: M; gehort weder (1) zur selben
Klassifikation wie M, noch (i1) zu einer Subklassifikation auf einer Klasse, die zur
selben Klassifikation wie M, gehort. Intuitiv gesagt: Jede relevante Unterscheidung
wird genau einmal berticksichtigt.
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U 33: Welche Endpunkte des Beispiel-Systems M' sind kompatibel miteinander?
U 34: Bestimmen Sie alle groBten Mengen kompatibler Endpunkte von M'.

U 35: Uberpriifen Sie, ob gilt:
{Pf(—,S)} ist eine Kategorisierung von dort' durch den Allgemeinen Teil der
syntaktischen Einheiten-Ordnung eines deutschen Idiolektsystems .S, wobei
der Allgemeine Teil der syntaktischen Einheiten-Ordnung eines deutschen
Idiolektsystems S die folgende Gestalt hat:

s[yntaktische]Einh[eit](-,S)

grundlegende syntaktische
Einheiten-Unterscheidung von S

sWF(-,S) WGr(-,95)
einfache syntaktische abgeleitete syntaktische
Konstituentenkategorien von S Konstituentenkategorien von S

| | I | |
VE-S)  Nf-S) Pf(—S) VGr(-S) NGr(-S) PGr(-S)

Kategorisierungen durch Klassifikationssysteme mit Querklassifikationen las-
sen sich auch mithilfe tabellarischer Darstellungen vom Typ der Paradigmentafeln
erfassen. Aus der (mengentheoretischen) Definition des Paradigmenbegriffs 143t
sich ableiten: Jede Kategorisierung einer Wortform in einem Paradigma ist eine
Kategorisierung der Wortform durch die syntaktische Einheiten-Ordnung bzw.
durch den allgemeinen Teil der syntaktischen Einheiten-Ordnung des jeweiligen
Idiolektsystems. Das umgekehrte gilt jedoch im allgemeinen nicht.

U 36: Mit welchen Kategorisierungen sollte die Verbform geht' im Paradigma
gehen® erscheinen?

U 37: Welche Kategorisierungen ergeben sich fiir die Verbform gehs' durch die
syntaktische Einheiten-Ordnung eines deutschen Idiolektsystems, wenn man
den verbalen Teil dieser Ordnung (mit der Tradition) etwa folgendermafBen

ansetzt:
V1(-.S)
Person von § Numerus von § Tempus von §

| | | | |
1Ps(—,S) 2Ps(-,S) 3Ps|(—,S) Singyd—,S) Plury(—,S) Prés(-,9) ...
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II. Logik (Grundlagen)

A. Aussagenlogik

Die Aussagenlogik ist Grundlage aller anderen Logiksysteme: Sie beschreibt, wie
sich die Wahrheitswerte komplexer Séitze aus den Wahrheitswerten einfacher,
aussagenlogisch nicht weiter zerlegbarer Sitze ableiten lassen. Betrachten wir dazu
einige Beispiele:

(1) a. Paula ifst einen Apfel.

b. Peter wdscht ab und Anna geht einkaufen.
c. Anna geht nicht einkaufen.

Wihrend (1.a) aussagenlogisch nicht weiter zerlegt werden kann, 148t sich (1.b) in
die Teilsdtze Peter wdscht ab und Anna geht einkaufen sowie den Satzverkniipfer
und zerlegen.'® Weitere Satzverkniipfer (,,Junktoren®) sind oder und wenn ... dann:

(2) a. Peter liest ein Buch oder er spielt Schach.
b. Regnet es, dann wird die Strafe nafs.
c. Wenn es regnet, dann wird die Strafle nafs.
d. Wenn es regnet, wird die Strafle nafs.

Die Beispiele zeigen, dal den aussagenlogischen Junktoren in der natiirlichen
Sprache Konstruktionen unterschiedlicher Art entsprechen: und und oder sind
koordinierende Konjunktionen, dann ist ein Adverb und wenn ist eine Subjunktion
(eine ’subordinierende Konjunktion’). Von diesen Unterschieden wird in der Logik
abgesehen (,,abstrahiert). Abgesehen wird auch von Wortstellungsphinomenen:
(1.c) 1aBt sich aussagenlogisch zerlegen in nicht und Anna geht einkaufen. Der Satz
Anna geht einkaufen ist aussagenlogisch nicht weiter zerlegbar; dafl im Deutschen
die Negation dann ’in der Mitte’ des Satzes stehen muB, spielt keine Rolle. Eine
logisch dquivalente Formulierung ist etwa:

(3) Es ist nicht der Fall, dafy Anna einkaufen geht.

(1.c) und (3) haben denselben Wahrheitswert: (1.c) ist genau dann wahr, wenn
auch (3) wahr ist. Wenn wir ,,p*“ als Abklirzung fiir Anna geht einkaufen verwen-
den, dann haben beide Sitze der natiirlichen Sprache die (aussagenlogische)
Struktur ,,nicht p*“, symbolisch: —p . Die Negation ist kein Junktor, sondern ein
(einstelliger) Operator. Die Junktoren werden dementsprechend auch als
zweistellige Operatoren bezeichnet.

Die Negation und die drei Junktoren geniigen, um die aussagenlogische
Strukter beliebiger Sitze zu beschreiben.'' Dabei kommt es auf den konkreten

" Da es in diesem Text auf die Unterscheidungen zwischen Wortern, ihren Formen, ihren
Vorkommen und den syntaktischen Grundformen nicht weiter ankommt, wird eine stark
vereinfachte Notation verwendet. Zur Ubung kann man sich klar machen, wie eine vollsténdig
prazise Formulierung jeweils lauten miifite.
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Inhalt eines Satzes nicht an: In der Aussagenlogik interessiert man sich nur fiir
seinen Wahrheitswert und wie dieser sich ggfs aus den Wahrheitswerten der
Teilsitze und der Wirkung der Operatoren ableiten 1dB8t. Die Wirkung
(,,Bedeutung®) der Operatoren 148t sich mithilfe von Wahrheitswerte-Tafeln
beschreiben (,,w* fiir ,,wahr* und ,,f** fir ,,falsch*):

4) P

p
W f
f

=% E(E g
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R[S >
| E =<
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Verkniipft man zwei beliebige Sitze p und q mit und (symbolisch: A), dann ist der
Gesamtsatz p A q genau dann wahr, wenn sowohl p als auch q wahr ist (vgl.
Beispiel (1.b)). Verkniipft man zwei beliebige Séitze p und q mit oder (symbolisch:
v), dann ist der Gesamtsatz p v q genau dann wahr, wenn wenigstens einer der
beiden Teilsdtze wahr ist. Dabei ist zu beachten, dal3 das logische oder immer
inklusiv zu verstehen ist: Der Gesamtsatz ist auch dann wahr, wenn beide Teilsétze
wahr sind. Das logische oder ist also nie als ,,entweder — oder* zu lesen.

Besondere Aufmerksamkeit verdient schlieBlich die Implikation: Ein Satz der
Form ,,wenn p, dann q* (,,p impliziert q*, symbolisch: p — q) ist genau dann
falsch, wenn der Vordersatz p wahr und der Nachsatz q falsch ist. Der Vordersatz
heillt auch ,,Antezedens, der Nachsatz , Konsequens“. Dabei ist es vollig
unerheblich, ob zwischen den Inhalten der beiden Sitze irgendein Zusammenhang
besteht: Von diesen Inhalten wird in der Aussagenlogik ja ganzlich abgesehen.
Diese Festlegung, die mit Blick auf die Analyse der logisch giiltigen Schliisse sehr
sinnvoll ist, wirkt aus Sicht der natiirlichen Sprache gelegentlich durchaus
merkwiirdig:

(5) a. Wenn 3+3 = 6 ist, dann schneiden sich zwei Geraden in hochstens einem

Punkt.
b. Wenn der Mond aus rotem Pliisch ist, dann ist 3+3 = 6.

c. Wenn 4 durch 3 teilbar ist, dann ist 3 eine gerade Zahl.
d. Wenn 3 durch 2 teilbar ist, dann ist 3 eine gerade Zahl.

Alle Implikationen in (5) sind wahr, wie man sich anhand der Wahrheitswerte-
Tafel leicht iiberzeugen kann. Dies zeigt aber nur, dal3 die Bedeutung von wenn ...

" Tatsdchlich geniigen sogar die Negation und einer der drei Junktoren, da alle anderen — der
insgesamt 16 — zweistelligen Operatoren dann mithilfe dieser beiden Operatoren ausgedriickt
werden konnen. Das fiihrt jedoch ggfs zu sehr umstidndlichen Formulierungen. Wir verwenden
daher wie iiblich alle drei Junktoren.
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dann in der natiirlichen Sprache durch die aussagenlogische Implikation noch nicht
vollstindig erfalit wird.

Eine zweite Schwierigkeit besteht hdufig darin, zwischen der Wahrheit des
Nachsatzes q und der Giiltigkeit oder Wahrheit der Implikation selbst zu unter-
scheiden. Die Wertetafel erfat gerade den alten Grundsatz, dal aus Falschem
(Vordersatz) schlechthin alles (Wahres und Falsches) folgt. Diese Folgerung selbst
ist wahr (ein giiltiger Schluf3), auch wenn die Ergebnisse solcher Folgerungen
herzlich uninteressant sind. Was uns fiir gewohnlich interessiert, ist der Fall, da3
der Vordersatz wahr ist. Denn wenn wir wissen, dall ein Satz p gilt, und daf3
auBerdem die Implikation p — q gilt, dann diirfen wir schlielen, da3 auch q gilt
(,,modus ponens):

(6) a. Wenn 4 durch 2 teilbar ist, dann ist 4 eine gerade Zahl.
b. 4 ist durch 2 teilbar.

C. 4 ist eine gerade Zahl.
Der Strich deutet an, dal3 (¢) aus (a) und (b) folgt.

U 38: Zerlegen Sie die folgenden Sitze aussagenlogisch. Beispiele:
Peter liest ein Buch oder er spielt Schach
Wir setzen:'? p := Peter liest ein Buch; q := er (Peter) liest ein Buch
Aussagenlogische Struktur des Beispielsatzes: p v q (lies: ,,p oder q°)

Anna geht nicht einkaufen.
Es ist nicht der Fall, daf3 Anna einkaufen geht.
Wir setzen: p := Anna geht einkaufen.
Aussagenlogische Struktur der beiden Beispielsitze: —p (lies: ,,nicht p*)

Wenn 4 durch 2 teilbar ist, dann ist 4 eine gerade Zahl.
Wir setzen: p := 4 ist durch 2 teilbar; q := 4 ist eine gerade Zahl.
Aussagenlogische Struktur des Beispielsatzes: p — q (lies: ,,p impliziert )

Stellen Sie ggfs fest, welche Aussagen logisch dquivalent sind, indem Sie
die nicht weiter zerlegbaren Sdtze durch geeignete Variablen darstellen und
die Wahrheitswerte der zusammengesetzten Sitze mithilfe von Wertetafeln
darstellen. Zwei Sétze p und q sind logisch dquivalent, wenn sich fiir p und
fir q ber jeder Belegung der Teilsdtze mit einem Wahrheitswert genau
dieselben Wahrheitwerte ergeben.

'2 Das Zeichen ,,.=* deutet die Setzung (Definition) an (lies: ,,ist per definitionem gleich*). Hier
gilt die Definition der (lokalen) Konstanten ,,p“, ,,q* usw. nur solange, bis diese neu definiert
werden. Damit vermeiden wir eine uniibersichtliche und sachlich nicht relevante Indizierung

(”pl“a ”pz“a )
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(7) a. Es regnet oder es schneit.
b. Es regnet.
c. Es regnet nicht.
d. Es regnet oder es regnet nicht.

(8)

a. Wenn es brennt, darf der Fahrstuhl nicht benutzt werden.
b. Wenn es nicht brennt, darf der Fahrstuhl benutzt werden.
c. Wenn der Fahrstuhl nicht benutzt werden darf, brennt es.
d. Falls der Fahrstuhl benutzt werden darf, brennt es nicht.

(9) a. Es ist nicht der Fall, daf3 es nicht regnet.
b. Es regnet.

(10) a. Es ist nicht der Fall, daf3 es donnert und blitzt.
b. Es donnert nicht oder es blitzt nicht.

U 39: Bei den folgenden Sitzen und Satzgruppen bereitet die aussagenlogische
Zerlegung Probleme unterschiedlicher Art. Beschreiben Sie die Grenzen
dieses Vorgehens, wenn man die logischen Beziehungen zwischen Sitzen
der natiirlichen Sprache zu erfassen versucht. Manchmal geniigt es schon,
einen Satz vor der Analyse in eine besser analysierbare Form zu bringen.

(11) Karla und Anton lesen Zeitung, emil liest ein Buch.
(12) Karla und Anton spielen Schach.

(13) Karla und Anton heiraten.

(14) Robert trinkt Milch oder Kaffee.

(15) Anna trinkt kein Bier.

(16) a. Niemand mag Anna.
b. Alle mogen Anna.
c. Jemand mag Anna.

(17) Klassisches Beispiel fiir ein giiltiges Schlulverfahren
a. Alle Menschen sind sterblich.
b. Sokrates ist ein Mensch.
c. Sokrates ist sterblich.

Die letzte Ubung zeigt, daB es mdglich sein sollte, auch die innere Struktur von
Sédtzen beriicksichtigen zu kénnen. Dies erreichen wir mit den Mitteln der Pradi-
katenlogik.
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B. Pridikatenlogik

In der Pridikatenlogik werden zusitzlich die Beziehungen zwischen den Satz-
gliedern eines Satzes erfafft. Daher miissen jetzt auch den Satzgliedern Bedeu-
tungen zugeordnet werden. Im einfachsten Fall kann man annehmen, dal3 die
Bedeutung eines Eigennamens ein Individuum ist (,,Eigennamen bezeichnen
Einzelgegenstinde*), und daB die Bedeutung eines (logischen) Préddikats eine
Menge von Individuen ist: In

(18) Anna schldft.

ist dann die Bedeutung von Anna die Person Anna, und die Bedeutung von schldft
ist die Menge aller Schlafenden. Damit ist der Satz (18) genau dann wahr, wenn
Anna zu der Menge der Schlafenden gehort.

Diese einfache Losung geniigt fiir die Zwecke der Logik, nicht jedoch fiir die
Beschreibung der Bedeutungen natiirlichsprachlicher Sitze. Das soll uns im
Augenblick aber nicht storen.

Nicht verwechseln darf man
(a) Eigennamen im logischen Sinne und Eigennamen im grammatischen Sinne,

(b) Pradikate im logischen Sinne und Pradikate im grammatischen Sinne.
Beispiele fiir Eigennamen im logischen Sinne, die keine Eigennamen im gram-
matischen Sinne sind:

(19) a. der Papst (zum Zeitpunkt der Auferung)
b. die Konigin von England
c. der Autor des ,, Zauberbergs “

Beispiele fiir Pradikate im logischen Sinne (unterstrichen), die keine Priadikate im
grammatischen Sinne sind:

(20) a. Peter ist grofser als Anton.
b. Peter ist ein Bruder von Anton.

c. Peter ist fleifig.

Das Préddikat im grammatischen Sinne besteht nach iiberwiegender Auffassung in
allen drei Fillen nur aus dem Vorkommen von ist. Fiir Sitze wie (20.c) wird
jedoch auch in der Sprachwissenschaft z.T. angenommen, dal3 das grammatische
Pradikat ist fleifig ist. Das heiit: Auch innerhalb der Sprachwissenschaft ist der
Begriff des Préddikats mehrdeutig.

Die Unterscheidung von Eigennamen und Priddikaten geniigt nun noch nicht,
um die logische Struktur von einem Schlu3 wie in (17) zu erfassen: alle bzw. alle
Menschen ist weder ein Eigenname noch ein Prddikat im logischen Sinne. Eine
zweite Gruppe von problematischen Sétzen illustriert das folgende Beispiel:

(21) Wenn Karl den Emil besucht, dann bringt er ihm einen Kaktus mit
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Mit er bezieht sich der Sprecher auf dieselbe Person wie mit Kar/, man sagt auch:
er und Karl sind koreferent (,,haben denselben Referenten*), und Analoges gilt fiir
ihm und den Emil.

Beide Probleme konnen dadurch gelost werden, dall man Variablen (fiir Indivi-
duen) sowie Quantoren verwendet und die Sétze in eine geeignete Form bringt:

(22) a. Alle Menschen sind sterblich.
b. Fiir alle (Individuen) x gilt: wenn x ein Mensch ist, dann ist x sterblich.

(23) a. Jemand schnarcht.
b. Es gibt (ein Individuum) x, fiir das gilt: x schnarcht.

Zu (21):
(24) a. Es gibt ein (Individuum) x, fiir das gilt: x heifit Karl, und wenn x den Emil
besucht, dann bringt x dem Emil einen Kaktus mit.
b. Es gibt ein (Individuum) x und ein (Individuum) y, fiir die gilt: x heifst Karl,
v heifst Emil, und wenn x den y besucht, dann bringt x dem y einen Kaktus
mit.
Diese Beschreibung ist noch sehr grob, zeigt aber ganz gut die Idee: Mithilfe von
Platzhaltern kann man Quantoren (wie alle oder jemand) und in substantivischen
Ausdriicken versteckte (logische) Pridikate aus dem Satz herausziehen.

Uber diese ersten Anfinge der Pridikatenlogik werden wir in dem Propideuti-
kum nicht hinaus kommen. Aber vielleicht ist dies ja dem einen oder anderen
Anstol3 genug, sich im Selbststudium (s. Literaturhinweise) oder in entsprechenden
Lehrveranstaltungen griindlicher mit der Logik zu beschéftigen: Die Préidi-
katenlogik mit Quantoren ist ein dulerst michtiges Werkzeug, das seit dem Ende
des 19. Jahrhunderts allen Wissenschaften zur Verfligung steht und ohne das
wissenschaftliches Arbeiten (auch auf der Ebene studentischer Arbeiten) heute
nicht mehr mdglich ist: Die aristotelische Logik, die bereits Schliisse wie in (17)
erfassen konnte, jedoch insgesamt bei weitem nicht so leistungsfahig ist wie die
Pradikatenlogik, war bis ins 19. Jahrhundert hinein das einzige zur Verfiigung
stechende Werkzeug und gehorte zur Grundausbildung eines jeden Akademikers.
Der Sache nach hat diese Rolle heute die Pradikatenlogik iibernommen, auch wenn
sie in den Studienplédnen einiger Facher nicht einmal erwihnt wird.

U 40: Versuchen Sie, die Sitze aus den Ubungen zur Aussagenlogik pridikaten-
logisch zu analysieren.
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C. Mengenoperationen, Relationen zwischen Mengen und aussagenlogische

Junktoren (Ubersicht)
A, B, C: beliebige Mengen

s’;;::;lo- wortsprachlich Definition Wahrheitswerte-Tabelle
AN B |AgeschnittenmitB |:= {x|x e AAx e B} xeA|xeB|xeAAxeB
(Schnittmenge) W W W
W F F
F W F
F F F
A U B | A vereinigt mit B = {x|xeAvxeB} xeA|xeB|xeAvxeB
(Vereinigungsmenge) W W w
W F W
F W W
F F F
A\B |AohneB = {x|xe AAax ¢ B} xeA | xeB | xeAAxegB
(Differenzmenge) \\ \\ F
W F W
F W F
F F F
A c B |Aist Teilmenge von B| gdw (Vx) (x e A—>xeB) | xcA | xeB|[xeA>xeB
W W W
W F F
F W W
F F W
A=B |AistgleichB gdw (Vx) x e A>xeB)| xeA | xeB |[xeAoxeB
W W W
W F F
F W F
F F W
Gleichungen: Leere Menge:
ANnA=A D ={x|x#x}
AVA=A Sitze:
AnNnB=BnNnA . ANnBcAcCAUB
AUB=BU A Kommutativitit A\BcC A
cAcCA

(ANB)NC=ANBAMNC) Assoziativitét
AuB)uC=AuBUC(O)

AN (BuUC)=(AnB)uU(AnC) Distribu-
AUBNC)=(AUB)N (AU QC) tivitdt
A\BuUC)=(A\B)n(A\C) De Morgan-
A\BNC)=(A\B) U(A\C) sche Regeln
A\(A\B)=ANB

AND=9

Auvd=A

A\A=O

A\D=A

(AcB)A(BcC)—>AcC
(ACB)A(BCA) & A=B

Analoge Gleichungen und Sitze lassen sich
fiir die aussagenlogischen Operatoren for-
mulieren, wenn man ,,N*“ durch ,,A%, ,, U
durch ,,v* und ,,\* durch , A = ersetzt.
Ubungen:

1. Veranschaulichen Sie sich die Giiltigkeit
der Gleichungen und Sétze mithilfe von
Venn-Diagrammen.

2. Formulieren Sie die entsprechenden aus-
sagenlogischen Gesetze. Wodurch ist ,,c*
zu ersetzen?
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D. Wichtige SchluBregeln (Ubersicht)

I.

Aussagenlogik
a. Modus ponens f. Disjunktionseinfiihrung
(Abtrennungsregel) A B
A —>B AvB AvVvB
A
B g. Konjunktionseinfiihrung
A
b. Mo.dus tollens B
(Widerlegungsregel) A A B
A— B
B h. Kettenschluf}
—A A—>B
. . . . B—>C
c. Schmtifregel (Disjunktiver A—C
Syllogismus)
AvB A v B 1. Reductio ad absurdum
—A v C —A A —> B
.. —A
d. Kontraposition
A —> B
B - A
e. Abschwéchung der
Konjunktion
AAB An B
A B
. Prddikatenlogik

a. Allbeseitigung (universelle Spezialisierung)

Wenn P(x) fiir alle x gilt, dann auch P(a) fiir ein konkretes Individuum a.

(Vx)P(x)
P(a)

b. Existenzbeseitigung (existenzielle Spezialisierung)

Es gibt wenigstens ein Individuum, das bei der Einsetzung seines Namens
anstelle von x zu einer wahren Aussage fiihrt. Die 3-Beseitigung gibt diesem
Individuum einen Namen (a).

(Ix) P(x)
P(a)
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III. Definitionen und wissenschaftliche Theorien

A. Anmerkungen zum Aufbau (sprach)wissenschaftlicher Theorien

Eine Theorie 14Bt sich in erster Anndherung auffassen als eine strukturierte Menge
von Aussagen, deren Giiltigkeit mit der Theorie behauptet wird. Bei den giiltigen
Aussagen einer Theorie kann man unterscheiden zwischen den Axiomen, den
Definitionen und den (beweisbaren) Sitzen. Allerdings kann man einer Aussage
nicht a priori ansehen, ob sie ein Axiom, eine Definition oder ein beweisbarer Satz
ist: Zu ein und derselben Menge giiltiger Aussagen kann es ganz unterschiedliche
Axiomatisierungen geben.

Entscheidend fiir die Struktur einer Theorie sind ihre Axiome (‘Grundannah-
men’): Die Definitionen sind als Abkiirzungen prinzipiell eliminierbar; und als
Implikationen aus den Axiomen entfalten die beweisbaren Sitze lediglich das, was
in den Axiomen bereits erfalit ist. Neben den Axiomen mull man daher streng
genommen nur noch die Regeln fiir giiltige Schliisse kennen, um sich alle Sitze
einer Theorie selbst herleiten zu kénnen.

In den empirischen Wissenschaften besteht die entscheidende Aufgabe nun
offensichtlich darin, die Menge der giiltigen Aussagen liberhaupt erst einmal zu
ermitteln und dann die Theorie so aufzubauen, dal3 sie auch von ihrer Struktur her
moglichst gut zu den empirischen, d.h. zu den 1im weitesten Sinne erfahrbaren
Phinomenen ‘palit’. Dabei kommt den Definitionen eine Schliisselrolle zu: defi-
niert werden Begriffe fiir empirisch relevante Phinomene — und nicht Bezeichnun-
gen fiir ‘Apfel-und-Birnen’. Welche formalen Anforderungen an Definitionen zu
stellen sind, gehort daher mit zum Grundlagenwissen fiir jeden, der sich in eine
Wissenschaft einarbeiten will, und soll in einem eigenen Abschnitt behandelt
werden (s.u.).

Von der Definition eines Begriffs zu unterscheiden ist die Identifizierung der
Gegenstinde, die unter den Begriff fallen: Beides kann, muf} aber nicht parallel
laufen. Insbesondere in der Sprachwissenschaft spielt die Unterscheidung von
Definition (der Begriffe) und Identifizierung (der Gegenstinde) wegen des Pro-
blems der zwischensprachlichen Variabilitit eine zentrale Rolle. Der griechisch-
romischen Grammatiktradition liegt ndmlich eine Auffassung zugrunde, bei der die
Begriffe fiir so zentrale Gegenstinde wie die Wortarten, die Flexionskategorien
usw. in der (Allgemeinen) Sprachtheorie, also einzelsprachiibergreifend, mit
Bezug auf ihre satzsemantischen Funktionen definiert werden, die konkreten
Objekte (Wortklassen, Formenklassen usw.) aber in den Einzelsprachtheorien in
einzelsprachspezifischer Weise mit Bezug auf ihre formalen Eigenschaften
(einfiihrend) identifiziert werden: Zum Beispiel sind Verben Worter, die als Kern
einer Pradikation vorkommen konnen (Definitionsidee fiir ,,Verb*); und die Ver-
ben eines gegenwartsdeutschen Idiolekts sind gerade die konjugierbaren Worter in
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diesem Idiolekt (Identifizierung, die nur fiir Sprachen mit Flexion funktionieren
kann)." Hier laufen Definition und Identifikation also gerade nicht parallel, und
deren Nichtunterscheidung fiihrt gegebenenfalls zu gegenstandslosem Streit.
Dariiberhinaus haben die Verben dieses Idiolekts weitere charakteristische Eigen-
schaften syntaktischer, semantischer und morphologischer Art, die in einer voll-
stindigen grammatischen Charakterisierung dieser Wortklasse selbstverstandlich
auch noch zu erfassen sind. Und schliellich bediirfen die Annahmen, die zur
Abgrenzung (‘definitio’ im wortlichen Sinne) gerade dieser Wortklasse als der
Klasse der Verben (dieses Idiolekts) gefiihrt haben, der Rechtfertigung. Hierzu
kann man auf Phdnomene beliebiger Art Bezug nehmen, einschlieBlich solcher des
Sprachwandels und des Spracherwerbs. Insgesamt hat man es also mit vier ver-
schiedenen Aufgaben mit jeweils spezifischen Voraussetzungen zu tun (am
Beispiel der Wortarten [WAen]; vgl. Budde 2000):

Identifizierung aller Gegenstédnde,
auf die Bezug genommen wird

Rechtfertigung
Einfiihrende
Identifizie-
rung von WA Einfithrung der
bestimmten Identifi- A  Definition d. Begriffe fiir
morpholo- zierung emnes | < zugehorigen syntaktische
gisch bzw. Idiolekts WA-Begriffe Funktionen
wortsemantisch T
festgelegten
Wortklassen ergdnzende

Charakterisierung

Identifizierung aller Gegenstinde,
auf die Bezug genommen wird

Bei den Axiomen einer empirischen Theorie kann man desweiteren
unterscheiden zwischen solchen, die in den Definitionen vorausgesetzt werden,
und solchen, die im engeren Sinne empirisch sind: erstere gehoren zum begriff-
lichen oder konzeptuellen Kern der Theorie, letztere enthalten die eigentlichen

P Unter einem Idiolekt verstehen wir einen groBten bzgl. aller innersprachlichen

Variationsmoglichkeiten homogenen Anteil eines Sprechers an einer historischen Einzelsprache
wie dem Deutschen. Eine Grammatik des Deutschen bzw. einer Varietit des Deutschen ist dann
eine Abstraktion zu einzelnen Idiolektgrammatiken. In den meisten Zusammenhéngen kann der
Unterschied zwischen Idiolektgrammatiken und Grammatiken fiir ganze Varietdten vernachlas-
sigt werden, wenn man sich die Varietét als Menge von Idiolekten vorstellt, die durch eines ihrer
Elemente vertreten wird.
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empirischen Erkenntnisse. Dall z.B. bisher keine Sprache ohne Verben gefunden
wurde (wohl aber Sprachen ohne Adjektive und moglicherweise sogar Sprachen
ohne Substantive), sollte z.B. bei der Definition der Wortartbegriffe nicht voraus-
gesetzt werden, sondern als empirische Hypothese unter Voraussetzung der Defini-
tion von ,,Verb® in eine Theorie der Wortarten eingehen. Erweist sich die Hypo-
these als falsch, bleibt die Definition der Wortartbegriffe davon ganz unberiihrt.
Wiirde man sie dahingegen bei der Definition der Wortartbegriffe voraussetzen,
wéren nicht nur alle Verwendungen von ,,Verb* im Nachhinein gegenstandslos
geworden und miifliten bei der Korrektur der Theorie {iberpriift werden, sondern die
Feststellung, dal es in allen Sprachen Verben gibt, wire in dieser Theorie immer
trivial: sie wiirde bereits aus den Definitionen folgen. Es gehort also zu den
Aufgaben des Theoretikers, eine Theorie moglichst so aufzubauen, daBl die
eigentlich empirischen Aussagen nicht schon in den Definitionen vorausgesetzt
werden.

Bei den eigentlich empirischen Aussagen konnen wir desweiteren zwischen
den allgemeinen und den einzelsprachspezifischen unterscheiden. Und auf der
anderen Seite setzen sprachwissenschaftliche Theorien regelméfig voraus, daf3 z.B.
die Sitze der Mengenlehre und der Logik gelten. Damit ergeben sich fiir eine
Einzelsprachtheorie insgesamt vier ‘Schichten’:

Einzel-  einzelsprach-

sprach- \ spezifische

theorie \ empirische

. Hypothesen i

allgemeine e |
Sprachtheorie | allgemeine .
7 empirische i

konzeptueller Kern | Hypothesen .

der Sprachtheorie

vorausgesetzte  giiltige Sétze der ! i nicht-empirische Axiome
(Teil-)Theorien | vorausgesetzten ! 1 sowie Deﬁn}tmnen der
| (Teil-)Theorien : Sprachtheorie

Auch wenn die hier getroffenen Unterscheidungen in der Literatur (nicht nur
der sprachwissenschaftlichen) kaum je explizit gemacht werden, so erleichtern sie
doch die systematische Lektiire und Erarbeitung von Forschungszusammenhingen
ganz erheblich — und nicht selten wird man verbliifft feststellen, dal sich ein
Forschungsstreit von allein erledigt: unterscheidet man, was hier unterschieden
wurde, so zeigt sich oft, dal und warum alle Parteien ‘ein billchen’ recht haben,
aber keine fiir sich allein ein hinreichend differenziertes Gesamtbild zeichnen
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B. Definitionen

Eine (Nominal-)Definition dient dazu, Abkiirzungen fiir mehr oder weniger kom-
plexe Sachverhaltsbeschreibungen einzufiihren. Die Grundform einer Definition ist
daher eine Aquivalenz der Form , A gdw B*, wobei A der zu definierende
Ausdruck (das Definiendum) und B der definierende Ausdruck (das Definiens) ist.
Zum Beispiel ist in

(25)  Definition:
n ist eine Primzahl genau dann, wenn gilt: » ist eine natiirliche Zahl, die
genau zwei Teiler hat.

das Definiendum der Ausdruck ,»n ist eine Primzahl“ und das Definiens der
Ausdruck ,,n ist eine natiirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat“ (Ubung: An
welchem sprachlichen Ausdruck erkennt man, dal der Gesamtausdruck eine
Aquivalenz ist?). Der wichtigste Teil des Definiendums — der neu eingefiihrte
Terminus — wird meistens noch einmal besonders hervorgehoben. Oft wird dieser
ebenfalls ,,Definiendum* genannt.

Eine Aquivalenz der Form ,,A gdw B* 4Bt sich nun auflésen in ,,A impliziert B
und B impliziert A%, also in die Konjunktion zweier Implikationen.'* Bei einer
Implikation der Form ,,A impliziert B heillt A auch hinreichende Bedingung
(dafiir, daB3 B gilt) und B notwendige Bedingung (dafiir, dal A gilt). Dies hdngt
mit den beiden folgenden SchluBregeln zusammen (vgl. die Ubersicht zu den

SchluBregeln):
A—> B A —> B
A —B
B —A
(Modus ponens) (Modus tollens)

Nach dem Modus ponens darf man aus der Giiltigkeit der Implikation und der
Aussage A auf die Giiltigkeit von B schlieen, nach dem Modus tollens aus der
Giiltigkeit der Implikation und der Nichtgiiltigkeit von B auf die Nichtgiiltigkeit
von A. Das Definiens einer Definition beschreibt daher eine zugleich hinreichende
und notwendige Bedingung fiir das, was von dem Definiendum bezeichnet wird.
Setzt sich das Definiens aus mehreren Bedingungen zusammen, so ist auch jede

" Zur Terminologie: Man sagt ,,A impliziert B oder ,,Wenn A, dann B* bzw. ,,A ist eine
Paraphrase von/zu B oder ,,A ist (logisch) dquivalent zu B* oder ,,A gdw B*. Die Relationen
heiBen ,,Implikation bzw. , Paraphrase* oder ,,Aquivalenz. Zu beachten ist: Aussagen der Form
»A impliziert B“ usw. heiflen ebenfalls , Implikation”, und Aussagen der Form ,,A gdw B* usw.
,Aquivalenz®, aber nicht: ,Paraphrase*.
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dieser Teilbedingungen eine notwendige Bedingung, im allgemeinen aber keine
hinreichende Bedingung mehr."

Weil das Definiendum lediglich eine Abkiirzung fiir das Definiens ist, muf3 es
in allen Aussagen einer Theorie durch das Definiens ersetzt werden konnen, ohne
dal3 sich der Wahrheitswert der Aussagen dndert. Welche Anforderungen miissen
Definitionen nun erfiillen, damit durch sie hierbei keine Widerspriiche in eine
Theorie hineinkommen? Dies ist in der Logik eingehend untersucht und 1957 von
Suppes zusammengefalit worden (vgl. auch v. Savigny 1970: 126; Wunderlich
1991: 95):

(26)  Anforderungen an eine Nominaldefinition in der Grundform
a. Die Definition ist eine Aquivalenz.
b. Das Definiendum ist eindeutig als solches identifizierbar.
c. Das Definiendum ist atomar, d.h. nicht zusammengesetzt aus mehreren
Begriffen.'®
d. Im Definiendum kommt jede Variable, die vorkommt, genau einmal
vor.
e. Im Definiens und im Definiendum kommen genau dieselben Variablen
frei vor."”
f. Der definierte Terminus ist neu, d.h.:
(1) Er kommt weder im Definiens seiner eigenen Definition vor noch
in dem einer (logisch) fritheren Definition (Zirkelverbot).
(11) Er kommt nicht bereits im Definiendum einer (logisch) friiheren
Definition vor (Verbot der Mehrfachdefinition).
(111) Er kommt nicht in (logisch) fritheren Behauptungen vor (Verbot
der nachtriiglichen Interpretation).

' Gelegentlich, vor allem bei Schliisselbegriffen in der Mathematik wie ,,Gruppe*, ,,Ring usw.,
werden diese Teilbedingungen auch als Axiome bezeichnet. Dies ist Folge eines Perspektiven-
wechsels, der implizit bleibt und uns hier nicht weiter beschiftigen soll.

' Diese Bedingung ist vor allem beim Interpretieren von Definitionen zu beherzigen: Wenn in
einer Theorie ein Ausdruck wie ,,syntaktische Grundform* definiert wird, der in der zugrunde-
liegenden natiirlichen Sprache ein mehrfach zusammengesetzter Ausdruck ist, dann muf3 dieser
Ausdruck in der Theoriesprache als atomar aufgefalit werden. Aus mnemotechnischen Griinden
wird man einen Terminus allerdings in der Regel so wihlen, daB sich seine Bedeutung moglichst
nahe an die des entsprechenden natiirlichsprachlichen Ausdrucks anlehnen 14Bt. Ein haufiger
Argumentationsfehler ist es hierbei aber, die Sachdiskussion mit der Diskussion iiber die
Bezeichnungen zu verwechseln.

"7 Aus logischen Griinden wiirde es geniigen, wenn man verlangt: Im Definiens kommen nur
solche Variablen frei vor, die auch im Definiendum vorkommen. Kommen im Definiendum
noch weitere Variablen vor, so sind diese schlicht iiberfliissig. Die freien Variablen einer
Definition kann man sich vorstellen als implizit gebunden durch einen entsprechenden
Allquantor vor der gesamten Definition (,,fiir alle ... gilt: «).
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In der Regel kommt von vornherein nur eine Seite der Aquivalenz als Definiendum
infrage. Um das Definiendum fiir den Leser eindeutig zu identifizieren (Bedingung
(b)), genligt es immer, den zu definierenden Terminus geeignet hervorzuheben. In
(f) ist so z.B. den einzelnen Bedingungen ,nachtriglich” ein Name gegeben
worden. Bedingung (d) impliziert, dal im Definiendum keine Quantoren vorkom-
men (Ubung: warum?). Die Bedingungen (f.ii) und (f.iii) kann man nur innerhalb
der gesamten Theorie abschlieBend liberpriifen.

U 41: Stellen Sie die logische Struktur der Definition von ,,Primzahl* dar:
a. indem Sie das Definiens als logisch nicht zerlegbaren Ausdruck auffassen;
b. indem Sie das Definiens so umformen, dal seine logische Struktur
sichtbar wird.
Hinweis: ,,n hat genau zwei Teiler” 148t sich in einem ersten Schritt
folgendermallen iibersetzen:

,»€s gibt einen Teiler n; von n und einen Teiler n, von n, die voneinander
verschieden sind, und fiir jeden Teiler n; von n gilt: n; = n; oder nz = n,.*

In dem Ausdruck ,,es gibt einen Teiler n; von n* versteckt sich nun aber
noch ein Pridikat (,,ist Teiler von*) und der Quantor ,,es gibt ein ... (fiir
das gilt:)*“. Analoges gilt fiir ,,(es gibt) einen Teiler n, von n* sowie fiir
,fur jeden Teiler n; von n gilt:* Durch einen Quantor kann eine Variable
gebunden werden. Auller durch einen Quantor kann eine Variable auch
durch den Mengenbildungsoperator gebunden werden: ,,die Menge der ...,
fiir die gilt:*. Diese Bindung gilt fiir den gesamten Bereich des Quantors
bzw. Operators. Dies ist in der Regel der gesamte restliche Ausdruck
(sonst mul man Klammern setzen bzw. den Geltungsbereich durch
Interpunktion verdeutlichen). In diesem Bereich bezeichnen alle
Vorkommen der Variablen ein und dasselbe Objekt. Alle nicht so
gebundenen Vorkommen von Variablen in einem Ausdruck sind frei. Da
wir die Anforderungen an Definitionen nur liberpriifen konnen, wenn wir
die freien und die gebundenen Variablen ermittelt haben, formen wir
weiter um. Wo dies sinnvoll und von den Quantorenbereichen her zuldssig
ist, ziechen wir dabei Quantoren zusammen, hier: die Existenzquantoren,
die n; und n, binden. Unser Ziel ist ein Formulierung, die aus Quantoren
einerseits und ‘einfachen Satzen’ wie ,,n; 1st ein Teiler von n* andererseits
bestehen.'”® Bei diesen einfachen Sitzen interessiert uns nur, welche
Variablen in ihnen frei vorkommen. Daher geben wir den Sidtzen Namen
(A, Ay, ...) und vermerken in Klammern die frei vorkommenden

' Man beachte, daB hier von Sitzen im sprachwissenschaftlichen Sinn (Ausdriicke einer
bestimmten Form) die Rede ist, und nicht von Sétzen im logischen Sinn (beweisbare Aussage).
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Variablen: ,,n; ist ein Teiler von »n* konnen wir z.B. durch ,,A(n;, n)“
abkiirzen.

Wenn sich zwei Satze nur dadurch unterscheiden, dall in ihnen
verschiedene Variablen frei vorkommen, so konnen sie der Einfachheit
halber denselben Namen bekommen. AuBBerdem konnen wir zum Sparen
von Indizes auch noch Negationen ausnutzen, z.B. dall Verschiedenheit
dasselbe ist wie Nicht-Gleichheit. Versuchen Sie nun, die Zwischen-
formulierung so umzuformen, dafl alle Quantoren und Pridikate sauber
voneinander getrennt sind. Zur Verdeutlichung der Quantorenbereiche
diirfen auch Klammern eingefiigt werden. Als Zwischenschritt sollte sich
dann etwa folgendes ergeben:

,,€s gibt ein n; und ein n,, fiir die gilt:@st ein Teiler von n,

Y
Ai(ny, n)

und n, 1st ein Teiler von n,

Y
Ai(ny, n)

und 7, und n, sind voneinander verschieden,

und fiir jeden Teiler n; von n gilt:
ny = n; oder ny = n,.“
Hier ist noch ein wenig zu tun, u.a. mufl} der Allquantor am Ende noch

aufgelost werden! (Weitere Hinweise zum Umgang mit Variablen u.a. vor
den Losungshinweisen in V.C.)

U 42: Uberpriifen Sie, ob die Beispieldefinition die iiberpriifbaren Bedingungen

U 43:

U 44:

erfiillt. Benutzen Sie dabei das Ergebnis der vorangehenden Ubung.

Welche (wort)semantische Relation besteht zwischen den Begriffen in
Definiendum und Definiens, wenn beide Seiten einer Definition als
Definiendum infrage kommen?

Erfiillt die Definition von ,,Teilmenge* die Anforderungen an Definitionen
in der Grundform (vgl. S. 4)? Erfiillt die Definition von ,,&* und die von
., Vereinigung“ diese Anforderungen (vgl. S. 3 und 5)?"

¥ Denken Sie daran, daB eine Forderung der Form ,jedes Xvyz hat die Eigenschaft ...

(13

trivialerweise erfiillt ist, wenn es iiberhaupt kein XYz gibt.
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U 45: Formen Sie die Definition von , Teilmenge* so um, daB in jedem
satzformigen Ausdruck nur ein Pridikat vorkommt. Dabei entspricht ein
Ausdruck der Form ,,Ein Murkel x ist ein Urmel von y ... einer Implikation:
»Wenn x ein Murkel ist, dann gilt: x ist ein Urmel von y ... bzw. (bei
Definitionen): ,,Sei x ein Murkel. Dann gilt: x ist ein Urmel von y ...“. In
dem Subjektsausdruck ist also eine Vorbedingung fiir den gesamten
Restausdruck versteckt. Solche versteckten Voraussetzungen gibt es auch in
der Definition von ,,Vereinigung®. Formen Sie wieder um!

Die beiden letzten Ubungen zeigen: Definitionen haben nicht immer die
Grundform, sondern konnen auch eine abgewandelte Form haben. Welche
Forderungen lassen sich abwandeln? Die Definition von ,,JJ% zeigt, dall eine erste
Abwandlung die Bedingung (a) betrifft: Dieses Symbol wird durch eine Gleichung
und nicht durch eine Aquivalenz definiert. Und die Definitionen von ,, Teilmenge*
und ,,Vereinigung* zeigen, da3 dem eigentlich definierenden Teil noch Vorbedin-
gungen vorausgehen konnen, so dafl die Definition insgesamt die Form einer
Implikation hat, deren Nachsatz entweder eine Aquivalenz oder eine Gleichung ist.
Definitionen dieser Art heiBen bedingte Definitionen.

U 46: Zeigen Sie, daB die Nachsitze der Implikationen in den genannten
Beispieldefinitionen alle iibrigen Anforderungen erfiillen. Bei einer
Gleichung sind dabei die Begriffe ,,Definiendum® und ,,Definiens* auf die
beiden Seiten der Gleichung anzuwenden.

Hinweis zur Definition von ,,J*: Der Mengenbildungsoperator ,,{ | }*, der
in ,{r| r#r}“ vorkommt (lies: ,,die Menge der r, fir die gilt: » # r}*) ,
bindet ebenfalls Variablen, und zwar die vor dem Strich aufgefiihrten.

U 47: Formulieren Sie eine Anforderung (a'), die alle Formen von Definitionen
abdeckt.

U 48: Untersuchen Sie alle iibrigen Definitionen in diesem Propéideutikum.

Durch Aquivalenzen werden Begriffe fiir Eigenschaften oder Relationen
definiert, durch Gleichungen Begriffe fiir Einzelgegenstinde (also Eigennamen)
und Begriffe fiir Funktionen. Zu beachten ist, dal man bei der Definition von
Eigennamen und Funktionsbegriffen vorher liberpriifen muf}, ob Existenz und
Einzigkeit sichergestellt sind — ansonsten ist der Begriff nicht wohldefiniert.

U 49: Uberpriifen Sie die Definitionen, die Sie in den vorangehenden Ubungen
genauer untersucht haben. Welche Begriffe werden in der Definition welcher
anderen Begriffe vorausgesetzt? (Dies 148t sich gut mithilfe von
Pfeildiagrammen darstellen.) Sind (f.ii) und (f.iii) innerhalb dieser
Teiltheorie erfiillt?
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Die Bedingungen (b)—(e) sowie (f.i1)) und (f.ii1) konnen nicht abgeschwicht
werden. Uberraschenderweise 148t sich jedoch Bedingung (f.i) abschwichen: In
einer Definition mit einer Fallunterscheidung 148t sich ein Definitionszirkel bereits
dann vermeiden, wenn man immer bei einem Fall landet, be1 dem der zu
definierende Begriff keine Rolle spielt — unabhingig davon, ob in den
Beschreibungen der anderen Félle der zu definierende Begriff vorkommt oder
nicht. Solche Definitionen heillen rekursiv. Zu den bekannten Beispielen gehort
die Definition der Fakultitsfunktion:

(27)  Definition: Sei n eine natiirliche Zahl.

. 1, falls n =1
. n* (n-1)!, falls n > 1

U 50: Wieso landet man immer in dem ersten Fall? Ist dies auch gewihrleistet,
wenn n eine beliebige Zahl ist?

U 51: Ein nicht-definierter Begriff einer Theorie heiit auch Grundbegriff der
Theorie. Kann es eine Theorie ohne Grundbegriffe geben?

Rekursive Bestimmungen kommen in der Sprachwissenschaft bei der
Identifizierung von Ausdrucksmengen vor, z.B. bei der Identifizierung der Menge
aller Sdtze eines Idiolektsystems. Solche Identifizierungen konnen aus logischen
Griinden keine Definitionen sein: ein Ausdruck wie ,,die Menge aller Sitze von S%,
kurz: ,,Satz(—,S) ist nicht atomar (vgl. die Erlduterungen zur Auswahlfunktion in
Abschn. 1.C). Ansonsten miissen die grundlegenden Identifizierungen aller
Gegenstinde einer Einzelsprachgrammatik dieselben Bedingungen erfiillen wie
Definitionen, damit kein Identifikationszirkel entsteht. In Ansédtzen, wo die
entsprechenden Begriffe nicht auf Idiolektsysteme relativiert werden, werden diese
Begriffe oft durch rekursive Definitionen eingefiihrt.

Definitionen kommen nun héufig nicht in einer voll expliziten Form vor,
sondern in mehr oder weniger informellen Varianten. Diese bereiten vor allem dem
Anfanger z.T. erhebliche Schwierigkeiten. Relativ harmlos ist es meist noch, wenn
die Reihenfolge von Definiendum und Definiens vertauscht wird, z.B.: ,,Eine
natiirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat, heillt Primzahl.“ Schwieriger ist es,
wenn in einer Definition ,,wenn* statt ,,genau dann, wenn* steht: Dies ist nur dann
erlaubt, wenn aus dem Kontext eindeutig hervorgeht, daf3 es sich bei der Aussage
um eine (Nominal)Definition handeln soll. Dann wird von dem Leser erwartet, daf3
er weil, wie dieses ,,wenn‘ zu verstehen ist (so in (37) auf S. 82 des Readers zur
Einfiihrung in die Germanistische Linguistik).
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U 52: Ist in einer Aussage der Form , A, wenn B*“ die Teilaussage B eine
notwendige oder eine hinreichende Bedingung (dafiir, dall A gilt)? Welche
Information fehlt einem Leser, der eine Definition mit ,,wenn* statt ,,genau
dann, wenn* wortlich versteht?

Wenn eine Reihe von Begriffen fiir verschiedene Unterfélle eingefiihrt werden,
wird haufig abkiirzend ,,andernfalls* oder ,,sonst* gebraucht: Hier muf} der Leser
aus dem Zusammenhang erschlieBen, die Negation von welcher Bedingung im
einzelnen gemeint ist (Beispiel: (37.b) auf S. 82 des Readers zur Einfiihrung in die
Germanistische Linguistik). Auch werden Vorbedingungen gerne einer ganzen
Liste von Definitionen vorangestellt oder — wie in den Ubungen gesehen — ins
Definiendum (!) integriert. Zu den Vorbedingungen gehort streng genommen auch
die Angabe der Variablenbereiche (,,die Variable ,,7 steht fiir ...*). Je informeller
die Formulierungen werden, desto eher bleiben Vorbedingungen oder Relativie-
rungen ungenannt und miissen vom Leser durch Interpretation erschlossen werden.
Zum Beispiel bleibt in (37) auf S. 82 des Readers zur FEinfiihrung in die
Germanistische Linguistik durchgehend der Bezug auf Idiolektsysteme S implizit:
,Garundformenfolge®”, ,Konstituentenanalyse®, , Konstituentenkategorie* und
»einfache Konstituentenkategorie* sind samtlich Begriffe, die auf Idiolektsysteme
bzw. auf ein Klassifikationssystem, das die Konstituentenkategorien liefert, zu
relativieren sind, also ,,f"ist eine Grundformenfolge von S* usw.

U 53: Fiir Teilnehmer an der Einfiihrung in die Germanistische Linguistik: Uber-
prifen Sie anhand der Anforderungen an Definitionen, ob dann auch die
definierten Begriffe so zu relativieren sind.

U 54: Fiir Teilnehmer an der Einfiihrung in die Germanistische Linguistik: Wie ist
in (37.e) ,,(wenn es) eine Konstituente f; (gibt)“ zu verstehen (vgl. (37.a)!)?

U 55: Fiir Teilnehmer an der Einfiihrung in die Germanistische Linguistik: Unter-
suchen Sie nach den Definitionen fiir ,,Konstituente* usw. in (37), S. 82 des

Readers die fiir ,,lexikalisches Wort*“ (S. 61) und zum Schluf3 die wirklich
verzwickte Definition fiir ,,(syntaktisches) Paradigma® (S. 58).

Am schwierigsten zu entschliisseln sind ineinander verschachtelte oder en passant
in einen fortlaufenden Text eingebettete Definitionen. Und die Gefahr von
MiBverstindnissen ist besonders grofl, wenn man bei informell formulierten
Theorien aus dem Kontext erschlieBen muf3, ob eine Aussage als Definition zu ver-
stehen ist oder nicht: Es konnte auch eine Aussage sein, die von der Form her als
Definition infrage kommt, tatsdchlich aber ein beweisbarer Satz oder gar ein
Axiom ist und dies auch sein soll bzw. aus logischen Griinden sogar sein muf3. Dal3
man als Leser hdufiger vor solchen Interpretationsproblemen steht, hingt damit
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zusammen, daBl (Nominal)Definitionen immer wieder mit Realdefinitionen
verwechselt werden: Mit Aussagen iiber die Dinge (,,Realien), die diese
abgrenzen (lat. ,de-finio*, engl. ,to define*) und moglichst vollstindig
charakterisieren. Dabei wird im allgemeinen versucht, mithilfe eines Systems von
Realdefinitionen die sachliche Struktur des beschriebenen Weltausschnittes
widerzuspiegeln, etwa indem man von Oberbegriffen ausgeht und die Unter-
begriffe dann mithilfe des jeweiligen Oberbegriffs und eines spezifischen Unter-
schieds erklért (,,definitio fit per genus proximum et differentiam specificam*).
Begriffssysteme dieser Art entsprechen unseren Klassifikationssystemen — aber wir
tun gut daran, Klassifikationssysteme und (Nominal)Definitionen theoretisch zu
entkoppeln und uns auch im {tbrigen nicht auf Genus-proximum-differentia-
specifica-Definitionen zu beschranken.
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IV. Weitere Ubungen (zu Beispielen aus der Sprachwissenschaft)

1. Mengenlehre
U 56: Welche Teilmengen der Folge

peter hat ein buch gesehen =

lassen sich auf eine Wortform zurtickfithren?

U 57: S, sei ein Idiolektsystem des gesprochenen Standardgegenwartsdeutschen
(d.h. insbesondere: es kommt nur auf die Aussprache an, nicht auf die
Schreibung eines Wortes):

Welche der folgenden Mengen sind nicht leer?

Vf(_asl)
Nf(_a S 1 )

Pf(_asl)

Beispiele zu dieser Ubung:

die gans im hof ist nun mal eben recht laut

die torte ist noch ganz

die platte ist ganz eben

dieses recht gilt laut gesetz nur drei jahre lang
ein halber liter wein

der tibersicht halber

wir sondern die erbsen von den bohnen

wir kochen nicht erbsen, sondern bohnen
schon dich nicht!

bis jetzt haben wir schon ein paar schone beispiele gefunden
dieser bif3 war der erste

bip der hund etwa schon einmal

wir schneidern uns heute ein kleid

diesen schneidern schulden wir noch den lohn
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2. Aussagen- und Pradikatenlogik

U 58:

U 59:

U 60:

U6l:

Wie kann man ,,entweder p oder q* ausdriicken mittels A, v und —?
Hinweis:
a) Vergleichen Sie (7.a) in Abschn. II mit

(7.e) Entweder es regnet oder es schneit.

und stellen Sie eine Wahrheitswerte-Tabelle fiir ,,entweder—oder* auf.

b) Welcher Fall wird bei ,entweder—oder* ausgeschlossen, der bei v
(,,oder*) erlaubt ist? Driicken Sie diesen AusschluB3 mithilfe von A (,,und*)
und — (,,nicht*) aus.

c) ,,Entweder—oder* 14t sich dann insgesamt mittels A, v und — darstellen.

d) Kontrolle: Berechnen Sie die Wahrheitswerte-Tabelle fiir Thre
Darstellung: Wenn die beiden Ausdriicke dquivalent sind (sein sollen),
dann muB sich dieselbe Verteilung der Wahrheitswerte ergeben.

Zerlegen Sie pradikatenlogisch: Bsp. (11), (12) + (13) (2 Lesarten), (16),
(17).
Priifen Sie, wie sich (16.b) zu

(16.d)  Niemand mag Anna nicht.

verhdlt. Wie konnte die allgemeine Regel zum Verhiltnis von Allquantor
(,,fiir alle ...“) und Existenzquantor (,,es gibt ein ...) lauten?

Aus (16.b) folgt nicht, daB3 (16.c) gilt: Konnen Sie das mit dem Ergebnis von
U 4 begriinden?

Hinweis: Bei der Verwendung von alle X unterstellen wir in der Regel, dal3
es mindestens ein X gibt. Da3 wir dies nicht aufgrund der satzsemantischen
Regeln, sondern aufgrund pragmatischer Schliisse tun, zeigt das folgende
Beispiel:

(16.e) Alle Einhorner haben ein langes Horn auf der Stirn.

(16.f) Es gibt ein Einhorn, das ein langes Horn auf der Stirn hat.
Offensichtlich folgt (16.f) nicht aus (16.¢) — und sollte das auch nicht.

3. Zusammenhang Mengenlehre — Logik

U 62:

U 63:

Fiir alle fund fiir alle S gilt: Wenn f eine Verbform von S ist, dann ist / eine
Wortform von S.
Frage: Wie verhalten sich die Mengen V{(—,S) und W1(-,S) zu einander?

Wenn Sie wissen, dall Nf(—,S) < WI1(-,S) fiir alle S gilt (Graphik!), wie
konnen Sie denselben Sachverhalt mithilfe einer Implikation ausdriicken?
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Losungshinweise

A. Losungshinweise zur Mengenlehre

Ul:

U2:

U 3:

zB. {2,4,8, ...}:

- {2,4,8, 16,32, ...}: ‘ndchste Zahl = vorherige Zahl * 2’ [f(1) =2, f(n) =2 * f(n—
1),n>1,also f(n)=2", n>1]:

- {2,4,8, 14, 22, ...}: ‘néachste Zahl = vorherige Zahl + nichste, noch nicht
verbrauchte gerade Zahl: + 2, +4, +6, +8, ...” [f(1) = 2, f(n) = f(n—1) + 2(n—1),n >
1]

M, = M, = Ms = M. Kein Unterschied: Angabe einer Eigenschaft oder Aufzihlung

der Elemente; bei der Aufzéhlung der Elemente ist die Reihenfolge irrelevant, bei

den Eigenschaften sind nur die festgelegten Elemente relevant (die Eigenschaften

selbst konnen ganz verschieden sein).

M; < M, sogar: M5 — M,, denn -2 (das einzige Element von M;) ist zugleich

Element von M; und z.B. —1 ist Element von A, aber nicht von Mj.

M5 ist Teilmenge von jeder Menge (!): Eine Bedingung der Form ,,jedes » mit der

Eigenschaft E,; hat die Eigenschaft E,* ist trivialerweise erfiillt (d.h.: ohne daB3 es

weiterer Begriindungen bedarf), wenn es tiberhaupt kein » mit der Eigenschaft E,

gibt).

M, und M, sowie M; und M, sind disjunkt. M7 und jede nicht-leere Menge sind

disjunkt.

a. (1) und (i1) gelten, (iii) und (iv) gelten nicht:
(11): man setze M = M; = M, in der Definition von ,, Teilmenge*.
(1): folgt mit der Definition von ,,gleich® sofort aus (ii).
(iv) ist die Negation von (i). Da (i) bereits gezeigt ist, mul} (iv) falsch sein.
(111): Aus (111) folgt mit der Definition, da3 es wenigstens ein Element von M
gibt, das nicht zu M gehort. Das ist ein logischer Widerspruch! Also mul3
bereits (ii1) falsch gewesen sein.

b. (1) und (i11) gelten, (i1) gilt nicht:

(1): Vertauschen der Konjunkte in der definierenden Bedingung (die Konjunk-
te sind die mit ,,und verbundenen Aussagen bzw. Aussagenteile).

(i1): Gegenbeispiel: M} c M,, z.B. M; = {1} und M, = {1, 2}.

(111): Mit der Definition ist der Beweis sehr aufwendig (viele Fallunterschei-
dungen), sehr einfach dahingegen mit Kontraposition, das ist die folgende
Tautologie (,,—* bedeutet ,,nicht”, vgl. Abschn. II; s. auch Einfiihrung in
die Germanistische Linguistik, IV.A bzw. beliebige Einfithrungen in die
formale Satzsemantik oder in die Logik):

aus A folgt B genau dann, wenn gilt: aus —B folgt —A
oder kiirzer:

D.h. es ist logisch gesehen vollig egal, ob wir die linke Seite (also A — B)
oder die rechte Seite zeigen (also -B — —A). Eine Tautologie ist eine
Aussage, die allein aufgrund ihrer logischen Struktur immer wahr ist, also
unabhédngig davon, mit welchem konkreten Inhalt man eventuell
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vorkommende Variablen fiillt. Oft ist es nun sehr viel einfacher, die eine
der beiden Seiten zu zeigen, als die andere. So auch hier:

A set M, # My*, B sei ,M, # M. (ii1) behauptet dann: A — B. Es
entspricht nun —A offensichtlich —(M; # M,), also gerade —(—(M; = M,)).
Da sich doppelte Negation aufhebt, ist —A gerade ,,M; = M,*. Analog
entspricht —B der Aussage ,,M, = M. Es genligt also, wenn wir zeigen:
aus M, = M, folgt M, = M,. Dies ist aber gerade die Aussage von (i) (bis
auf Variablenumbenennung), und (i) haben wir schon gezeigt.

c. (1)—(111) gelten, (iv) gilt nicht.

(ii):

(i):

(iii):

(iv)

Sei r ein Element von M,. Nach Voraussetzung ist M; < M,, also ist r
dann auch ein Element von M,. Wegen M, < M; — das ist die zweite
Voraussetzung — ist » dann aber auch ein Element von M;. D.h. jedes
Element von M, ist auch Element von M;, und hieraus folgt mit der
Definition von ,, Teilmenge*: M| < M;.
kann man mithilfe von (i1) und dem folgenden Schlu3verfahren zeigen:
A—>B
C—>D

(Aund C) - (B und D)

zusitzlich zu (ii) ist zu zeigen, dal aus den (strengeren) Voraussetzungen
die Verschiedenheit von M, und Mj folgt: Nach der zweiten Vorausset-
zung gibt es ein r € M; mit r ¢ M,. Also kann r nach der ersten
Voraussetzung erst recht nicht Element von M, sein.

Gegenbeispiel: man wéhle M| = M;.

Ubung im 1. Abs. von Abschn. I.A.3: die Ausgangsmengen sind beliebig und diirfen bei
allen Operationen insbesondere auch gleich sein; die resultierende Menge darf
identisch zu einer oder auch zu beiden Ausgangsmengen sein.

U4: gilt.

U 5: Vereinigungen:

M,

M,
a)

M,

b) 0) d)

C): M1 C Mz, d) M1 :Mz, also M1 gMz unsz QMI
U 6: beide Gesetze gelten.

U7: gilt.

U 8: Durchschnitte:
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M 1 M :
\ @ @
Mz/Q M, s M.
) d)

2

a) b) v

U 9: Alle Gesetze gelten.
U 10: Bei Addition und Multiplikation gilt nur eines der beiden Distributivgesetze.
U 11: ... genau dann, wenn ihr Durchschnitt leer ist, d.h. M; N M, = O.

U 12: gilt.
U 13: beliebige Vereinigungen
M-

Aﬁ@ 1 M3
M,

d)

U 14: beliebige Durchschnitte
M; M; M,

M :(; 1 \ Y
3
M \ M.
2 A M, 2

a) b) C) M, d)

U 15: beide Aussagen gelten.
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U 16: gilt.
["J 17: M1 \Mgi
M, %1 M 4%1
MZ/Q M, i‘é M,
b) c) d)
U 18: M2 M1 M,
é @ 5
/@ M, \ M M,
a) b) c) d)

U 19: Die Differenz ist weder kommutativ (vgl. U2 und 3) noch assoziativ:
betrachte M, = {1, 3}, M, = {1, 2}, M5 = {1}. Dann gilt (nachrechnen!):
(M \ M)\ M;5= {3} #{1,3} =M\ (M \ M3)

U 20: -

U2l:a)w, b)f

U 22: Kind-von: {<Anton, Karl>, <Petra, Karl>, <Karla, Karl>, <Anton, Emilie>,
<Petra, Emilie>, <Karla, Emilie>}
Vater-von:  {<Karl, Anton>, <Karl, Petra>, <Karl, Karla>}

U 23:

(a) (1) es gibtkein n> 1, so daB3 die Def. erfiillt ist
(11) wie (1), insbes.: {<3, a>} fangt nicht bei 1 an
(i) wie (1), insbes.: {<1, a>, <5, u>, <6,s>} hat eine Liicke
(iv) wie (1), insbes. ist diese Menge weder endlich noch fingt sie mit 1 an

(b) karla=ky ay r; 1y a5 = {<1l, k>, <2, a>, <3, >, <4, >, <5, a>}
der mann steht auf = der, mann, steht; auf,
= {<1, der>, <2, mann>, <3, steht>, <4, auf>}
Steuer ung = steuer, ung, = {<l1, steuer>, <2, ung>}

(c) [bleibt Ihnen tliberlassen]

(d) ja



U 24:

U 25:
U 26:
U 27:
U 28:
U 29:
U 30:

U 31:
U 32:

U 33:

U 34:
U 35:
U 36:

U 37:
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karla =k, a; r3 Iy as = {<1,k>, <2,a>, <3,r>, <4,I>, <5,a>} (Buchstabenfolge!)
der mann steht auf = der, mann, steht; auf, =

{<l,der>, <2,mann>, <3,steht>, <4,auf>}
Steuer ung = steuer, ung, = {<l,steuer>, <2, ung>}

jal
gesehen 4 hat,s wundert, dery junge, mann;
[hier ist fiir jede der definierenden Bedingungen zu zeigen, daB sie erfiillt ist]

nein
die Klassifikation auf sWf(-,S), die Klassifikation {97, {0}, £} auf 9.

die Klassifikation {97, {0}, Z}auf 9

betrachte Einheitenkategorien (i.e. Kategorien, die syntaktische Einheiten
enthalten). — Hinweis: Wortklassen, insbesondere die primdren Wortarten, {iber-
lappen sich im allgemeinen hochstens bei den b’-Wortern: in der Regel lassen sich
zumindest faktisch Unterschiede bei den Paradigmen oder Unterschiede bei den
Wortbedeutungen feststellen.

jeder Endpunkt mit sich selbst; aullerdem:

Ms | Ms
M,| x X
M;| x X
M, x X
(My) | Mg| x X
My| x X

{MZa MS}a {M29 M6}9 {M3) MS}) {M?n MG}: {M7a MS}a {M79 M6}9 {MS) MS}) {Mga
Mg}, {Mo, Ms}, {My, My}
dies ist der Fall

mit den Kategorisierungen {3Ps(-,S), Singyd—,S), Ind(-,S), Pras(-,S), ...} und
{2Ps(—,S), Plury(—,S), Ind(-,S), Pras(-.S), ...}

da geht' wegen (a) sowohl zu 3Ps(—,S) und zu Singy(—.S) als auch zu 2Ps(-,S)
und zu Pluryd—,S) gehoren muB, ergeben sich zuséatzlich zu den Kategorisierungen
in (a): {2Ps(-,S), Singy(—,S), Ind(-,S), Pras(-,S), ...} und {3Ps(-,S), Plury(-.S),
Ind(-,S), Pras(-,S), ...}.
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B. Losungshinweise zur Logik

U 38: aussagenlogische Analyse
(7) p :=es regnet, q := es schneit.
a.pvq
b. p
C. p
d. p v (—p); mit Klammerersparnis-Regeln schreibt man kurz: p v —p

(8) p:=es brennt, q := der Fahrstuhl darf benutzt werden

a. p— (—q); kurz: p > —q

b. (—p) » q; kurz: =p > q

c. (—q) » p; kurz: -q —>p

d. g — (—p); kurz: ¢ > —p

(a) und (d) sind logisch dquivalent (die entsprechende allgemeine Regel wird
bei Beweisen durch Kontraposition ausgenutzt, vgl. Losungshinweis zur
Ubung (2.b.iii) von S. 82). Dazu fiillt man schrittweise mithilfe der Festlegun-
gen in (4) (S. 97) Tafeln der folgenden Art aus und priift, ob sich bei jeder
Belegung der Variablen mit einem Wahrheitswert dieselben Wahrheitswerte
fiir die Gesamtaussage ergeben:

(a) (d) (b) (©)

—p — P — —q q— —p —p > q —q =P

p
w
W

f

| | o

f

Insbesondere ist zu beachten, dal weder (b) noch (c) logisch dquivalent zu (a) ist.
Bei diesem Beispiel kann man sich auch intuitiv klar machen, warum dies nicht
der Fall sein sollte: Warum sollten (b) und (c) keine ‘Gesetze’ sein, auch wenn
wir (a) als ‘Gesetz’ akzeptieren? (Beim Ausfiillen der Tafel sollten Sie heraus-
bekommen haben, da3 auch (b) und (c) zueinander dquivalent sind. Die Ergeb-
nisse in Spalte (a) und (d): f w w w, in Spalte (b) und (c): w w w f)

(9) p = es regnet

b. p (dquivalent zu (a))
(10) p :=es donnert, q .= es blitzt
a. =(pAQ)
b. =pv—q

(a) und (b) sind dquivalent (de Morgansche Regel). Eine analoge Regel gilt
fiir die Negation einer Oder-Aussage.
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U 39: Grenzen der aussagenlogischen Analyse

(11) vgl. Karla liest Zeitung und Anton liest Zeitung und Emil liest ein Buch.

(12) Spielen sie miteinander oder beide mit ungenannten Partnern?

(13) Heiraten sie einander oder ungenannte Partner?

(14) vgl. Robert trinkt Milch oder Robert trinkt Kaffee.

(15) vgl. Es ist nicht der Fall, dafs Anna Bier trinkt.

(16) a. vgl. Es ist nicht der Fall, daff jemand Anna mag. (a) sollte also die
Negation von (¢) sein. (b) und (c¢) sind aussagenlogisch nicht weiter analy-
sierbar.

(17) Die Giiltigkeit dieses Schlusses kann aussagenlogisch nicht erklart werden.

U 40: -

C. Losungshinweise zur Definitionslehre

Um Ihnen die Uberpriifung Ihrer eigenen Losungen zu erleichtern, habe ich die

jeweils abgekiirzten Aussagen — soweit nicht offensichtlich — schematisch mit

angegeben (passende Variablen an den Leerstellen der zugehdrigen Pridikate bzw.

Aussageformeln in Klammern).

Zur Verwendung von Variablen noch einige Hinweise fiir diejenigen, die damit
nicht (mehr) so vertraut sind:

(1) Verschiedene Variablen konnen verschiedene Gegenstinde bezeichnen, miissen
dies aber nicht (vgl. die Definition von ,,gleich*). Und umgekehrt:

(2) Wenn in einer Aussage (Definition, ...) nicht von vornherein feststeht, ob an
einer Stelle von einem weiteren Gegenstand die Rede ist oder nicht, dann
miissen verschiedene Variablen verwendet werden.

(3) Gebundene Variablen gelten nur im Bereich des sie bindenden Quantors, z.B.
sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (‘es gibt ein x, fiir das gilt: A;(x) ) und ( es gibt ein x, fiir das gilt: Ay(x) )
(b) (es gibt ein xy, fiir das gilt: A;(x;) ) und ( es gibt ein x,, fiir das gilt: A,(x;) )

In (a) sind also die Vorkommen von ,.x* im ersten Konjunkt ganz unabhingig
von den Vorkommen von ,x* im zweiten Konjunkt. Die Klammern um die
Konjunkte diirfen auch weggelassen werden. Dann muf3 man aber vereinbaren,
auf welche Weise der Bereich eines Quantors angezeigt werden soll. In
informellen und halbformalen = Zusammenhingen verwendet man
Absatzgliederungen, z.B. durchgezdhlte Bedingungen, und die Vereinbarung,
dal man innerhalb eines solchen Absatzes den Bereich eines Quantors
maximieren darf, also ist ,,es gibt ein x: A;(x) und A,(x)* als ,,es gibt ein x:
(Ai(x) und Ay(x) ) zu verstehen. Auf der sicheren Seite ist man als Autor,
wenn man bei jedem Quantor eine neue Variable verwendet. Dies fiihrt aber
ggfs zu einem Index-Wirrwarr, was der Lesbarkeit ebenfalls nicht forderlich ist.
Bei komplexeren Sachverhalten miissen Sie als Leser also mit entsprechenden
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Kompromissen rechnen (Beispiel fiir Teilnehmer an der Einfiihrung in die

Germanistische Linguistik: Def. von ,,syntaktisches Paradigma“, Bedingung (1)
und (3.a) auf S. 58 des Readers).

U 41:

U 42:
U 43:

U 44:
U 45:
U 46:
U 47:

U 48:

a. Ai(n) gdw Ay(n).
b. A(n) gdwg: es gibt ein n; und ein n, mit:
D) Ax(m, n)
und (i1) Ay(n,, n)
und (ii1) nicht As(ny, ny)
und (iv) fiir alle n; gilt: Ay(ns, n) impliziert ( As(ns, ny)
oder A3(n3, I’lz) )

(Aj: ,,ist Teiler von*; Ajs: ,,ist gleich®)

alle Bedingungen sind erfiillt

Synonymie oder Konversion: Definiens und Definiendum sind beide atomar,
bestehen also nur aus jeweils einem Begriff und ggfs Variablen. Der einzige
Unterschied kann also in der Reihenfolge der Variablen bestehen, vgl. Peter
kauft das Buch von Emil und Emil verkauft das Buch an Peter. Wir konnen
,.kaufen von‘ durch ,,verkaufen an* oder ,,verkaufen an‘ durch ,,.kaufen von*
definieren: x kauft y von z gdw z y an x verkauft.

Keine der drei Definitionen erfiillt die Bedingung (a).

(a") Die Definition ist (i) eine Aquivalenz oder (ii) eine Gleichung oder (iii)
eine Implikation, deren Nachsatz eine Aquivalenz oder Gleichung ist.

Alle Definitionen sind formal korrekt, einige sind allerdings nur halbformal
formuliert und miissen daher zunéchst in eine lberpriifbare Form gebracht
werden. Beispiele:

»gleich® (Mengen):

Ai(My, My) = ( Ay(M,, M,) gdw ( Az(M;, M>) und As(M,, M) ) )

oder praziser: ( A(M,) und A(M;) ) = ( Ax(M,, M) gdw ( As(M,, M,) und
As(Ma, M) )

»echte Teilmenge*:
Al(Ml) und Al(Mz) ) —> ( Ag(M], Mz) gdW ( A3(M1, Mz)
und es gibt ein » mit: ( A4(7, M;) und nicht
Ag(r, M) ) ) )
Aj: (M,) st Teilmenge von (M,)
Ay: (r) 1st Element von (M)



U 49:
U 50:

U5l
U 52:

U 53:

U 54:
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,»Folge®:
A1(R) = (Ax(R) gdw ( A3(R) und es gibt ein n mit: Ay(R,n) )

Aj: (R) ist eine Funktion
Ay die Argumente von (R) sind die natiirlichen Zahlen 1 bis (n)

,,Klassifikation®:
A(MM) — (Ax(MM)) gdwg: ( As(M,M))
und fiir alle M, gilt: ( Ay(M,M) — As(M,M,;) )
und fiir alle M, und alle M; gilt:
( ( A4(M2,M) und A4(M3,M) und A6(M2,M3) ) —>
es gilt nicht:
As(M, M3)) ) )
Aj;: die Vereinigung von (M) ist (M)
Ay (M) 1st Element von (M)
As: die Vereinigung von (M) ist nicht die Vereinigung der Differenz von (M)
und der Einermenge von (M>)
Ag: (M) 1st nicht gleich (M5)
A7: (M) 1st eine Teilmenge von (M;)

Betrachte z.B. n = 2. Analog kann man fiir jede natiirliche Zahl n > 2
argumentieren, wenn man jeweils davon ausgeht, dal man die Behauptung
bereits fiir alle kleineren Zahlen gezeigt hat (Prinzip der vollstindigen
Induktion anwenden). Anders bei nicht-positiven Zahlen und bei positiven
nicht-natiirlichen Zahlen, betrachte z.B. 0 oder —1 oder 1,3.

nein.

B ist eine hinreichende Bedingung (s.0.). Der Leser weifl nicht, ob B auch
eine notwendige Bedingung ist, d.h. moglicherweise sollen weitere Fille
unter den Begriff fallen, die von B nicht erfalit werden.

Dies ist wegen Bedingung (e) der Fall, wenn man nicht durch geeignete
Annahmen sicherstellen kann, daB man im Definiens jeweils ‘das richtige’
Idiolektsystem, d.h. dasjenige, von dem bereits in der Vorbedingung die
Rede ist, liber eine gebundene Variable ins Spiel bringen kann. Solche
Annahmen sind aber fiir Idiolektsysteme ein und derselben Sprache nicht
vertretbar.

»(€s gibt ein f; mit:) f; ist eine Konstituente von f'bei £ (und ...)*
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U 55: Definitionen in (37), S. 82

a. (A(f) und As(k, 1)) = (As(fr, £, k) gdwe:
( A4( f1, /) und es gibt ein K mit: ( As(K) und

A6(K3f19 k) ) ) )

b. (Ai(f)und Ay(k, /) und As( f1, 1, k) ) > (A4 f1, [, k) gdw es ein K gibt mit:
(Ag(K) und Ae(K, f1, k) ) )

(A(f)und Ay(k, f)und As( f1, 1, k) ) > (Ao f1, 1, k) gdw es kein K gibt mit:
(Ag(K) und Ae(K, f1, k) ) )

c. (A1(f) und Ay(k, f) und As(f1, £, K) ) = (Aro( 1,2, 1, K) gdw An(fi, /) )

d. (Ai(f) und Aok, f) und As(fi. £ 5)) = (Ai(fi. fo. . ) gdwe:
(Al fi,/o. 1. k)
und es gibt kein 3 mit: ( As( f, f; k)
und AlO(ﬁaﬁaﬂ k)
und AlO(ﬁaﬁaﬂ k)
)))

e. (Ai(f)und Ay(k, ) und As( f1, 1, k) ) > (An( fi, f2, f, k) gdw es ein f; gibt mit:
(  As(fs /o k)
und AlZ(fl,

J3. 15 k)
und Ajo( f2,

S s k) )

Aq: (f) ist eine Grundformenfolge

Ay: (k) st eine Konstituentenanalyse von ( /)

As: (f1) st eine Konstituente von ( f'bei k)

Ay: (1) 1st Teilmenge von ( f)

As: (K) ist eine Konstituentenkategorie

Ag: (K) ist ( f1) durch (k) zugeordnet

A7 (f1) ist eine einfache Konstituente von ( f* bei k)
Ag: (K) ist eine einfache Konstituentenkategorie

Ay: (f1) ist eine nicht-einfache Konstituente von ( f bei k)
Aqo: (f1) 1st ( f> in f'bei k) untergeordnet

Aq1: (f}) 1st eine echte Teilmenge von ( )

Aqz: (f1) 1st (f> in fbel k) unmittelbar untergeordnet
Aqs: (f1) 1st ( f> in f'bei k) nebengeordnet

Hinweise:
Die vorangestellten Vorbedingungen sind Teil einer jeden Definition. In (b)—(e)
steht kurz ,,wenn* anstelle von ,,genau dann, wenn“. In (b) bezieht sich
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»andernfalls* auf den vorangehenden wenn-Satz und ,,es gibt kein K mit: ... 1403t
sich auch durch ,,es ist nicht der Fall, da3 es ein K gibt mit: ...““ darstellen. Bei (d)
wurde die Prizisierung zugrundegelegt.

Def. von ,lexikalisches Wort* (S. 61)
Ai(S) > ( Ay(P,b, S) gdw

( 1. A3(P9S)
und 2. fir alle £, J gilt: ( A4(f,J,P) > As(b,f,J.S))

und 3. es gibt kein P; mit: ( Ag(P,P;) und A(P1,b,S)) ) )

Aj: (P) ist ein syntaktisches Paradigma von (.5)

Ay (<f,J>) 1st Element von (P)

As: (b) ist eine Bedeutung von ( fbeiJin S)

Ag: (P) 1st echte Teilmenge von (P;)

A7 (Py) erfiillt (mit » und S') [sowie ,,P;* anstelle von ,,P*] die Bedingungen (1)
und (2)

Hinweise:

— Tupel-Bildung miilte streng genommen auch noch einmal herausgezogen
werden. Da dies aber nichts zum Verstdndnis der aussagenlogischen Struktur
beitragt und nur zu groBerer Uniibersichtlichkeit flihrt, ist es besser, hierauf zu
verzichten.

— (3) enthilt eine Metabedingung (,.erfiillt ... die Bedingungen (1) und (2)*), die
streng genommen auszubuchstabieren wére.

Def. von ,,syntaktisches Paradigma“ (S. 58)
A(S) — ( Ax(P, S) gdw
( 1. fur alle £, J gilt: (As(f,J,P) = ( A4(f,S) und As(J,£,S) ))
und 2. fiir alle £1, Ji, f5, J» gilt: (( As(f1,J1,P) und As(f>,/2,P) )
= As(f1, J1,. /2, S2) )
und 3. es gibt ein b mit:
( a. fiir alle £, J gilt: ( As(£.J,P) = A+(b.f.J,S))
und b. fir alle P, gilt: ( (Ag(P,P;) und Ay(Py, b, S) )

= Aw(PP)) ) )
Aj: (<f,J>) 1st Element von (P)
Ay (f) ist eine syntaktische Wortform von (S)
As: (J) ist eine Kategorisierung von ( fin §')
As: (<f1, J1> und <f, J,> ) passen formal zueinander
A;: (b) ist eine Bedeutung von ( fbeiJin S)
Ag: (P) 1st Teilmenge von (P)
Ay: (P) erfiillt (mit » und S') [sowie ,,P;* anstelle von ,,P*] die Bedingungen (1)—

(3.2)
Aqp: (P) ist gleich (Py)
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Hinweis:

In (2), (3.a) und (3.b) sind implizite Allquantoren zu ergidnzen: dies ist typisch fiir
indefinite Ausdriicke im Vordersatz von informell formulierten Implikationen
(,,wenn (ein) x die Eigenschaft ... hat, dann ...«
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V1. Literaturhinweise

Die englischen Einfithrungen haben nicht nur kein deutschsprachiges Pendant,
sondern sind vor allem auch geeignet, sich die englische Terminologie anzueignen,
um die entsprechende Originalliteratur lesen zu konnen. Ein sinnvolles
Lektiireprogramm ist z.B., wenn man nach Savignys Grundkurs im logischen
Schliefsen und dem Grundkurs im wissenschaftlichen Definieren zu dem Band von
Partee und anderen iibergeht und ggfs das Kapitel zur Definitionslehre in Suppes
Introduction to Logic konsultiert. Einen ersten Einstieg in die Definitionslehre gibt
auch der Abschn. 3.11 in Wunderlichs Arbeitsbuch Semantik.

zum gesamten Stoff:

Suppes, Patrick: Introduction to Logic. Van Nostrand Reinhold: New York 1957
(unverdndert wiederverdffentlicht durch Mineola, NY: Dover 1999). —
Umfaf3t im Teil 1 die Prinzipien des logischen SchlieBens und des Definierens
(das Kapitel zur Definitionslehre ist nach wie vor einschldgig) und im Teil 2
werden die Grundziige der Mengenlehre behandelt.

Partee, Barbara H. / Alice ter Meulen / Robert E. Wall: Mathematical Methods in
Linguistics. Corrected 1. ed. Dordrecht usw.: Kluwer 1993. —
Nahezu erschopfende Darstellung (1) der mengentheoretischen, der logischen
und der algebraischen Grundlagen der modernen linguistischen Beschreibung
von Sprache und Sprachen (Algebren dienen zur Modellierung der Welt und
sind damit Grundlage fiir die Beschreibung der Beziehung zwischen
Sprache(n) und Welt); (2) der Theorie der formalen Sprachen und ihrer
Anwendung auf natiirliche Sprachen (vernachléssigt: Definitionslehre).

zu Teilfragen:

Savigny, Eike von: Grundkurs im logischen Schlieffen. Ubungen zum Selbst-
studium. 3., durchges. Aufl. (‘1976 bei dtv). Géttingen: Vandenhoeck &
Ruprecht 1993. —

Eignet sich sehr gut, praktische Fertigkeiten im logischen Schlieen zu er-
werben und damit eine der wichtigsten Anwendungen der Aussagen- und der
Pradikatenlogik von der Praxis her kennenzulernen.
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Savigny, Eike von: Grundkurs im wissenschaftlichen Definieren. Ubungen zum
Selbststudium. Miinchen: dtv 1970. —
Basiert im wesentlichen auf dem entsprechenden Kapitel zur Definitionslehre
in Suppes Introduction to Logic.

Klabunde, Ralf: Formale Grundlagen der Linguistik. Ein Arbeitsbuch. Tiibingen:
Narr 1998. —
Der Titel ist eher irrefilhrend: es handelt sich um eine Einfiihrung in die
Theorie der formalen Sprachen (genauer: deren Syntax); inwieweit natiirliche
Sprachen sich durch formale Sprachen beschreiben lassen, oder ob fiir
natlirliche Sprachen nicht vielmehr eine geeignete Weiterentwicklung der
traditionellen Grammatik weitaus fruchtbarer ist, die dann erst noch zur
Theorie der formalen Sprachen ins Verhiltnis zu setzen wire, bleibt un-
diskutiert. Dieses Buch eignet sich vor allem fiir Studierende der Linguistik mit
Interesse an der Computerlinguistik, der KI-Forschung und der theoretischen
Informatik.

Heim, Irene / Angelika Kratzer: Semantics in Generative Grammar. Oxford usw.:
Blackwell 1998. —
Beispiel fiir die zentrale Rolle der mengentheoretischen Grundlagen in der
modernen Semantik (enthélt eine gute Einfiihrung in diese Grundlagen);

Schwarz, Monika / Jeannette Chur: Semantik. Ein Arbeitsbuch. Tiibingen: Narr
1993 (u.0.). —
Das Kapitel zur Satzsemantik besteht im wesentlichen aus einer Einfiihrung in
die formale Semantik, deren Kern wiederum eine Einfiihrung in die Aussagen-
und Pradikatenlogik ist.

Wunderlich, Dieter: Arbeitsbuch Semantik. 2., erg. Aufl. Frankfurt a.M.: Hain
1991.
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