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Das bedeutet nun, da3 die Korrelationen von drei Variablen nicht beliebige Kombinationen von
Zahlen im Bereich von —1 bis +1 bilden konnen. Ist beispielsweise r,, = 0.70 und r,,, = 0.30, dann
kann man diese Zahlen in die Formel einsetzen und erhélt

-047 < oy < 0.89.

Daf} solche Grenzen fiir die Korrelation r,,, bestehen miissen, ist auch intuitiv nachvollzichbar.
Bestiinde eine hohe negative Korrelation Py dann konnten nicht beide Variablen positiv mit z
korrelieren. (Extremfall: Bei Fy="1 konnte y als lineare Umpolung von x betrachtet werden, und
dann wére r,, = —r,..) Bestiinde andererseits eine sehr hohe Korrelation ., von nahezu 1, dann
miiBten die Korrelationen beider Variablen mit z nahezu gleich sein. (Extremfall: Bei ry =1 wire
y eine Lineartransformation von x und damit r_ = ryz.) Die obige Ungleichung erlaubt es, die

Grenzen fiir die Korrelation Fiys die sich aus solchen Uberlegungen ergeben, genau anzugeben.

b) Multiple Regression und Korrelation

Wir wollen annehmen, der Schulerfolg eines Schiilers solle vorhergesagt werden, und wir
hitten seine Testwerte aus drei verschiedenen Tests zur Verfiigung: Aus einem Test des raumlichen
Vorstellungsvermogens (X;), einem Test der verbalen Intelligenz (Y;) und einem Test des
rechnerischen Denkens (Z;). Wir konnten uns nun {iberlegen, dall eine Schitzgleichung der
folgenden Art sinnvoll wére:

S = 05X,+15Y+12-Z-70

Dabei steht Si fiir "geschidtzter Schulerfolg". Geschitzt werden konnte z.B. die
Gesamtpunktzahl S;, die der Schiiler in den verschiedenen Jahresabschlu3tests des ersten Jahres
erreicht. Die Zahlen sind nicht beliebig gewaihlt; die ersten drei haben die Funktion von
Gewichtszahlen.!>® Das rdumliche Vorstellungsvermdgen (X;) spielt in der Schule eine nur geringe
Rolle und erhilt eine niedrige Gewichtszahl; die verbale Intelligenz (Y,) spielt eine gro3e Rolle und
erhilt daher eine hohe Gewichtszahl; die hohe Gewichtszahl fiir das Rechnen (Z;) konnte durch den
Schultyp (z.B. Handelsschule oder naturwissenschaftliches Gymnasium) bedingt sein. Die
Subtraktion der Konstanten 70 hat mit den Durchschnitten zu tun: Alle Tests haben ein arith-
metisches Mittel von 100; die Gesamtpunktzahl hat ein arithmetisches Mittel von 250. Die
subtrahierte Konstante 70 ist so gewdhlt, dal fiir einen Schiiler, der in allen 3 Tests den
durchschnittlichen MeBwert 100 erzielt, auch eine durchschnittliche Schulleistung (Si = 250)
herauskommt.

Eine "gewichtete Summe", bei der verschiedene Werte mit einer "Gewichtszahl" multipliziert

153 ygl. dazu auch S. @
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werden und die Summe dieser Produkte gebildet wird, nennt man auch eine Linearkombination
dieser Werte. Die Gewichtszahlen konnen dabei auch ein negatives Vorzeichen haben. (Eine solche
negative Gewichtszahl konnte z.B. auftreten, wenn einer der Tests so gepolt wére, da3 eine hohe
Punktzahl eine niedrige Leistung bedeutet.) Ahnlich, wie es bereits fiir den Begriff der
Lineartransformation dargestellt wurde (vgl. S. 59), gibt es auch verschiedene Definitionen der
Linearkombination. Sie unterscheiden sich darin, dafl nach der einen Definition zusétzlich zu der
gewichteten Summierung auch noch eine Konstante addiert oder subtrahiert werden kann (wie z.B.
bei uns die 70), wihrend andere Definitionen das nicht zulassen. Die letzteren Definitionen sprechen
also nur dann von einer Linearkombination, wenn die "Verrechnungsformel" nur aus einer
gewichteten Summation ohne Addition oder Subtraktion einer Konstanten besteht. Wir wollen uns
hier der ersten Definition anschlieBen und beispielsweise die rechte Seite der obigen Gleichung fiir
die Schétzung des Schulerfolgs ebenfalls als Linearkombination der Testwerte bezeichnen.

Wir haben die Gewichtszahlen in unserer Schétzgleichung nach Plausibilitdtsgesichtspunkten
festgesetzt. Wir hitten natiirlich auch andere Gewichtszahlen wiahlen kénnen, und wiren wieder zu
einer Linearkombination gekommen. Fast jede dieser Schitzgleichungen wiirde zu verschieden
hohen Korrelationen zwischen Schitzwerten und tatsdchlichen s; Werten, also zu verschiedenen
Vorhersagegenauigkeiten fiihren.

Wir konnten nun sagen: Wir wéhlen diejenige Linearkombination als Schitzgleichung, bei der
die Korrelation zwischen Schitzwerten (§,) und tatsédchlichen s;-Werten am hochsten ist. Man
konnte aber auch sagen: Wir wihlen diejenige Linearkombination, bei der die Schétzfehlervarianz
(also das arithmetische Mittel der quadrierten Differenzen s; - §,) am niedrigsten ist. Niedrige
Schitzfehlervarianz bedeutet dann ja auch niedrigen Standardschidtzfehler und hohen
Schétzungseffekt. Es 1aBt sich mathematisch beweisen, da3 diejenige Linearkombination, die zur
niedrigsten Schitzfehlervarianz fiihrt, auch die hochstmdgliche Korrelation eines als
Linearkombination errechneten Schitzwerts $, mit den tatséichlichen Werten hat.'>* Wir kommen
daher nicht in einen Konflikt; wir wiirden uns vielmehr fiir diejenige Linearkombination (also
diejenigen Gewichtszahlen) entscheiden, bei der die Schétzfehlervarianz am geringsten ist.

Diese Linearkombination, die die kleinste Schétzfehlervarianz mit sich bringt, nennt man die
multiple lineare Regressionsgleichung oder auch einfach die multiple Regressionsgleichung.

15% Fiir Spezialisten: Dagegen gilt nicht das Gegenteil: Haben wir die Schitzfehlervarianz
durch geeignete Wahl der Gewichtszahlen zu einem Minimum gemacht, dann kdnnten wir die
Schitzwerte einer Lineartransformation unterziehen. Die Korrelation zwischen Schiatzwerten und
tatsdchlichen s;-Werten wiirde sich dadurch nicht dndern. Warum? (vgl. S. @) Die Schitzfehler-
varianz wiirde dagegen steigen. Dieselben Schitzwerte konnte man aber auch direkt als
Linearkombination erhalten. Konsequenz: Haben wir die maximal mogliche Korrelation von
Schétzwerten und tatsdchlichen Werten, dann haben wir noch nicht automatisch die niedrigste
Schétzfehlervarianz.
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Offenbar besteht eine Parallele zu der in Abschnitt (@3a abgeleiteten linearen Regressionsgleichung.
Auch fiir sie galt ja, daB jede andere lineare Schitzgleichung zu einer hoheren Schitzfehlervarianz
fiihrt.

Um die Uberlegungen zu verallgemeinern, iibertragen wir zwei Begriffe, die bereits aus der
einfachen Regression bekannt sind, auf die Schiatzung oder Vorhersage einer Variable aus mehreren
anderen: Die zu schitzende Variable nennen wir das Kriterium; die Variablen, aufgrund deren
geschitzt (vorhergesagt) wird, nennen wir die Prddiktoren.

Was war in unserem Beispiel Kriterium, und was waren die Prddiktoren?

Kriterium war s; (die Gesamtzahl der Punkte aus den JahresabschluBtests). Priadiktoren waren
die drei Testwerte x;, y; und z;. Mit diesen Begriffen konnen wir die wichtigsten Begriffe und
Tatsachen zu multipler Korrelation und Regression folgendermaflen zusammenfassen:

Die lineare multiple Regressionsgleichung ist diejenige Linearkombination der Pridiktoren, bei der
die Schdtzfehlervarianz (also das arithmetische Mittel der quadrierten Differenzen von
geschdtztem und tatsdchlichem Kriteriumswert) am geringsten ist. Diese spezielle
Linearkombination hat auch die hochste Korrelation von Schdtzwert und tatsdchlichem
Kriteriumswert, die sich mit einer Linearkombination dieser Prddiktoren erzielen lifst. Man
nennt diese hochstmogliche Korrelation auch die multiple Korrelation des Kriteriums mit den
Prddiktoren.

Man konnte bei der multiplen Regression natiirlich auch von einer multiplen Determination
sprechen: Das Kriterium wird als statistisch (nicht unbedingt kausal) determiniert durch die
Pradiktoren aufgefalit. Das Quadrat der multiplen Korrelation kann wieder als Determinations-
koeftizient aufgefalit werden: Es gibt an, welcher relative Anteil der Varianz (also der Unterschiede)
der Kriteriumswerte als determiniert durch die Unterschiede in den Pradiktoren aufgefalit werden
kann. Auch die Schétzfehlervarianz, den Standardschitzfehler und den Schitzungseffekt, die wir bei
Verwendung der multiplen Korrelation in Kauf nehmen, konnen wir angeben, indem wir die
multiple Korrelation an Stelle der Produkt-Moment-Korrelation einsetzen.

Natiirlich gibt es auch Formeln fiir die Berechnung der multiplen Korrelation und der
Gewichtszahlen in der multiplen Regression. Dies Formeln werden aber relativ komplex, wenn
mehr als zwei Pridiktoren vorliegen.!>> Daher berechnet man die Gewichtszahlen und die multiple
Korrelation in aller Regel mit dem Computer.

155 Recht einfache Formeln fiir die Gewichtszahlen in der multiplen Regression kann man
allerdings mit Hilfe der sogenannten Matrix-Algebra aufstellen. Dabei handelt es sich um
Verfahren, bei denen nicht nur einzelne Zahlen, sondern ganze Tabellen von Zahlen - sog.
Matrizen - zueinander addiert oder miteinander multipliziert werden. Eine Behandlung der
multiplen Regression und Korrelation mit diesem Ansatz ist Gegenstand von Lehrveranstaltungen
im Hauptstudium zum Thema "Multivariate Verfahren".
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Relativ iiberschaubare Formeln fiir Gewichtszahlen und multiple Korrelation entstehen
dagegen, wenn man nur zwei Prddiktoren hat. Aus diesen Formeln kann man bereits einige
Grundprinzipien herleiten, die dann auch auf Situationen mit mehr als zwei Pradiktoren libertragbar
sind.

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen soll eine Feststellung sein, die sich aus der
Abbildung @ zum Schétzungseffekt (S. ?) ergab: Mit einem einzelnen Pradiktor erhalten wir bei
einer Vorhersagevaliditdt von 0.70 nur einen Schitzungseffekt von knapp 29%, und fiir einen
Schétzungseffekt von 50% wire eine Vorhersagevaliditét von 0.87 erforderlich. In der Praxis gilt
aber schon die Konstruktion eines Tests mit einer Vorhersagevaliditit um 0.70 als gro3er Erfolg. Es
soll nun gezeigt werden, dall und wie sich deutlich bessere Schitzungseffekte erzielen lassen, wenn
man mehrere Pradiktoren mit der Technik der multiplen Regression kombiniert. Es wird sich zeigen,
daB es dabei auf einige Prinzipien der Zusammenstellung eines guten Satzes von Pradiktoren
ankommt, und diese Prinzipien lassen sich aus Formeln fiir die Gewichtszahlen und fiir die multiple
Regression herleiten.

Uberschaubar werden diese Formeln, wenn wir - dhnlich wie beim ersten Zugang zur linearen
Regression mit nur einem Pradiktor in Abschnitt @A.IlL.s.a.(iv) - davon ausgehen, da3 Pradiktoren
und Kriterium als z-Werte vorliegen. AuBBerdem ist es sinnvoll, zur Kennzeichnung der
verschiedenen Pridiktoren nicht Buchstaben (wie x und y) zu verwenden, sondern die Zahlen 1 und
2 (fur "1. Priadiktor" und "2. Pridiktor"), wihrend das Kriterium als ¢ bezeichnet wird. Dann sind 7, .
und 7,. die Korrelationen der beiden Pradiktoren mit dem Kriterium, und die Korrelation der
Préadiktoren untereinander ist 7, (was natiirlich als "r eins zwei1" und nicht als "r zw6lf" zu lesen
ist). Die z-Werte von Person i in den beiden Pridiktoren und im Kriterium werden als z;;, z,, und z;,

1
bezeichnet, und 2, ist der Schitzwert fiir z;,, der sich aus x;; und x,, ergibt. SchlieBlich werden die
Gewichtszahlen der beiden Priadiktoren als b, und b, bezeichnet, und die multiple Korrelation als R.
Eine additive Konstante a brauchen wir nicht einzufiihren; denn genau wie bei der Regression mit
nur einem Pradiktor wére die giinstigste Konstante a ohnehin 0, wenn Pradiktoren und Kriterium als
z-Werte vorliegen.

Damit 146t sich das Problem folgendermallen formulieren: Gesucht sind Gewichtszahlen b; und

b, fiir die Schitzung
2, = by oz + by 2y,
und zwar diejenigen Gewichtszahlen, bei denen die Summe

2 \2
Ei (Zic B Zic)

moglichst klein wird. Die nach diesem Kriterium (also dem Prinzip der kleinsten Quadrate)
giinstigsten Gewichtszahlen sind

b T Ty Ty
1 2
1 -r,
und
po= J2e " "o e
2 >

1—r12
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und fiir die multiple Korrelation gilt

2 2 _19. . .
R=.b -7r. +b.-r. = 71 * " 2 Fie " T2 " T2
\/ 1 1c 2 2c ) .
1 -rp,

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen auch dann noch, wenn nicht mehr - wie fiir die b-Gewichte
vorausgesetzt - Kriterium und Prédiktoren als z-Werte gegeben sind.'>¢

Bevor aus diesen Formeln Schlu3folgerungen gezogen werden, ist kurz auf einen Spezialfall
einzugehen: Ist 7, = 1 oder r|, = —1, dann gilt fiir die Nenner in den Formeln fiir die
Gewichtszahlen b, und b, die Gleichung 1 — r;,%> = 0. Der Spezialfall zweier perfekt korrelierter
Pradiktoren ist aber ohnehin uninteressant157, und daher sei ein fiir allemal vereinbart, dal} in den

156 Wer versiert in Differentialrechnung ist, kann die Formeln fiir die Gewichtszahlen b,
und b, folgendermafen herleiten: Die Summe der Abweichungsquadrate, die durch geeignete Wahl
von b, und b, moglichst klein gemacht werden soll, 146t sich durch die Gleichung

Zi (i éic)z = Zi (e = by zy by Zi2)2

— 2 2., 2 2., 2_+»H. .

1 wc

"z =20 byt zitzp = 20 byt by it zy)
=N-(L+b2+by> =2 by 1y, =2 by 1y =27 by by 1)

angeben. Zum Beweis des zweiten Gleichheitszeichen verwendet man die Gleichung
(a+b+c)=a>+b*+c*+2ab+ 2ac + 2ac,
deren allgemeine Giiltigkeit fiir beliebige Zahlen a, b und c sich leicht herleiten 148t. Das letzte
Gleichheitszeichen in der obigen Gleichung beruht auf folgenden Uberlegungen:
- Da das arithmetische Mittel von quadrierten z-Werten in einer Stichprobe 1 ist, ist
2 2=V 2=V , 2= N.
i Zic iZil iZi :
- Da die Produkt-Moment-Korrelation zweier Variablen das arithmetische Mittel der
Produkte der entsprechenden z-Werte ist, gelten die Gleichungen
iZic I =N e
iZic Zn TN 1y
und
C LiZntZp =Ny .
Um die in der letzten Zeile der langen Summe dargestellte Summe der Abweichungsquadrate zu
minimieren, kann man die Ableitungen dieser letzten Zeile nach b, und nach b, bilden und diese
Ableitungen 0 setzen, um diejenigen Werte von b, und b, zu erhalten, bei denen die Summe der
Abweichungsquadrate minimal wird.
Fiir eine Herleitung der Formel fiir die multiple Korrelation kann man die in Abschnitt
A.IILS dargestellten Formeln fiir die Varianz und die Kovarianz von Summen verwenden.

157 Genauer: Bei 7, = 1 oder 7, = -1 sind in den Gleichungen fiir b, und b, auch die
Zihler 0. Ist ndmlich 7|, = 1, dann ergibt sich der zweite Priadiktor durch eine Lineartransformation
des ersten ohne Umpolung, und damit ist . = r; .. Beir|, = — 1 kann dagegen der zweite Pradiktor
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folgenden Uberlegungen bei allen Bezugnahmen auf die obigen Formeln fiir die Gewichtszahlen
by und b, und fiir die multiple Korrelation R stichschweigend vorausgesetzt wird, dal3 ,, weder 1
noch —1 ist.

Was sich aus diesen allgemeinen Formeln ergibt, soll nun fiir verschiedene Fille geklart
werden. Am einfachsten ist der Fall zweier unkorrelierter Priadiktoren, also 7, = 0. Dann ergibt sich
aus den obigen Formeln fiir die Gewichtszahlen b, = r| . und b, = r,_, und die Konsequenz fiir die
multiple Korrelation wird am deutlichsten, wenn man deren Quadrat, also den entsprechenden
Determinationskoeffizienten angibt. Fiir diesen ergibt sich R* = r, > + r,.2. Nun kann man die
Quadrate 7, > und 2 ebenfalls als Determinationskoeffizienten auffassen, und dann lassen sich die
Ergebnisse in einem Satz formulieren, der {ibrigens auch bei mehr als zwei Pradiktoren gilt:

als Ergebnis einer linearen Umpolung des ersten betrachtet werden; also ist ,,. = —7; .. In beiden
Fillen ergibt sich also fiir 5, und b, der Bruch 0/ 0, dessen Wert nicht definiert ist. Tatséchlich gibt
es in dieser Situation keine Linearkombination der Pridiktoren, die im Sinne des Prinzips der
kleinsten Quadrate besser als alle {ibrigen ist. Beweis: Bei r|, = 1 ist ja z;; = z,, fiir jede Person i.
Fiir gegebene Gewichtszahlen b, und b, konnten wir nun mit einer beliebigen Zahl x durch die
Gleichungen b 'l := b; + x und b ', := b, — x neue Gewichtszahlen definieren, mit denen dann fiir
jede Person i die Gleichung
blyrzy+bhy zp =byrzytxrzytbyzp = xtzp=bytzythyzp Tz~ 2y
=byrzythyzp

gelten wiirde. Das heif3t aber: Bei r, = 1 gibt es zu jedem Paar von Gewichtszahlen b, und b,
unendlich viele Paare von Gewichtszahlen b '; und b ', die bei Verwendung in einer linearen
Regressionsgleichung zum gleichen Schitzwert 2, fiihren wiirden wie die Gewichtszahlen b, und
b,. Dann ist aber auch die Summe der Abweichungsquadrate Y. (z; - £,)* bei beiden Paaren von
Gewichtszahlen gleich, und damit kann es keine Gewichtszahlen b, und b, geben, die im Sinne des
Prinzips der kleinsten Quadrate besser als alle iibrigen Paare von Gewichtszahlen sind.

Bei r;, = —1 gilt entsprechend z;, = —z,; fiir jede Person 7, und damit 148t sich die obige
Uberlegung mit Gewichtszahlen ', := b, + x und b, := b, + x wiederholen.

Ubrigens gilt bei mehr als zwei Pridiktoren etwas ganz Ahnliches, wenn einer der
Préadiktoren sich als Linearkombination der iibrigen darstellen 146t. Gilt z.B. bei drei Pridiktoren fiir
jede Person i die Gleichung z;; = 0.6 - z;; + 0.8 - z;,, dann lassen sich zu gegebenen Gewichtszahlen
by, b, und by gleichwertige andere Gewichtszahlen mit den Gleichungen b '} = b; + x sowie
b'y=b,- 0.6 xund b’y :=b; - 0.8 - x definieren, wobei in allen drei Gleichungen dieselbe Zahl
x zu verwenden ist. (Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, daB in dieser Situation beide Sitze von
Gewichtszahlen fiir jede Person i zum gleichen Schitzwert 2, fithren wiirden.)

Faktisch geht man mit solchen Situationen so um, dal man von den Priadiktoren, die sich als
Linearkombination der iibrigen darstellen lassen, einen streicht, und das wiederholt man so lange,
bis keiner der verbleibenden Pradiktoren sich als Linearkombination der tibrigen darstellen 148t. Fiir
die verbleibenden Préadiktoren 143t man dann vom Computer eine optimale lineare Regressions-
gleichung bestimmen, und dann kann man jede mit dieser Losung gleichwertige Linearkombination
der urspriinglichen Pradiktoren als lineare Regressionsgleichung verwenden.
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Sind Kriterium und Prddiktoren als z-Werte gegeben und sind die Pridiktoren unkorreliert, dann ist
die Gewichtszahl jedes Prddiktors in der multiplen Regression seine Korrelation mit dem
Kriterium, und die durch die multiple Regression determinierte Varianz des Kriteriums ist die
Summe der durch die Prddiktoren einzeln determinierten Varianzanteile.

Was das konkret bedeutet, soll an einem Zahlenbeispiel verdeutlicht werden. Bei Korrelationen
von ;. = 0.60, r,. = 0.50 und r;, = 0.00 addieren sich die durch die beiden Pridiktoren einzeln
determinierten Varianzanteile des Kriteriums von r,.> = 0.60> = 0.36 und r,,> = 0.50% = 0.25 zu
einem durch die multiple Regression determinierten Varianzanteil von R* = 0.36 +0.25=0.61, und
das entspricht einer multiplen Korrelation von R =v/0.61 = 0.78. Durch die Kombination der beiden
Préadiktoren in einer multiplen Regressionsgleichung erreichen wir also eine Giite der Vorhersage,
die mit einem einzelnen Pradiktor kaum zu erreichen ist.

Das Beispiel verdeutlicht aber noch mehr. Auch wenn sich bei der Behandlung des
Schitzungseffekts gezeigt hat, da3 dieser bei einer Validitdt von 0.70 noch recht gering ist, ist es
trotzdem wichtig, mit einzelnen Prddiktoren wenigstens in die Ndher dieses Werts zu kommen; denn
dann kann die Validitdt durch Einbeziehung weiterer Priadiktoren in den Bereich kommen, in dem
der Schitzungseffekt steil ansteigt (vgl. Abbildung @26, 26, S. @297, 297).

Nun kann man sich fragen, ob denn nicht zu erwarten ist, dall zwei Pradiktoren, die beide mit
einem Kriterium korrelieren, auch untereinander korrelieren. Das trifft aber vor allem dann zu, wenn
die Korrelationen der Priadiktoren mit dem Kriterium auf demselben Merkmal beruhen, wenn wir
also z.B. Schulleistung mit zwei Intelligenztests vorhersagen wollen. Dann korrelieren natiirlich
auch diese Priadiktoren untereinander. Unkorrelierte Pridiktoren konnen wir dagegen erhalten, wenn
die Pradiktoren unterschiedliche Personlichkeitsmerkmale erfassen, die in das Kriterium eingehen.
Bei der Vorhersage des Kriteriums der Schulleistung wére z.B. auBBer einem Intelligenztest als
erstem Pradiktor an einen zweiten Pradiktor zu denken, mit dem die Bereitschaft zum Arbeitseinsatz
erfalit wird.

Welche Rolle die Korrelation der Prddiktoren untereinander spielt, zeigt die folgende
Abbildung. Wie im obigen Beispiel wird von Pridiktoren ausgegangen, deren Korrelationen mit
dem Kiriterium ;. = 0.60 bzw. r,. = 0.50 sind. Fiir solche Pradiktoren gibt die Kurve an, wie hoch
die multiple Korrelation (Ordinatenachse) bei unterschiedlichen Werten der (auf der Abszissenachse
angegebenen) Korrelation 7|, zwischen den Pradiktoren ist.
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Abb. 27 Die Abhingigkeit der multiplen Korrelation
von der Korrelation |, zweier Pradiktoren
mit ;.= 0.60 und r,, = 0.50

Wie man sieht, féllt die multiple Korrelation ab, wenn die Korrelation der Pradiktoren zunimmt, und
bei einem Wert von r|, = 0.70 ist sie kaum noch groBer als ;.. Das 148t sich damit erklaren, dal3 der
zweite Pridiktor bei einer so hohen Korrelation 7|, kaum noch etwas zur Vorhersage des Kriteriums
beitrdgt, was nicht auch schon im ersten enthalten war. Eine weitere Interpretation dieses Abfalls der
multiple Korrelation bei zunehmender Korrelation |, wird sich spiter ergeben.

Daraus ergibt sich eine praktische Konsequenz fiir die Zusammenstellung von Pradiktoren zur
Vorhersage eines Kriteriums, die sich auch auf die Vorhersage mit mehr als zwei Pradiktoren
verallgemeinern 1403t:

Bei der Vorhersage eines Kriteriums, das auf verschiedenen Personmerkmalen ("Eigenschaften")
beruht, ist es giinstig, wenn die einzelnen Prddiktoren mit dem Kriterium maéglichst hoch,
untereinander dagegen moglichst niedrig korrelieren. Dann erfassen sie ndmlich
unterschiedliche Aspekte des Kriteriums, und die Wahl der Gewichtszahlen in der multiplen
Regression bewirkt, daf} diese einzelnen Aspekte optimal gewichtet werden.

Zusatzlich zu dieser optimalen Gewichtung verschiedener Personmerkmale, die in ein
Kriterium eingehen und die mit unterschiedlichen Priadiktoren erfafit werden, kann die multiple
Regression aber noch auf eine vollig andere Art und Weise zur Verbesserung einer Vorhersage
beitragen. Fiir ein Demonstrationsbeispiel wollen wir annehmen, da3 vorhergesagt werden soll, wie
oft Sportler (z.B. FuBballspieler) in der néchsten Saison vom Schiedsrichter wegen Foulspiel
verwarnt werden. Dazu wird ein Kriterium gebildet, das als "Zahl der Verwarnungen pro Zeit auf
dem Spielfeld" berechnet wird.">® Als Pridiktor wire z.B. an einen Fragebogen der Aggressivitit zu

158 Wer also als Ersatzspieler in der ganzen Saison nur 120 Minuten eingesetzt wird und
sich dabei drei Verwarnungen zuzieht, bekommt einen hoheren Kriteriumswert als jemand, der in
1500 Spielminuten 9 Verwarnungen erhilt. Die entsprechenden Kriteriumswerte wiren namlich
3/120=0.025 bzw. 9/ 1500 = 0.006.
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denken. Allerdings gibt es ein generelles Problem, wenn man Merkmale wie Aggressivitdt mit
Fragebogen erfafit. Viele Personen tendieren dazu, sich selbst in Fragebdgen so darzustellen, daB3 sie
mit gesellschaftlichen Normen besser iibereinstimmen, als es der Realitdt entspriache. Solche
Menschen wiirden sich in unserer Gesellschaft, in der Aggressivitit negativ bewertet wird, als
weniger aggressiv darstellen,a Is sie in Wirklichkeit sind. Nun 148t sich diese "Tendenz zur sozialen
Erwiinschtheit" mit bestimmten "Fang-Fragen" recht gut erfassen,'>” die man zweckmiBigerweise
zwischen die Fragen zur Aggressivitit im gleichen Fragebogen einstreut. Bei der Auswertung dieses
Misch-Fragebogens werden dann aber die Antworten zu den eigentlichen Aggressivititsfragen und
diejenigen zur sozialen Erwiinschtheit getrennt ausgezihlt. Diese beiden MeBwerte konnen dann als
Pradiktoren verwendet werden.

Nach Transformation in z-Werte sollen also fiir jeden der Sportler die folgenden MeBwerte zur
Verfiigung stehen:

z;1: Aggressivitits-Fragen

z;: "Fangfragen" zur sozialen Erwiinschtheit

z;.. Kriteriumswert (Verwarnungen pro Einsatzzeit).
Nehmen wir nun an, dal} sich fiir diese MeBwerte Korrelationen von ry,. = 0.56, r,. = 0.00 und
r1, = —0.60 ergeben. Nach den allgemeinen Formelen ergibt sich dann fiir die Gewichtszahlen

b, = 0.56 - (-0.60) - 0.00 _ 0.875
1 - (-0.60)

und

b, = 0.00 - (-0.60) - 0.56 _ 0.525,
1 - (-0.60)
und mit der Schétzgleichung

2 = 08752z, + 0525 - z,

146t sich eine multiple Korrelation von

70

R | 0568+ 0*-2-056-0-(-060) _,
1 - (-0.60)

erzielen. Was an der multiplen Regressionsgleichung iiberrascht - zumindest auf den ersten Blick:
Obwohl der zweite Pradiktor (also das Mal} der Tendenz zu sozial erwiinschten Antworten) selbst
tiberhaupt nicht mit dem Kriterium korreliert (7, = 0.00), geht er doch mit betridchtlichem Gewicht
in die Schétzgleichung fiir dieses Kriterium ein und fiihrt damit auch zu einer nicht unbetrachtlichen
Verbesserung der Vorhersage. (Allein aufgrund des ersten Pradiktors hétten wir eine "Vorhersage-
validitit" von r|,. = 0.56; mit beiden Pridiktoren zusammen - also mit der multiplen Regressions-
gleichung - ergibt sich dagegen eine multiple Korrelation von R = 0.70.

159 Eine solche "Fang-Frage" konnte z.B. lauten:
Manchmal reizt mich ein gemeiner Witz zum Lachen. ... ........................ ja - nein
Menschen mit ausgeprégter Tendenz zur sozialen Erwiinschtheit wiirden mit "nein" antworten; wer
dagegen ehrlich ist, miiflite wohl "ja" antworten.
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In diesem Fall ist das auch unmittelbar als sinnvoll nachvollziehbar: Die negative Korrelation
der beiden Pradiktoren (r{, = —0.60) erlaubt den SchluB3: Je groBer die Tendenz zur sozialen
Erwiinschtheit, um so mehr wird die tatsdchliche Aggressivitit iiber der im Fragebogen
zugegebenen liegen. Man konnte auch sagen, dal3 die Einbeziehung des Mafes der Tendenz zu
sozial erwiinschten Antworten die fiir die Vorhersage ungiinstige "Beimengung" dieser Tendenz in
den MeBwerten des Aggressivitits-Fragebogens "unterdriickt”. Diese Interpretation wird mit der
Bezeichnung eines solchen Pradiktors als "Suppressor” ausgedriickt. (Englisch: to suppress
= unterdriicken).

In einer multiplen Regressionsgleichung ist ein Prddiktor ein Suppressor, wenn sein Beitrag zur
Vorhersage des Kriteriums darauf beruht, daf3 er Anteile eines anderen Pridiktors unterdriickt,
die nichts mit dem Kriterium zu tun haben. Insbesondere ist dies der Fall wenn ein Prdadiktor
nicht (oder nur geringfiigig) mit dem Kriterium korreliert, dafiir aber mit einem anderen
Prddiktor, der mit dem Kriterium korreliert.

Im obigen Beispiel war es unmittelbar nachvollziehbar, wie die "Fangfragen" zur Erfassung der
Tendenz zu sozial erwiinschten Antworten dazu beitragen, die Vorhersage des Kriteriums zu
verbessern. Dadurch ist dieses Beispiel auch besonders geeignet, eine Gefahr der Interpretation von
Gewichtszahlen in multiplen Regressionsgleichungen zu demonstrieren. Wenn man die Suppressor-
Funktion des zweiten Pradiktors nicht beachtet, konnte man auf den Gedanken kommen, die
Regressionsgleichung 2,. = 0.875 - z;; + 0.525 - z,, dahingehend zu interpretieren, da3 auller der
Aggressivitdt (erster Pradiktor) auch die mit dem zweiten Pradiktor erfalite Tendenz zur sozialen
Erwlinschtheit zum unfairen Verhalten von Sportlern beitrdgt. Ist also unfaires Verhalten von
Sportlern sozial erwiinscht? Dal3 dies eine Fehlinterpretation ist, wird man kaum iibersehen, wenn
man den zweiten Pradiktor von vorne herein eingefiihrt hat, um die bekannte Verfialschung von
Fragebogen zu sozial unerwiinschten Eigenschaften wie der Aggressivitit zu korrigieren.

Ahnliche Fehlschliisse kommen aber in der Forschungspraxis leicht vor, wenn man sich fragt,
wie sich ein komplexes Merkmal aus verschiedenen anderen zusammensetzt. Ein (fiktives) Beispiel
mag dies veranschaulichen. Bei manchen Lehrern sind Schiiler unbeliebt, die einer im Unterricht
vorgetragenen Auffassung kritisch widersprechen, und vor allem in der Pubertit wird solche Kritik
ja auch oft ziemlich aggressiv vorgetragen. Ein Forscher im Bereich der Pddagogischen Psychologie
vertritt aber die Hypothese, dall genau diese in der Pubertit iiberhohte Kritikbereitschaft einen
positiven Beitrag zum Erreichen der Lernziele des Unterrichts darstellt. Nach dieser Hypothese
zeigen die kritischen AuBerungen - trotz ihrer manchmal unpassenden Aggressivitit -, da ein
Schiiler sich aktiv mit dem Unterrichtsstoff auseinandersetzt, und das fiithrt zu besseren
Lernergebnissen als das "brave" Zuhoren anderer Schiiler. Allerdings werden - so behauptet die
Hypothese - von den Schulnoten vor allem die Lernergebnisse derjenigen Schiiler belohnt, die brav
zuhoren und bei ithren Wortmeldungen vor allem versuchen, das zu erraten, worauf der Lehrer
hinaus will. Die Lernergebnisse solcher Schiiler bestehen natiirlich in einer mdglichst guten
Reproduktion der Auffassungen des Lehrers, und das wird vom Lehrer gut benotet. Anders ist es
dagegen bei Klausuren, bei denen die Schiiler mehrere Fragen jeweils in wenigen Sétzen
beantworten sollen, wenn solche Klausuren nicht vom Lehrer, sondern von neutralen Fachexperten
ausgewertet werden, die auch auf selbstédndige Urteilsbildung achten. Dann werden zusétzlich zu
den vom Lehrer vor allem beachteten Kenntnissen auch diejenigen Lernergebnisse erfalit, sich aus
der eher kritischen Auseinandersetzung mit der Auffassung des Lehrers ergeben.

Um die Hypothese zu iiberpriifen, wird ein geeigneter Unterrichtsgegenstand der Sozialkunde
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ausgewahlt, zu dem es an mehreren Gymnasien in der Oberstufe Leistungskurse gibt. Wéahrend des
Unterrichts in solchen Kursen wird von entsprechend trainierten Beobachtern fiir jeden Schiiler die
Zahl seiner kritischen AuBerungen zu Auffassungen des Lehrers registriert. AuBerdem stehen die
AbschluBinoten zur Verfiigung (Punktzahlen von 0 bis 15, wobei hohere Punktzahlen bessere Noten
sind). SchlieBlich wird im Rahmen der Untersuchung eine Klausur der o.g. Art (mit gleichen Fragen
in allen Schulen) durchgefiihrt und von neutralen Experten benotet, und zwar auf derselben Skala
mit 0 bis 15 Punkten. Die Klausuren werden aber erst geschrieben, nachdem der Lehrer sich auf
seine Note festgelegt hatte.

Zur statistischen Auswertung dieser Daten stellt der Forscher nun die folgende Uberlegung an:
Wenn - entsprechend seiner Hypothese - zu den von Klausurnoten erfafBten komplexeren
Lernergebnissen nicht nur die von den Lehrernoten berticksichtigen Kenntnisse beitragen sondern
auch die kritische Auseinandersetzung, dann miifite sich dies auch in einer multiplen Regressions-
gleichung darstellen lassen. Dabei bilden die Klausurnoten das Kriterium. Die Lehrernoten werden
als erster Pridiktor verwendet, und die von den Beobachtern erfate Zahl kritischer AuBerungen
bildet den zweiten Priadiktor. Wenn die Hypothese zutrifft, miiiten in dieser multiplen
Regressionsgleichung beide Pradiktoren eine positive Gewichtszahl haben. Also wird die multiple
Regressionsgleichung fiir die (in z-Werte transformierten) Daten berechnet, und es ergibt sich

2, =060z, + 025 z,,

was der Forscher als Bestitigung seiner Hypothese interpretiert.

Ist dieser Schlufl zwingend? Bevor gezeigt wird, da3 dies nicht der Fall ist, soll nachvollzogen
werden, was der Forscher bei seiner Interpretation wohl im Auge hatte. Wenn ein vorherzusagendes
Kriterium auf mehreren unkorrelierten Personenmerkmalen beruht, werden ja die Gewichtszahlen
der multiplen Regressionsgleichung so bestimmt, daf3 sich eine (im Sinne des Prinzips der kleinsten
Qudrate) optimale Anndherung des Kriteriums durch eine Linearkombination der Pridiktoren
erreicht wird. Das interpretiert der Forscher nun so, dal} die Gewichtszahlen angeben, mit welchem
Gewicht (in einem kausalen Sinn) die von den beiden Préddiktoren erfa3ten Merkmale - also die
Reproduktion der vom Lehrer vermittelten Kenntnisse und Auffassungen sowie die Bereitschaft zur
kritischen Auseinandersetzung - zu den Lernergebnissen beitragen, die von den Klausurnoten (dem
Kriterium) erfaBBt werden. Dementsprechend wiirde die obige Schitzgleichung sich bei
Korrelationen von 7. = 0.60, r,. = 0.25 und |, = 0.00 aus den allgemeinen Formeln fiir die
Gewichtszahlen b; und b, ergeben.

Trotzdem ist eine solche Interpretation der Gewichtszahlen als "kausale Gewichte" aber sehr
fragwiirdig, und dabei ist zusitzlich zu den allgemeinen Problemen der kausalen Interpretation
statistischer Beziechungen auch an Suppressor-Effekte zu denken. Die Gewichtszahlen von b, = 0.60
und b, = 0.25 in der obigen Regressionsgleichung wiirde man z.B. auch bei Korrelationen von
r. = 050, r,, = 0.01 und r{, = —0.40 erhalten (wollen Sie es nachrechnen?), und diese
Korrelationen wiirden eine ganz andere Interpretation der positiven Gewichtszahl b, nahelegen, auf
die es dem Forscher ja vor allem ankam. Fiir den zweiten Priadiktor liegt die klassische Situation
eines Suppressors vor: So gut wie keine Korrelation mit dem Kriterium'®, aber betrichtliche

160 Mit einer Korrelation von genau 7, = 0.00 ergeben sich Gewichtszahlen von 5, = 0.60
und b, = 0.25 z.B. mit den Korrelationen »;, = 119 / 240 und |, = 5/ 12. Aber schon in der
Definition des Suppressors wurde zugelassen, dal} seine Korrelation mit dem Kriterium nicht genau
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Korrelation mit einem anderen Pradiktor, der mit dem Kriterium korreliert. Der "Sinn" dieses
Suppressors 148t sich auch gut nachvollziehen. Die Bereitschaft zu kritischen AuBerungen (zweiter
Pradiktor) tragt vielleicht selbst nicht nennenswert zu den von den Klausurnoten erfaften
Lernergebnissen bei - weder positiv noch negativ (7,. =0.01); aber die negative Korrelation der
Préadiktoren (7, = —0.41) beruht darauf, da3 Lehrer die oft aggressive Kritik von Jugendlichen als
"Aufsdssigkeit" betrachten und mit schlechten Noten bestrafen. Wenn dies zutrifft, kann man den
zweiten Pradiktor ganz dhnlich verwenden, wie die Mal3e der Tendenz zu sozialer Erwiinschtheit
beim Aggressionsfragebogen: Um eine "Beimischung" eines Pradiktors zu unterdriicken, die nichts
mit dem Kriterium zu tun hat. Bei den Schulnoten 146t sich das folgendermallen nachvollziehen:
Wenn Lehrer kritische AuBerungen mit schlechten Noten bestrafen, dann ist diese Verfilschung um
so groBer, je mehr kritische AuBerungen von einem Schiiler kommen. Um die (von den
Klausurnoten besser erfafiten) tatsdchlichen Lernergebnisse zu schitzen, sind die vom Lehrer
vergebenen Punktzahlen also um so mehr "aufzubessern", je mehr kritische AuBerungen eines
Schiilers registriert wurden. Genau das geschieht aber, wenn der zweite Pradiktor mit positivem
Gewicht in die Regressionsgleichung aufgenommen wird.
Die Uberlegungen lassen sich folgendermaBen verallgemeinern:

Die Bestimmung der Gewichtszahlen in der multiplen Regression erfolgt mit der Zielsetzung, das
Kriterium moglichst gut vorherzusagen. Zu diesem Ziel konnen als Suppressoren auch
Prddiktoren beitragen, die selbst keinen eigenstdndigen, z.B. kausalen Bezug zum Kriterium
haben, sondern eine unerwiinschte "Beimischung" unterdriicken, die ein anderer Prddiktor
enthdlt. Damit sind die Gewichtszahlen in einer multiplen Regressionsgleichung aber
ungeeignet, etwas tiber das Gewicht eines kausalen Beitrags der Prddiktoren zum Kriterium
auszusagen.

Nun konnte man versucht sein, die Gefahr solcher Fehlinterpretationen mit dem Hinweis zu
verharmlosen, dal3 es doch leicht ist, Suppressoren daran zu erkennen, daf3 sie aufgrund ihrer
Korrelation mit einem anderen Pridiktor in die Regressionsgleichung eingehen, obwohl ihre
Korrelation mit dem Kriterium null ist. Das trifft aber nur flir Pradiktoren zu, deren Beitrag zur
Vorhersage ausschliefflich auf einer Funktion als Suppressor beruht. Es gibt aber auch Korrelations-
muster, bei denen sich ein eigenstdndiger Beitrag zur Vorhersage und eine Funktion als Suppressor
iiberlagern. Die nachfolgende Demonstration einiger derartiger Uberlagerungsmoglichkeiten ist auf
den ersten Blick etwas langwierig; sie vertieft aber die obige Warnung vor voreiligen
Interpretationen der Gewichtszahlen in einer multiplen Regressionsgleichung. Trotzdem: Wem die
Demonstration zu lang wird, kann ja bis zum Ende des "Spezialisten"-Abschnitts (S. 334) springen.

Fiir ein erstes Beispiel der Uberlagerung von eigenstindigen Beitrigen zur Vorhersage und
Suppressor-Effekten ist darauf hinzuweisen, dal z.B. auch Korrelationen von r; .= 0.55,7,.=0.13
und 7, = —0.20 zu der oben betrachteten Regressionsgleichung mit 5; = 0.60 und b, = 0.25 fiihren
wirden. Diese Korrelationen konnten etwa dann entstehen, wenn zwar - wie es die zu untersuchende
Hypothese behauptet - die in der Pubertit erhéhte Kritikbereitschaft mancher Schiiler zur Bildung

0.00, sondern "geringfligig" ist, und das ist bei r, .= 0.01 sicher der Fall. Ansonsten gibt es natiirlich
Grenzfille, und im weiteren Verlauf wird sich sogar zeigen, da3 auch bei nennenswert von 0
abweichenden Korrelationen 7, . noch eine Suppressor-Funktion vorliegen kann.
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eines eigenstindigen Urteils beitragt (positive Korrelation r,.), wenn aber aufSerdem der Lehrer
kritische AuBerungen mit schlechten Noten bestraft. Bei diesen Korrelationen ergiibe sich eine
multiple Korrelation von R = 0.60. Was die Schéitzgleichung und die multiple Korrelation mit
Suppressoren zu tun hat, kann man sich am ehesten vergegenwartigen, wenn man vergleicht, was
bei 7, = 0 herausgekommen wiire. Fiir den Fall unkorrelierter Pradiktoren wurde bereits festgestellt,
daB die Korrelationen der Pradiktoren mit dem Kriterium auch ihre Gewichtszahlen in der multiplen
Regressionsgleichung sind und dal} die durch diese Regression determinierte Varianz des Kriteriums
(also das Quadrat der multiplen Korrelation) die Summe der einzelnen Determinationskoeffizienten
ist. Fur die Schitzgleichung 2;. = 0.55 - z;; + 0.13 - z;,, die demnach bei r;. = 0.55, r,. = 0.13 und
r1» = 0 zu verwenden wire, ergibe sich also ein Quadrat der multiplen Korrelation von
R*=0.55%+0.13% = 0.32 und damit eine multiple Korrelation von R = v0.32 = 0.57. Die héheren
Gewichtszahlen b; und b, und die héhere multiple Korrelation bei einer negativen Korrelation 7|,
lassen sich folgendermallen interpretieren: Zundchst hat jeder Pradiktor einen Anteil mit dem
Kriterium gemeinsam, der - genau wie bei 7|, = 0 - zur Vorhersage des Kriteriums beitrégt. Dariiber
hinaus haben die beiden Pradiktoren aber miteinander einen Anteil gemeinsam, der nichts mit dem
Kriterium zu tun hat: In die Note des Lehrers (den ersten Prédiktor) geht zusitzlich zur Leistung
auch die negative Bewertung von "Aufsissigkeit" ein, und die Zahl kritischer AuBerungen (zweiter
Prédiktor) ist vielleicht nicht nur ein Indikator fiir Engagement, sondern auch fiir die in der Pubertét
verbreitete iberzogene Kritikbereitschaft. Dieser gemeinsame Anteil geht aber in beide Pradiktoren
mit unterschiedlichem Vorzeichen ein: Die Note des Lehrers wird durch diese Kritikbereitschaft
negativ beeinfluBt, die beobachtete Zahl kritischer AuBerungen dagegen positiv. In dieser Situation
haben dann beide Pradiktoren eine Doppelfunktion. Einerseits tragt jeder "aus eigener Kraft" (also
aufgrund seiner positiven Korrelation mit dem Kriterium) zur Vorhersage bei, und aulerdem wirkt
jeder auch noch als Suppressor fiir die Kriteriums-fremden Anteile des anderen. Man konnte auch
sagen, daf} die negativen Einfliisse der Kritikbereitschaft auf den ersten Pradiktor und die positiven
Einfliisse auf den zweiten Pradiktor sich gegenseitig aufheben.

Allerdings ist dies nur eine von mehreren moglichen Interpretationen des Zusammenhangs der
drei Variablen. Denkbar wire es bei den angenommenen Korrelationen z.B. auch, daf3 der Lehrer
nicht die Kriteriums-fremden Anteile des zweiten Pridiktors ("iiberzogene Kritikbereitschaft")
negativ bewertet, sondern genau diejenigen, die positiv zu den vom Kriterium erfafiten Leistungen
beitragen. Auch dann hitten aber beide Priddiktoren neben ihrem eigenstindigen Beitrag zum
Kriterium noch eine Suppressor-Funktion. Damit ergibt sich ein weiteres allgemeines Prinzip, das
sich am einfachsten fiir den Fall formulieren 14Bt, dal die Pridiktoren positiv mit dem Kriterium
korrelieren:'¢!

Korrelieren zwei Prddiktoren positiv mit einem Kriterium, untereinander dagegen negativ, dann
erhohen sich die Gewichte in der multiplen Regressionsgleichung und auch die multiple
Korrelation durch zusdtzliche Suppressoreffekte.

Das geht auch unmittelbar aus den Formeln fiir die Gewichtszahlen b, und b, hervor. Dort wird im

Zihler das Produkt r, * 7. bzw. r|, * r,. subtrahiert. Bei positiver Korrelation der beiden

161 Bei negativen Korrelationen zwischen Pridiktoren und Kriterium kann durch geeignete
Umpolung gepriift werden, ob eine Situation entsteht, die das allgemeine Prinzip erfiillt.
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Préadiktoren fiihrte dies indirekt zu der in Abbildung 27, 27 (S. 324, 324) dargestellten Senkung der
multiplen Korrelation. Ist dagegen die Korrelation der Pradiktoren negativ, dann sind (bei positiven
Korrelationen 7| .und r,,.) die subtrahierten Produkte r|, * 7, .und r, * r,. negativ, wodurch sich der
Ziahler nicht mehr vermindert, sondern sogar erhoht, und die Division dieses Zéhlers durch den
Nenner 1 — r,% (der ja bei r;, # 0 kleiner als 1 ist) fiihrt zu einer weiteren Erhohung der
Gewichtszahlen b; und b,. Aus der allgemeinen Gleichung fiir die multiple Korrelation folgt aber,
daf diese (bei positiven Korrelationen 7|, und ,_.) zunimmt, wenn die Gewichtszahlen b, und b,
grofler werden als diese Korrelationen.

Das sieht man auch deutlich, wenn man in Abbildung 27, 27 den Bereich der auf der
Abszissenachse angegebenen Korrelationen 7|, vergrofert wie in der folgenden Abbildung, die
zusitzlich noch eine Uberraschung beinhaltet.

R

S S r12
-.3 -.2 -.1 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9
Abb. 28 Die Abhéngigkeit der multiplen Korrelation
von der Korrelation 7|, zweier Pradiktoren
mit ;.= 0.60 und r,,. = 0.40:

Uberlagerung mit Suppressor-Effekten

Bevor diese Uberraschung - die Zunahme der multiplen Korrelation im rechten Teil der Abbildung -
erldutert wird, ist zunichst festzustellen, daB3 die multiple Korrelation - wie erwartet - weiter
zunimmt, wenn die Korrelation |, der Pridiktoren negativ wird.'®?

Wie kommt es aber, dafl die multiple Korrelation bei sehr hohen Werten der Korrelation 7,

162 Die Abbildung legt sogar die Frage nahe, ob bei einer noch niedrigeren Korrelation der
Préadiktoren (z.B. |, = —0.50) nicht eine multiple Korrelation zu erwarten wire, die grof3er als 1 ist,
was offenbar sinnlos wire. Eine solche Korrelation 7|, kann aber bei r; .= 0.60 und r, .= 0.50 nicht
vorkommen. Im Abschnitt zur Partialkorrelation wurde festgestellt, da3 es bei Vorgabe von
Korrelationen r,, und r,, Grenzen fir die Korrelation r,, gibt. Um die entsprechende Formel
(S. 316) auf die hiesige Situation anzuwenden, kann man die Pradiktoren als x und y bezeichnen
und das Kriterium als z. Dann ergibt sich, daB} fiir die Korrelation der Pradiktoren die Ungleichung
-0.393 < ry, < 0.993 gelten muB.
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wieder ansteigt? Bei der Interpretation von Abbildung 27, 27 war der Abfall der multiplen
Korrelation bei zunehmender Korrelation 7, vor allem damit erklart worden, dal} der zweite
Pradiktor bei einer hohen Korrelation 7|, kaum noch etwas zur Vorhersage des Kriteriums beitragt,
was nicht auch schon im ersten enthalten war. Unter Riickgriff auf das Suppressor-Konzept kann
aber noch ein weiterer Grund genannt werden. Eine hohe Korrelation 7|, bedeutet, da3 die beiden
Préadiktoren iiber das hinaus, was sie zur Vorhersage des Kriteriums beizutragen haben, noch etwas
anderes gemeinsam haben. Ist diese Situation sehr stark ausgeprigt (ist also 7|, sehr hoch), dann
kann der zweite Pradiktor, der wegen seiner niedrigeren Korrelation mit dem Kriterium ohnehin
schlechter zur Vorhersage des Kriteriums geeignet ist als der erste (r,. = 0.50 im Vergleich zu
1. = 0.60), auch als Suppressor eingesetzt werden. Tatsdchlich ergibt sich z.B. bei Korrelationen
von ry,. = 0.60, r,. = 0.50 und r;, = 0.90 aus der allgemeinen Formel fiir die Gewichtszahl b, ein
Wert von b, = —0.21, wihrend die Gewichtszahl fiir den ersten Pradiktor b, = 0.79 betrigt. In
diesem Fall geht also der zweite Pradiktor mit einem negativen Gewicht in die multiple
Regressionsgleichung ein, obwohl er fiir sich allein betrachtet aufgrund seiner Korrelation mit dem
Kriterium mit positivem Gewicht eingehen konnte. Aber in dieser Konstellation, in der der erste
Préadiktor das noch besser kann, ist es giinstiger, den zweiten Pradiktor als Suppressor einzusetzen
und mit negativem Gewicht zu verrechnen.

Aus der Formel fiir die Gewichtszahl b, kann man auch ersehen, bei welchem Wert der
Korrelation 7|, diese Gewichtszahl von positiven in negative Werte umschligt. Da der Nenner
1 — r;,> immer positiv ist, ergibt sich das Vorzeichen von b, aus dem Zzhler r,. — 7/, * r,.. Bei
positiven Korrelationen 7|, und r, . mit r; . > r, . ist dieser Zihler positiv, solange r, kleiner als der
Quotient r,. / ry, 1st. Ist dagegen r, > r,./ 1., dann ist der Zdhler negativ und damit auch die
Gewichtszahl b,. Bei den bisher angenommenen Korrelationen von r;,. = 0.60 und 7, = 0.50 ist
beispielsweise 7,/ 7. = 0.50/0.60 = 0.83. Genau an dieser Stelle liegt aber in Abbildung 28 das
Minimum der multiplen Korrelation. Bei r;, < 0.83 iiberwiegt noch der eigene Beitrag des zweiten
Pradiktors zur Vorhersage (b, > 0), wihrend bei groBerem 7|, die Suppressor-Funktion iiberwiegt
(b, <0).

Mit diesen Uberlegungen 148t sich schlieBlich auch erkliren, warum die multiple Korrelation in
der Umgebung des "Umschlagspunkts" kaum groBer ist als ;.. Genau in diesem Umschlags-
punkt - also fiir Korrelationen von . = 0.60, . = 0.50 und 7, = 0.50 / 0.60 - erhélt man mit den
entsprechenden allgemeinen Formeln Gewichtszahlen von b; = 0.60 und b, = 0.00 sowie eine
multiple Korrelation von R = 0.60. Hier ist also der zweite Pridiktor aufgrund der starken
Beimischung des Kriteriums-fremden gemeinsamen Anteils der beiden Pradiktoren zu schlecht, um
noch einen eigenstdndigen Beitrag zur Vorhersage zu leisten; andererseits ist aber diese
Beimischung Pradiktor noch nicht ausgeprégt genug, um den zweiten als Suppressor zu verwenden.
Also ist b, = 0.00, und dann ist natiirlich die optimale Gewichtszahl b, des ersten Pridiktors und die
Vorhersage-Validitdt der multiplen Regressionsgleichung (also die multiple Korrelation) genau so
grof3, als wenn es den zweiten Pradiktor nicht gébe. Eine dhnliche Situation besteht aber auch in der
unmittelbaren Umgebung des Umschlagspunktes. Der Ubergang zwischen eigenstindigem Beitrag
zur Vorhersage (also positivem b,) und Suppressor-Funktion (negativem b,) erfolgt kontinuier-
lich'®®, und daher heben sich in der unmittelbaren Umgebung des Umschlagspunkts beide mogliche
Beitrdge des zweiten Pradiktors nahezu auf.

163 Mathematisch ausgedriickt: Bei gegebenem ¥ und r2¢ 15t b, eine stetige Funktion von ry,.
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Da Korrelationen tiber 0.80 zwischen psychologischen Variablen eine Seltenheit sind, sollte
ergdnzend darauf hingewiesen werden, da3 der Umschlagspunkt zwischen eigenstindigem Beitrag
zur Vorhersage und Suppressor-Funktion wesentlich ndher bei 0 liegen kann, wenn die
Korrelationen der beiden Pradiktoren mit dem Kriterium sich stérker unterscheiden. Das kann mit
einem weiteren Muster von Korrelationen demonstriert werden, das ebenso wie mehrere bereits
behandelte Korrelationen zu der multiplen Regressionsgleichung 2;. = 0.60 - z;; + 0.25 - z;, fiir die
Schitzung von Klausurnoten aus Lehrernoten und Anzahl kritischer AuBerungen im Unterricht
fithren wiirde. Die Gewichtszahlen von b; = 0.60 und b, = 0.25 wiirden sich aus den entsprechenden
allgemeinen Formeln auch bei Korrelationen von ;.= 0.40, r,. = =0.23 und |, = —0.80 ergeben.
Mogliche Interpretation: Anders, als es die Hypothese vermutet, wiirde bei diesen Korrelationen die
Bereitschaft zu kritischen AuBerungen nicht positiv, sondern eher negativ zu den von den
Klausurnoten erfallten Lernergebnissen beitragen (7, = —0.23), und allein auf dieser Grundlage
wiire eine negative Gewichtszahl b, zu erwarten. Die obigen Uberlegungen zum Umschlag zwischen
eigenstindigem Vorhersagebeitrag und Suppressor-Funktion lassen sich aber folgendermallen
tibertragen Bei Korrelationen von 7. = 0.40 und r,, = —0.23 liegt der "Umschlagspunkt" zwischen
eigenstindigem Beitrag zur Vorhersage und Suppressor-Funktion bei 7, =-0.23/0.40 = -0.575.
Obwohl also der zweite Pradiktor flir sich genommen mit negativem Vorzeichen in die Vorhersage
des Kriteriums eingehen wiirde, ergibt sich zusammen mit dem ersten Pradiktor bei Korrelationen
von ;.= 0.40 und r,. = —0.23 eine negative Gewichtszahl b, nur fiir »;, > —0.575. Ist dagegen die
negative Korrelation der Pradiktoren untereinander stérker ausgeprégt (ist also 7, <0.575), dann ist
es giinstiger, auf den eher geringfligigen eigenstdndigen Vorhersagebeitrag des zweiten Pradiktors
zu verzichten und diesen statt dessen mit einer positiven Gewichtszahl als Suppressor einzusetzen.

Zu den Interpretationen der verschiedenen Korrelationsmuster, die alle zu derselben multiplen
Regressionsgleichung 2;,. = 0.60 - z;; + 0.25 - z;, fiir die Schitzung von Klausurnoten aus
Lehrernoten und Anzahl kritischer AuBerungen im Unterricht fiihrten, ist eine abschlieBende
Bemerkung angebracht. Diese Interpretationen gingen alle stillschweigend davon aus, da3 die
Korrelationen 7. und r,,. einen EinfluB} der von den beiden Pridiktoren erfaliten Personlichkeits-
merkmale auf diejenigen Lernergebnisse widerspiegeln, die von den Klausurnoten erfa3t werden.
Natiirlich gibt es - wie bei allen Korrelationen - noch andere denkbare Kausalrichtungen. Was
gezeigt werden sollte, 146t sich folgendermallen zusammenfassen: Selbst wenn diese Kausalrichtung
vorliegt, wie es ja von der zu untersuchenden Hypothese behauptet wurde, dann sind die
Gewichtszahlen der Priadiktoren in einer multiplen Regressionsgleichung nicht geeignet, den
kausalen Beitrag der entsprechenden Personlichkeitsmerkmale zu den vom Kriterium erfallten
Lernergebnisse quantitativ anzugeben. Dies gilt nicht nur fiir den zweiten Préadiktor, der in
verschiedenen Korrelationsmustern als Suppressor diente (entweder als reiner Suppressor oder auch
mit zusitzlichem eigenem Vorhersagebeitrag). Auch die Gewichtszahl des ersten Pradiktors wird
von der Anwesenheit eines solchen Suppressors beeinfluft.'®

164 Genauer: Sind Pridiktoren und Kriterium als z-Werte gegeben und ist der zweite
Pradiktor ein "reiner" Suppressor (also 7,. = 0 und r;, # 0), dann ergibt sich fiir den Zéhler in der
Formel fiir b, die Gleichung r|. - |, * r,. = r,. Dieser Zihler ist also das Regressionsgewicht, das
auch bei Vorhersage des Kriteriums allein aus dem ersten Pridiktor zu verwenden wire. Dieser
Wert wird aber durch den Nenner 1 - r,,* dividiert und damit vergroBert, da die Differenz 1 - r,,?
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Trotz der Komplexitit dieser Verhidltnisse konnte man aus den Beidpielen den Eindruck
bekommen, dal das Zusammenspiel von eigenstindigem Vorhersagebeitrag und Suppressor-
Funktion eines Pradiktors mit etwas Nachdenken zu durchschauen ist. Dazu ist aber zu bedenken,
daBl alle bisherigen Beispiele sich auf die noch vergleichsweise iiberschaubaren Formeln fiir
Gewichtszahlen und multiple Korrelation bei zwei Prddiktoren bezogen. Bereits fiir drei Pradiktoren
wiirden aber allgemeine Formeln der obigen Art so uniibersichtlich, dal sie kaum noch
iiberschaubar wiren.!®> Daher soll nur fiir einen ganz speziellen Fall dargestellt werden, was bei
mehr als zwei Pradiktoren noch hinzukommt. Dieser spezielle Fall ist dadurch gekennzeichnet, daf3
drei Pridiktoren vorhanden sind, bei denen die Korrelationen 7, 73, und 75 alle null sind. Sind
auerdem Kriterium und Pridiktoren als z-Werte gegeben, dann ergeben sich die folgenden Formeln
fiir die Gewichtszahlen der drei Pradiktoren:

2
rlc-(l = Tp)
b1= R
1 -7r.2 -2

12 23

N
b, = - < .
_ 2 _
1 -7, 73
und

r i 4 r
12 2 1
b, = 3 le

_ 2 _ 2
1 -7, T3

Fiir Korrelationen von ;. _ 0.36, 7|, = 0.40 und r,; = 0.60 ergibt sich damit die Schitzgleichung

éiC = 0.48 : le - 0.30 : le + 0.18 : 213’

beir|, # 0 kleiner als 1 ist. Wenn sich dagegen eigenstindiger Vorhersagebeitrag und Suppressor-
Funktion beim zweiten Pridiktor liberlagern (also bei r,. # 0 und |, # 0), dann wird auch der
Zahler ry, — r|, * 75, in der Formel fiir b, durch die Anwesenheit des zweiten Pradiktors verdndert,
und nur in dem zuvor behandelten "Umschlagspunkt" zwischen dem Uberwiegen des
eigenstindigen Vorhersagebeitrags und der Suppressor-Funktion (also beir, =r,./7;.) entsteht fiir
den ersten Pridiktor dieselbe Gewichtszahl, als wenn der zweite Priadiktor gar nicht vorhanden
wire.

165 Wie bereits an friiherer Stelle (FuBnote 155) erwihnt, ergeben sich wesentlich einfachere
Formeln bei Verwendung der sog. Matrix-Algebra. Grundsitzlich 148t sich das Verfahren auch ohne
Matrix-Algebra darstellen (vgl. etwa Gaensslen & Schubd, 1976, S. 96ft.). Die Darstellung dieses
Ansatzes ist aber recht komplex und wiirde auch wenig zum Verstindnis der folgenden
Uberlegungen beitragen.
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allerdings nur unter der den Formeln zugrundeliegenden Voraussetzung daB3 die {ibrigen
Korrelationen r,,., ;. und r5 alle null sind. Unter dieser Voraussetzung ist vor allem
bemerkenswert, daf3 der dritte Pradiktor mit einem Gewicht von 0.18 in die Regressionsgleichung
eingeht, obwohl die einzige Variable, mit der er korreliert, der zweite Pradiktor ist. Da die
Korrelation r,,. aber ebenfalls null ist, ist der dritte Priadiktor auch kein Suppressor, jedenfalls nicht
im bisher bekannten Sinn.

Die Bedeutung des dritten Pradiktors in dieser Regressionsgleichung wird verstdndlich, wenn
man sich noch einmal die Funktion eines Suppressors vergegenwirtigt. Er verbessert die
Vorhersagefahigkeit eines anderen Priadiktores, indem er diesen von Beimischungen bereinigt, die
nichts mit dem Kriterium zu tun haben. Man kann das auch folgendermaflen formulieren: Bei
r. * 0,7, =0und r, # 0 verbessert sich die Vorhersage, wenn statt des ersten Pradiktors seine
Abweichung von dem Wert in die Regressionsgleichung eingeht, der aufgrund des zweiten
Préadiktors zu erwarten wire. In der obigen Situation verbessert sich aber die Vorhersage des ersten
Pradiktors, wenn man zusitzlich zum zweiten Pradiktor auch noch den dritten heranzieht; denn
dieser kann bei der Vorhersage des ersten Pridiktors als Suppressor eingesetzt werden. (Es ist
r13=0,aberr, # Ound r,; # 0.) In dieser Situation werden also durch die Einbeziehung des dritten
Préadiktors in die Vorhersage des zweiten noch mehr Kriteriums-fremde Beimischungen des ersten
Préadiktors unterdriickt. Man kann diese Funktion des dritten Pridiktors also folgendermallen
zusammenfassen: Indem er als Suppressor die Vorhersage des ersten Priadiktors verbessert, triagt er
als "Suppressor zweiten Grades" auch zur Verbesserung der Vorhersage des ersten Pradiktors bei.

Das ist unter den Voraussetzungen der obigen Formeln (also bei r,. = r; . =3 = 0) noch gerade
durchschaubar; aber diese Funktion als Suppressor zweiten Grades kann sich nun auch wieder auf
unterschiedlichste Weise mit eigenstidndigen Beitrdgen des dritten Pradiktors zur Vorhersage des
Kriteriums oder des ersten Pradiktors iiberlagern, und dann ist es kaum noch durchschaubar, wie die
Gewichtszahlen in der multiplen Regressionsgleichung mit den Korrelationen zusammenhéngen. Es
braucht kaum noch erwihnt zu werden, daB diese Komplexitit der Uberlagerung von eigenstindigen
Vorhersagebeitridgen und Suppressor-Funktionen (einschlieSlich Suppressoren hoheren Grades) mit
jedem weiteren Pradiktor zunimmt.

Erginzend ist noch darauf hinzuweisen, da3 die hier besprochene multiple Regression und
Korrelation nur die linearen Abhéngigkeiten der Pradiktoren und des Kriteriums auswerten. Es ist
jedoch moglich, auch nichtlineare Zusammenhinge mit dhnlichen Techniken zu verrechnen.

Viele Statistik-Software-Pakete fiir Computer enthalten Programme, mit denen man
sogenannte ' nicht-lineare Regression berechnen kann. Dabei kann man als Schitzgleichung fiir ein
Kriterium eine nahezu beliebige Funktion der Priadiktoren mit einer Formel angeben, in der aufler
den Préadiktoren auch weitere Groflen wie die b-Gewichte in der multiplen Regression auftauchen.
Oft werden diese GroB3en als "Regressionsparameter" 0.4. bezeichnet. Dann berechnet der Computer

166 Das Wort "sogenannte" spielt darauf an, daB das, wonach die Regression eigentlich
benannt ist - der Regressionseffekt - bei der nicht-linearen Regression nicht immer auftritt.
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diejenigen Werte fiir diese Regressionsparameter, bei denen die Schitzwerte am besten mit den
tatsdchlichen Kriteriumswerten iibereinstimmen. Die meisten derartigen Programme erméglichen es
auch, anstelle der quadrierten Abweichung zwischen tatsdchlichen und geschitzten Werten des
Kriteriums eine andere Funktion vorzugeben, deren Summe {iber alle "Individuen" durch geeignete
Wahl der Regressionsparameter moglichst klein gemacht werden soll.

Bei einigen Typen nicht-linearer Schitzgleichungen ist es aber auch moglich, die optimalen
Werte der Regressionsparameter mit Hilfe der fiir lineare multiple Regressionsgleichungen
entwickelten Formeln bzw. Programme zu bestimmen. Zur Vorbereitung eines Beispiels ist
zundchst auf eine Eigenschaft der linearen Regressionsgleichungen mit zwei Pridiktoren
hinzuweisen. Bei einer Schitzgleichung wie ¥; = 0.60 - X;, + 0.25 * X,, + a ergeben sich hohe
Schitzwerte zwar vor allem dann, wenn die Pradiktoren-Werte X;; und X, beide grof} sind; doch
konnen niedrige Werte eines Pradiktors durch entsprechend hohere Werte des anderen Pradiktors
kompensiert werden. In manchen Fillen ist es aber auch sinnvoll, davon auszugehen, dal3 eine
solche Kompensation gar nicht (oder nur eingeschrinkt) moglich ist, dal3 also hohe Werte des
Kriteriums nur (oder fast nur) vorkommen, wenn die Werte beider Pradiktoren hoch sind. Das 146t
sich mit einer Schétzgleichung der Form

Vi=by "Xy + by Xp+by Xy " Xp+a

erreichen.'®” Wenn in dieser Schitzgleichung die Gewichtszahl b5, mit der das Produkt X;; * X, in
die Schitzgleichung eingeht, positiv und hinreichen grofl (im Vergleich zu b, und b,) ist, dann
konnen niedrige Werte eines Pradiktors nicht mehr einfach durch hohe Werte des anderen
Préadiktors kompensiert werden. Mit der Wahl eines geeigneten negativen b5 in Verbindung mit
positiven Gewichtszahlen b, und b, erreicht man andererseits, daf3 hohe Werte in einem Pradiktor
geniigen, um einen hohen Schitzwert zu erhalten, und dafl hohe Werte in beiden Pradiktoren keine
hoheren Schitzwerte ergeben als hohe Werte in einem Pradiktor. Mit positivem b5 ergeben sich also
hohe Schitzwerte, wenn X;; und X, beide hoch sind, wihrend negatives b5 in Verbindung mit
positiven Gewichtszahlen b, und b, zu hohen Schitzwerten fiihrt, wenn X;; oder X, hoch ist. Beides
kann in bestimmten Féllen sinnvoll sein.

Ob ein solcher Fall vorliegt, kann man nun einfach feststellen, und das Verfahren dazu ist durch
die Bezeichnung b, fiir die Gewichtszahl des Produkts X}, - X, bereits angedeutet: Man bildet nach
der Definition
Xy =X X,

1 1

167 Die additive Konstante a gehort grundsitzlich zu jeder linearen multiplen Regressions-
gleichung. Fiir den bisher angenommenen Fall, da3 Kriterium und Priadiktoren z-Werte sind, konnte
auf diese Konstante verzichtet werden, weil sie in diesem Fall null ist. Das gilt auch noch, wenn
wenigstens die Mittelwerte des Kriteriums und der Pradiktoren null sind. Fiir die Vorhersage eines
Kriteriums aus m Pridiktoren gilt allgemein die Formel a = y - Zj —1mb );. Wenn aber in einer
nicht-linearen Schétzgleichung auch Ausdriicke wie das Produkt X;; * X, auftauchen, dann ist das
arithmetische dieser Produkte im allgemeinen selbst dann nicht null, wenn die Mittelwerte der
Pradiktoren null sind. Wollen Sie nachweisen, dafl das arithmetische Mittel dieser Produkt in

diesem Fall die Kovarianz der beiden Pradiktoren ist?
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einen zusitzlichen Pridiktor X;; und berechnet eine multiple Regressionsgleichung mit drei
Priadiktoren. Dann kann man sehen, ob sich die Giite der Vorhersage - also die multiple
Korrelation - durch die Hinzunahme dieses dritten Pridiktors nennenswert erhoht und ob das
Vorzeichen der Gewichtszahl b5 positiv oder negativ ist.

Solche nicht-linearen Schétzgleichungen verwendet man beispielsweise in der Diagnostik,
wenn es darum geht, die Gedankengénge, mit denen ein eher intuitiv arbeitender Diagnostiker seine
Informationen kombiniert, mit einer nicht-linearen Regressionsgleichung moglichst gut nachzuvoll-
zichen. In solchen Gedankengéngen spielen dann oft die oben genannten und- bzw. oder-
Verbindungen zweier Merkmalsauspragungen eine Rolle. Der Vorteil des Nachvollziehens solcher
Gedankengédnge mit einer multiplen Regressionsgleichung besteht darin, da3 dabei die optimale
Gewichtung solcher Verkniipfungen empirisch gefunden wird; denn natiirlich ergeben sich dann
wieder diejenigen Gewichtszahlen b; und diejenige Zahl a, bei denen die Summe der quadrierten
Abweichungen zwischen tatsdchlichen geschitzten Kriteriums-Werten moglichst klein ist.

In dhnlicher Weise lassen sich natiirlich auch die Koeffizienten in Schitzgleichungen wie

V.=b X +b, X+ by Xy Xy + b, X2+ be* X2 +a
i 1 il 2 i2 3 1 2 4 1 5 2

1 1 1 1

oder auch

Vi=by Xy + by X+ by (X" + X)) +a

1

bestimmen - allgemein: Schétzgleichungen, bei denen der Schétzwert eine Linearkombination der
Préadiktoren und von Funktionen ist, in die ein Pradiktor oder mehrere eingehen. Diese Funktionen
berechnet man und behandelt sie als zusdtzliche Prddiktoren in einer linearen multiplen
Regressionsgleichung, die nach den iiblichen Verfahren erstellt wird.

5) Kennziffern von Summen und Linearkombinationen in mehrdimensionalen Verteilungen

Gegenstand dieses Abschnitts sind einige Eigenschaften die vor allem als Hilfen fiir
mathematische Herleitungen praktisch sind. Sie sind vor allem "zum Nachschlagen" da, also keine
unmittelbaren Lernziele und insofern "flir Spezialisten" markiert. Das gilt jedoch nicht fiir ein
Beispiel mit unmittelbarer Anwendungsrelevanz: Die Varianz einer Summe.

a) Das arithmetische Mittel einer Linearkombination

Bei den eindimensionalen Verteilungen haben wir festgestellt, daBl der Durchschnitt
Lineartransformationen "mitmacht". Entsprechendes gilt auch bei Linearkombinationen. Bilden wir
(wie z.B. bei der multiplen Regression) eine Linearkombination verschiedener Variablen, so ist das
arithmetische Mittel der so ermittelten Werte gleich der Linearkombination der Durchschnitte der



