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Vorwort

Das vorliegende Skript enthält den Stoff der Vorlesung
”
Analysis III“ aus dem

Wintersemester 2010/2011 zur mehrdimensionalen Integrationstheorie. Es ba-
siert größtenteils auf den Lehrbüchern [11], [7] und [1] und soll diese nicht
ersetzen.

Das Skript stellt die Grundzüge der Integrationstheorie nach Lebesgue vor.
Der Ansatz ist zunächst einmal ähnlich dem der Integrationstheorie nach Rie-
mann. Es wird nämlich mit der Einführung des Integrals für Treppenfunktio-
nen begonnen. Man erhält die integrierbaren Funktionen als solche, die sich

”
gut“ durch Treppenfunktionen annähern lassen. Das Maß für die Güte der
Annäherung ist eine gewisse Halbnormmit Werten in R∪{∞}. Beim Riemann-
Integral vergleicht man für diese Halbnorm Funktionen mit endlichen Linear-
kombination von charakteristischen Funktionen vonQuadern. Beim Lebesgue-
Integral ersetzt man die endlichen Linearkombinationen durch unendliche,
sogenannte Hüllreihen.

Das Lebesgue-Integral zeichnet sich durch gute Konvergenzeigenschaf-
ten aus, denen wir im Skript in Form der Sätze von Riesz–Fischer, von Beppo
Levi und von Lebesgue begegnen werden. Diese wiederum werden bei den
Beweisen der zentralen Integrationstechniken, und zwar des Satzes von Fubini
und der Transformationsformel, eingesetzt.

Die Lebesguesche Integrationstheorie beinhaltet den Begriff des Lebes-
gue-Maßes. Die Frage, welche Mengen Lebesgue-messbar sind, führt zu fun-
damentalen Problemen der Mengenlehre. Die genaue Diskussion dieser Pro-
bleme hätte zwar den Rahmen der Vorlesung gesprengt, im Skript wird je-
doch ein kurzer Überblick versucht.

In der Riemannschen Integrationstheorie spielte der Hauptsatz der Differen-
tial- und Integralrechnung eine zentrale Rolle. Auch er hat eine Verallgemei-
nerung in der Theorie der reellwertigen Funktionen mehrerer Veränderlicher,
und zwar den Satz von Stokes. Um ihn angemessen zu behandeln, wird die
Theorie der Differentialformen und die Integration über Untermannigfaltigkei-
ten entwickelt. Das Skript schließt mit einer anschaulichen Anwendung des
Satzes von Stokes, die als Igelkämmungssatz bekannt ist.

Die Aufgabenblätter zur Vorlesung befinden sich am Ende des Textes.
Ich danke Herrn Nikolai Beck und Herrn Dr. habil. Norbert Hoffmann für das

Korrekturlesen.

Alexander Schmitt
Berlin 2011
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Kapitel 1

Das Lebesgue-Integral

1.1 Treppenfunktionen

Für eine Funktion f : Rn −→ R wollen wir das Integral
∫

fdµn

erklären.

Die Integration ist eng mit der Berechnung von Volumina verbunden: Für
eine Teilmenge A ⊂ Rn ist

χA : Rn −→ R
x 7−→

{

1, falls x ∈ A

0, falls x 6∈ A

die charakteristische Funktion von A. Dann soll

VolnpAq := ∫

χAdµn

das Volumen von A sein.

Wie im Fall des Riemann-Integrals [17], Kapitel 5, bauen wir die Integra-
tionstheorie auf, indem wir die Volumina für gewisse Teilmengen von Rn

festlegen. Z.B. ist für reelle Zahlen a < b und

I =pa,bq, pa,bs, ra,bq oder ra,bs.
die charakteristische Funktion χI eine Treppenfunktion im Sinne von [17],
Definition 5.1.1. Für α ≤ a < b ≤ β erhalten wir

∫ β

α

χIdx = b − a

und daher auch
∫ ∞

−∞

χIdx = b − a.

Wir nennen LpIq := b − a die Länge des Intervalls I.

1.1.1 Definition. a) Eine Teilmenge Q ⊂ Rn ist ein (beschränkter, achsenparal-
leler) Quader, wenn es beschränkte Intervalle I1, ..., In ⊂ R gibt, so dass

Q = I1 × · · · × In.

Dabei darf Ij offen, halboffen oder abgeschlossen sein, j = 1, ...,n.
b) Die Zahl

VolnpQq := LpI1q · · · · · LpInq
ist das (n-dimensionale) Volumen von Q.
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Kapitel 1 Das Lebesgue-Integral

1.1.2 Bemerkung. Für j ∈ { 1, ...,n } ist auch Ij = {a} für ein a ∈ R erlaubt. In
diesem Fall gilt LpIjq = 0 und VolnpQq = 0.

1.1.3 Definition. a) Ein unbeschränkter (achsenparalleler)Quader ist eine Teil-
menge Q ⊂ Rn, zu der es Intervalle I1, ..., In ⊂ R gibt, von denen mindestens
eines unbeschränkt ist, so dass

Q = I1 × · · · × In.

Wie zuvor darf Ij offen, halboffen oder abgeschlossen sein, j = 1, ...,n.
b) Für a ∈ R und ein Intervall I aus der Liste p−∞,aq, p−∞,as, pa,∞q, ra,∞q,p−∞,∞q = R sei

LpIq := ∞.

c) Das (n-dimensionale) Volumen eines unbeschränkten, achsenparalle-
len Quaders Q ist

VolnpQq := { ∞, falls LpIjq > 0, j = 1, ...,n,
0, falls ein j ∈ { 1, ...,n } mit LpIjq = 0 existiert

.

1.1.4 Bemerkung. Teil c) der Definition beruht auf der Rechenregel 0 ·∞ = 0. In
der Grenzwertrechnung ist diese Rechenregel sinnlos, in der Integralrechnung
wird sie uns noch einige Male begegnen.

Wir geben uns nun li ∈ N und reelle Zahlen

−∞ =: ai0 < ai1 < · · · < aili < aili+1 := ∞, i = 1, ...,n, (1.1)

vor. Zu i ∈ { 1, ...,n } und j ∈ { 1, ..., li } definieren wir die Hyperebene

Hij :=
{
x =px1, ..., xnq ∈ Rn

∣∣ xi = aij

}
.

Weiter sei
J =

{
j =pj1, ..., jnq ∈ Nn

∣∣ ji ∈ { 0, ..., li }, i = 1, ...,n
}
.

Für j =pj1, ..., jnq ∈ J definieren wir den Quader

Qj :=pa1j1 ,a1j1+1q× · · ·×panjn ,anjn+1q.
Damit gilt Rn \

⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij =
⊔

j∈J

Qj .

α11

H11

α12

H12

α15

H15

α21H21

α22H22

α23H23

α24H24

Q1,0

Q1,1

Q1,2

Q1,3

Q1,4

Q0,0

Q0,1

Q0,2

Q0,3

Q0,4

Q2,0

Q2,1

Q2,2

Q2,3

Q2,4

Q3,0

Q3,1

Q3,2

Q3,3

Q3,4

Q4,0

Q4,1

Q4,2

Q4,3

Q4,4

Q5,0

Q5,1

Q5,2

Q5,3

Q5,4

α13

H13

α14

H14
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1.1 Treppenfunktionen

1.1.5 Bemerkung. i) Wie in [18], Definition 1.6.4, bezeichne A den Abschluss
der Teilmenge A ⊂ Rn. Es gilt dann

⋃

j∈J

Q j = Rn.

ii) Für ein Indextupel j =pj1, ..., jnq ∈ J mit ji ∈ { 1, ..., li − 1 }, i = 1, ...,n, gilt

Q j = ra1j1 ,a1j1+1s× · · · × ranjn ,anjn+1s.
(Übung: Wie sieht der Abschluss für unbeschränkte Quader aus?)

1.1.6 Definition. a) Ein Datum Z =paij , i = 1, ...,n, j = 1, ..., liq wie in (1.1) nennt
man eine Zerlegung von Rn.

b) Eine Funktion f : Rn −→ R ist eine Treppenfunktion, falls es eine Zerlegung
Z von Rn und reelle Zahlen cj , j ∈ J, gibt, so dass

• cj = 0, falls Qj unbeschränkt ist,

• f pxq = cj für alle x ∈ Qj und j ∈ J

gilt.

1.1.7 Bemerkung. Wir können die zweite Bedingung umschreiben zu

f|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

cj · χQj
.

1.1.8 Definition. a) Es sei f : Rn −→ R eine Treppenfunktion. Eine Zerlegung Z
von Rn ist an f angepasst, wenn es reelle Zahlen cj , j ∈ J, gibt, so dass cj = 0,

falls Qj unbeschränkt ist, j ∈ J, und

f|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

cj · χQj
.

b) Für eine Treppenfunktion f : Rn −→ R und eine an f angepasste Zerle-
gung Z setzen wir1

Ipf , Zq :=∑
j∈J

cj · VolnpQjq.
Bevor wir von Integralen sprechen, müssen wir uns der Abhängigkeit von der
Zerlegung entledigen.

1.1.9 Definition. Es seien

Z =
(
ai0 < ai1 < · · · < aili < aili+1, i = 1, ...,n

)

Z
′

=
(
a′
i0 < a′

i1 < · · · < a′
il′
i
< a′

il′
i
+1, i = 1, ...,n

)

zwei Zerlegungen von Rn. Man sagt, dass Z
′
eine Verfeinerung von Z ist, wenn

es zu Indizes i ∈ { 1, ...,n } und j ∈ { 1, ..., li } einen Index j ′ ∈ { 1, ..., l ′i } mit

aij = a′
ij′

gibt.
Schreibweise. Z

′ � Z .

1Die angegebene Summe ist endlich, da cj = 0 für jeden unbeschränkten Quader Qj , j ∈ J,

und nur endlich viele beschränkte Quader vorkommen.
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Kapitel 1 Das Lebesgue-Integral

1.1.10 Lemma. Es seien Z 1 und Z2 zwei Zerlegungen von Rn. Dann existiert eine
Zerlegung Z3 von Rn mit

Z 3 � Z1 und Z3 � Z 2.

Beweis. Der einfache Beweis wird der Leserin bzw. dem Leser überlassen.

1.1.11 Lemma. Es seien f : Rn −→ R eine Treppenfunktion und Z 1, Z 2 zwei an f
angepasste Zerlegungen von Rn. Dann gilt

Ipf , Z1q = Ipf , Z2q.
Beweis. Die Aussage ist leicht zu sehen, wenn Z1 � Z 2 (s. Aufgabe A.1.3). Im
Allgemeinen können wir nach Lemma 1.1.10 eine Zerlegung Z3 von Rn mit
Z3 � Z1 und Z3 � Z2 finden. Diese Zerlegung ist ebenfalls an f angepasst. Da
nach der Vorüberlegung

Ipf , Z1q = Ipf , Z 3q = Ipf , Z2q,
ist die Behauptung überprüft.

1.1.12 Definition. Es seien f : Rn −→ R eine Treppenfunktion und Z eine an f
angepasste Zerlegung von Rn. Dann heißt

∫
fdµn := Ipf q := Ipf , Zq

das Integral von f .

1.1.13 Lemma. i) Es seien f ,g : Rn −→ R zwei Treppenfunktionen. Dann ist auch
f + g : Rn −→ R eine Treppenfunktion, und man hat

Ipf + gq = Ipf q + Ipgq.
ii) Es seien λ ∈ R und f : Rn −→ R eine Treppenfunktion. Dann ist λ · f : Rn −→R ebenfalls eine Treppenfunktion, und es gilt

Ipλ · f q = λ · Ipf q.
iii) Für eine Treppenfunktion f : Rn −→ Rmit f ≥ 0, d.h. f pxq ≥ 0, x ∈ Rn, gilt

Ipf q ≥ 0.

iv) Wenn f : Rn −→ R eine Treppenfunktion ist, dann ist auch |f | : Rn −→ R
eine.

v) Für zwei Treppenfunktionen f ,g : Rn −→ R sind auch max{ f ,g } : Rn −→R, x 7−→ max{ f pxq,gpxq }, und min{ f ,g } : Rn −→ R, x 7−→ min{ f pxq,gpxq }
welche.

Beweis. Die Eigenschaften ii) - iv) ergeben sich unmittelbar aus den Defini-
tionen. Um i) und v) einzusehen, wähle man eine Zerlegung Z von Rn, die
sowohl an f als auch an g angepasst ist (s. Lemma 1.1.10). Dann existieren
reelle Zahlen cj und dj , j ∈ J, die verschwinden, falls Qj unbeschränkt ist, j ∈ J,

und

f|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

cj · χQj
,

g|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

dj · χQj
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1.2 Die L1-Halbnorm

erfüllen. Daraus ergibt sichpf + gq|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

pcj + djq · χQj
,

max{ f ,g }|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

max{cj ,dj } · χQj

und min{ f ,g }|Rn\
⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij
=
∑

j∈J

min{cj ,dj } · χQj
.

Die Behauptungen folgen nun direkt.

Das Lemma zeigt insbesondere, dass

TpRn,Rq := { f : Rn −→ R ∣∣ f ist Treppenfunktion}
ein reeller Vektoraum ist und

I : TpRn,Rq −→ R
f 7−→ Ipf q

eine lineare Abbildung.

1.1.14 Beispiel. Es sei Q ⊂ Rn ein beschränkter Quader. Die charakteristische
Funktion χQ von Q ist offenbar eine Treppenfunktion. Für reelle Zahlen c1,...,ck

und beschränkte Quader Q1,...,Qk ist auch

k∑

i=1

ci · χQi

eine Treppenfunktion.

1.2 Die L1-Halbnorm

Wir erinnern zunächst an das Riemann-Integral für Funktionen in einer Ver-
änderlichen. Dazu wählen wir reelle Zahlen a < b und betrachten eine
beschränkte Funktion f : ra,bs −→ R. Das Ober- bzw. Unterintegral von f

wird als

I⋆pf q := inf
{

Iphq ∣∣h Treppenfunktion mit f ≤ h
}

bzw. I⋆pf q := sup
{

Ipgq ∣∣g Treppenfunktion mit f ≥ g
}

eingeführt. Die Funktion f darf sich Riemann-integrierbar nennen, falls

I⋆pf q = I⋆pf q.
Das Integral von f erhält man, indem man f durch Treppenfunktionen an-
nähert. In der Analysis 2 haben wir gelernt, dass man solche

”
Annäherun-

gen“ oder
”
Konvergenz“ am besten mit Hilfe von Normen beschreibt. Um

das im Kontext des Riemann-Integrals zu tun, beobachten wir, dass wir Fol-
gen von Treppenfunktionen pgkqk∈N und phkqk∈N mit

gk ≤ f ≤ hk , k ∈ N,
und

lim
k→∞

Iphk − gkq = 0

11



Kapitel 1 Das Lebesgue-Integral

wählen können. Für eine beschränkte Funktion ϕ : ra,bs −→ R setzen wir

|||ϕ||| := I⋆
(

|ϕ|
)

:= inf
{

Iphq ∣∣h Treppenfunktion mit |ϕ| ≤ h
}

. (1.2)

Wegen
0 ≤ f − gk ≤ hk − gk

folgt
lim

k→∞
|||f − gk ||| = 0.

Außerdem gilt
∫ b

a

f pxqdx = lim
k→∞

∫ b

a

gkpxqdx . (1.3)

Man überlegt sich, dass man die Definition von Riemann-Integrierbarkeit
auch wie folgt fassen kann: Eine beschränkte Funktion f : ra,bs −→ R ist
Riemann-integrierbar, wenn es eine Folge pgkqk∈N von Treppenfunktionen
auf ra,bs gibt, so dass2

lim
k→∞

|||f − gk ||| = 0.

In diesem Fall ist das Riemann-Integral durch (1.3) gegeben (vgl. Satz 1.3.7
und 1.4.4).

Es ist hier zu beachten, dass ||| · ||| keine Norm auf dem Vektorraum der
beschränkten Funktionen auf ra,bs ist, sondern nur eine sogenannte Halb-

norm (s. Definition 1.3.1, a). Das reicht aber für die Fragen der Konvergenz
im Rahmen der Integrationstheorie.

Die Lebesgue-Integrationstheorie verfolgt eine ähnliche Strategie, aller-
dings mit einigen feinen aber sehr nützlichen Veränderungen: Zunächst
arbeiten wir direkt mit Funktionen auf Rn und nicht auf einer beschränk-
ten Teilmenge des Rn. Damit ersparen wir uns z.B., einen Formalismus unei-
gentlicher Integrale gesondert einführen zu müssen. Zweitens rechnen wir
in geeigneter Weise mit dem Wert ∞. (Die Notwendigkeit dazu wird be-
reits durch den Wunsch, mit Funktionen auf ganz Rn zu arbeiten, bedingt.)
Der entscheidende Unterschied besteht aber darin, dass wir die Halbnorm
||| · ||| durch dieL1-Halbnorm ‖·‖1 ersetzen. Für ||| · ||| haben wir lediglich Trep-
penfunktionen, also endliche Linearkombinationen von charakteristischen
Funktionen von

”
Quadern“ herangezogen. Für ‖ · ‖1 erlauben wir auch un-

endliche Linearkombinationen.

Der Vorteil, den man aus der letzten Modifikation zieht, besteht zum einen
darin, dass man mehr integrierbare Funktionen erhält, und zum anderen
darin, dass das aus der Definition resultierende Lebesgue-Integral sehr gu-
te Konvergenzeigenschaften aufweist.

Wie bereits angekündigt fügen wir den Wert ∞ unserem Zahlbereich hinzu,
d.h. wir arbeiten in R := R ∪ {∞}.
Wir vereinbaren die folgenden

1.2.1 Rechenregeln in R.
i) ∀c ∈ R : ∞ + c = ∞ = c +∞.
ii) ∀c ∈ R⋆ : ∞ · c = ∞ = c · ∞.
iii) ∞ · 0 = 0 = 0 · ∞.
iv) |∞| = ∞.
v) ∀c ∈ R : c <∞.

1.2.2 Vorsicht. Die Menge R ist mit diesen Operationen kein R-Vektorraum.
Denn wir haben

(
1+p− 1q) · ∞ = 0 · ∞ = 0 � ∞ = ∞ +∞ = 1 · ∞+p− 1q · ∞.

2Es wird nicht mehr f ≥ gk , k ∈ N, gefordert.
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1.2 Die L1-Halbnorm

1.2.3 Bemerkung. i) Jede nichtleere Teilmenge A ⊂ R besitzt ein Infimum,
nämlich

infpAq = { infpA ∩Rq, falls A ∩R � ∅

∞, falls A ∩R = ∅
.

ii) Für jede Folge pakqk∈N von nichtnegativen reellen Zahlen ist der Wert der
Reihe

∞∑

k=0

ak ∈ R
erklärt.

Wir arbeiten im Folgenden mit Funktionen f : Rn −→ R. Sind reelle Zahlen
ck ≥ 0 und Funktionen fk : Rn −→ Rmit fk ≥ 0, k ∈ N, gegeben, dann ist damit
auch die Funktion

∞∑

k=0

ck · fk : Rn −→ R
definiert.

1.2.4 Definition. a) Es sei g : Rn −→ R eine Funktion. Eine Hüllreihe für g ist eine
Folge Φ =pck ,Qkqk∈N. so dass

• ck ∈ R≥0, k ∈ N,
• Qk ⊂ Rn ein offener, beschränkter Quader ist, k ∈ N,
• |gpxq| ≤ Fpxq, x ∈ Rn, mit F :=

∞∑

k=0

ck · χQk
.

b) Für eine Folge Φ =pck ,Qk qk∈N aus nichtnegativen reellen Zahlen ck , k ∈N, und offenen, beschränkten Quadern Qk , k ∈ N, setzen wir

IpΦq = ∞∑

k=0

ck · VolnpQk q.
1.2.5 Bemerkung. In der Literatur wird eine Hüllreihe oftmals einfach in der
Form

Φ =

∞∑

k=0

ck · χQk

geschrieben. Dies ist im Sinne der Konvention aus [17], Bemerkung 2.6.5, i), zu

verstehen, dass
∑∞

k=0 ak sowohl für die Folge p∑l
k=0 akql∈N der Partialsummen

als auch für deren etwaigen Grenzwert steht.
In manchen Fällen (z.B. in Beispiel 1.2.10) werden wir diese Notation auch

benutzen, insbesondere, wenn die Reihe endlich ist.

1.2.6 Beispiel. Es seien ck := 1 und

Qk :=p− k , kq× · · ·×p− k , kq, k ∈ N.
Dann gilt Fpxq = ∞, x ∈ Rn, für die Funktion F :=

∑∞
k=0 χQk

. Insbesondere hat

jede Funktion g : Rn −→ R eine Hüllreihe.

1.2.7 Definition. Für eine Funktion g : Rn −→ R ist

‖g‖1 := inf
{
IpΦq ∣∣Φ eine Hüllreihe für g

}
.

13



Kapitel 1 Das Lebesgue-Integral

1.2.8 Satz. Die Zuordnung

(
g : Rn −→ R) 7−→ ‖g‖1 ∈ R

hat folgende Eigenschaften:
i) Für jede Funktion g : Rn −→ R gilt

‖g‖1 ≥ 0.

ii) Für eine Zahl c ∈ R und eine Funktion g : Rn −→ R gilt

‖c · g‖1 = |c| · ‖g‖1.

iii) Für zwei Funktionen f ,g : Rn −→ R gilt

‖f + g‖1 ≤ ‖f‖1 + ‖g‖1.

iv) Für zwei Funktionen f ,g : Rn −→ R hat man:

|f | ≤ |g| ⇒ ‖f‖1 ≤ ‖g‖1.

v) Für Funktionen gk : Rn −→ Rmit gk ≥ 0, k ∈ N, gilt
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

gk

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

k=0

‖gk‖1.

Beweis. Die Eigenschaften i), ii) und iv) sind leicht zu überprüfen und werden
der Leserin bzw. dem Leser als Übungsaufgabe überlassen. Ferner impliziert
Teil v) offenbar Teil iii).

Teil v) ist ebenfalls trivial, wenn die rechte Seite unendlich ist. Falls sie nicht
unendlich ist, können wir zu jedem ε > 0 Hüllreihen Φk für gk aussuchen, die

IpΦkq ≤ ‖gk‖1 +
ε

2k
, k ∈ N,

erfüllen. Wir schreiben
Φk =pckl ,Qklql∈N, k ∈ N,

und wählen eine Bijektion
α : N −→ N×N.

Damit ist
Φ :=pcαpkq,Qαpkqqk∈N

definiert. Da in dieser Summe nur nichtnegative Zahlen vorkommen, gilt

IpΦq = ∞∑

k=0

IpΦkq ≤ ∞∑

k=0

(
‖gk‖1 +

ε

2k

)
=

(
∞∑

k=0

‖gk‖1

)
+ 2ε.

Auf der anderen Seite ist Φ eine Hüllreihe für
∑∞

k=0 gk . Daher ist die Behaup-
tung richtig.

1.2.9 Bemerkungen. i) Im Beweis von Teil v) habenwir wesentlichenGebrauch
davon gemacht, dass wir Hüllreihen anstatt endlicher Linearkombinationen
von charakteristischen Funktionen von Quadern verwendet haben.

ii) In Teil i) des Satzes gilt nicht, dass aus ‖g‖1 = 0 die Gleichung g = 0 folgt.
iii) Nach dem obigen Satz hat ‖ · ‖1 zu einer Halbnorm auf einem Vektor-

raum (s. Definition 1.3.1, a) analoge Eigenschaften. Wir erinnern daran, dass
die Funktionen von Rn nach R keinen R-Vektorraum bilden (s. Bemerkung
1.2.2).
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1.2 Die L1-Halbnorm

1.2.10 Wichtiges Beispiel. Wir betrachten die charakteristische Funktion der
Teilmenge Q ⊂ R:

χQ : R −→ R
x 7−→

{
1, falls x ∈ Q
0, falls x 6∈ Q .

Diese Funktion ist über kein Intervall I ⊂ R Riemann-integrierbar.
Allerdings haben wir ‖χQ‖1 = 0. Um das einzusehen, wählen wir eine Ab-

zählung α : N −→ Q. Wir finden

• χQ =
∞∑
k=0

χ{αpkq},
• 0 ≤ ‖χQ‖1 ≤ ∞∑

k=0

‖χ{αpkq}‖1.
Schließlich beachte man, dass ‖χ{a}‖1 = 0 für jeden Punkt a ∈ R gilt: In der

Tat ist χpa−ε,a+εq für jedes ε > 0 eine Hüllreihe für χ{a} mit

Ipχpa−ε,a+εqq = 2ε.

1.2.11 Satz. Für jede Treppenfunktion f : Rn −→ R gilt3

∫
|f |dµn = ‖f‖1.

Beweis. Fall 1. Wir nehmen an, dass Q ⊂ Rn ein abgeschlossener Quader ist
und f = χQ gilt.

i) Zu jedem ε > 0 gibt es einen offenen Quader P ⊂ Rn mit

• Q ⊂ P,

• VolnpPq ≤ VolnpQq + ε.
Damit ist χP eine Hüllreihe für χQ, so dass

‖f‖1 ≤ VolnpPq ≤ VolnpQq + ε,
und wir sehen

‖f‖1 ≤ VolnpQq = ∫ fdµn.

ii) Es sei

Φ =pck ,Pkqk∈N
eine Hüllreihe von f . Wir fixieren ε > 0. Zu jedem x ∈ Q existiert ein K pxq ∈ Nmit

f pxq− ε = 1− ε ≤
Kpxq∑

k=0

ck · χPk
.

Man beachte, dass für jede offene Umgebung U von x und y ∈ U die Unglei-
chung f pyq ≤ 1 = f pxq gilt. Nun sei P ein offener Quader. Wenn x ∈ P, gibt es
eine offene Umgebung U von x , so dass U ⊂ P und folglich χPpyq = 1 = χPpxq,
y ∈ U. Wenn x 6∈ P, dann gilt für jede Umgebung U von x und jeden Punkt

3Man beachte, dass |f | nach Lemma 1.1.13, iv), eine Treppenfunktion ist.
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Kapitel 1 Das Lebesgue-Integral

y ∈ U, dass χPpyq ≥ 0 = χPpxq. Anhand dieser Überlegungen sehen wir, dass
wir eine offene Umgebung Upxq von x finden können, so dass

∀y ∈ Upxq : f pyq− ε ≤
Kpxq∑

k=0

ck · χPk
.

Nach Konstruktion gilt

Q ⊂
⋃

x∈Q

Upxq.
Da Q kompakt ist ([18], Satz 2.2.4), existieren Punkte x1, ..., xs ∈ Q, so dass

Q ⊂ Upx1q ∪ · · · ∪ Upxsq.
Mit

K := max
{
K pxiq ∣∣ i = 1, ..., s

}

gilt p1− εq · f ≤ K∑

k=0

ck · χPk

und folglich p1− εq · VolnpQq ≤ K∑

k=0

ck · VolnpPkq ≤ ∞∑

k=0

ck · VolnpPk q.
Wir schließen ∫

fdµn = VolnpQq ≤ ‖f‖1.

Damit ist Fall 1 abgeschlossen.
Fall 2. Jetzt darf f eine beliebige Treppenfunktion sein. Indem wir f durch

|f | ersetzen, können wir f ≥ 0 erreichen.
i) Es gibt eine Zerlegung Z =paij , i = 1, ...,n, j = 1, ..., liq von Rn, zu der die

Hyperebenen
Hij , i = 1, ...,n, j = 1, ..., li ,

und die offenen Quader

Qj =pa1j1 ,a1j1+1q× · · · ×panjn ,anjn+1q, j ∈ J :=
{ pj1, ..., jnq ∣∣ 0 ≤ ji ≤ li , i = 1, ...,n

}

gehören, und nichtnegative reelle Zahlen cj , j ∈ J, so dass

• cj = 0, falls Qj unbeschränkt ist,

• fRn\H =
∑

j∈J

cj · χQj
, H :=

⋃

i=1,...,n
j=1,...,li

Hij .

Wir definieren

f0 :=
∑

j∈J

cj · χQj
,

fH :=

∞∑

k=0

χH ,

f+ := f0 + fH .
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1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Nach Definition 1.1.8, b), gilt
∫

f0dµn =

∫
fdµn.

Weiter haben wir
0 ≤ f0 ≤ f ≤ f+

und daher nach Satz 1.2.8

‖f0‖1 ≤ ‖f‖1 ≤ ‖f0‖1 + ‖fH‖1.

Es gilt ebenfalls nach Satz 1.2.8, dass

‖fH‖1 ≤
∞∑

k=0

‖χH‖1 = 0.

Dabei wird die Tatsache ‖χH‖1 = 0 in Aufgabe A.3.3 überprüft. Wir sehen

‖f0‖1 = ‖f‖1.

Da wir f0 als Hüllreihe für sich selbst ansehen können, erhalten wir sofort

‖f‖1 = ‖f0‖ ≤
∫

f0dµn =

∫
fdµn.

ii) Wir arbeitenmit f0 weiter. Diese Funktion ist beschränkt und verschwindet
außerhalb einer kompakten Teilmenge. Somit können wir einen Quader Q
und eine positive reelle Zahl M so wählen, dass

• f0pxq = 0 für x 6∈ Q,

• f0pxq ≤ M für x ∈ Rn.

Die Funktion g := M · χQ − f0 ist eine Treppenfunktion, die nur nichtnegative
Werte annimmt, und Satz 1.2.8, iii), Fall 1 und Fall 2, i), liefern
∫

fdµn =

∫
f0dµn = M ·

∫
χQdµn −

∫
gdµn ≤ ‖M · χQ‖1 − ‖g‖1 ≤ ‖f0‖1 = ‖f‖1.

Damit ist der Beweis der Behauptung vollendet.

1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Es ist bereits klar, wie wir zum Lebesgue-Integral gelangen: Mit Hilfe der
L1-Halbnorm können wir ausdrücken, wann eine Funktion4 f : Rn −→ R
Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen ist. Für eine solche Funktion
legen wir das Integral als Grenzwert der bereits definierten Integrale von
Treppenfunktionen aus einer approximierenden Folge fest.

Es bedarf verschiedener Routine-Überprüfungen, um sicherzustellen, dass

alles wohldefiniert ist. Diese Überprüfungen kann man elegant im Rahmen

der topologischen Vektorräume durchführen.

1.3.1 Definition. Es sei V ein möglicherweise unendlichdimensionaler reeller
Vektorraum.

a) Eine Abbildung ‖ · ‖ : V −→ R ist eine Halbnorm auf V , wenn gilt:

4Wir arbeiten jetzt wieder mit
”
endlichen“ Werten.
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i) ‖0‖ = 0.

ii) ∀λ ∈ R∀v ∈ V : ‖λ · v‖ = |λ| · ‖v‖.

iii) ∀v ,w ∈ V : ‖v +w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖.

b) Es seien ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V und l : V −→ R eine lineare Abbil-
dung. Man sagt, dass l beschränkt ist, wenn eine positive reelle Zahl C, eine
sogenannte Schranke, existiert, so dass

∀v ∈ V : |lpvq| ≤ C · ‖v‖.

c) Es seien ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V , a ∈ V und r ∈ R>0. Dann ist

Bpa, rq := {v ∈ V
∣∣ ‖v − a‖ < r

}
.

d) Es sei ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V . Eine Teilmenge U ⊂ V ist offen, wenn es
zu jedem Punkt a ∈ U ein ε > 0 gibt, so dass Bpa, εq ⊂ U.

1.3.2 Bemerkung. i) Es seien V ein reeller Vektorraum und ‖ · ‖ eine Halbnorm
auf V . Dann folgt aus

0 = ‖0‖ = ‖v − v‖ ≤ ‖v‖ + | − 1| · ‖v‖ = 2 · ‖v‖, v ∈ V ,

dass ‖ · ‖ nur nichtnegative Werte annimmt. Es ist allerdings erlaubt, dass ein
Vektor v ∈ V \ {0} mit ‖v‖ = 0 existiert.

ii) Man überprüft, dass

N :=
{
v ∈ V

∣∣ ‖v‖ = 0
}

ein Untervektorraum ist und dass durch ‖ · ‖ eine Norm auf V/N induziert wird
(vgl. Seite 30).

1.3.3 Lemma. Es seien V ein reeller Vektorraum und ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V.
Dann ist

T :=
{
U ⊂ V

∣∣U ist offen
}

eine Topologie auf V .

Beweis. Übung für den Leser bzw. die Leserin.

1.3.4 Bemerkung. Wenn ‖ · ‖ keine Norm ist, dann ist die Topologie auf V , die
von ‖ · ‖ induziert wird, nicht hausdorffsch. Denn in diesem Fall gibt es einen
Vektor v � 0 in V mit ‖v‖ = 0. Das Hausdorff-Axiom ([18], Abschnitt 1.5) ist für 0
und v verletzt (s. Aufgabe A.1.4).

1.3.5 Lemma. Es seien V ein reeller Vektorraum, ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V
und l : V −→ R eine lineare Abbildung. Dann ist l genau dann stetig, wenn l
beschränkt ist.

Beweis. Der Beweis für normierte Vektorräume ([18], Satz 3.7.1) lässt sich ohne
große Mühe übertragen: Wir nehmen zunächst an, dass l stetig ist.

Behauptung. Für einen Vektor v ∈ V gilt:

‖v‖ = 0 ⇒ lpvq = 0.
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1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Um diese Aussage zu verstehen, wählen wir einen Vektor v ∈ V mit ‖v‖ = 0
und lpvq � 0. Es gibt ein ε > 0, so dass lpvq 6∈p − ε, εq. Wegen der Stetigkeit von
l ist U := l−1pp − ε, εqq eine offene Umgebung von 0, die v nicht enthält. Nach
Aufgabe A.1.4 ist das unmöglich.

√

Auf Grund der Stetigkeit ist das Urbild des offenen Intervalls p− 1, 1q unter l
eine offene Teilmenge von V . Es existiert weiter ein δ > 0, so dass

∀v ∈ V : ‖v‖ < δ ⇒ |lpvq| < 1.

Sei

C :=
2

δ
.

Für einen Vektor v ∈ V mit ‖v‖ = 0 ist die Aussage des Lemmas nach der
obigen Behauptung richtig. Falls ‖v‖ � 0, setzen wir

λv :=
1

C · ‖v‖ ∈ R>0.

Wegen

‖λv · v‖ = λv · ‖v‖ =
1

C
=
δ

2
< δ

können wir
λv · |lpvq| = |lpλv · vq| < 1 = λv ·C · ‖v‖

und damit
|lpvq| ≤ C · ‖v‖

schließen. Damit ist gezeigt, dass l beschränkt ist.
Nun setzen wir voraus, dass l beschränkt ist, und wählen eine Schranke C.

Es ist zu zeigen, dass U := l−1pJq für jede offene Teilmenge J ⊂ R offen ist. Sei
v0 ∈ U. Es gibt ein ε > 0, so dass plpv0q− ε, lpv0q + εq ⊂ J. Wir setzen δ := ε/C und
beobachten

∀v ∈ V : ‖v−v0‖ < δ ⇒ |lpvq− lpv0q| = |lpv−v0q| ≤ C ·δ = ε ⇒ lpvq ∈ J.

Damit gilt Bpv0, δq ⊂ U. Da v0 ∈ U beliebig gewählt werden kann, folgt, dass U
offen ist.

1.3.6 Satz. Es seien V ein reeller Vektorraum und ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V. Für
eine Teilmenge A ⊂ V ist der Abschluss durch

A =
{
v ∈ V

∣∣∃ Folge pak qk∈N mit ak ∈ A, k ∈ N, und lim
k→∞

‖v − ak‖ = 0
}

gegeben.

Beweis. Schritt 1. Wir beweisen als erstes, dass

B :=
{
v ∈ V

∣∣∃ Folge pakqk∈N mit ak ∈ A, k ∈ N, und lim
k→∞

‖v − ak‖ = 0
}

eine abgeschlossene Teilmenge ist, indem wir nachweisen, dass das Komple-
ment Z := V \ B offen ist. Wenn Z nicht offen wäre, dann existierte v0 ∈ Z , so
dass

∀ε > 0 : B
(
v0,

ε

2

)
∩ B � ∅.

Zu jedem ε > 0 gibt es also ein Element v ∈ B mit

‖v − v0‖ <
ε

2
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und weiter eine Folge pakqk∈N mit ak ∈ A, k ∈ N, und
lim
k→∞

‖v − ak‖ = 0.

Wir wählen einen Index K ∈ Nmit

‖v − aK‖ <
ε

2

und beobachten sodann

‖v0 − aK‖ ≤ ‖v − v0‖ + ‖v − aK‖ < ε,

d.h.

Bpv0, εq ∩ A � ∅.

Wenn Z nicht offen wäre, könnten wir eine Folge pαk qk∈N mit

αk ∈ B

(
v0,

1

k + 1

)
∩ A, k ∈ N,

definieren. Damit gälte

0 ≤ lim
k→∞

‖v0 − αk‖ ≤ lim
k→∞

1

k + 1
= 0.

Es folgte v0 ∈ B, ein Widerspruch zu unserer Wahl von v0.
Schritt 2. Da der Abschluss A die kleinste abgeschlossene Teilmenge von V

ist, die A enthält, und B nach Schritt 1 eine abgeschlossene Teilmenge ist, die
A enthält, bleibt zu zeigen, dass jede abgeschlossene Teilmenge von V , die A
enthält, auch B enthält. Sei also C eine abgeschlossene Teilmenge von V , so
dassA ⊂ C. Wir nehmen B 6⊂ C an und wählen v0 ∈ B\C. DaC abgeschlossen
ist, existiert ein ε > 0, so dass Bpv0, εq∩C = ∅. Wegen A ⊂ C und v0 ∈ B existiert
eine Folge pckqk∈N mit ck ∈ C, k ∈ N, und

lim
k→∞

‖v0 − ck‖ = 0.

Die Existenz dieser Folge verträgt sich nicht mit der Gleichung Bpv0, εq ∩ C =
∅.

1.3.7 Satz. Es seien V ein reeller Vektorraum, ‖ · ‖ eine Halbnorm auf V, W ⊂ V
ein Untervektorraum und l : W −→ R eine beschränkte lineare Abbildung.

i) Der Abschluss W ⊂ V von W ist ebenfalls ein Untervektorraum von V.

ii) Es gibt genau eine beschränkte lineare Abbildung l : W −→ Rmit l |W = l .

Beweis. i) Es seien v ∈ W und λ ∈ R. Es gibt eine Folge pwkqk∈N mit wk ∈ W ,
k ∈ N, und limk→∞ ‖wk − v‖ = 0. Für die Folge pλ ·wkqk∈N gilt λ ·wk ∈ W , k ∈ N,
weil W ein Untervektorraum ist, und

lim
k→∞

‖λ ·wk − λ · v‖ = λ · lim
k→∞

‖wk − v‖ = 0.

Es folgt λ · v ∈ W .
Es seien v , v ′ ∈ W . Dann gibt es Folgen pvk qk∈N und pv ′

k qk∈N mit vk , v
′
k ∈ W ,

k ∈ N, und
lim
k→∞

‖vk − v‖ = 0 = lim
k→∞

‖v ′
k − v ′‖.
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1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Wir bilden die Folge pvk +v ′
k qk∈N. DaW ein Untervektorraum ist, gilt vk +v

′
k ∈ W ,

k ∈ N. Weiter haben wir

0 ≤ lim
k→∞

‖pvk + v ′
k q−pv + v ′q‖ ≤ lim

k→∞
‖vk − v‖ + lim

k→∞
‖v ′

k − v ′‖ = 0.

Damit erkennen wir v + v ′ ∈ W .
ii) Wir überzeugen uns zunächst von der Eindeutigkeit. Für einen Vektor v ∈

W wählen wir eine Folge pwk qk∈N mit wk ∈ W , k ∈ N, und
lim
k→∞

‖wk − v‖ = 0.

Auf Grund der Beschränktheit von l gilt

0 ≤ lim
k→∞

|lpwk q− lpvq| = lim
k→∞

|lpwk − vq| ≤ C · lim
k→∞

‖wk − v‖ = 0.

Dabei sei C eine Schranke für l. Daraus folgt

lpvq = lim
k→∞

lpwkq = lim
k→∞

lpwk q,
und wir sehen, dass l durch l festgelegt ist.

Im nächsten Schritt wählen wir zu v ∈ W eine Folge pwk qk∈N mit wk ∈ W ,
k ∈ N, und

lim
k→∞

‖wk − v‖ = 0.

Behauptung. Die Folge plpwk qqk∈N konvergiert.

Es genügt zu zeigen, dass plpwkqqk∈N eine Cauchy-Folge ist. Sei ε > 0. Wir
wählen einen Index K ∈ Nmit

‖wk − v‖ < ε

2 ·C , k ≥ K .

Für k , l ≥ K gilt dann

|lpwkq− lpwlq| = |lpwk −wlq| ≤ C · ‖wk −wl‖ ≤ C ·
(
‖wk − v‖ + ‖wl − v‖

)
< ε.

Damit ist die Behauptung überprüft.
√

Wir versuchen es also mit der Definition

lpwq := lim
k→∞

lpwkq.
Wir müssen uns vergewissern, dass dies wohldefiniert ist. Für Folgen pwkqk∈N
und pw ′

k qk∈N mit wk ,w
′
k ∈ W , k ∈ N, und
lim
k→∞

‖wk − v‖ = 0 = lim
k→∞

‖w ′
k − v‖

sieht man

lim
k→∞

|lpwkq− lpw ′
kq| = lim

k→∞
|lpwk −w ′

kq|
≤ C · lim

k→∞
‖wk −w ′

k‖

≤ C ·
(
lim
k→∞

‖wk − v‖ + lim
k→∞

‖w ′
k − v‖

)
= 0.

Anders gesagt gilt
lim
k→∞

lpwkq = lim
k→∞

lpw ′
kq.
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Es wird der Leserin bzw. dem Leser überlassen, die Linearität von l nachzu-
weisen.

Zum Schluss zeigen wir, dass l beschränkt ist. Für einen Vektor v ∈ W und
eine Folge pwk qk∈N mit wk ∈ W , k ∈ N, und limk→∞ ‖wk − v‖ = 0 gilt wegen

∣∣‖wk‖ − ‖v‖
∣∣ ≤ ‖wk − v‖, k ∈ N,

dass
‖v‖ = lim

k→∞
‖wk‖ (1.4)

und daher
|lpvq| = lim

k→∞
|lpwkq| ≤ C · lim

k→∞
‖wk‖ = C · ‖v‖.

Man beachte, dass wir die Schranke C von l übernehmen konnten.

1.4 Definition des Lebesgue-Integrals

Wir wenden die Ergebnisse des letzten Abschnitts an, um Lebesgue-inte-

grierbare Funktionen und ihr Lebesgue-Integral zu definieren.

Wir setzen
V :=

{
f : Rn −→ R ∣∣ ‖f‖1 <∞

}
.

Nach Satz 1.2.8 ist

‖ · ‖1 : V −→ R
f 7−→ ‖f‖1

eine Halbnorm auf V . Es sei weiter

W := TpRn,Rq.
Auf Grund von Lemma 1.1.13 ist

l : W −→ R
ϕ 7−→

∫
ϕdµn = Ipϕq

eine lineare Abbildung.

1.4.1 Bemerkung. Es gilt −|ϕ| ≤ ϕ ≤ |ϕ| und deshalb nach Lemma 1.1.13 und
Satz 1.2.11

−‖ϕ‖1 = −
∫

|ϕ|dµn ≤
∫
ϕdµn ≤

∫
|ϕ|dµn = ‖ϕ‖1.

Damit erkennen wir, dass l beschränkt ist und wir C = 1 in Definition 1.3.1, b),
wählen können.

1.4.2 Definition. a) Der Vektorraum der Lebesgue-integrierbaren Funktion ist

L1pRnq := W .

b) Eine Funktion f : Rn −→ R ist Lebesgue-integrierbar, wenn sie dem Raum
L1pRnq angehört.

c) Das Lebesgue-Integral einer Funktion f ∈ L1pRnq ist
∫

fdµn := lpf q.
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1.4 Definition des Lebesgue-Integrals

1.4.3 Bemerkung. Auf Grund der Konstruktionen und Ergebnisse aus Abschnitt
1.3 ist eine Funktion f : Rn −→ R genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
‖f‖1 <∞ und es eine Folge von Treppenfunktionen ϕk : Rn −→ R gibt, so dass

lim
k→∞

‖f − ϕk‖1 = 0.

Es gilt dann weiter ∫
fdµn = lim

k→∞

∫
ϕkdµn.

1.4.4 Satz. i) Das Lebesgue-Integral

∫
: L1pRnq −→ R

f 7−→
∫

fdµn

ist eine beschränkte lineare Abbildung, so dass

∀f ∈ L1pRnq : ∣∣∣∣
∫

fdµn

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖1.

ii) Es seien pfk qk∈N, fk ∈ L1pRnq, k ∈ N, eine Folge und f : Rn −→ R, so dass
‖f‖1 <∞ und

lim
k→∞

‖fk − f‖1 = 0.

Dann ist auch f ∈ L1pRnq.
iii) Für f ∈ L1pRnq gilt |f | ∈ L1pRnq und

∫
|f |dµn = ‖f‖1.

Beweis. Teil i) und ii) sind in Satz 1.3.6 und 1.3.7 enthalten. Für iii) wählen wir
eine Folge pϕkqk∈N von Treppenfunktionen mit

lim
k→∞

‖f − ϕk‖1 = 0.

Dann ist p|ϕk |qk∈N eine Folge von Treppenfunktionen (Lemma 1.1.13, iv), für die
wegen ∣∣|f | − |ϕk |

∣∣ ≤ |f − ϕk |, k ∈ N,
auch

lim
k→∞

∥∥|f | − |ϕk |
∥∥
1
= 0

gilt. Das zeigt |f | ∈ L1pRnq. Weiter sehen wir mit Satz 1.2.11 und (1.4)

∫
|f |dµn = lim

k→∞

∫
|ϕk |dµn = lim

k→∞
‖ϕk‖1 = ‖f‖1

und beenden damit den Beweis.

1.4.5 Bemerkung. Die Definition des Lebesgue-Integrals ist sehr abstrakt. Bei
den Beweisen muss man deshalb sehr sorgfältig vorgehen, und es verbergen
sich einige Feinheiten hinter dem Begriff. Mit Satz 3.A.10 wird sich z.B. die Ei-
genschaft

|f | ∈ L1pRnq 6⇒ f ∈ L1pRnq.
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ergeben.5

1.4.6 Definition. Es seien A ⊂ Rn eine Teilmenge und f : A −→ R eine Funktion.
Wir setzen

f : Rn −→ R
x 7−→

{
f pxq, falls x ∈ A

0, falls x 6∈ A
.

a) Die Funktion f ist über A integrierbar, wenn f ∈ L1pRnq gilt. Falls f über A
integrierbar ist, definiert man

∫

A

fdµn :=

∫
fdµn.

b) Es ist

L1pAq := { f : A −→ R ∣∣ f ist über A integrierbar
}
.

1.4.7 Beispiele. i) Die Funktion f : Q −→ R, x 7−→ 1, ist über Q integrierbar.
ii) Es seien a < b reelle Zahlen und f : ra,bs −→ R eine Riemann-integrier-

bare Funktion. Dann ist f über ra,bs integrierbar, und es gilt

∫ra,bs fdµ1 =

∫ b

a

f pxqdx .
(Die Details überlassenwir dem Leser bzw. der Leserin. Die Diskussion zu Beginn
von Abschnitt 1.2 zeigt alles Wesentliche.)

1.4.8 Vorsicht. Die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals beinhaltet
nicht automatisch die Existenz des entsprechenden Lebesgue-Integrals (s.
Beispiel 2.2.4, iii).

1.5 Nullmengen

Wir haben bereits gesehen, dass für die Funktion

f : R −→ R
x 7−→

{

1, falls x ∈ Q
0, falls x 6∈ Q

die Formel
∫

fdµ1 = 0

gilt. Allgemeiner überlegt man sich, dass

∫

fdµ1 =

∫

gdµ1

für zwei Funktionen f ,g : R −→ R mit f pxq = gpxq für x ∈ R \ Q gilt. Die Teil-
menge Q ⊂ R ist also in Hinblick auf die Lebesguesche Integrationstheorie
uninteressant.

5Für ein Gegenbeispiel in der Riemann-Integration betrachte man die Abbildung f : r0, 1s −→R, x 7−→ 1, falls x ∈ Q, und x 7−→ −1, falls x 6∈ Q. Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar.
Die Funktion |f | ist die Zuordnung x 7−→ 1 und damit Riemann-integrierbar. In der Lebesgue-
Integration findet man ein Beispiel, das von der Idee her ähnlich ist, dessen Rechtfertigung aller-
dings sehr aufwändig ist (Satz 3.A.10).

24



1.5 Nullmengen

Bereits in der Definition des Volumens eines Quaders haben die Seiten-
flächen keine Rolle gespielt.

Wir wollen uns nun mit solchen für die Integrationstheorie unerheblichen
Mengen beschäftigen.

Schließlich werden wir erklären, wie wir von dem Vektorraum L1pRnq mit

der Halbnorm ‖·‖1 zu dem normierten Vektorraum pL1pRnq, ‖·‖1q übergehen
(vgl. Bemerkung 1.3.2, ii).

1.5.1 Definition. Eine Teilmenge N ⊂ Rn heißt Nullmenge, wenn

‖χN‖1 = 0

gilt.

1.5.2 Lemma (Neue Nullmengen aus alten). i) Es seien N ⊂ Rn eine Nullmenge
und M ⊂ N eine Teilmenge. Dann ist auch M eine Nullmenge.

ii) Es seien I eine abzählbare Indexmenge und Ni , i ∈ I, eine Familie von
Nullmengen. Dann ist ⋃

i∈I

Ni

ebenfalls eine Nullmenge.

Beweis. i) Für alle x ∈ Rn gilt

0 ≤ χMpxq ≤ χNpxq.
Daraus folgt nach Satz 1.2.8, iv),

0 ≤ ‖χM‖1 ≤ ‖χN‖1 = 0,

so dass ‖χM‖1 = 0.
ii) Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass I = N. Für

M =
⋃∞

k=0 Nk gilt

0 ≤ χM ≤
∞∑

k=0

χNk
.

Aus Satz 1.2.8, v), folgt jetzt

0 ≤ ‖χM‖ ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

χNk

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

k=0

‖χNk
‖1 = 0.

Daher ist M eine Nullmenge.

1.5.3 Beispiel. i) Für jeden Punkt x ∈ Rn ist {x} eine Nullmenge (s. Beispiel
1.2.10). Aus Teil ii) des obigen Lemmas ergibt sich, dass jede abzählbare Teil-
menge von R eine Nullmenge ist. Es gibt allerdings auch Nullmengen in R, die
nicht abzählbar sind (s. Aufgabe A.2.4).

ii) Für beschränkte Intervalle I2,...,In ⊂ R ist

Q = {0} × I2 × · · · × In

eine Nullmenge. Damit ist auch

H :=
{ px1, ..., xnq ∈ Rn

∣∣ x1 = 0
}

eine Nullmenge, denn

H =
⋃

k∈N{0} × r−k , ks×pn−1q.
iii) Die Teilmenge r0, 1s ⊂ R ist keine Nullmenge.
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1.5.4 Satz (Charakterisierung von Nullmengen). Für eine Teilmenge N ⊂ Rn

sind die folgenden Bedingungen äquivalent:
i) Die Menge N ist eine Nullmenge.
ii) Für jedes ε > 0 existieren offene Quader Qk , k ∈ N, so dass

•
∞∑

k=0

VolnpQk q < ε,

• N ⊂
∞⋃
k=0

Qk .

iii) Für jedes ε > 0 existieren Quader Qk , k ∈ N, so dass

•
∞∑

k=0

VolnpQk q < ε,

• N ⊂
∞⋃
k=0

Qk .

Beweis. Der Implikation
”
ii)⇒iii)“ ist trivial. Wir fahren mit

”
iii)⇒i)“ fort. Wegen

N ⊂ ⋃∞
k=0 Qk gilt nach Satz 1.2.8, v),

0 ≤ ‖χN‖1 ≤
∞∑

k=0

‖χQk
‖1 =

∞∑

k=0

VolnpQk q.
Die Voraussetzung sagt also

∀ε > 0 : ‖χN‖1 < ε, d.h. ‖χN‖1 = 0

aus.

”
i)⇒ii)“. Zu jedem ε > 0 gibt es eine Hüllreihe Φ =pck ,Pkqk∈N mit

χN ≤
∞∑

k=0

ck · χPk
und IpΦq < ε

4
.

Sei

hm :=

m∑

k=0

ck · χPk
, m ∈ N.

Für jedes m ∈ N gilt
0 ≤ hm ≤ hm+1.

Da hm eine Treppenfunktion ist, existiert eine an hm angepasste Zerlegung Zm

von Rn, m ∈ N. Dazu gehört die endliche Familie

Hm :=
{
Hm
ij

∣∣ i = 1, ...,n, j = 1, ..., lmi

}

von Hyperebenen in Rn, die Indexmenge Jm und die Quader Qm
j , j ∈ Jm. Wir

können voraussetzen, dass

∀m ∈ N : Zm+1 � Zm. (1.5)

Seien

Mm =
⋃

i=1,...,n
j=1,...,lm

i

Hm
ij , m ∈ N, und M =

∞⋃

m=0

Mm.
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Die Menge M ist eine Nullmenge. Weiter ist M ∩ N nach Lemma 1.5.2, i), eine
Nullmenge. Die Menge M kann mit Quadern überdeckt werden, deren Vo-
lumen sich zu einem Wert <pε/2q aufaddieren (Aufgabe A.3.3). Es bleibt zu
zeigen, dass dies auch für N \M funktioniert. Wir schreiben

hm|Rn\Mm
=
∑

j∈Jm

αm
j · χQm

j
, m ∈ N.

Schritt 1. Sei

Ĵ1 :=

{
j ∈ J1

∣∣∣α1
j ≥ 1

2

}
.

Mit
ε

4
> IpΦq ≥ Iph1q ≥ 1

2
·
∑

j∈Ĵ1

VolnpQ1
j q

ergibt sich ∑

j∈Ĵ1

VolnpQ1
j q < ε

2
.

Schritt 2. Wir erinnern an (1.5). Wenn j ∈ J2 ein Index ist, zu dem ein Index

j
′ ∈ Ĵ1 mit Q2

j ⊂ Q1
j′
existiert, dann gilt

α2
j ≥ α1

j′ ≥
1

2

wegen h2 ≥ h1. Wir setzen6

Ĵ2 :=

{
j ∈ J2

∣∣∣α2
j ≥ 1

2
∧ ∀j ′ ∈ Ĵ1 : Q

2
j 6⊂ Q1

j′

}
.

Es gilt7

ε

4
> IpΦq ≥ Iph2q ≥ 1

2
·
(
∑

j∈Ĵ1

VolnpQ1
j q +∑

j∈Ĵ2

VolnpQ2
j q).

Wir schließen ∑

j∈Ĵ1

VolnpQ1
j q +∑

j∈Ĵ2

VolnpQ2
j q < ε

2
. (1.6)

Schritt 3. Die obige Konstruktion lässt sich iterieren. Wir erhalten die Menge

Ĵ :=
⊔

m≥1

Ĵm.

Für j ∈ Ĵm setzen wir
Qj := Qm

j , m ≥ 1.

Durch eine Abzählung von Ĵ gelangen wir zu den Quadern Qk , k ∈ N, mit

∞∑

k=0

VolnpQk q ≤ ε

2
.

6Da Z2 eine Verfeinerung von Z1 ist, impliziert Q2
j
6⊂ Q1

j′
, dass Q2

j
∩Q1

j′
= ∅.

7Man beachte, dass die auftretenden Quader disjunkt sind.
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Wir müssen uns noch davon überzeugen, dass

N \M ⊂
∞⋃

k=0

Qk .

Das folgt aus der Formel

∀x ∈ N : lim
m→∞

hmpxq ≥ 1,

die nach der Definition einer Hüllreihe gilt.

1.5.5 Bemerkung. Die Unterteilung in N ∩M und N \M ist notwendig, weil wir
für die Volumenabschärzung im zweiten Teil (z.B. in (1.6)) Quader benötigen,
die sich nur am Rand überlappen. Da wir offene Quader wollen, müssen sie
disjunkt sein und die Hyperebenen

”
bleiben übrig“.

1.5.6 Lemma. Es sei f : Rn−1 −→ R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph

Γf :=
{ (

x , f pxq) ∣∣ x ∈ Rn−1
}

eine Nullmenge.

1.5.7 Bemerkung. Wenn man die Voraussetzung der Stetigkeit weglässt, dann
ist die Aussage falsch. Es gibt nicht stetige Funktionen, deren Graph nicht
messbar ist. Ihre Konstruktion ist aber sehr aufwändig und benutzt Hilfsmittel
aus der Mengenlehre (Satz 3.A.43).

Beweis. Für k ≥ 1 sei
Wk := r−k , ks×pn−1q.

Da eine abzählbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, genügt
es nachzuweisen, dass

Γf∩pWk × Rq
für jedes k ≥ 1 eine Nullmenge ist. Da Wk kompakt ist, ist die Funktion f auf Wk

gleichmäßig stetig (s. [18], Satz 3.5.4). Zu ε > 0 findet man ein δ > 0, so dass
gilt:

∀x , y ∈ Wk : ‖x − y‖ < δ ⇒ |f pxq− f pyq| < εp2kqn−1
, k ≥ 1.

Für k ≥ 1 fixieren wir eine natürliche Zahl

l >

√
n− 1 · 2k

δ

und unterteilen Wk in ln−1 Würfel V1, ...,Vln−1 der Kantenlänge 2k/l. Für i ∈
{ 1, ..., ln−1 } und x , y ∈ Vi gilt

‖x − y‖ ≤
√
n− 1 ·max

{
|xi − yi |

∣∣ i = 1, ...,n− 1
}
<

√
n− 1 · 2k

l
< δ.

Wir schließen
|f pxq− f pyq| < εp2kqn−1

.

Das Bild von Vi unter f ist ein kompaktes Intervall der Länge < ε/p2kqn−1, und
Γf∩pVi × Rq liegt in einem Quader, dessen Volumen kleiner als

(
2k

l

)n−1

· εp2kqn−1
=

ε

ln−1

ist, i = 1, ..., ln−1. Wir sehen, dass Γf∩pWk ×Rq in einer Vereinigung von Quadern
enthalten ist, deren Volumen sich zu einem Wert < ε aufaddieren.
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1.5 Nullmengen

1.5.8 Sprechweise. Es seien M ⊂ Rn eine Teilmenge und E eine Eigenschaft,
die Punkte aus M haben können. Wir sagen, E gilt für fast alle x ∈ M oder
fast überall auf M, wenn es eine Nullmenge N ⊂ Rn gibt, so dass E für alle
x ∈ M \ N gilt.

1.5.9 Satz. i) Es seien f : Rn −→ R eine Funktion und

supppf q := { x ∈ Rn
∣∣ f pxq � 0

}
.

Dann sind äquivalent:

• ‖f‖1 = 0.

• supppf q ist eine Nullmenge,

ii) Es seien f ,g : Rn −→ R zwei Funktionen. Es gelte f ∈ L1pRnq, und
N :=

{
x ∈ Rn

∣∣ f pxq � gpxq}
sei eine Nullmenge. Dann folgt g ∈ L1pRnq und

∫
fdµn =

∫
gdµn.

1.5.10 Bemerkung. Wenn ‖f − g‖1 = 0, dann hat man ‖f‖1 = ‖g‖1.

Beweis. i) Wir beginnen mit der Implikation
”
⇒“: Wegen

‖f‖1 =
∥∥|f |
∥∥
1

können wir f ≥ 0 voraussetzen. Mit

Sk :=

{
x ∈ Rn

∣∣∣ f pxq ≥ 1

k

}
, k ≥ 1,

gilt

S := supppf q = ∞⋃

k=1

Sk .

Wir haben k · f ≥ χSk und somit

0 = ‖k · f‖1 ≥ ‖χSk‖1 ≥ 0, k ≥ 1.

Damit ist Sk für alle k ≥ 1 eine Nullmenge und daher auch S.

”
⇐“: Wie zuvor sei S := supppf q. Offensichtlich gilt

f ≤
∞∑

k=0

χS .

Eine Anwendung von Satz 1.2.8, v), zeigt8

0 ≤ ‖f‖1 ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

χS

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

k=0

‖χS‖1 = 0.

8Dieses Argument illustriert, wieso es günstig ist, den Wert ∞ als Funktionswert zuzulassen. Au-
ßerdem erkennen wir wieder die Regel

”
0 · ∞ = 0“.
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ii) Wir wählen eine Folge von Treppenfunktionen pϕk qk∈N mit limk→∞ ‖f −
ϕk‖1 = 0. Aus der Voraussetzung und Teil i) folgt ‖f − g‖1 = 0. Zusammen mit
Bemerkung 1.5.10 ergibt sich ‖g‖1 = ‖f‖1 <∞ und

‖f − ϕk‖1 = ‖g − ϕk‖1, k ≥ 1,

so dass auch

lim
k→∞

‖g − ϕk‖1 = 0.

Dies beinhaltet g ∈ L1pRnq und
∫

gdµn = lim
k→∞

∫
ϕkdµn =

∫
fdµn.

Jetzt ist alles gezeigt.

Wir können jetzt das in Bemerkung 1.3.2, ii), erwähnte Verfahren anwenden.
Dazu seien

N :=
{
f ∈ L1pRnq ∣∣ ‖f‖1 = 0

}

und

L1pRnq := L1pRnq/N.

Nach Bemerkung 1.5.10 ist

‖ · ‖1 : L1pRnq −→ Rrf s 7−→ ‖f‖1

wohldefiniert. Es ist klar, dass ‖ · ‖1 eine Norm auf L1pRnq ist, die sogenannte
L1-Norm. Weiter ist

∫
: L1pRnq −→ Rrf s 7−→

∫
fdµn

nach Teil ii) des Satzes eine wohldefinierte lineare Abbildung.

1.5.11 Konvention. a) Es seien f : Rn −→ R eine Funktion und g ∈ L1pRnq eine
Lebesgue-integrierbare Funktion, so dass ‖f − g‖1 = 0. Wir schreiben dann
etwas missbräuchlich f ∈ L1pRnq und setzen

∫
fdµn :=

∫
gdµn.

Nach dem Satz ist dies unabhängig von der Auswahl von g.

b) Es seien N ⊂ Rn eine Nullmenge und f : Rn \ N −→ R eine Funktion, die
über Rn \ N integrierbar ist. Dann schreiben wir auch f ∈ L1pRnq und

∫
fdµn :=

∫Rn\N

fdµn.

Diese Schreibweise erhält ihre Berechtigung ebenfalls aus dem vorangegan-
genen Satz.
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1.6 Der Satz von Riesz–Fischer

1.6 Der Satz von Riesz–Fischer

Wir zeigen, dass der Vektorraum L1pRnq mit der Norm ‖ · ‖1 vollständig ist.

1.6.1 Satz (Der Satz von Riesz–Fischer9). Der normierte Vektorraum pL1pRnq, ‖·‖1q
ist ein Banach-Raum.

Beweis. Wir müssen beweisen, dass jede Cauchy-Folge in L1pRnq konvergiert.
Sei also prfk sqk∈N eine Folge mit fk ∈ L1pRnq, k ∈ N, so dass es zu jedem ε > 0
einen Index K ∈ Nmit

‖fk − fl‖1 < ε, k , l ≥ K ,

gibt. Wir definieren die Auswahlfolge pklql∈N durch k0 := 0 und

kl := min

{
K ∈ N ∣∣∣K > kl−1 ∧ ∀k ,m ≥ K : ‖fk − fl‖1 <

1

2l

}
, l ≥ 1,

und setzen
gl := fkl+1 − fkl , l ≥ 1,

sowie

g :=

∞∑

l=1

|gl |.

Wir schätzen

‖g‖1 ≤
∞∑

k=1

‖gl‖1 ≤ 1

ab. Die Menge

A :=
{
x ∈ Rn

∣∣gpxq = ∞
}

ist eine Nullmenge, denn es gilt:

∀k ∈ N : 0 ≤ k · χA ≤ g und 0 ≤ k · ‖χA‖1 = ‖k · χA‖1
Satz 1.2.8, ivq

≤ ‖g‖1.

Weiter erklären wir die Funktion10

f : Rn −→ R
x 7−→





fk1pxq + ∞∑

l=1

glpxq = lim
l→∞

fkl pxq, falls gpxq <∞

0, falls gpxq = ∞
.

Zunächst berechnen wir

‖f‖1 ≤ ‖f − fk1‖1 + ‖fk1‖1

=

∥∥∥∥∥

∞∑

l=1

gl

∥∥∥∥∥
1

+ ‖fk1‖1

≤ 1 + ‖fk1‖1 <∞.

Da L1pRnq abgeschlossen im Raum der Funktionen h : Rn −→ R mit ‖h‖1 < ∞
ist, müssen wir noch zeigen, dass

lim
k→∞

‖f − fk‖1 = 0

gilt. Sei dazu ε > 0. Dann existiert ein Index λ ∈ N, so dass

9Ernst Sigismund Fischer (1875 - 1954), österreichischer Mathematiker.
10Man benutzt, dass absolute Konvergenz Konvergenz impliziert ([17], Lemma 2.8.2).
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• ∀k ≥ kλ : ‖fk − fkλ‖1 <
ε

2
,

• ‖f − fkλ‖1 =
∥∥∥∥∥

∞∑

l=λ

gl

∥∥∥∥∥
1

<
ε

2
.

Somit finden wir für k ≥ kλ

‖f − fk‖1 = ‖f − fkλ‖1 + ‖fk − fkλ‖1 < ε

und haben damit den Satz bewiesen.

1.6.2 Bemerkung. Es gilt

∫
fdµn = lim

k→∞

∫
fkdµn,

denn ∣∣∣∣∣

∫
fdµn −

∫
fkdµn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ pf − fkqdµn

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f − fk‖1, k ∈ N.
1.6.3 Bemerkung (Vergleich von L1-Konvergenz und punktweiser Konvergenz).
i) Wir betrachten eine Folge pfk qk∈N mit fk ∈ L1pRnq und f ∈ L1pRnq, so dass

lim
k→∞

‖f − fk‖1 = 0.

Es folgt nicht, dass

lim
k→∞

fkpxq = f pxq für fast alle x ∈ Rn.

(Allerdings zeigt der Beweis des Satzes von Riesz–Fischer, dass es eine Teilfolgepklql∈N gibt, so dass

lim
l→∞

fkl pxq = f pxq für fast alle x ∈ Rn

gilt.)
Ein Beispiel liefert der sogenannte wandernde Buckel: Zu k ≥ 1 gibt es

eindeutig bestimmte natürliche Zahlen vpkq und rpkq < 2vpkq, so dass

k = 2vpkq + rpkq.
Damit definieren wir

Ik :=
[
rpkq · 2−vpkq, prpkq + 1q · 2−vpkq],

fk := χIk , k ≥ 1.

I1:

0 1

I2, I3:

0 1

2

1 0 11

2

I4, I5, I6, I7:

0 11

4

0 11

4

1

2

0 11

2

3

4

0 13

4
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1.6 Der Satz von Riesz–Fischer

Dann gilt
lim
k→∞

‖fk‖1 = 0.

Es gibt aber keinen Punkt x ∈ r0, 1s, so dass pfkpxqqk≥1 konvergiert. Das liegt
daran, dass es für jedes v ≥ 1 ein bis zwei Intervalle der Länge 2−v unter den
Ik , k ≥ 1, gibt, die x enthalten.

Auf der anderen Seite gilt für die Teilfolge pf2v qv∈N und x ∈p0, 1s, dass
lim
v→∞

f2v pxq = 0.

Die Folge pf2v qv∈N konvergiert auf r0, 1s fast überall punktweise gegen die Null-
funktion.

ii) Eine andere wichtige Tatsache ist, dass punktweise Konvergenz einer
Folge pfk qk∈N in L1pRnq gegen eine Funktion f ∈ L1pRnq nicht die Konvergenz
in der L1-Norm impliziert. Genauer gesagt können wir aus

lim
k→∞

fkpxq = f pxq für fast alle x ∈ Rn

nicht folgern, dass

• lim
k→∞

‖f − fk‖1 = 0,

• lim
k→∞

∫
fkdµn =

∫
fdµn.

Als Beispiel betrachten wir

Ik :=

[
0,

1

k

]

und
fk := k · χIk , k ≥ 1.

Für x ∈ R \ {0} gilt
lim
k→∞

fkpxq = 0.

Auf der anderen Seite findet man

‖fk‖1 =
∫

fkdµ1 = 1, k ≥ 1.
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Konvergenzsätze

2.1 Der Satz von Beppo Levi

Der Hauptvorteil des Lebesgue-Integrals gegenüber dem Riemann-Inte-

gral ist die gute Verträglichkeit mit Grenzübergängen. In diesem Abschnitt

beweisen wir den ersten von zwei berühmten Konvergenzsätzen über das

Lebesgue-Integral. Auf ihm beruhen viele der folgenden Integrationsre-

geln.

2.1.1 Satz (Der Satz von Beppo Levi1zur monotonen Konvergenz). Es sei pfkqk∈N
eine Folge in L1pRnq, so dass

∀k ∈ N : fk ≤ fk+1 fast überall. (2.1)

Wenn die Folge (∫
fkdµn

)

k∈N
nach oben beschränkt ist, dann existiert eine Funktion f ∈ L1pRnq mit folgen-
den Eigenschaften:

• Für fast alle x ∈ Rn gilt lim
k→∞

fk pxq = f pxq.
•
∫

fdµn = lim
k→∞

∫
fkdµn.

Für den Beweis müssen wir zunächst Satz 1.2.11 über Treppenfunktionen und
Satz 1.4.4, iii), verallgemeinern:

2.1.2 Hilfssatz. Eine Funktion f ∈ L1pRnq, für die fast überall f ≥ 0 gilt, erfüllt

‖f‖1 =
∫

fdµn.

Beweis. Wir führen die Funktion

g : Rn −→ R
x 7−→

{
f pxq, falls f pxq ≥ 0

0, falls f pxq < 0

ein.

1Beppo Levi (1875 - 1961), italienischer Mathematiker.
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Es gilt g ≥ 0 und fast überall f = g. Nach Satz 1.5.9 ist g ∈ L1pRnq, ‖f‖1 = ‖g‖1
und ∫

fdµn =

∫
gdµn.

Wegen g ≥ 0 gilt

‖g‖1 =
∫

gdνn

nach Satz 1.4.4, iii), so dass die behauptete Gleichheit folgt.

Beweis von Satz 2.1.1. Wir zeigen zunächst, dass pfk qk∈N eine Cauchy-Folge
ist. Nach (2.1) und Hilfssatz 2.1.2 gilt

0 ≤ ‖fl − fk‖1 =
∫ pfl − fk qdµn =

∫
fldµn −

∫
fkdµn, k ≤ l. (2.2)

Daher ist (∫
fkdµn

)

k∈N
eine monoton wachsende Folge. Da sie nach Voraussetzung nach oben be-
schränkt ist, konvergiert sie ([17], Satz 2.3.2). Nach [17], Lemma 2.3.11, ist sie
eine Cauchy-Folge. Aus (2.2) folgt, dass pfkqk∈N eine Cauchy-Folge bzgl. ‖ · ‖1
ist.

Aus dem Beweis des Satzes von Riesz–Fischer 1.6.1 folgt die Existenz einer
Funktion f ∈ L1pRnq, einer Teilfolge pfkl ql∈N und einer Nullmenge M ⊂ Rn mit

f pxq = lim
k→∞

fkl pxq, x ∈ Rn \M,

und rf s = lim
k→∞

rfk s in L1pRnq.
Nach Voraussetzung gibt es Nullmengen Nk mit

fkpxq ≤ fk+1pxq, x ∈ Rn \ Nk , k ∈ N.
Die Menge

N =
⋃

k∈NNk

ist nach Lemma 1.5.2, ii), eine Nullmenge, und für x ∈ Rn \ N ist pfk pxqq eine
monoton wachsende Folge. Für ein Element x ∈ Rn, das nicht in der Null-
menge M ∪ N liegt, besitzt diese Folge die konvergente Teilfolge pfkl pxqql∈N.
Die Folge pfk pxqqk∈N ist somit beschränkt und deshalb wegen ihrer Monotonie
konvergent, und es gilt

lim
k→∞

fkpxq = lim
l→∞

fkl pxq, x ∈ Rn\pM ∪ Nq.
Damit ist pfk qk∈N eine Folge, die bzgl. ‖ · ‖1 gegen f konvergiert, so dass

f pxq = lim
k→∞

fkpxq für fast alle x ∈ Rn.

Nach Bemerkung 1.6.2 gilt auch

∫
fdµn = lim

k→∞

∫
fkdµn.

Damit sind alle Behauptungen überprüft.
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2.1.3 Bemerkung. i) Es gibt natürlich auch eine Version des Satzes von Beppo
Levi für monoton fallende Funktionenfolgen, die die Leserin oder der Leser
selbstständig formulieren und beweisen möge.

ii) Seien pfk qk∈N eine Folge in L1pRnq, so dass

∀k ∈ N : fk ≤ fk+1 fast überall

und f : Rn −→ R eine Funktion in L1pRnq, so dass

f pxq = lim
k→∞

fkpxq für fast alle x ∈ Rn.

Dann gilt
∀k ∈ N : fk ≤ f fast überall

und damit auch

∀k ∈ N :

∫
fkdµn ≤

∫
fdµn.

Die monoton wachsende Folge
(∫

fkdµn

)

k∈N
ist daher nach oben beschränkt. Man beachte, dass in diesem Fall rf s nach
dem Satz von Beppo Levi auch der L1-Grenzwert der Folge prfk sqk∈N ist.

2.1.4 Beispiele. i) Es sei

f : R −→ R
x 7−→ 1

1 + x2
.

Wir setzen

fk := f · χr−k,ks : R −→ R
x 7−→

{
1

1 + x2
, falls − k ≤ x ≤ k

0, sonst
, k ∈ N.

Die Funktion fk ist integrierbar mit ([17], Beispiel 5.3.6)

∫
fkdµ1 =

∫ k

−k

1

1 + x2
dx = arctanpxq∣∣∣k

−k
= arctanpkq−arctanp−kq = 2 ·arctanpkq,

k ∈ N. Die Folge parctanpkqqk∈N konvergiert strengmonoton wachsendgegen
π/2. Hach dem Satz von Beppo Levi ist f integrierbar mit

∫
fdµn = lim

k→∞

∫
fkdµ1 = 2 · lim

k→∞
arctanpkq = π.

ii) Es sei

f : R −→ R
x 7−→ exp

(
−|x |

)
.

Wir definieren wieder fk := f · χr−k,ks, k ∈ N. Die Funktion fk ist integrierbar, und
es gilt

∫
fkdµ1 =

∫ k

−k

f pxqdx = 2 ·
∫ k

0

expp− xqdx = −2 ·expp− xq∣∣∣k
0
= 2 ·

(
1−expp− kq),
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k ∈ N. Die Folge p1− expp− kqqk∈N konvergiert monoton wachsend gegen 1.
Nach dem Satz von Beppo Levi ist f integrierbar mit

∫
fdµ1 = lim

k→∞

∫
fkdµ1 = 2− 2 · lim

k→∞
expp− kq = 2.

iii) Das Integral ∫r0,1s 1x dµ1

existiert nicht. Denn für k ≥ 1 gilt

∫r 1
k ,1s 1x dµ1 = logpxq∣∣∣1

1
k

= − log

(
1

k

)
= logpkq.

Wegen limk→∞ logpkq = ∞ ist x 7−→ 1/x nicht über r0, 1s integrierbar (s. Bemer-
kung 2.1.3, ii).

2.2 Der Konvergenzsatz von Lebesgue

Der Lebesguesche Konvergenzsatz enthält ein hinreichendes Kriterium für

die Integrierbarkeit einer Funktion, die fast überall punktweiser Grenzwert

einer gewissen Funktionenfolge ist, die nicht monoton wachsend zu sein

braucht.

2.2.1 Definition. Es sei F eine Menge von Funktionen von Rn nach R.
a) Die Menge F ist nach oben bzw. nach unten Lebesgue-beschränkt

(kurz: nach oben bzw. nach unten L-beschränkt), wenn es eine Funktion g ∈
L1pRnq gibt, so dass

∀f ∈ F : f ≤ g fast überall bzw. f ≥ g fast überall.

b) Die Menge F ist Lebesgue-beschränkt (kurz: L-beschränkt), wenn sie
sowohl nach oben als auch nach unten Lebesgue-beschränkt ist.

c) Eine Folge pfk : Rn −→ Rqk∈N ist (nach oben/unten) L-beschränkt, wenn
die Menge F := { fk | k ∈ N } dies ist.

2.2.2 Beispiel. Die Folge pfk : R −→ Rqk≥1 sei durch

fkpxq = (1− x

k

)k
· χr0,ks, x ∈ R, k ≥ 1,

definiert. Für x ∈ r0, 1q gilt
1

1− x
=

∞∑

l=0

x l ≥
∞∑

k=0

x l

l!
= exppxq.

Für k ≥ 1 und x ∈ r0, kq folgt
1

1− x

k

≥ exp
(x
k

)

und (
1− x

k

)k
≤ expp− xq, x ∈ r0, ks, k ≥ 1.
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Wir fassen zusammen:

∀k ≥ 1∀x ∈ r0,∞q : 0 ≤ fk ≤ expp− xq.
Die Funktion 0 ist über r0,∞q integrierbar, ebenso x 7−→ expp−xq (Beispiel 2.1.4,
ii). Damit haben wir nachgewiesen, dass pfk qk∈N eine L-beschränkte Folge ist.

2.2.3 Satz (Lebesguescher Konvergenzsatz). Es sei pfkqk∈N eine L-beschränkte
Folge von Funktionen mit fk ∈ L1pRnq, k ∈ N. Weiter sei f : Rn −→ R eine
Funktion, so dass für fast alle x ∈ Rn

f pxq = lim
k→∞

fk pxq.
Dann folgt f ∈ L1pRnq und

∫
fdµn = lim

k→∞

∫
fkdµn.

Beweis. Schritt 1. Wir beweisen zunächst die folgende Aussage:

Behauptung. Es sei pgkqk∈N eine nach oben bzw. nach unten L-beschränkte
Folge von Funktionen aus L1pRnq. Dann liegt auch2

g := sup
{
gk | k ∈ N}, x 7−→ sup

{
gkpxq | k ∈ N},

bzw. g := inf
{
gk | k ∈ N}, x 7−→ inf

{
gkpxq | k ∈ N},

im Raum L1pRnq.
Wir beweisen diese Aussage für den Fall einer nach oben L-beschränkten

Folge. Sei h ∈ L1pRnq eine Funktion, so dass gk ≤ h fast überall, k ∈ N. Nach
Aufgabe A.4.1 gilt

Gk := max
{
g1, ...,gk

}
∈ L1pRnq

und ∫
Gkdµn ≤

∫
hdµn <∞, k ∈ N.

Die Folge pGk qk∈N erfüllt die Voraussetzung des Satzes von Beppo Levi 2.1.1
und konvergiert punktweise gegen g.

√

Schritt 2. Wir führen für k ∈ N die Funktionen

uk := inf
{
fl | l ≥ k

}
und

ok := sup
{
fl | l ≥ k

}

ein. Nach Schritt 1 gilt

∀k ∈ N : uk ,ok ∈ L1pRnq.
Man beachte weiter, dass die Folge puk qk∈N monoton wachsend ist und die
Folge pok qk∈N monoton fallend. Für alle k ∈ N gilt

∫
u1dµn ≤

∫
ukdµn ≤

∫
okdµn ≤

∫
o1dµn.

Sowohl puk qk∈N als auch pok qk∈N konvergiert fast überall punktweise gegen f .
Der Satz von Beppo Levi 2.1.1 zeigt somit

2Die Funktion g kann unter Umständen auf einer Nullmenge den Wert ∞ annehmen. Dann ist
Konvention 1.5.11 zu beachten.
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• f ∈ L1pRnq,
• lim

k→∞

∫
ukdµn =

∫
fdµn = lim

k→∞

∫
okdµn.

Da ∫
ukdµn ≤

∫
fkdµn ≤

∫
okdµn, k ∈ N,

folgt auch ∫
fdµn = lim

k→∞

∫
fkdµn

und damit die Behauptung des Konvergenzsatzes.

Die folgenden Beispiele illustrieren den Zusammenhang zwischen den Konver-
genzsätzen der Lebesgue-Theorie und dem Formalismus der uneigentlichen
Riemann-Integrale.

2.2.4 Beispiele. i) Es seien a ∈ R und f : ra,∞q −→ R eine stetige Funktion. Wir
betrachten die Folgepfk qk∈N mit fk := f · χra,a+ks, k ∈ N.
Sie konvergiert punktweise gegen die Funktion f . Ferner ist fk als stetige Funk-
tion über ra,a + ks integrierbar, k ∈ N.

• Wir setzen f ∈ L1pra,∞qq voraus. Die Folge pfkqk∈N ist durch |f | nach oben
L-beschränkt und durch −|f | nach unten. Daher gilt

∫ra,∞q fdµ1 = lim
k→∞

∫ra,a+ks fkdµ1 = lim
k→∞

∫ a+k

a

f pxqdx =

∫ ∞

a

f pxqdx .
Insbesondere existiert das uneigentliche Riemann-Integral auf der rech-
ten Seite.3

• Jetzt nehmen wir die Konvergenz des uneigentlichen Riemann-Integrals∫∞

a
|f pxq|dx an und behaupten, dass f über ra,∞q Lebesgue-integrierbar

ist mit Integral ∫ra,∞q fdµ1 =

∫ ∞

a

f pxqdx .
Die Folge p|fk |qk∈N ist eine monoton wachsende Folge mit

∫ra,∞q |fk |dµ1 =

∫ a+k

a

|f pxq|dx ≤
∫ ∞

a

|f pxq|dx .
Nach dem Satz von Beppo Levi 2.1.1 ist |f | über die Menge ra,∞q Lebes-
gue-integrierbar mit

∫
|f |dµ1 = lim

k→∞

∫ a+k

a

|f pxq|dx =

∫ ∞

a

|f pxq|dx .
Die Folge pfk qk∈N ist durch |f | nach oben L-beschränkt und durch −|f |
nach unten. Nach Lebesgues Konvergenzsatz gilt f ∈ L1pra,∞qq und

∫ra,∞q fdµ1 = lim
k→∞

∫ a+k

a

f pxqdx =

∫ ∞

a

f pxqdx .
3Genauer müsste man statt pa + kqk∈N eine beliebige Folge pak qk∈N mit limk→∞ ak = ∞ zulas-

sen. Offenbar funktionieren in diesem Fall dieselben Argumente, und man erhält dasselbe Ergeb-
nis.
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ii) Es sei l ≥ 1. Wir untersuchen die Folge pfk qk∈N mit

fk : R −→ R
x 7−→





x l ·
(
1− x

k

)k
, falls x ∈ r0, ks

0, sonst
, k ∈ N.

Für die Funktion

f : r0,∞q −→ R
x 7−→ x l · expp− xq

gilt

∀l ∈ N :

∫ ∞

0

x l · expp− xqdx = l!.

Für l = 0 haben wir das in Beispiel 2.1.4 gesehen. Für l ≥ 1 gilt nach partieller
Integration ([17], Abschnitt 5.4) und Induktionsvoraussetzung:
∫ ∞

0

x l · expp− xqdx = −x l · expp− xq∣∣∣∞
0

+ l ·
∫ ∞

0

x l−1 · expp− xqdx = l·pl − 1q! = l!.

Die Folge pfkqk∈N ist durch 0 nach unten L-beschränkt und durch f nach oben
(Beispiel 2.2.2). Da die Folge pfkqk∈N punktweise gegen f konvergiert (vgl. [17],
Satz 4.7.4), folgt

lim
k→∞

∫ k

0

x l ·
(
1− x

k

)k
dx = l!.

iii) Dieses Beispiel zeigt, dass die Theorie uneigentlicher Riemann-Integrale
für stetige Funktionen nicht identisch mit der Lebesgue-Theorie ist. Zur Vorbe-
reitung erinnern wir daran, dass für eine Lebesgue-integrierbare Funktion f
auch die Betragsfunktion |f | Lebesgue-integrierbar ist (Satz 1.4.4, iii). Wie wir
gleich sehen werden, gibt es stetige Funktionen f , für die das uneigentliche
Riemann-Integral konvergiert, das uneigentliche Riemann-Integral für |f | aber
divergiert.4

Wir erklären zunächst, warum das uneigentliche Riemann-Integral

∫ ∞

0

sinpxq
x

dx

konvergiert. Wir argumentieren folgendermaßen:

• Die Funktion x 7−→ sinpxq
x

besitzt eine stetige Fortsetzung nach 0 ([17],

Beispiel 3.4.10 und Aufgabe 6.11.3).

• Mit partieller Integration folgt für 0 < ε < a

∫ a

ε

sinpxq
x

dx = −cospxq
x

∣∣∣
a

ε
−
∫ a

ε

cospxq
x2

dx . (2.3)

Da

∀x � 0 :

∣∣∣∣
cospxq

x2

∣∣∣∣ ≤
1

x2
,

existiert ∫ ∞

ε

cospxq
x2

dx

4Dies entspricht bedingt konvergenten Reihen (cf. [17], Definition 2.8.4).
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und deshalb auch ∫ ∞

ε

sinpxq
x

dx .

Wegen der stetigen Fortsetzbarkeit von x 7−→ sinpxq/x nach 0 konvergiert
auch5 ∫ ∞

0

sinpxq
x

dx .

Wenn x 7−→ sinpxq/x , x ∈ r0,∞q, Lebesgue-integrierbar wäre, so auch die
Funktion x 7−→ | sinpxq/x |, x ∈ r0,∞q, und das uneigentliche Integral

∫ ∞

0

∣∣∣∣
sinpxq
x

∣∣∣∣dx (2.4)

existierte. Das tut es aber nicht:

∀k ≥ 1 :

∫ k·πpk−1q·π ∣∣∣∣ sinpxqx

∣∣∣∣dx ≥ 1

k · π ·
∫ k·πpk−1q·π | sinpxq|dx =

2

π
· 1
k
.

Die Divergenz von (2.4) ergibt sich daher aus der Divergenz der harmonischen
Reihe ([17], Beispiel 2.3.13).

5Wir können (2.3) hier nicht bemühen, weil beide Terme auf der rechten Seite bei Annäherung
an Null divergieren.
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Der Satz von Fubini

3.1 Der Satz von Fubini

Bisher haben wir keine Techniken entwickelt, die über die Riemann-Inte-

gration in einer Veränderlichen hinausgehen, um Integrale explizit zu be-

stimmen. Ein wichtiges Hilfsmittel, mit dem wir die Auswertung eines n-

dimensionalen Integrals auf die iterierte Auswertung eindimensionaler In-

tegrale zurückführen können, ist der Satz von Fubini.1 Dadurch können wir

die in der Analysis I vorgestellten Techniken auch für höherdimensionale

Probleme nutzbar machen.

3.1.1 Satz (Der Satz von Fubini). Es sei f : Rm+n −→ R eine integrierbare Funkti-
on. Dann existiert eine Nullmenge N ⊂ Rn, so dass gilt:

i) Für jeden Punkt y ∈ Rn \ N ist f p·, yq : Rm −→ R, x 7−→ f px , yq, über Rm

integrierbar.
ii) Die Funktion

F : Rn −→ R
y 7−→





∫
f p·, yqdµmpxq := ∫ f p·, yqdµm, falls y 6∈ N

0, falls y ∈ N

ist über Rn integrierbar, und es gilt
∫

Fdµn =:

∫
Fpyqdµnpyq = ∫ f px , yqdµm+npx , yq := ∫ fdµm+n.

Schreibweise:
∫

f px , yqdµm+npx , yq = ∫ (∫ f px , yqdµmpxq)dµnpyq.
Wir beweisen den Satz von Fubini zunächst für die charakteristische Funktion
einer Nullmenge.

3.1.2 Hilfssatz. Zu jeder Nullmenge A ⊂ Rm+n gibt es eine Nullmenge N ⊂ Rn,
so dass

Ay :=
{
x ∈ Rm

∣∣ px , yq ∈ A
}
= π1

(
A ∩

(Rm × {y}
))

für alle y ∈ Rn \ N eine Nullmenge in Rm ist. Dabei ist π1 : Rm+n −→ Rm die
Projektion.

1Guido Fubini (1879 - 1943), italienischer Mathematiker.
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Beweis. Wir verwenden Satz 1.5.4. Es seien ε > 0 und Qk , k ∈ N, Quader mit

A ⊂
∞⋃

k=0

Qk und

∞∑

k=0

Volm+npQkq < ε.

Es gibt Quader Q′
k ⊂ Rm und Q′′

k ⊂ Rn, so dass

Qk = Q′
k ×Q′′

k , k ∈ N.
Es seien ‖ · ‖m1 bzw. ‖ · ‖n1 die L1-Halbnorm für Funktionen f : Rm −→ R bzw.

g : Rn −→ R und

a : Rn −→ R
y 7−→ ‖χAy

‖m1 .

Offenbar gilt

χAy
≤

∞∑

k=0

χQ′
k
· χQ′′

k
pyq

für jeden Punkt y ∈ Rn. Daraus ergibt sich für y ∈ Rn die Abschätzung

apyq ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

χQ′
k
· χQ′′

k
pyq∥∥∥∥∥m

1

≤
∞∑

k=0

‖χQ′
k
‖m1 · χQ′′

k
pyq

=
∞∑

k=0

VolmpQ′
k q · χQ′′

k
pyq.

Wir folgern daraus

‖a‖n1 ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

VolmpQ′
kq · χQ′′

k

∥∥∥∥∥

n

1

≤
∞∑

k=0

VolmpQ′
k q · ‖χQ′′

k
‖n1

=

∞∑

k=0

VolmpQ′
k q · VolnpQ′′

k q
=

∞∑

k=0

Volm+npQk q < ε.

Die Ungleichung ‖a‖n1 < ε gilt für alle ε > 0. Deshalb gibt es nach Satz 1.5.9, i),
eine Nullmenge N ⊂ Rn, so dass apyq = 0 für alle y ∈ Rn \N gilt. Diese Aussage
ist äquivalent zur Behauptung.

Beweis von Satz 3.1.1. i) Der Satz von Fubini für Treppenfunktionen ist leicht
einzusehen (Aufgabe A.5.2). Um ihn im Allgemeinen zu beweisen, müssen wir
sorgfältig untersuchen, wie sich die Approximation einer integrierbaren Funk-
tion durch Treppenfunktionen mit der Aufspaltung Rm+n = Rm × Rn verträgt.

Es gibt eine Folge pϕk : Rm+n −→ Rqk∈N von Treppenfunktionen, so dass
limk→∞ ‖f − ϕk‖1 = 0. Damit ist pϕk qk∈N eine Cauchy-Folge bzgl. ‖ · ‖1. Der Be-
weis des Satzes von Riesz–Fischer 1.6.1 zeigt, dass wir, indem wir pϕk qk∈N durch
eine geeignete Teilfolge ersetzen, die wir aber nicht gesondert benennen,
erreichen können, dass
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(1) für fast alle px , yq ∈ Rm+n

f px , yq = lim
k→∞

ϕk px , yq
gilt,

(2)

∞∑

k=0

‖ϕk+1 − ϕk‖1 <∞.

Sei A ⊂ Rm+n eine Nullmenge, so dass

∀px , yq ∈ Rm+n \ A : f px , yq = lim
k→∞

ϕk px , yq.
Dann existiert nach Hilfssatz 3.1.2 eine Nullmenge N ⊂ Rn, so dass für alle
y ∈ Rn \ N gilt:

f px , yq = lim
k→∞

ϕk px , yq für fast alle x ∈ Rm.

Wie bereits bemerkt ist der Satz von Fubini für Treppenfunktionen richtig.
Die Funktion2

Hk : Rn −→ R
y 7−→

∫
|ϕk+1px , yq− ϕk px , yq|dµmpxq

Satz 1.2.11
= ‖ϕk+1p·, yq − ϕk p·, yq‖m1 , k ∈ N,

ist demnach integrierbar mit Integral
∫

Hkdµnpyq = ∫ |ϕk+1 − ϕk |dµm+npx , yq Satz 1.2.11
= ‖ϕk+1 − ϕk‖1.

Gemäß Eigenschaft (2) der Folge pϕk qk∈N gilt

∞∑

k=0

∫
Hkdµnpyq <∞.

Die Folge (
l∑

k=0

Hk

)

l∈N
genügt somit den Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi 2.1.1, so dass

∞∑

k=0

Hk

eine integrierbare Funktion ist. (Man beachte Konvention 1.5.11.) Insbesonde-
re gibt es eine Nullmenge N′ ⊂ Rn, so dass

∀y ∈ Rn \ N′ :

∞∑

k=0

‖ϕk+1p·, yq − ϕkp·, yq‖m1 <∞.

Dies wiederum impliziert, dass pϕk p·, yqqk∈N eine Cauchy-Folge in L1pRmq ist.
Sie konvergiert fast überall gegen f p·, yq. Damit ist Teil i) bewiesen.

2Die Funktion ist nur außerhalb einer Nullmenge definiert. Wir verwenden Konvention 1.5.11,
b), um sie als Funktion auf Rn aufzufassen.
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Kapitel 3 Der Satz von Fubini

ii) Für y ∈ Rn \ N′ gilt:

Fpyq = ∫ f p·, yqdµmpxq = lim
k→∞

∫
ϕk p·, yqdµmpxq.

Sei3

Φk : Rn −→ R
y 7−→

∫
ϕk p·, yqdµmpxq, k ∈ N.

Wir halten folgende Eigenschaften fest:

• Φk ist eine Treppenfunktion auf Rn, k ∈ N.
• pΦk qk∈N konvergiert fast überall punktweise gegen F .

•
∞∑

k=0

‖Φk+1 − Φk‖n1 <∞. Dazu beachte man

|Φk+1pyq − Φkpyq| = ∣∣∣∣∫ ϕk+1p·, yq − ϕk p·, yqdµmpxq∣∣∣∣ ≤ Hkpyq, y ∈ Rn.

Daraus folgt

∞∑

k=0

‖Φk+1 − Φk‖n1 ≤
∞∑

k=0

‖Hk‖n1 =
∞∑

k=0

∫
Hkpyqdµnpyq <∞.

Bei pΦkqk∈N handelt es sich also um eine Cauchy-Folge von Treppenfunktio-
nen auf Rn. Der Beweis des Satzes von Riesz–Fischer zeigt wieder, dass F ∈
L1pRnq und

∫
Fpyqdµnpyq = lim

k→∞

∫
Φkpyqdµnpyq

(Fubini für Treppenfunktionen) = lim
k→∞

∫
ϕkpx , yqdµm+npx , yq

=

∫
f px , yqdµm+npx , yq.

Damit ist der Beweis beendet.

3.1.3 Folgerung. Für f ∈ L1pRm+nq gilt
∫ (∫

f px , yqdµmpxq)dµnpyq = ∫ (∫ f px , yqdµnpyq)dµmpxq.
3.1.4 Vorsicht. Für eine Funktion f , die nicht in L1pRm+nq liegt, für die aber
mindestens eines der iterierten Integrale existiert, kann die Gleichung in der
Folgerung falsch werden: So hat man z.B.

∫ 1

0

(∫ 1

0

x − ypx + yq3dx)dy � ∫ 1

0

(∫ 1

0

x − ypx + yq3dy)dx .

3Wir verweisen wieder auf Konvention 1.5.11, b).
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3.2 Integrabilitätskriterien I

Wir wissen, dass jede stetige Funktion f : ra,bs −→ R Riemann- und Le-

besgue-integrierbar ist. In höheren Dimensionen könnenwir erwarten, dass

eine stetige Funktion f : Rn −→ R über jede kompakte Teilmenge K ⊂ Rn

integrierbar ist. Dies und etwas mehr wollen wir nun beweisen.

3.2.1 Satz. i) Es seien U ⊂ Rn eine offene beschränkte Teilmenge und f : U −→R eine beschränkte stetige Funktion. Dann ist f über U integrierbar.
ii) Es seien K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge und f : K −→ R eine stetige

Funktion. Dann ist f über K integrierbar.

Im Beweis werden wir f durch Treppenfunktionen annähern und den Satz von
Beppo Levi verwenden.

3.2.2 Hilfssatz. Es seien K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge, U ⊂ Rn eine offene
Teilmenge und f : K −→ R eine stetige Funktion, so dass

• K ⊂ U,

• ∀x ∈ K : f pxq ≥ 0.

Dann existieren zu jedem ε > 0 Treppenfunktionen ϕ,ψ : Rn −→ R mit folgen-
den Eigenschaften:

i) ∀x ∈ K : f pxq− ε ≤ ϕpxq ≤ f pxq,
f pxq ≤ ψpxq ≤ f pxq + ε.

ii) ∀x ∈ U : 0 ≤ ϕpxq ≤ ψpxq.
iii) ∀x ∈ Rn \ U : ϕpxq = 0 = ψpxq.

Beweis. Da K kompakt ist, ist f auf K gleichmäßig stetig ([18], Satz 3.5.4). Es
gibt somit zu vorgegebenem ε > 0 ein δ > 0, so dass

∀x , y ∈ K : ‖x − y‖M ≤ δ ⇒ |f pxq− f pyq| < ε.

(Hier benutzen wir die Maximum-Norm ‖ · ‖M ; s. [18], Beispiel 1.2.4, i).) Falls
U � Rn, können wir annehmen, dass

δ < distpK ,Rn \ Uq.
(Die Funktion dist wird in [18], Definition 3.4.3 und Folgendem, besprochen.)
Für x =px1, ..., xnq ∈ K , seien

W pxq := (x1 − δ

2
, x1 +

δ

2

)
× · · · ×

(
xn −

δ

2
, xn +

δ

2

)

und

W pxq := [x1 − δ

2
, x1 +

δ

2

]
× · · · ×

[
xn −

δ

2
, xn +

δ

2

]
.

Nach Konstruktion gilt

K ⊂
⋃

x∈K

W pxq ⊂ ⋃

x∈K

W pxq ⊂ U.

Auf Grund der Kompaktheit von K gibt es Punkte x1, ..., xs ∈ K mit

K ⊂ W px1q ∪ · · · ∪W pxsq ⊂ W px1q ∪ · · · ∪W pxsq ⊂ U.

Wir kürzen
Qi := W pxiq, i = 1, ..., s,
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ab. Weiter seien

mi := min
{
f pxq = |f pxq| ∣∣ x ∈ K ∩Qi

}
.

Mi := max
{
f pxq = |f pxq| ∣∣ x ∈ K ∩Qi

}
, i = 1, ..., s.

Da f ≥ 0, sind dies nicht negative Zahlen. Dann sind

ϕ := max
{
m1 · χQ1

, ...,ms · χQs

}
,

ψ := max
{
M1 · χQ1

, ...,Ms · χQs

}

Treppenfunktionen mit den gewünschten Eigenschaften.

3.2.3 Definition. a) Es sei M ⊂ Rn eine Teilmenge. Eine Ausschöpfung von M ist
eine Folge pAk qk∈N von Teilmengen des Rn, so dass

• ∀k ∈ N : Ak ⊂ Ak+1,

•
⋃

k∈NAk = M.

b) Eine endliche Vereinigung

A = Q1 ∪ · · · ∪Qs

von kompakten Quadern heißt Figur.

3.2.4 Hilfssatz. Jede offene Menge U ⊂ Rn besitzt eine Ausschöpfung pAk qk∈N
durch Figuren.

Beweis. In diesem Beweis bezeichne ‖ · ‖M die Maximum-Norm ([18], Beispiel
1.2.4, i) und dist die zugehörge Abstandsfunktion ([18], Definition 3.3.2). Für
U = Rn kann man Ak := r−k , ks×n, k ∈ N, nehmen. Wir setzen nun voraus, dass
U eine echte Teilmenge des Rn ist. Für x ∈ U ∩Qn sei4

εpxq := 1

2
· distpx ,Rn \ Uq > 0.

Es folgt

Qx :=
{
y ∈ Rn

∣∣ ‖y − x‖M ≤ εpxq} ⊂ U.

Wir wählen eine Bijektion
α : N −→ U ∩Qn

und setzen

Ak :=

k⋃

l=0

Qαplq.
Die Folge pAk qk∈N ist eine Ausschöpfung von U durch Figuren: Denn für jeden
Punkt x ∈ U gibt es einen Punkt x ′ ∈ U ∩Qn mit

‖x − x ′‖M <
1

3
· distpx ,Rn \ Uq.

Für diesen Punkt gilt nach der Dreiecksungleichung

2

3
· distpx ,Rn \ Uq < distpx ′,Rn \ Uq

und daher x ∈ Qx′ .

4Für die Definition von εpxq benötigen wir die Voraussetzung, dass Rn \ U nichtleer ist.
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3.2.5 Hilfssatz. Es seien M ⊂ Rn eine Teilmenge, f : M −→ R eine stetige Funkti-
on, so dass

∀x ∈ M : f pxq ≥ 0,

und

f : Rn −→ R
x 7−→

{
f pxq, falls x ∈ M

0, falls x 6∈ M
.

i) Wenn M offen ist, dann existiert eine Folge pϕk qk∈N von Treppenfunktio-
nen, die punktweise monoton wachsend gegen f konvergiert.

ii) Wenn M kompakt ist, dann existiert eine Folge pϕk qk∈N von Treppenfunk-
tionen, die punktweise monoton fallend gegen f konvergiert.

Beweis. i) Wir wählen eine Ausschöpfung pAk qk∈N von M durch Figuren. Da
Ak ⊂ M kompakt ist, können wir nach Hilfssatz 3.2.2 Treppenfunktionen ψk mit

∀x ∈ Ak : f pxq− 1

2k
≤ ψkpxq ≤ f pxq,

∀x ∈ Rn \M : ψkpxq = 0, k ∈ N,
finden. Man beachte weiter, dass χAk

eine Treppenfunktion ist, k ∈ K . Die
Folge pϕk qk∈N mit

ϕk := max
{
ψ1 · χA1

, ...,ψk · χAk

}
, k ∈ N,

hat die gewünschten Eigenschaften (vgl. Lemma 1.1.13, v).
ii) Es sei pAk qk∈N eine Ausschöpfung von Rn\M durch Figuren. Man definiere

Uk := Rn \ Ak , k ∈ N.
Dann gilt

∀k ∈ N : Uk+1 ⊂ Uk

und
∞⋂

k=0

Uk = M.

Nach Hilfssatz 3.2.2 gibt es Treppenfunktion ψk , so dass

∀x ∈ M : f pxq ≤ ψkpxq ≤ f pxq + 1

2k
,

∀x ∈ Uk : ψkpxq ≥ 0,

∀x ∈ Rn \ Uk : ψkpxq = 0, k ∈ N.
Die Folge pϕk qk∈N mit

ϕk := min
{
ψ1, ...,ψk

}
, k ∈ N,

leistet das Verlangte.

Beweis von Satz 3.2.1. i) Mit f ist auch |f | eine stetige Funktion. Setzen wir f+ :=p1/2q·p|f | + f q und f− :=p1/2q·p|f | − f q, dann sind f+ und f− stetige Funktionen
mit f+ ≥ 0, f− ≥ 0 und f = f+ − f−. Wir können also ohne Beschränkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass f ≥ 0 gilt. Gemäß Hilfssatz 3.2.5 wählen wir
eine Folge von Treppenfunktionen pϕk qk∈N, die punktweise monoton wach-
send gegen f konvergiert. Weiter seien M eine positive reelle Zahl, so dass

∀x ∈ U : f pxq ≤ M
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Kapitel 3 Der Satz von Fubini

und Q ⊂ Rn ein beschränkter Quader mit U ⊂ Q. Es gilt

ϕk ≤ f ≤ M · χQ

und folglich ∫
ϕkdµn ≤ M · VolnpQq, k ∈ N.

Damit ist p ∫ ϕkdµnqk∈N eine nach oben beschränkte Folge. Nach dem Satz

von Beppo Levi 2.1.1 ist f integrierbar.
Für Teil ii) setzen wir wieder f ≥ 0 voraus und wählen eine Folge von Trep-

penfunktionen pϕk qk∈N, die punktweise monoton fallend gegen f konvergiert.
Diesmal beoachten wir

ϕk ≥ f ≥ 0, k ∈ N.
Die Folge p ∫ ϕkdµnqk∈N ist durch 0 nach unten beschränkt, und wir können
wie zuvor schließen.

3.2.6 Folgerung. Es seien K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge und f : K −→ R
eine Funktion. Sie sei

• beschränkt,

• fast überall stetig, d.h. es gebe eine Nullmenge N ⊂ Rn, so dass f auf
K \ N stetig ist.

Dann ist f über K integrierbar.

Beweis. Wir können Satz 3.2.1 auf die Funktion χK anwenden. Damit ist χK

integrierbar und ‖χK‖1 <∞. Sei M > 0 eine Konstante, so dass

∀x ∈ K : |f pxq| ≤ M.

Es gilt

0 ≤ |f | ≤ M · χK

und damit

‖f‖1 ≤ M · ‖χK‖1 <∞.

Um zu schließen reicht es, für jedes ε > 0 die Existenz einer Treppenfunktion
ϕ mit ‖f − ϕ‖1 < ε nachzuweisen. Da N ∩ K nach Lemma 1.5.2, i), eine Null-
menge ist, finden wir eine offene Menge U (z.B. eine Vereinigung von offenen
Quadern wie in Satz 1.5.4), so dass

N ∩ K ⊂ U und ‖χU‖1 <
ε

2 ·M .

Da K \U kompakt ist, ist f|K\U integrierbar5, und es gibt eine Treppenfunktion ϕ
mit

‖f|K\U − ϕ‖1 <
ε

2
.

Wir schätzen

‖f − ϕ‖1 ≤ ‖f|K\U − ϕ‖1 + ‖f|K∩U‖1 <
ε

2
+M · ‖χU‖1 <

ε

2
+
ε

2
= ε

ab und haben damit unsere Behauptung verifiziert.

5Dies ist die Forsetzung durch Null von f|K\U auf Rn.
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3.2.7 Definition. a) Eine Teilmenge A ⊂ Rn heißt σ-kompakt, wenn sie abzähl-
bare Vereinigung von kompakten Teilmengen ist.

b) Es seien A ⊂ Rn eine σ-kompakte Teilmenge und f : A −→ R eine Funk-
tion. Wir nennen f lokal integrierbar, wenn f für jede kompakte Teilmenge
K ⊂ Rn über A ∩ K integrierbar ist.

3.2.8 Beispiel. Die Funktion f : Rn −→ R sei auf jeder kompakten Teilmenge
von Rn beschränkt und fast überall stetig. Dann ist sie nach Folgerung 3.2.6
lokal integrierbar

3.2.9 Satz (Majorantenkriterium). Es seien A ⊂ Rn eine σ-kompakte Teilmenge
und f : A −→ Rn eine lokal integrierbare Funktion. Falls eine über A integrier-
bare Funktion F : A −→ Rmit

|f pxq| ≤ Fpxq für fast alle x ∈ A

existiert, ist f über A integrierbar. Insbesondere ist f genau dann über A inte-
grierbar, wenn |f | es ist.

Beweis. Es sei pAk qk∈N eine Ausschöpfung von A durch kompakte Mengen.
Die Folge fk :=pf · χAk

qk∈N ist eine Folge von über A integrierbaren Funktionen,
die punktweise gegen f konvergiert. Ferner gilt

|fk | ≤ |f | ≤ F , k ∈ N,
fast überall auf A. Die Aussage folgt daher aus dem Konvergenzsatz von Le-
besgue 2.2.3.

3.3 Messbare Mengen und das Prinzip von Cavalieri

In diesem Abschnitt wollen wir u.A. die Volumen einiger bekannter Objekte

bestimmen.

3.3.1 Definition. Eine Teilmenge A ⊂ Rn heißt endlich messbar, wenn ihre cha-
rakteristische Funktion χA integrierbar ist. In diesem Fall ist

VolnpAq := ∫ χAdµn.

das (n-dimensionale) Volumen von A.

3.3.2 Eigenschaften endlich messbarer Mengen.
i) Beschränkte, offene Teilmengen von Rn sind endlich messbar.

ii) Kompakte Teilmengen von Rn sind endlich messbar.

iii) Sind A und B endlich messbar, dann sind auch A ∪ B, A ∩ B und A \ B
endlich messbar, und es gilt

VolnpA ∪ Bq = VolnpAq + VolnpBq− VolnpA ∩ Bq.
iv) Für endlich messbare Mengen A und B mit A ⊂ B gilt

VolnpAq ≤ VolnpBq.
v) Es seien A, B ⊂ Rn Teilmengen. Die Menge A sei endlich messbar, und

A△ B sei eine Nullmenge. Dann ist auch B endlich messbar.
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Beweis. i) und ii) folgen aus Satz 3.2.1, angewandt auf die charakteristische
Funktion der jeweiligen Menge.

iii) Aus Aufgabe A.5.1, c), folgt, dass χA∩B = χA · χB integrierbar ist. Deshalb
sind auch

χA∪B = χA + χB − χA∩B

und
χA\B = χA − χA∩B

integrierbar. Die Volumenformel folgt aus der Linearität des Integrals.
iv) Diese Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz der Ungleichung χA ≤

χB.
v) Die Funktionen χA und χB stimmen außerhalb von A △ B überein. Wir

schließen mit Satz 1.5.9

Aus dem Satz von Fubini 3.1.1 ergibt sich:

3.3.3 Satz (Das Prinzip von Cavalieri6). Es seien A ⊂ Rm+n eine endlich mess-
bare Teilmenge und

Ay := π1

(
A ∩

(Rm × {y}
))

, y ∈ Rn, π1 : Rm+n −→ Rm die Projektion.

Dann gilt

Volm+npAq = ∫ VolmpAy qdµnpyq.
Insbesondere gilt

Volm+npAq = Volm+npBq
für zwei endlich messbare Mengen A, B des Rm+n, so dass

∀y ∈ Rn : VolmpAy q = VolmpByq.
3.3.4 Literaturhinweis. Bemerkungen zur Geschichte des Prinzips von Cavalieri
findet man in [12], S. 36ff.

3.3.5 Beispiele. i) (Die Fläche der Kreisscheibe) Die abgeschlossene Kreisschei-
be

Bp0, rq = { px , yq ∈ R2
∣∣ x2 + y2 ≤ r2

}

vom Radius r ist nach Eigenschaft 3.3.2, ii), endlich messbar. Für ihre Fläche

A := Vol2
(
Bp0, rq) = 2 ·

∫ r

−r

√
r2 − x2dx

berechnen wir mit der Substitution

x = r · cosptq :
A = −2 · r2 ·

∫ 0

π

√
1− cos2ptq · sinptqdt

= 2 · r2 ·
∫ π

0

sin2ptqdt
= r2 ·

[
−cosptq · sinptq∣∣∣π

0
+ t
∣∣∣
π

0

]

= π · r2.
6Bonaventura Francesco Cavalieri (1598 - 1647), italienischer Jesuat, Mathematiker und Astro-

nom.
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x

y =
√
r2 − x2

y = −
√
r2 − x2

Segment der Länge 2 ·
√
r2 − x2

−r r

ii) (Das Volumen der Vollkugel) Die Vollkugel

Bp0, rq = { px , y, zq ∈ R3
∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ r2

}

vom Radius r ist ebenfalls endlichmessbar. Mit dem Prinzip vonCavalieri ergibt
sich für ihr Volumen der Wert

Bp0, rq = π ·
∫ r

−r

pr2 − z2qdz
= 2 · π · r3 − π

3
· z3
∣∣∣
r

−r

=
6

3
· π · r3 − 2

3
· π · r3

=
4

3
· π · r3.

Bevor wir mit den Beispielen fortfahren, halten wir folgende Eigenschaft
des Integrals und Volumens fest: Für eine Funktion f ∈ L1pRnq, λ ∈ R>0 und die
Funktion

g : Rn −→ R
x 7−→ f

(x
λ

)

gilt ∫
gdµn = λn ·

∫
fdµn.

Für eine Teilmenge A ⊂ Rn und λ ∈ R>0 setzen wir

λ · A :=
{
λ · x

∣∣ x ∈ A
}
=

{
x ∈ Rn

∣∣ x
λ
∈ A

}
.

Falls A endlich messbar ist, folgt

Volnpλ · Aq = λn · VolnpAq.
(Diese Formeln sind klar für Quader. Daraus kann man sie mit den Konver-
genzsätzen leicht in der oben angegebenen Form ableiten. Die Details blei-
ben der Leserin bzw. dem Leser überlassen. Außerdem sind diese Formeln
Spezialfälle der Transformationsformel 4.1.1.)
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3.3.5 Beispiele (Fortsetzung). iii) (Volumen höherdimensionale Bälle) Wir stellen
zunächst eine Rekursionsformel für

vn := Voln
(
Bp0, 1q), n ≥ 1,

auf.

Bemerkung. Man beachte, dass für n ≥ 1 und eine reelle Zahl s > 0

Voln
(
Bp0, sq) = sn · Voln

(
Bp0, 1q)

gilt.

Mit dem Prinzip von Cavalieri berechnet man für n ≥ 1

vn =

∫ 1

−1

Voln−1

(
Bp0,√1− t2q)dt

= vn−1 ·
∫ 1

−1

p1− t2q n−1
2 dt .

Das Integral ∫ 1

−1

p1− t2q n−1
2 dt

formen wir mit der Substitution

t = sinpuq, u = arcsinptq, dt

du
= cospuq :

um:

∫ 1

−1

p1− t2q n−1
2 dt =

∫ π
2

−π
2

(√
1− sin2puq)n−1

· cospuqdu
=

∫ π
2

−π
2

cosnpuqdu
=

∫ π

0

sin
npuqdu =: cn.

Nach [17], Beispiel 5.4.6, v), gilt

∀n ≥ 2 : cn =
n− 1

n
· cn−2.

Ferner findet man

c0 = π und c1 = cosp0q− cospπq = 2.

Auf diese Weise berechnen wir (vgl. Teil ii):

v3 = v2 · c3 = π · 2
3
· c1 =

4

3
· π.

Die Rekursionsformel für die cn, n ∈ N, können wir folgendermaßen auflösen:

c2k = π ·
k∏

l=1

2l − 1

2l
, k ≥ 1,

c2k+1 = 2 ·
k∏

l=1

2l

2l + 1
, k ≥ 1.
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Man beachte insbesondere

∀n ≥ 1 : cn−1 · cn =
2π

n
.

Das führt zu der Rekursionsformel

vn = vn−1 · cn = vn−2 · cn−1 · cn =
2π

n
· vn−2, n ≥ 3,

und diese zu den Ausdrücken

v2k =
πk

k!
, k ≥ 1,

v2k+1 =
2k+1

1 · 3 · · · · ·p2k + 1q · πk =
2k+1p2k + 1q!! · πk , k ≥ 1.

Mit der Γ -Funktion aus [18], Definition 5.6.12, können wir die beiden Fälle zu-
sammenfassen. Dazu erinnern wir an die Formeln ([17], Satz 5.6.13 und Folge-
rung 5.6.19)

• Γ pk + 1q = k!, k ≥ 1,

• Γ

(
k +

3

2

)
=

(
k +

1

2

)
· Γ
(
k +

1

2

)

=

(
k +

1

2

)
·
(pk − 1q + 1

2

)
· Γ
(pk − 1q + 1

2

)

= · · ·

=

(
k∏

l=0

2l + 1

2

)
· Γ
(
1

2

)
.

• Γ

(
1

2

)
=
√
π.

Schließlich berechnen wir

∀n ≥ 1 : vn =
π

n
2

Γ

(n
2
+ 1
) .

iv) Für eine endlich messbare Teilmenge A ⊂ Rn und h ∈ R>0 ist der Kegel
mit Basis A und Höhe h definiert als

K :=

{ px , yq ∈ Rn+1
∣∣∣ 0 ≤ y ≤ h, x ∈

(
1− y

h

)
·A
}
.
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h

y

A

Ky × {y}

Der Kegel K

Offenbar gilt

Ky =
(
1− y

h

)
· A

und damit

VolnpKy q = (1− y

h

)n
· VolnpAq, y ∈ r0,hs.

Mit dem Prinzip von Cavalieri berechnen wir

Voln+1pK q = (∫ h

0

(
1− y

h

)n
dy

)
· VolnpAq.

Da ∫ h

0

(
1− y

h

)n
dy = − h

n + 1
·
(
1− y

h

)n+1 ∣∣∣
h

0
=

h

n + 1

folgt

Voln+1pK q = h

n + 1
· VolnpAq.

Als Beispiel zum Beispiel betrachten wir das Standardsimplex

∆
n :=

{ px1, ..., xnq ∈ Rn
∣∣ xi ≥ 0, i = 1, ...,n, x1 + · · · + xn ≤ 1

}
.

Wir sehen, dass ∆1 = r0, 1s und dass ∆n der Kegel mit Basis ∆n−1 der Höhe 1
ist. Mittels vollständiger Induktion zeigt man

Volnp∆nq = 1

n!
.

v) (Vgl. [12], S. 131) Wir betrachten den Zylinder vom Radius r der Höhe r
und bohren einen Kegel mit Basis Bp0, rq der Höhe r aus. Der Rest hat dasselbe
Volumen wie die Halbkugel vom Radius r .
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Querschnitt

h

r

−r −h 0 h rr

−
√
r2 − h2

0 √
r2 − h2

−r

Die Fläche, die zu dem orange markierten Segment gehört,
beträgt in beiden Fällen π·pr2 − h2q.

3.4 Integrabilitätskriterien II: Der Satz von Tonelli

Der Satz von Tonelli liefert ein weiteres Integrierbarkeitskriterium für Funktio-

nen, die als lokal integrierbar bekannt sind.

3.4.1 Satz (Der Satz von Tonelli7). Es seien A ⊂ Rm+n eine σ-kompakte Teil-
menge, f : A −→ R eine lokal integrierbare Funktion und f : Rm+n −→ R die
Fortsetzung von f durch Null. Wenn eines der Integrale

∫ (∫ ∣∣f px , yq∣∣dµmpxq)dµnpyq
oder ∫ (∫ ∣∣f px , yq∣∣dµnpyq)dµmpxq
existiert, dann gilt

f ∈ L1pAq.
Beweis. Wegen des Majorantenkriteriums 3.2.9 reicht es zu zeigen, dass |f |
integrierbar ist. Es seien

• pAk qk∈N eine Ausschöpfung von A durch kompakte Mengen,

• fk := |f | · χAk
, k ∈ N.

Nach Voraussetzung ist fk integrierbar, k ∈ N, und die Folge pfk qk∈N konvergiert
punktweise monoton wachsend gegen |f |. Nach dem Satz von Beppo Levi
2.1.1 müssen wir zeigen, dass

(∫
fkdµm+npx , yq)

k∈N
nach oben beschränkt ist. Wir nehmen an, dass das erste Integral in der Vor-
aussetzung existiert. Mit dem Satz von Fubini 3.1.1 und der Monotonie des
Integrals schätzen wir

∫
fkdµm+npx , yq =

∫ (∫
fkpx , yqdµmpxq)dµnpyq

≤
∫ (∫ ∣∣f px , yq∣∣dµmpxq)dµnpyq

7Leonida Tonelli (1885 - 1946), italienischer Mathematiker.
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ab. Analog verfahren wir, wenn das zweite Integral existiert.

3.4.2 Beispiel. i) Es sei

f : R2 −→ Rpx , yq 7−→ exp
(
−|x | − |y|

)
.

Diese Funktion ist stetig und damit lokal integrierbar (Beispiel 3.2.8), und es gilt
f = |f |. Unter Verwendung von Beispiel 2.1.4, ii), berechnen wir

∫ (∫
exp

(
−|x | − |y|

)
dµ1pxq)dµ1pyq

=

∫ (∫ ∞

−∞

exp
(
−|x |

)
· exp

(
−|y|

)
dx

)
dµ1pyq

=

∫
exp

(
−|y|

)
·
(∫ ∞

−∞

exp
(
−|x |

)
dx

)
dµ1pyq

= 2 ·
∫

exp
(
−|y|

)
·
(∫ ∞

0

expp− xqdx)dµ1pyq
= 2 ·

∫
exp

(
−|y|

)
dµ1pyq

= 4 ·
∫ ∞

0

expp− yqdy = 4.

Es folgt, dass f integrierbar ist mit

∫
f px , yqdµ2px , yq = 4.

ii) (Dirichlet8) Es seien p > 0 und q > 0 reelle Zahlen. Wir betrachten

f : R2 −→ Rpx , yq 7−→
{

xp−1 · yq−1, falls x > 0, y > 0
0, sonst

.

Diese Funktion wollen wir über das zweidimensionale Simplex

∆
2 =

{ px , yq ∈ R2
∣∣ x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1

}

1

1

∆
2

integrieren. Die Funktion f ist außerhalb der Nullmenge

N =
{ px , yq ∈ R2

∣∣ px ≥ 0 ∧ y = 0q∨px = 0 ∧ y ≥ 0q}
stetig.

8Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), deutscher Mathematiker.
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Wenn p ≥ 1 und q ≥ 1, dann ist f auf ∆2 beschränkt und damit nach Satz
3.2.1 über ∆2 integrierbar.

In den anderen Fällen überprüfen wir die Integrierbarkeit mit dem Satz
von Tonelli für die offene Menge A = R>0 × R>0. Da f auf A stetig ist, ist f lokal
integrierbar. Wir verwenden die Beta-Funktion

B : R>0 × R>0 −→ Rpx , yq 7−→
∫ 1

0

tx−1·p1− tqy−1dt .

Der Nachweis der Existenz dieses Integrals bei gleichzeitiger Berechnung des-
selben verläuft folgendermaßen: Mit der Substitution

u =
t

1− t

gelangen wir zu der Formel

Bpx , yq = ∫ ∞

0

ux−1p1 + uqx+y du, x > 0, y > 0.

Wir benutzen abermals die Γ -Funktion ([18], Definition 5.6.12):

Γ pzq = ∫ ∞

0

sz−1 · expp− sqds, z > 0.

Mit der Substitution t = s/p, p ∈ R>0, finden wir

Γ pzq
pz

=

∫ ∞

0

t z−1 · expp− p · tqdt , z > 0.

Damit erhalten wir

1p1 + uqx+y =
1

Γ px + yq ·
∫ ∞

0

tx+y−1 · exp
(
−p1 + uq · t)dt

und weiter

Bpx , yq = 1

Γ px + yq ·
∫ ∞

0

ux−1 ·
(∫ ∞

0

tx+y−1 · exp
(
−p1 + uq · t)dt)du.

Bevor wir fortfahren, bemerkenwir, dass der Integrand auf R>0×R>0 stetig und
damit lokal integrierbar ist (Beispiel 3.2.8). Ferner nimmt er nur nichtnegative
Werte an. Wir tauschen zunächst die Reihenfolge der Integrale um, um mit
dem Satz von Tonelli die Integrierbarkeit nachzuweisen. Folgerung 3.1.3 im-
pliziert, dass wir damit den Wert von Bpx , yq berechnen. Man beachte dabei
noch, dass die auftretenden uneigentlichen Integrale, sofern sie existieren,
nach Beispiel 2.2.4 identisch mit den Lebesgue-Integralen sind.

Bpx , yq =
1

Γ px + yq · ∫ ∞

0

(
expp− tq · tx+y−1 ·

∫ ∞

0

ux−1 · expp− u · tqdu
︸ ︷︷ ︸

=
Γ pxq
tx

)
dt

=
Γ pxq

Γ px + yq · ∫ ∞

0

ty−1 · expp− tqdt
=

Γ pxq · Γ pyq
Γ px + yq , x > 0, y > 0.
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Nun gilt

∫ (∫
|f |dµ1pxq)dµ1pyq =

∫ 1

0

(∫ 1−y

0

xp−1 · yq−1dx

)
dy

=
1

p
·
∫ 1

0

yq−1·p1− yqpdy
=

1

p
· Bpq,p + 1q

=
1

p
· Γ pp + 1q · Γ pqq

Γ pp + q + 1q .

Wir haben bei dieser Rechnung Folgendes benutzt: Wegen p > 0 ist 0p = 0
definiert und deshalb

∫ 1−y

0

xp−1dx =
1

p
· xp

∣∣∣
1−y

0
=

1

p
·p1− yqp.

Mit Γ pp + 1q = p · Γ ppq finden wir
∫

∆2

xp−1 · yq−1dµ2px , yq = Γ ppq · Γ pqq
Γ pp + q + 1q .

Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahl-

axiom

In diesem Anhang definieren wir den Begriff der messbaren Menge und

listen seine Eigenschaften auf. Wir stellen Vitalis Beispiel einer nicht mess-

baren Menge vor und konstruieren damit eine Funktion f auf Rn, die nicht

integrierbar ist aber für die |f | integrierbar ist. Die Frage, ob es Mengen

gibt, die nicht messbar sind, hat viel Grundlagenforschung angeregt, z.B.

zur Rolle des Auswahlaxioms. Wir wollen in diesem Anhang auch einen kur-

zen Blick darauf werfen.

Messbare Mengen

3.A.1 Definition. a) Eine Teilmenge A ⊂ Rn heißt messbar, wenn A ∩ K für jede
kompakte Teilmenge endlich messbar ist.

b) Für eine messbare Teilmenge A ⊂ Rn ist ihr Lebesgue-Maß die Zahl9

µnpAq = lim
k→∞

Voln
(
A ∩ r−k , ks×n

)
∈ R.

3.A.2 Bemerkung. WennA endlichmessbar ist, dann istA∩K nach 3.3.2, ii) und
iii), für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Rn endlich messbar, so dass A nach De-
finition messbar ist. Weiter ist pχA∩r−k,ks×nqk∈N eine monoton wachsende Folge
integrierbarer Funktionen, die punktweise gegen χA konvergiert. Die zugehöri-
ge Folge der Integrale ist durch VolnpAq nach oben beschränkt. Der Satz von
Beppo Levi 2.1.1 impliziert

µnpAq = lim
k→∞

Voln
(
A ∩ r−k , ks×n

)
= VolnpAq.

Ebenso sieht man ein, dass eine messbare Menge, für die µnpAq < ∞ gilt,
endlich messbar ist.

9Man beachte, dass die Folge auf der rechten Seite nach 3.3.2, iv), monoton wachsend ist.
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3.A.3 Eigenschaften. i) Es seien A, B ⊂ Rn messbare Teilmengen. Dann gilt
Folgendes:

1. Für A ⊂ B ist die Ungleichung µnpAq ≤ µnpBq erfüllt.
2. Die Mengen A∪B, A∩B und A\B sind messbar, und ihre Maße genügen

der Gleichung

µnpAq + µnpBq = µnpA ∪ Bq + µnpA ∩ Bq.
ii) Eine Teilmenge N ⊂ Rn ist genau dann Nullmenge, wenn sie messbar ist

und µnpNq = 0 gilt.
iii) Es seien A, B ⊂ Rn Teilmengen. Die Menge A sei messbar, und A△ B sei

eine Nullmenge. Dann ist auch B messbar.

Beweis. Teil iii) folgt sofort aus 3.3.2, v). Ebenso folgen in i) Punkt 1. sowie die
Messbarkeit von A∪B, A∩B und A\B in 2. aus 3.3.2. Bei der angegebenen For-
mel beachte man, dass nach 1. µnpA∪Bq unendlich ist, wenn µnpAq oder µnpBq
es ist. In diesem Fall lautet die Formel ∞ = ∞ und ist korrekt. Falls µnpAq < ∞
und µnpBq <∞ gilt, dann sind nach Bemerkung 3.A.2 und 3.3.2 alle beteiligten
Mengen endlich messbar, und wir können wieder 3.3.2 anwenden.

Teil ii). Eine Nullmenge ist endlich messbar (Aufgabe A.5.1, b). Daher ist sie
nach Bemerkung 3.A.2 messbar mit µnpNq = VolnpNq = 0. Wenn umgekehrt
N messbar ist und µnpNq = 0 gilt, dann ist N ∩ r−k , ks×n endlich messbar mit
Volumen Null und somit eine Nullmenge, k ∈ N. Somit ist N eine abzählba-
re Vereinigung von Nullmengen und deshalb selbst eine Nullmenge (Lemma
1.5.2, ii).

3.A.4 Satz (Die σ-Additivität). Es sei pAk qk∈N eine Folge von messbaren Teil-
mengen des Rn. Dann ist auch die Menge

A :=

∞⋃

k=0

Ak

messbar, und ihr Maß erfüllt die Abschätzung

µnpAq ≤ ∞∑

k=0

µnpAk q. (3.1)

Weiter gilt:

• Falls Ak und Al für alle natürlichen Zahlen k � l disjunkt sind, ist die Glei-
chung

µnpAq = ∞∑

k=0

µnpAk q (3.2)

erfüllt

• Falls Ak ⊂ Ak+1 für alle k ∈ N, dann folgt

µnpAq = lim
k→∞

µnpAk q. (3.3)

Beweis. Wir definieren die Folge pBkqk∈N durch

Bk := A0 ∪ · · · ∪ Ak , k ∈ N.
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Nach 3.A.3, i), ist Bk messbar, k ∈ N. Ferner gilt
∞⋃

k=0

Bk =
∞⋃

k=0

Ak .

Für jede kompakte Teilmenge ist pχBk∩K qk∈N eine monoton wachsende Folge
von integrierbaren Funktionen, deren Integrale durch VolnpK q nach oben be-
schränkt sind. Nach dem Satz von Beppo Levi 2.1.1 ist χA∩K integrierbar mit

VolnpA ∩ K q = lim
k→∞

VolnpBk ∩ K q.
Damit ist gezeigt, dass A messbar ist.

Wir können jetzt Formel (3.3) begründen:10 Ist A sogar endlich messbar,
dann ergibt sich die Formel wieder aus dem Satz von Beppo Levi 2.1.1. Falls
µnpAq = ∞ gilt, dann existiert wegen

µnpAq = lim
l→∞

µnpA ∩ r−l, ls×nq
zu jeder reellen Zahl L > 0 ein l0 ∈ Nmit

µnpA ∩ r−l0, l0s×nq > L + 1.

Dann muss es auf Grund von

µnpA ∩ r−l0, l0s×nq = lim
k→∞

µnpAk ∩ r−l0, l0s×nq
auch ein k0 mit

µnpAk0q 3.A.3
≥ µnpAk0 ∩ r−l0, l0s×nq > L

geben. Es folgt, dass der Grenzwert auf der rechten Seite ebenfalls unendlich
ist. Damit haben wir auch gezeigt, dass

µnpAq = lim
k→∞

µnpBkq.
Da

Bk = A0 ∪ · · · ∪ Ak ,

folgt aus 3.A.3, i), 2, dass

µnpBk q ≤ µnpA0q + · · · + µnpAk q, k ∈ N. (3.4)

Daraus ergibt sich sofort die Ungleichung.
Für Gleichung (3.2) beachte man, dass unter der Voraussetzung, dass Ak

und Al für k � l disjunkt sind, in (3.4) wegen 3.A.3, i), 2, Gleichheit gilt, und
schließe wie zuvor.

Die Vitali-Menge

Wir betrachten die folgende Relation auf der Menge der reellen Zahlen:

∀x , y ∈ R : x ∼ y :⇐⇒ x − y ∈ Q.

Es ist leicht zu sehen, dass
”
∼“ eine Äquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen die

Menge der Äquivalenzklassen mit R/Q. Offensichtlich ist jede reelle Zahl zu

10Insbesondere wird Ak ⊂ Ak+1 vorausgesetzt, k ∈ N.
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einer Zahl im Intervall r0, 1s äquivalent. Wir wählen zu jeder Äquivalenzklasserxs ∈ R/Q einen Repräsentanten vrxs ∈ r0, 1s und setzen

V :=
{
vrxs ∣∣ rxs ∈ R/Q}.

Nach Konstruktion hat diese Menge die Eigenschaft:

∀x ∈ R∃!v ∈ V : x ∼ v .

3.A.5 Satz (Vitali11). Die Menge V ist nicht messbar.

Beweis. Es sei α : N −→ r−1, 1s ∩Q eine Abzählung. Wir definieren

Vk :=
{
v + αpkq ∣∣ v ∈ V

}
, k ∈ N.

Behauptung 1.
∀k , l ∈ N : k � l ⇒ Vk ∩ Vl = ∅.

Für v , v ′ ∈ V mit v + αpkq = v ′ + αplq folgt v − v ′ = αplq − αpkq � 0 aus
k � l. Offenbar gilt v ∼ v ′. Diese Beobachtungen vertragen sich nicht mit der
Definition von V .

√

Behauptung 2. r0, 1s ⊂ ∞⊔

k=0

Vk .

Für x ∈ r0, 1s gilt nach Definition x ∼ vrxs. Da x , vrxs ∈ r0, 1s, folgt v − vrxs ∈r−1, 1s ∩Q. Für die Zahl k ∈ Nmit αpkq = x − vrxs ergibt sich x ∈ Vk .
√

Wir nehmen an, dass V messbar ist. Aus der Konstruktion des Lebesgue-
Maßes folgt leicht, dass für eine messbare Teilmenge A ⊂ Rn und einen Vektor
x auch die Menge

A + x

messbar ist mit Maß
µnpA + xq = µnpAq.

Deshalb haben wir:

a) ∀k ∈ N : µ1pVk q = µ1pV q.
Nach Satz 3.A.4 gilt

b) µ1

(
∞⊔

k=0

Vk

)
=

∞∑

k=0

µ1pVk q = ∞∑

k=0

µ1pV q.
Aus den Definitionen und Behauptung 2 leiten wirr0, 1s ⊂ ∞⊔

k=0

Vk ⊂ r−1, 2s
ab und mit 3.A.3, i),

1 = µ1

(r0, 1s) ≤ µ1

(
∞⊔

k=0

Vk

)
≤ µ1

(r−1, 2s) = 3.

Da die Reihe in der Mitte nach b) nur die Werte 0 und ∞ annehmen kann,
sind wir zu einem Widerspruch gelangt.

11Giuseppe Vitali (1875 - 1932), italienischer Mathematiker.
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Eine nicht Lebesgue-integrierbare Funktion

3.A.6 Definition. Eine Funktion f : Rn −→ R heißt messbar, wenn

f−1
(pc,∞q)

für jede reelle Zahl c messbar ist.

3.A.7 Bemerkung. Für eine Funktion f : Rn −→ R sind folgende Bedingungen
äquivalent:

i) f ist messbar.

ii) Für jede reelle Zahl d ist f−1pp−∞,dsq messbar.

iii) Für jede reelle Zahl d ist f−1pp−∞,dqq messbar.

iv) Für jede reelle Zahl c ist f−1prc,∞qq messbar.

v) Für reelle Zahlen c < d ist f−1ppc,dqq messbar.

vi) Für reelle Zahlen c < d ist f−1prc,dsq messbar.

Die Äquivalenz von i) und ii) erhält man durch Bilden des Komplements (s.
3.A.3, i), 2). Ebenso folgt die Äquivalenz von iii) und iv). Für

”
ii)⇒iii)“ beachte

man Satz 3.A.4 und p−∞,dq = ∞⋃

k=1

(
−∞,d − 1

k

]
.

Teil v) folgt aus iii) und iv),12 Satz 3.A.4 undpc,dq = ∞⋃

k=1

(p−∞,dq ∩ [c +
1

k
,∞
))

.

Die Implikation
”
v)⇒vi)“ ergibt sich aus 3.A.3, i), 2, Satz 3.A.4 undR \ rc,ds = ∞⋃

k=1

((
−∞,c − 1

k

)
∪
(
d +

1

k
,∞
))

.

Für
”
vi)⇒i)“ benutzt man ebenfalls Satz 3.A.4 sowiepc,∞q = ∞⋃

k=1

[
c +

1

k
, k

]
.

3.A.8 Beispiel. i) Es sei M ⊂ Rn eine messbare Menge. Dann ist χM eine mess-
bare Funktion.

ii) Es seien c1, ...,cs nichtnegative reelle Zahlen und M1, ...,Ms messbare
Teilmengen des Rn. Dann ist die Funktion

f :=

s∑

k=1

ck · χMk

messbar. In der Tat gilt für c ∈ R
f−1
(pc,∞q)q = s⋃

i=1

⋃

1≤k1<···<ki≤s:
ck1

+···+cki
>c

pMk1 ∩ · · · ∩Mki q,
12Diese Bedingungen sind bereits als äquivalent nachgewiesen.
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falls c ≥ 0, und f−1ppc,∞qq = R, falls c < 0.
iii) Es seien f ,g : Rn −→ R Funktionen, so dass { x ∈ Rn | f pxq � gpxq } eine

Nullmenge ist. Wenn f messbar ist, dann ist auch g messbar. (Für jedes c ∈ R
unterscheiden sich f−1ppc,∞qq und g−1ppc,∞qq nur um eine Nullmenge, so
dass die Aussage aus Satz 1.5.9 folgt.)

iv) Da jeder beschränkte Quader (endlich) messbar ist, folgt aus ii) und iii),
dass jede Treppenfunktion messbar ist.

3.A.9 Satz. i) Es seien pϕk : Rn −→ Rqk∈N eine Folge von messbaren Funktionen
und f : Rn −→ R eine Funktion, so dass

∀x ∈ Rn : f pxq = lim
k→∞

ϕk pxq.
Dann ist f messbar.

ii) Eine Lebesgue-integrierbare Funktion f : Rn −→ R ist messbar.

Beweis. i) Wir beweisen zunächst folgende Aussage:

Behauptung. Es sei pgk : Rn −→ Rqk∈N eine Folge von messbaren Funktionen.
Dann sind auch die Funktionen

I := infpgk qk∈N und S := suppgkqk∈N
messbar.

Für c ∈ R gilt

S−1
(pc,∞q) = ∞⋃

k=0

g−1
k

(pc,∞q).
Für I benutzt man

I = −supp− gkqk∈K

und Bemerkung 3.A.7.
√

Da
f = inf

(
suppϕk qk≥l

)
l∈N,

folgt Teil i) sofort aus der Behauptung.
ii) Es gibt eine Folge pψk qk∈N von Treppenfunktion mit

lim
k→∞

‖f − ψk‖1 = 0.

Dem Beweis des Satzes von Riesz–Fischer 1.6.1 entnimmt man, dass es eine
Teilfolge pϕk qk∈N dieser Folge und eine Nullmenge N ⊂ Rn gibt, so dass

∀x ∈ Rn \ N : f pxq = lim
k→∞

ϕk pxq.
Wir definieren

ϕ′
k : Rn −→ R

x 7−→
{
ϕkpxq, falls x ∈ Rn \ N

0, falls x ∈ N
, k ∈ N,

und

f ′ : Rn −→ R
x 7−→

{
f pxq, falls x ∈ Rn \N

0, falls x ∈ N
.
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Nach Beispiel 3.A.8, iii) und iv), ist ϕ′
k messbar, k ∈ N. Weiter gilt

∀x ∈ Rn : f ′pxq = lim
k→∞

ϕ′
k pxq.

Nach Teil i) ist f ′ messbar, und Beispiel 3.A.8, iii), zeigt, dass auch f messbar
ist.

3.A.10 Satz. Es seien V die Vitali-Menge und

f : R −→ R
x 7−→





1, falls x ∈ V
−1, falls x ∈ r0, 1s \ V
0, falls x 6∈ r0, 1s .

Die Funktion |f | ist integrierbar, nicht aber die Funktion f .

Beweis. Da r0, 1s eine endlich messbare Menge ist und |f | = χr0,1s gilt, ist |f |
integrierbar. Nach Satz 3.A.9, ii), reicht es zu zeigen, dass f nicht messbar ist.
Dies folgt, weil

f−1
(p0,∞q) = V

gilt, und die Vitali-Menge V nach Satz 3.A.5 nicht messbar ist.

Das Auswahlaxiom

In [17], Abschnitt 1.2, haben wir die Axiome der Mengenlehre skizziert. Ein Axi-
om haben wir dabei bewusst ausgeklammert: Das Auswahlaxiom. Eine mögli-
che Formulierung lautet folgendermaßen:

3.A.11 Das Auswahlaxiom. Es seien I eine Indexmenge und pAiqi∈I eine durch
I indizierte Familie von Mengen. Dann existiert eine Abbildung

f : I −→
⋃

i∈I

Ai

mit
f piq ∈ Ai , i ∈ I.

Die Abbildung f wählt also aus jeder Menge Ai , i ∈ I, ein Element aus. In
dieser Formulierung ist das Auswahlaxiom gut verständlich, und wir haben im
Verlauf der Vorlesung schon oft stillschweigend solche Wahlen getroffen. Die
Gründe, weshalb wir bisher noch nicht auf das Auswahlaxiom eingegangen
sind, sind folgende: Zum einen ist das Auswahlaxiom äquivalent zu Aussagen,
die sich intuitiv weit weniger gut verstehen lassen. Zum anderen ist das Aus-
wahlaxiom nicht

”
unumstritten“. Es gibt Bereiche, in denen man ohne das

Auswahlaxiom oder mit schwächeren Versionen desselben bessere Sätze be-
weisen kann. Bei der Frage nach der Existenz nicht messbarer Mengen sehen
wir uns gezwungen, das Auswahlaxiom zu thematisieren. Die Konstruktion der
Vitali-Menge benutzt offenbar das Auswahlaxiom: In jeder Äquivalenzklasse
musste ein Repräsentant gewählt werden. Auf die Frage, ob man die Exis-
tenz nicht messbarer Mengen auch ohne das Auswahlaxiom beweisen kann,
werden wir am Ende dieses Kapitels eingehen. Zunächst wollen wir weitere
Aussagen vorstellen, die zum Auswahlaxiom äquivalent sind.

66



Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahlaxiom

3.A.12 Das Wohlordnungsprinzip. Auf jeder Menge A existiert eine Wohlord-
nung

”
≤“.

Der Begriff der Wohlordnung wurde in [17], Definition 1.3.23, eingeführt: Eine
Wohlordnung ist eine Anordnung, bei der jede nichtleere Teilmenge B ⊂ A
ein kleinstes Element enthält. In [17], Abschnitt 1.3, haben wir eine Wohlord-
nung auf den natürlichen Zahlen konstruiert. Die üblichen Anordnungen aufZ, Q bzw. R sind keine Wohlordnungen, da Z, Q bzw. R kein kleinstes Element
enthält. Das Wohlordnungsprinzip verlangt, dass wir auch die Menge der re-
ellen Zahlen wohlordnen können. Die Existenz einer solchen Wohlordnung
können wir intuitiv nicht begründen. Wir können auch keine solche Wohlord-
nung angeben, da die Existenz auf demAuswahlaxiom beruht (s. Satz 3.A.15).

3.A.13 Definition. a) Es sei A eine Menge. Eine Relation
”
≤“ heißt partielle

Ordnung, wenn sie transitiv und antisymmetrisch ist.

b) Es seien A eine Menge und
”
≤“ eine partielle Ordnung auf A. Eine Ket-

te13 ist eine Teilmenge B ⊂ A, so dass

∀x , y ∈ B : px ≤ yq∨py ≤ xq.
c) Es seien A eine Menge,

”
≤“ eine partielle Ordnung auf A und B ⊂ A eine

Teilmenge. Ein obere Schranke für B ist ein Element a ∈ A,14 so dass

∀x ∈ B : x ≤ a.

d) Es seien A eine Menge und
”
≤“ eine partielle Ordnung auf A. Ein ma-

ximales Element ist ein Element a ∈ A, zu dem es kein bzgl.
”
≤“ größeres

Element gibt:

∀x ∈ A : ¬pa < xq.
Man vergleiche Definition 1.3.13 in [17]. Bei einer partiellen Ordnung darf

es Elemente geben, die nicht miteinander vergleichbar sind. Ein Beispiel für
eine partielle Ordnung, die keine Anordnung ist, das wir in letzter Zeit des
Öfteren benutzt haben, ist die Relation

”
≤“ auf Funktionen von Rn nach R:

f ≤ g :⇐⇒ ∀x ∈ Rn : f pxq ≤ gpxq.
3.A.14 Axiom (Das Zornsche15Lemma). Es seien A eine Menge und

”
≤“ eine

partielle Ordnung auf A, so dass jede Kette in A eine obere Schranke hat.
Dann existiert in A mindestens ein maximales Element.

Diese Aussage klingt zunächst sehr technisch, und man hat zunächst keine
Meinung zu ihrer Gültigkeit. Mit dem Zornschen Lemma lässt sich zum Beispiel
leicht nachweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat (s. [6], Satz (10.1)).

3.A.15 Satz. Das Auswahlaxiom, das Wohlordnungsprinzip und das Zornsche
Lemma sind äquivalent.

13Die angegebene Bedingung besagt, dass
”
≤“ auf B eine Anordnung im üblichen Sinne indu-

ziert.
14a muss nicht in B liegen.
15Max August Zorn (1906 - 1993), US-amerikanischer Mathematiker. Zorn wurde in Krefeld gebo-

ren und emigrierte 1933 in die USA.
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Für die Beweise verweisen wir auf das Buch [6]. Man muss aufpassen, auf
der Grundlage welcher Axiome man diese Äquivalenz behauptet und be-
weist. Ein schöner Ausspruch zu diesem Thema stammt von Jerry Bona:16

The axiom of choice is obviously true, the well-ordering principle
obviously false, and who can tell about Zorn’s lemma?

3.A.16 Bemerkung. Der Satz, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, ist eben-
falls äquivalent zum Auswahlaxiom (Blass, s. [8], Theorem 4.44).

Mächtigkeiten

Unser nächstes Ziel ist die
”
Konstruktion“ einer Funktion f : R −→ R, deren

Graph nicht messbar ist. Dazu benötigen wir wieder das Auswahlaxiom und
eine gewisse Verschärfung des Wohlordnungsprinzips.

3.A.17 Definition. a) Zwei Mengen A und B sind gleichmächtig, wenn es eine
Bijektion

α : A −→ B

gibt.
Schreibweise. A ∼ B.

b) Die Menge A ist von geringerer oder gleicher Mächtigkeitwie die Men-
ge B, wenn eine Injektion

α : A −→ B

existiert.
Schreibweise. A � B.

c) Gilt für die Mengen A und B, dass A � B aber A 6∼ B, dann ist A von
geringerer Mächtigkeit als B.
Schreibweise. A ≺ B.

3.A.18 Satz. Es seien A und B zwei Mengen, so dass

A � B und B � A.

Dann gilt

A ∼ B.

Beweis. Es seien α1 : A −→ B und α2 : B −→ A injektive Abbildungen.Wir habenpα2 ◦ α1qpAq ⊂ α2pBq ⊂ A

und
A ∼pα2 ◦ α1qpAq, B ∼ α2pBq.

Wir beweisen daher:

Behauptung. Es seien C ⊂ B ⊂ A und C ∼ A. Dann folgt B ∼ A.

Sei dazu α : A −→ C eine Bijektion. Durch Rekursion definieren wir

A0 := A,

An+1 := αpAnq, n ∈ N,
B0 := B,

Bn+1 := αpBnq, n ∈ N.
16Jerry Lloyd Bona (geb. 1945), US-amerikanischer Mathematiker
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Damit erklären wir

β : A −→ B

x 7−→





αpxq, falls x ∈
∞⋃

k=0

pAn \ Bnq
x , sonst

.

(Man beachte, dass aus x 6∈ B folgt, dass x ∈ A0 \ B0. Die zweite Alternative in
der Definition von β betrifft also nur gewisse Elemente von B.) Seien

D :=

∞⋃

k=0

pAn \ Bnq,
x ∈ D und n ∈ N, so dass x ∈ An \ Bn. Da α injektiv ist, folgt

αpxq ∈ αpAnq \ αpBnq = An+1 \ Bn+1, d.h. αpxq ∈ D.

Damit bildet β die Menge D injektiv in sich selbst ab. Aus der Definition von β
folgt, dass β injektiv ist,

Wir müssen noch nachweisen, dass β surjektiv ist. Wir schreiben17

B =pA \Dq∪pB ∩ Dq.
Für y ∈ A \D gilt y = βpyq. Für y ∈ B∩D gibt es ein n ∈ Nmit y ∈ An \Bn. Wegen
B0 = B muss n ≥ 1 gelten. Da An = αpAn−1q, existiert ein x ∈ An−1 mit αpxq = y.
Aus y 6∈ Bn folgt x 6∈ Bn−1. Damit gilt x ∈ D.

Die Verschärfung des Wohlordnungsprinzips, die wir brauchen, ist folgen-
de:

3.A.19 Satz. Jede Menge A besitzt eine Wohlordnung
”
≤“, so dass für jedes

x ∈ A die Menge

Spxq := { y ∈ A
∣∣ y < x

}

von geringerer Mächtigkeit als A ist.

Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir weitere Hilfsmittel aus der Men-
genlehre. Bevor wir auf diese zu sprechen kommen, wollen wir die obige Be-
hauptung etwas motivieren. Dazu betrachten wir R und eine Wohlordnung

”
≤“ auf R. Es sei

B :=
{
x ∈ R ∣∣ Spxq ist überabzählbar}.

Wenn die Menge B nicht leer ist, dann besitzt sie ein kleinstes Element b0. Die
Menge Spb0q ist überabzählbar und für jedes x ∈ Spb0q ist Spxq wegen x < b0

abzählbar. Mit A := R, falls B = ∅, bzw. A := Spb0q, falls B � ∅, und der Ein-
schränkung von

”
≤“ auf A haben wir eine wohlgeordnete überabzählbare

Menge gefunden, für die Satz 3.A.19 richtig ist. Wenn wir die Kontinuumshy-
pothese ([17], 1.9.14) annehmen, dann gilt Spb0q ∼ R, und der Satz ist für R
bewiesen. Wir wollen den Satz jetzt im Allgemeinen und ohne die Kontinu-
umshypothese (aber natürlich mit dem Auswahlaxiom) ableiten.

17Wie bereits bemerkt gilt A \ D ⊂ B.
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Mengen und Klassen

Für diese Betrachtungen wäre es ein Ärgernis, wenn wir Mengenmit gewissen
Eigenschaften nicht zu gewissen neuen Objekten zusammenfassen könnten.
Um das zu tun, verwenden wir die

”
Mengen-Klassen-Lehre“. In dieser Fassung

der axiomatischenMengenlehre gibt es Mengen, Klassen und die Elementbe-
ziehung

”
∈“. Diese werden durch Axiome charakterisiert. Wichtig dabei sind:

Mengen sind spezielle Klassen, Klassen enthalten nur Mengen als Elemente.
Des Weiteren gelten Axiome, die den in [17], Abschnitt 1.2, vorgestellten glei-
chen. In der Mengen-Klassen-Lehre darf man alle Mengen, die eine gewisse
Eigenschaft E gemeinsam haben, zu einer Klasse zusammenfassen. So exis-
tiert zum Beispiel die Allklasse

V :=
{
x | x = x },

die alle Menge enthält. Die Allklasse kann selbst keine Menge sein, da man
sonst wieder zur Russellschen Antinomie gelangte ([17], 1.2.2). Man kann auch

∅ :=
{
x | x � x }

bilden. Allerdings ist dies zunächst nur eine Klasse, und man muss in einem
Axiom fordern, dass ∅ eine Menge ist. Viele der Begriffe und Konstruktionen,
die wir für Mengen kennen, lassen sich auf Klassen übertragen. Wir werden
dies jetzt ohne weiteren Kommentar tun und verweisen die Leser auf [6] für
genauere Informationen.

3.A.20 Beispiel. Die Relation
”
∼“ aus Definition 3.A.17, a), ist eine Äquivalenz-

relation auf der Allklasse V . Wir werden gleich ein Repräsentantensystem für
die Äquivalenzklassen angeben.

Ordinalzahlen

3.A.21 Definition. a) Eine Menge A ist transitiv, wenn gilt:18

∀x ∈ A : x ⊂ A.

b) Eine Ordinalzahl ist eine Menge A, die transitiv und durch die Element-
beziehung

”
∈“ wohlgeordnet ist.

Um ein Beispiel für eine Ordinalzahl zu erhalten, an dem wir unsere Intui-
tion schulen können, konstruieren wir ein Modell der natürlichen Zahlen: Wir
betrachten die Abbildung

F : V −→ V

x 7−→ x ∪ {x}.

Dabei ist V die Allklasse. Mit dem Dedekindschen Rekursionssatz ([17], Satz
1.3.8; [6], Satz (3.10)) können wir eine Abbildung

ϕ : N −→ V

mit
ϕp0q = ∅

und
ϕpn + 1q = F

(
ϕpnq) = ϕpnq ∪ {ϕpnq}, n ∈ N,

18Wir erinnern daran, dass Elemente von Mengen selber Mengen sind.
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konstruieren. Das Bild N ist eine Menge und ϕ : N −→ N ist eine Bijektion. Damit
identifizieren wir N und N. Es gilt nun

0 = ∅,

1 = {∅},
2 =

{
∅, {∅}

}
,

3 =
{
∅, {∅},

{
∅, {∅}

}}

... .

Ein leichter Induktionsbeweis zeigt, dass N transitiv ist. Ferner ist klar, dass n ∈
n + 1, n ∈ N. Damit überprüft man, dass

”
∈“ mit der Anordnung

”
<“ aus [17],

Definition 1.3.17, übereinstimmt. Die Menge N ist also eine Ordinalzahl. Ferner
sieht man, dass jede natürliche Zahl selbst eine Ordinalzahl ist. Wir bilden die
Klasse

On :=
{
A ∈ V

∣∣A ist Ordinalzahl
}
.

3.A.22 Lemma. Es seien A eine Ordinalzahl und x ∈ A. Dann ist x ebenfalls
eine Ordinalzahl.

Das Lemma besagt

∀A ∈ On : A =
{
B ∈ On

∣∣ B ∈ A
}
. (3.5)

Es folgt, dass
∀A ∈ V : A ∈ On ⇒ A ⊂ On.

Damit ist On eine transitive Klasse.

Beweis des Lemmas. Es seien A ∈ On und x ∈ A. Da A transitiv ist, gilt x ⊂ A.
Folglich ist x durch

”
∈“ wohlgeordnet. Es bleibt nachzuweisen, dass x transitiv

ist. Sei dazu y ∈ x . Wir müssen zeigen, dass y ⊂ x gilt. Für z ∈ y ist z ∈ x zu
zeigen. Da aber z ∈ y ∈ x ∈ A und

”
∈“ eine Anordnung auf A ist, folgt diese

Eigenschaft sofort.

Auf On definieren wir die Relation
”
≤“ vermöge:

• ∀A,B ∈ On : A < B :⇐⇒ A ∈ B.

• ∀A,B ∈ On : A ≤ B :⇐⇒ pA < Bq∨pA = Bq.
3.A.23 Bemerkung. Es gilt folgende Äquivalenz:

∀A,B ∈ On : A ≤ B ⇐⇒ A ⊂ B.

”
⇒“: Wenn A = B gilt, dann auch A ⊂ B. Andernfalls haben wir A ∈ B und

wegen der Transitivität von B auch A ⊂ B.

”
⇐“: Wenn A ⊂ B und A � B gilt, dann sei x das kleinste Element von B \ A.

Es gilt dann

A =
{
y ∈ B

∣∣ y < x
}
= x ,

so dass A ∈ B. Dabei folgt die letzte Gleichheit aus (3.5).

3.A.24 Satz. Die Relation
”
<“ hat folgende Eigenschaften:

• ∀A,B,C ∈ On : pA ≤ Bq∧pB ≤ Cq ⇒ A ≤ C.

71



Kapitel 3 Der Satz von Fubini

• ∀A,B ∈ On : pA ≤ Bq∧pB ≤ Aq ⇒ A = B.

• ∀A,B ∈ On : pA ≤ Bq∨pB ≤ Aq.
• Jede Teilklasse A ⊂ On besitzt ein kleinstes Element.

• Für jede Ordinalzahl B ist

SpBq := {A ∈ On
∣∣A < B

}
= B.

eine Menge.

Beweis. S. [6], Lemma (7.4).

3.A.25 Folgerung. Die Klasse On ist keine Menge.

Beweis. WäreOn eineMenge, so wäre sie transitiv und würde durch
”
∈“ wohl-

geordnet. Es folgte, dass On eine Ordinalzahl ist und daher On ∈ On. Das wird
aber durch das Fundierungsaxiom ([6], (M5), S. 9) verboten.

Die oben eingeführte Abbildung

F : V −→ V

x 7−→ x ∪ {x}.

bildet On in sich selbst ab:

3.A.26 Satz. Für jede Ordinalzahl A ist auch

FpAq = A ∪ {A}

eine Ordinalzahl.

Beweis. S. [6], Lemma (7.7).

Eine Ordinalzahl B ist eine Nachfolgeordinalzahl, wenn es eine Ordinalzahl
A gibt, so dass

B = FpAq = A ∪ {A}.
Nicht jede Ordinalzahl ist eine Nachfolgeordinalzahl, z.B. ist N keine. Die Ordi-
nalzahlen, die keine Nachfolgeordinalzahlen sind, sind sogenannte Limesor-
dinalzahlen. Ihre Charakterisierung wird in [6], S. 51, gegeben.

Die Klasse der Ordinalzahlen ähnelt somit in mancher Hinsicht den natürli-
chen Zahlen. (Die Existenz von Limesordinalzahlen ist allerdings ein klares Un-
terscheidungsmerkmal.) Die wichtigen Techniken der vollständigen Induktion
bzw. Dedekindschen Rekursion werden zur transfiniten Induktion bzw. Rekur-
sion verallgemeinert ([6], Satz (7.9) und (7.10)).

Die transfinite Induktion funktioniert folgendermaßen: Es sei A eine Aussa-
ge, die sich auf Ordinalzahlen bezieht. Es gelte:

• A ist für ∅ richtig.

• Sei B eine Ordinalzahl, so dass A für alle Ordinalzahlen C ∈ B gilt, dann
gilt A auch für B.

Dann ist A für alle Ordinalzahlen erfüllt.
Bei der transfiniten Rekursion definiert man eine Funktion F : On −→ V , in-

dem man

• Fp∅q festlegt,
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• für B ∈ On den Wert FpBq aus den Werten FpCq, C ∈ B , berechnet.

Die transfinite Rekursion kommt zum Beispiel bei der Herleitung des Wohl-
ordnungsprinzips aus dem Auswahlaxiom zum Einsatz: Man stellt eine Bijekti-
on zwischen einer gegebenen Menge A und einer Ordinalzahl her ([6], Satz
(9.1)). Ferner zeigt man mit diesem Verfahren:

3.A.27 Satz. Es seien A eine Menge und
”
≤“ eine Wohlordnung auf A. Dann

gibt es genau eine Ordinalzahl B und genau eine Bijektion α : A −→ B, für die
gilt:

∀x , y ∈ A : x < y ⇐⇒ αpxq ∈ αpyq.
Beweis. S. [6], Lemma (6.3).

Wir geben noch eine interessante Anwendung der Ordinalzahlen auf die
Relation

”
�“ aus dem Studium der Mächtigkeiten:

3.A.28 Satz. Für zwei Mengen A und B gilt:pA � Bq∨pB � Aq.
Beweis. Man wähle Ordinalzahlen C und D und Bijektionen α : A −→ C und
β : B −→ D. Dann gilt C = D, C ∈ D oder D ∈ C und damit C ⊂ D oder D ⊂ C.
Dies entspricht A � B oder B � A.

Beweis von Satz 3.A.19. Es sei M das kleinste Element der Klasse
{
B ∈ On

∣∣A ∼ B
}
.

Man wähle eine Bijektion α : A −→ M. Die Wohlordnung von M induziert über
α eine Wohlordnung von A. Für x ∈ A ist Spαpxqq ∈ M eine Ordinalzahl mit
Spαpxqq < M. Wegen Spαpxqq � M gilt Spαpxqq ≺ M nach Definition von M.
Nach Definition gilt ebenfalls Spαpxqq = αpSpxqq, so dass Spxq ∼ Spαpxqq.
Der Satz von Cantor–Bendixson

3.A.29 Satz. Es sei M ⊂ R eine überabzählbare abgeschlossene Teilmenge.
Dann gilt M ∼ R.
3.A.30 Bemerkung. Die Kontinuumshypothese ([17], 1.9.14) ist für abgeschlos-
sene Teilmengen von R also ein Satz.

3.A.31 Definition. a) Es sei M ⊂ R eine Teilmenge. Ein isolierter Punkt von M ist
ein Punkt x ∈ M, zu dem es eine offene Teilmenge U ⊂ Rmit

U ∩M = {x}

gibt.
b) Eine TeilmengeM ⊂ R ist perfekt, wenn sie abgeschlossen und nichtleer

ist und keine isolierten Punkte enthält.

3.A.32 Satz. i) Eine Teilmenge M ⊂ R hat nur abzählbar viele isolierte Punkte.

ii) Für jede perfekte MengeM ⊂ R gibt es eine injektive Abbildung α : R −→
M. Insbesondere gilt

M ∼ R.
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Beweis. i) Wenn x ∈ M ein isolierter Punkt ist, dann gibt es ein ε > 0, so dasspx − ε, x + εq ∩ M = {x}. Weiter gibt es ein y in px − ε/2, x + ε/2q ∩ Q. Es giltpy − ε/2, y + ε/2q ⊂px − ε, x + εq und
(
y − ε

2
, y +

ε

2

)
∩M = {x}.

Es gibt damit eine Surjektion der abzählbaren Menge

{ py − a, y + aq ⊂ R ∣∣ y ∈ Q, a ∈ Q>0, #
(py − a, y + aq ∩M

)
= 1

}

auf die Menge der isolierten Punkte von M. Also ist M abzählbar ([17], Defini-
tion 1.9.1).

ii) Da M ⊂ R, gilt M � R. Nach Satz 3.A.18 ist noch R � M zu zeigen. Wir
definieren

I :=
{
I ⊂ R ∣∣ I ∩M � ∅ und I ist offenes Intervall

}
.

Weiter fixieren wir Auswahlabbildungen

ξ1 : I −→ M

und

ξ2 : I −→ M,

die einem Intervall I aus I ein Element ξ1pIq ∈ I ∩ M bzw. ein Element ξ2 ∈pI ∩Mq \ {ξ1pIq} zuordnen. (Dabei beachte man, dass pI ∩Mq \ {ξ1pIq} nicht leer
ist, weil M perfekt ist.)

Wir definieren nun rekursiv eine Folge pIk qk≥2 von Intervallen in I:

• I1 := R.
• Für k ≥ 2 schreibe man k = 2 ·m + εmit ε ∈ { 0, 1 }.

– Falls ε = 0 wähle man ein δ > 0, das kleiner als 1/2k ist und für das

(
ξ1pImq− δ, ξ1pImq + δ) ⊂ Im

und [
ξ1pImq− δ, ξ1pImq + δ] ∩ [ξ2pImq− δ, ξ2pImq + δ] = ∅

gilt, und definiere

Ik :=
(
ξ1pImq− δ, ξ1pImq + δ).

– Falls ε = 1 wähle man ein δ > 0, das kleiner als 1/2k ist und für das

(
ξ2pImq− δ, ξ2pImq + δ) ⊂ Im

und

Ik−1 ∩
[
ξ2pImq− δ, ξ2pImq + δ] = ∅

gilt, und definiere

Ik :=
(
ξ2pImq− δ, ξ2pImq + δ).

Schematisch ergibt sich folgendes Bild der Intervalle:
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I2 I3

I4 I5 I6 I7

I8 I9 I10 I11 I12 I13 I14 I15

I16I17 I18 I19I20 I21 I22 I23 I24 I25 I26 I27 I28 I29 I30 I31...
Jetzt definieren wir eine injektive Abbildung α : r0, 1q −→ M. Da r0, 1q ∼ R
([17], Satz 1.9.12 und Beweis von Folgerung 1.9.13) folgt aus der Existenz dieser
Injektion die gewünschte Ungleichung R � M. Wir benutzen, dass wir jede
reelle Zahl x ∈ r0, 1q in eindeutiger Weise als Dualbruch

0, s0s1s2 · · · , sj ∈ { 0, 1 }, j ∈ N,
ohne Einserperiode schreiben können. Durch Rekursion definieren wir die Aus-
wahlfolge pkjqj∈N:

• k0 = 2 + s0,

• kj+1 := 2 · kj + sj+1, j ∈ N.
Dies liefert die Folge pxjqj∈N mit

xj := ξ1pIkj q, j ∈ N.
0, 0110 · · ·
b
x0

I2

0, 1011 · · ·

I3

b
x0

I4 I5

b
x1

I6

b
x1

I7

I8 I9 I10 I11

b
x2

I12 I13

b
x2

I14 I15

I16I17 I18 I19I20 I21 I22

b
x3

I23 I24 I25 I26 I27

b
x3

I28 I29 I30 I31...
Nach Konstruktion der Intervalle Ik , k ∈ N, ist dies eine Cauchy-Folge von Ele-
menten inM. Sei αpxq ihr Grenzwert. DaM als perfekte Menge abgeschlossen
ist, liegt αpxq in M. Die Injektivität der Zuordnung x 7−→ αpxq folgt ebenfalls
leicht aus der Definition der Ik , k ∈ N.

Die Komplikationen im Beweis von Satz 3.A.29 werden durch die isolierten
Punkte verursacht. Für eine abgeschlossene Menge M seien IpMq die Menge
ihrer isolierten Punkte und

M′ := M \ IpMq.
Dies ist immer noch eine abgeschlossene Teilmenge und nichtleer, falls M
überabzählbar war. Allerdings kann M′, wie im folgenden Beispiel illustriert,
wieder isolierte Punkte enthalten. Man kann nun

• Mp0q := M,
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• Mpk+1q :=pMk q′, k ∈ N,
setzen und hoffen, dass irgendwann Mpkq = Mpk+1q gilt und somit Mpkq eine
nichtleere perfekte Teilmenge von M ist. Dann folgte Satz 3.A.29 aus Satz
3.A.32, ii). Diese Strategie funktioniert leider nur, wenn man MpAq mittels trans-
finiter Rekursion für alle Ordinalzahlen A definiert (s. [2], Abschnitt 11, [6], Satz
(13.5)).

3.A.33 Beispiel. Es sei

M := {0} ∪
{

1

k + 1

∣∣ k ∈ N} .

Nach [18], Beispiel 2.2.3, ist M kompakt. Alle Punkte außer 0 sind isoliert. Die
MengeM′ besteht aus einem isolierten Punkt. An jeden isolierten Punkt vonM
können wir eine Folge

”
anheften“, die gegen diesen Punkt konvergiert, und

somit eine Menge N mit N′ = M konstruieren.

3.A.34 Definition. Es seien M ⊂ R eine Teilmenge. Ein Punkt x ∈ M heißt Kon-
densationspunkt, wenn

M∩px − ε, x + εq
für jedes ε > 0 überabzählbar ist. Die Menge der Kondensationspunkte vonM
wird mit

KondpMq
bezeichnet.

3.A.35 Beispiele. i) Für M =p0, 1q ⊂ R gilt

KondpMq = r0, 1s.
ii) Für eine abgeschlossene Teilmenge M ⊂ R gilt KondpMq ⊂ M: Für jeden

Punkt x 6∈ M gibt es ein ε > 0 mit px−ε, x +εq∩M = ∅, weil R\M offen ist. Daher
kann x kein Kondensationspunkt sein.

3.A.36 Satz. i) Für jede Teilmenge M ⊂ Rm gilt:

• M \ KondpMq ist abzählbar.
• Wenn M überabzählbar ist, ist KondpMq eine perfekte Menge.

ii) Für eine perfekte Menge M ⊂ R gilt

M = KondpMq.
Beweis. i) Es sei

I :=
{ py,aq ∣∣ y ∈ Q, a ∈ Q>0 : py − a, y + aq ∩M ist abzählbar

}
.

Dies ist eine abzählbare Menge, für die

M \ KondpMq = ⋃py ,aq∈I

py − a, y + aq ∩M

gilt. Da py − a, y + aq ∩ M für alle py,aq ∈ I abzählbar ist, ist M \ KondpMq ei-
ne abzählbare Vereinigung von abzählbaren Mengen und damit abzählbar
([17], Folgerung 1.9.9).

Es gilt
M ⊂

(
M \ KondpMq) ∪ KondpMq. (3.6)
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Da M \ KondpMq abzählbar ist und M überabzählbar, muss KondpMq überab-
zählbar sein und damit nicht leer. Um zu zeigen, dass KondpMq abgeschlossen
ist, verwenden wir [18], Satz 2.4.1. Es seien pakqk∈N eine konvergente Folge mit
ak ∈ KondpMq, k ∈ N, und x := limk→∞ ak . Für ε > 0 enthält px − ε, x + εq einen
Punkt ak0 . Da ak0 ein Kondensationspunkt ist, gibt es überabzählbar viele Ele-
mente vonM in px−ε, x+εq. Daher ist auch x ein Kondensationspunkt. Schließ-
lich müssen wir noch zeigen, dass KondpMq keine isolierten Punkte enthält. Für
x ∈ KondpMq und ε > 0 enthält px − ε, x + εq überabzählbar viele Elemente
von M. Die Inklusion (3.6) und die Tatsache, dass M \ KondpMq abzählbar ist,
implizieren, dass überabzählbar viele dieser Punkte zu KondpMq gehören. Also
ist x nicht isoliert.

ii) Nach Beispiel 3.A.35, ii), gilt KondpMq ⊂ M. Es sei x ∈ M \ KondpMq. Da
KondpMq abgeschlossen ist, existiert ein ε > 0 mit px − ε, x + εq ∩ KondpMq = ∅.
Die Menge

N :=
[
x − ε

2
, x +

ε

2

]
∩M

ist nichtleer, abgeschlossen und abzählbar. Wegen Satz 3.A.32, ii), muss sie
einen isolierten Punkt enthalten. Diejenigen der beiden Randpunkte, die iso-
liert in N liegen, können wir entfernen und erhalten eine Menge N′, die immer
noch nichtleer, abgeschlossen und abzählbar ist. Damit erkennen wir, dass
auch die Menge

Ñ :=
(
x − ε

2
, x +

ε

2

)
∩M

einen isolierten Punkt enthalten muss. Sei x ′ ein solcher. Dann gibt es ein δ > 0
mit (

x ′ − δ, x ′ + δ
)
∩ Ñ = {x ′} und

(
x ′ − δ, x ′ + δ

)
⊂
(
x − ε

2
, x +

ε

2

)
.

Es folgt (
x ′ − δ, x ′ + δ

)
∩M = {x ′}.

Damit ist x ′ ein isolierter Punkt von M, im Widerspruch zur vorausgesetzten
Perfektion von M.

3.A.37 Satz (Die Cantor–Bendixson19-Zerlegung). Es seien M ⊂ R eine überab-
zählbare abgeschlossene Menge. Dann existieren genau eine abzählbare
Menge I und genau eine perfekte Menge P, so dass

M = I ∪ P und I ∩ P = ∅.

Beweis. Für eine abgeschlossene Teilmenge M gilt KondpMq ⊂ M. Die Existenz
der Zerlegung folgt deshalb aus Satz 3.A.36, i). Für die Eindeutigkeit seien I, I′

abzählbare und P, P ′ perfekte Mengen, so dass

I ∪ P = I′ ∪ P ′ und I ∩ P = ∅ = I′ ∩ P ′.

Sei z.B. x ∈ P ′\P. Da P abgeschlossen ist, gibt es ein ε > 0 mit px−ε, x+εq∩P = ∅.
Also gilt px − ε, x + εq ∩ P ′ ⊂ I. Da x nach Satz 3.A.36, ii), Kondensationspunkt
von P ′ ist, ist px − ε, x + εq ∩ P ′ überabzählbar. Die Existenz von x steht somit im
Widerspruch zur Abzählbarkeit von I.

19Ivar Otto Bendixson (1861 - 1935), schwedischer Mathematiker.
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Eine Funktion mit nicht messbarem Graphen

Wir konstruieren in diesem Abschnitt eine Funktion f : R −→ R, deren Graph Γf

nicht messbar ist. Die ersten Beispiele dieser Art stammen von Sierpiński20 [20].
Wir benutzen dabei eine Konstruktion aus der Arbeit [3].

3.A.38 Satz. Es gibt eine nicht messbare Teilmenge A ⊂ R2, so dass

∀x ∈ R : #Ax ≤ 1, Ax :=
{
y ∈ R ∣∣ px , yq ∈ A

}
.

3.A.39 Hilfssatz. Wenn A ⊂ Rn eine Nullmenge ist, dann existiert eine kompak-
te Teilmenge K ⊂ Rn mit

K ∩ A = ∅ und µnpK q > 0.

Beweis. Es gibt eine offene Menge U ⊂ Rn mit A ⊂ U und µnpUq < 1/2 (Satz
1.5.4). Das Komplement Z := Rn \ U ist abgeschlossen und messbar (3.A.3, i),
2) mit

µnpZ q = ∞.

Es gibt also ein k > 0 mit

µn

(
Z ∩ r−k , ks×n

)
> 0.

Die Menge K := Z ∩ r−k , ks×n ist kompakt und disjunkt von A.

3.A.40 Hilfssatz. Für die Menge

P :=
{
K ⊂ Rn

∣∣K ist kompakt und µnpK q > 0
}

gilt
P � R.

Beweis. Da
P ⊂ A :=

{
Z ⊂ Rn

∣∣ Z ist abgeschlossen
}
,

genügt es, A � R nachzuweisen. Es sei

O :=
{
U ⊂ Rn

∣∣ Z ist offen
}
.

Die Abbildung

O −→ A
U 7−→ Rn \ U

ist bijektiv. Es reicht also zu beweisen, dass O � R. Die MengeQn ×Q>0

ist abzählbar unendlich. Damit gilt ([17], Satz 1.9.12 und Beweis von Folgerung
1.9.13)

PpQn ×Q>0q ∼ R.
Die Abbildung

α : O 7−→ PpQn ×Q>0q
U 7−→

{ px ,aq ∈ Qn ×Q>0

∣∣Bpx ,aq ⊂ U
}

20Wacław Franciszek Sierpiński (1882 - 1969), polnischer Mathematiker.
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ist injektiv, weil

U =
⋃px ,aq∈αpUqBpx ,aq.

Dies beendet unsere Argumentation.

3.A.41 Bemerkung. Da Rn ⊂ A vermöge x 7−→ {x}, gilt insbesondere Rn ∼ R.
3.A.42 Hilfssatz. Es seien n = 2 und P wie in Hilfssatz 3.A.40. Für K ∈ P gilt

CK :=
{
x ∈ R ∣∣Kx =

{
y ∈ R | px , yq ∈ K

} � ∅

}
∼ R.

Beweis. Die Menge CK ist das Bild der kompakten Menge K unter der Pro-
jektion π1 : R2 −→ R, px , yq 7−→ x . Damit ist CK kompakt ([18], Satz 3.4.1) und
insbesondere abgeschlossen. Nach Satz 3.A.29 genügt es zu beweisen, dass
CK überabzählbar ist. WäreCK abzählbar, dann wäreCK ×R eine Nullmenge.
Das widerspräche der Tatsache K ⊂ CK × R.
Beweis von Satz 3.A.38. Es sei

”
≤“ eine Wohlordnung von P wie in Satz 3.A.19.

Die Menge A wird von der Gestalt

A =
{
aK =pxK , yK q ∈ K

∣∣K ∈ P
}

sein und durch eine Art transfinite Rekursion definiert: Es sei L0 das kleinste
Element von P, und man wähle xL0 ∈ CL0 . Für L ∈ P sei aK für

K ∈ SpLq := {H ∈ P
∣∣H < L

}

konstruiert. Da SpLq ≺ R ∼ CL, können wir

xL ∈ CL \
{
xK
∣∣K ∈ SpLq}

und yL ∈ Rmit pxL, yLq ∈ L

wählen. Nach Konstruktion gilt #Ax ≤ 1 für alle x ∈ R und A ∩ K � ∅ für alle
K ∈ P. Nach Hilfssatz 3.A.39 kann A keine Nullmenge sein. Auf der anderen
Seite müsste A nach dem Satz von Fubini 3.1.1 eine Nullmenge sein, wenn A
messbar wäre (vgl. Aufgabe A.5.3, ii).

3.A.43 Satz. Es gibt eine Funktion f : R −→ R, deren Graph nicht messbar ist.

Beweis. Es seien A wie in Satz 3.A.38 und B := π1pAq, π1 : R2 −→ R, px , yq 7−→ x .
Wir definieren

f : R −→ R
x 7−→

{
y, falls x ∈ B (Dabei sei y der Punkt mit px , yq ∈ A)
0, falls x 6∈ B

.

Es gilt

Γf = A∪pR \ Bq× {0}.

Da pR \ Bq× {0} nach Aufgabe A.3.3 und Lemma 1.5.2, i), eine Nullmenge ist,
ist Γ nicht messbar (3.A.3, iii).
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Was passiert ohne Auswahlaxiom?

Alle Konstruktionen nicht messbarer Mengen, die wir hier vorgeführt haben,
benutzen in wesentlicher Form das Auswahlaxiom. Es stellt sich die Frage, ob
sich die Existenz nicht messbarer Mengen auch ohne Auswahlaxiom bewei-
sen lässt.

Die Axiome der Mengenlehre mit Auswahlaxiom werden mit ZFC abge-
kürzt, das Auswahlaxiom mit AC und die Axiome der Mengenlehre ohne Aus-
wahlaxiom mit ZF, so dass ZFC=ZF+AC. Die Aussage, dass ein gewisses Axio-
mensystem A konsistent, d.h. widerspruchsfrei, ist, bezeichnen wir mit Kons(A).
Das Auswahlaxiom ist unabhängig von ZF, d.h. gilt Kons(ZF), dann gelten auch
Kons(ZFC) ([9], Abschnitt 3.4; [13], Corollary 2.14) und Kons(ZF+¬AC) ([9], Ka-
pitel 5; [13], Exercise (E4), S. 245). Die Aussage Kons(ZF) lässt sich aus prinzipiel-
len Überlegungen nicht beweisen (Gödels zweiter Unvollständigkeitssatz, [15],
Satz 2.2).

Wir listen weitere Axiome auf:

DC Axiom der abhängigen Wahlen (“Dependent Choice”): Eine
schwächere Form des Auswahlaxioms ([9], Abschnitt 2.4.7).

WI Axiom der Existenz einer schwach unerreichbaren (“weakly in-
accessible”) Kardinalzahl: Es soll eine

”
große Kardinalzahl“ exis-

tieren, die sich nicht durch Standardkonstruktionenwie Potenz-
mengenbildung aus kleineren Kardinalzahlen herstellen lässt
([13], Definition 10.39 (1)).

AD Axiom der Bestimmtheit (“Determinacy”); Ein Axiom, das dem
Auswahlaxiom widerspricht, aber mit DC verträglich ist ([8],
Definition 7.12; [9], Abschnitt 12.3).

LM Jede Teilmenge von R ist Lebesgue-messbar.

3.A.44 Satz (Solovay21und Shelah22).

Kons(ZFC+WI) ⇐⇒ Kons(ZF+DC+LM).

Beweis.
”
⇒“: [21]; [10], Theorem 11.1;

”
⇐“: [19].

Was bedeutet das für unser Problem? Wenn das Axiomensystem, das aus
ZFC und dem Kardinalzahlaxiombesteht, konsistent ist, dann ist das Axiomen-
system, das aus ZF, dem abgeschwächten Auswahlaxiom DC und der An-
nahme, dass jede Teilmenge von Rmessbar ist, ebenfalls konsistent, und es ist
nicht möglich, die Existenz einer nicht Lebesgue-messbaren Menge ohne das
Auswahlaxiom zu beweisen. Eine nicht Lebesgue-messbare Menge lässt sich
nicht auf einfache Weise angeben. Das abgeschwächte Auswahlaxiom DC
wird benötigt, um die grundlegenden Eigenschaften des Lebesgue-Maßes
(3.A.3 und Satz 3.A.4) zu gewährleisten.

Man beachte, dass wir auf Kons(ZFC+WI) angewiesen sind. Leider lässt sich
die Aussage ([10], §1)

Kons(ZFC) ⇒ Kons(ZFC+WI).

aus allgemeinen Gründen nicht beweisen. (Interessanterweise wäre es theo-
retisch möglich ¬Kons(ZFC+WI) zu beweisen, wenn WI wirklich ZFC widersprä-
che. Außerdem impliziert Kons(ZF+¬WI) auch Kons(ZF+DC+¬LM)23. Falls das

22Robert Martin Solovay (geb. 1938), US-amerikanischer Mathematiker.
22Saharon Shelah (geb. 1945), israelischer Mathematiker.
23Dies folgt aus der Arbeit von Shelah [19]
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KardinalzahlaxiomWI also ZF widerspräche— wovon allerdings niemand aus-
zugehen scheint —, dann ließe sich die Existenz nicht Lebesgue-messbarer
Mengen bereits mit dem schwächeren Auswahlaxiom DC nachweisen.

3.A.45 Satz (Mycielski24–Świerczkowski). Unter der Annahme Kons(ZF+AD) gilt
LM.

Beweis. [14]; [8], Theorem 7.13; [9], Theorem 12.16.

Neben den erwähnten Büchern kann man auch [2] und [22], Kapitel 13,
für eine etwas elementarere Diskussion einiger der geschliderten Sachverhal-
te konsultieren.

24Jan Mycielski (geb. 1932), polnischer Mathematiker
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Kapitel 4

Die Transformationsformel

4.1 Formulierung der Transformationsformel

In der Analysis I ([17], Satz 5.4.1) wurde die Substitutionsregel bewiesen:

Es seien I, I′ ⊂ R offene Intervalle, f : I −→ R eine stetige Funkti-

on und ϕ : I′ −→ R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass

ϕpI′q ⊂ I. Dann gilt für a,b ∈ I′:

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f pyqdy =

∫ b

a

f
(

ϕpxq) · ϕ′pxqdx .
Der Beweis ist eine Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und In-

tegralrechnung ([17], Satz 5.3.1) und der Kettenregel ([17], Satz 4.2.4). Die

folgende Transformationsformel verallgemeinert in gewisser Weise die Sub-

stitutionsregel. Da wir in höheren Dimensionen keine Stammfunktionen und

keinen Hauptsatz haben,1 unterscheiden sich die Formulierung und der

Beweis von der eindimensionalen Situation.

4.1.1 Satz (Die Transformationsformel). Es seien U,V ⊂ Rn offene Teilmengen,
ϕ : U −→ V ein Diffeomorphismus vom Typ C1 und

Jϕ : U −→ Matpn,Rq
x 7−→ Jϕpxq.

i) Eine Funktion f : V −→ R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktionpf ◦ ϕq · ∣∣DetpJϕq∣∣ : U −→ R
integrierbar ist.

ii) Falls f : V −→ R integrierbar ist, gilt

∫

V

f pyqdµnpyq = ∫
U

pf ◦ ϕqpxq · ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣dµnpxq.
4.1.2 Bemerkung. Für n = 1 betrachtenwir den Fall, dass f : I′ −→ R eine stetige
Funktion ist und ϕ : I −→ I′ ein Diffeomorphismus vom TypC1, also insbesondere
stetig differenzierbar mit ϕ′pxq � 0, x ∈ I. Da die Ableitung ϕ′ stetig ist und
nirgends verschwindet, gilt

1Genauer gesagt wird dieser als Satz von Stokes in Kapitel 5 auftauchen. Er hilft aber dennoch
nicht beim Beweis der Transformationsformel.
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entweder (a) ∀x ∈ I′ : ϕ′pxq > 0
oder (b) ∀x ∈ I′ : ϕ′pxq < 0.

In Situation (a) gilt ϕpaq < ϕpbq für a < b aus dem Intervall I′ und

∫rϕpaq,ϕpbqs f pyqdµ1pyq =

∫ ϕpbq
ϕpaq f pyqdy

=

∫ b

a

f
(
ϕpxq) · ϕ′pxqdx

=

∫ b

a

f
(
ϕpxq) · ∣∣ϕ′pxq∣∣dx

=

∫ra,bs f (ϕpxq) · ∣∣ϕ′pxq∣∣dµ1pxq.
Im Fall (b) folgt für a < b aus I′, dass ϕpaq > ϕpbq und

∫rϕpbq,ϕpaqs f pyqdµ1pyq =

∫ ϕpaq
ϕpbq f pyqdy

= −
∫ ϕpbq
ϕpaq f pyqdy

= −
∫ b

a

f
(
ϕpxq) · ϕ′pxqdx

=

∫ b

a

f
(
ϕpxq) · ∣∣ϕ′pxq∣∣dx

=

∫ra,bs f (ϕpxq) · ∣∣ϕ′pxq∣∣dµ1pxq.
Die Substitutionsregel trifft im Gegensatz zur Transformationsformel eine Aus-
sage über abgeschlossene Intervalle. Außerdem setzt sie die Stetigkeit von f
voraus. Aus ihr folgt damit erst einmal die spezielle Transformationsformel (Satz
4.2.1) für n = 1, aus der man aber die allgemeine Transformationsformel ab-
leiten kann (Satz 4.2.3).

Wir beginnen den Beweis der Transformationsformel mit dem folgenden Spe-
zialfall:

4.1.3 Satz. Es seien U ⊂ Rn eine offene Menge und f : U −→ Rn eine stetig
differenzierbare Abbildung. Wenn N ⊂ U eine Nullmenge ist, dann ist auch
f pNq eine Nullmenge.

Beweis (vgl. Aufgabe A.3.5, b). Wir zeigen, dass für jeden kompakten Qua-
der Q ⊂ U das Bild von N′ := N ∩ Q unter f eine Nullmenge ist. Da U nach
Hilfssatz 3.2.4 eine abzählbare Vereinigung von kompakten Quadern ist und
eine abzählbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, folgt dar-
aus die Behauptung.

Der Quader Q ist kompakt und die Funktion f stetig differenzierbar. We-
gen [18], Aufgabe A.5.2, Beispiel 3.1.2, ii), und Folgerung 3.4.2, gibt es eine
Konstante C > 0, so dass

∀x ∈ Q :
∥∥Jϕpxq∥∥op < C.

Da Q konvex ist ([18], S. 66), gibt es nach dem Mittelwertsatz ([18], Satz 8.3.2)
zu zwei Punkten x , y ∈ Q ein z auf der Verbindungsstrecke von x und y, so
dass ∥∥f pxq− f pyq‖ ≤

∥∥Jϕpzq∥∥op · ‖x − y‖ ≤ C · ‖x − y‖.
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Behauptung. Zu jedem ε > 0 existiert eine Folge pWk qk∈N von abgeschlosse-
nen Würfeln, so dass gilt

• N ⊂
∞⋃

k=0

Wk ,

•
∞∑

k=0

VolnpWkq < ε.

Es sei Q ⊂ Rn ein nichtleerer, beschränkter offener Quader. Wir schreiben

Q =pa1,b1q× · · ·×pan,bnq.
Für η > 0 definieren wir

ni := min
{
k ∈ N ∣∣ai + k · η ≥ bi

}
, i = 1, ...,n,

und
I ji := rai+pj − 1q · η,ai + j · ηs, j = 1, ...,ni , i = 1, ...,n.

Es seien weiter

J =
{ pj1, ..., jnq ∈ N×n

∣∣ 1 ≤ ji ≤ ni , i = 1, ...,n
}

und
Wj := I j11 × · · · × I jnn , j =pj1, ..., jnq ∈ J.

Bei den Wj , j ∈ J, handelt es sich um Würfel mit

Q ⊂
⋃

j∈J

Wj =: Qpηq.
Es gilt

• Voln
(
Qpηq) = VolnpQq + η · n∑

i=1

VolnpQq
bi − ai

+ η2 · P.

• Voln
(
Qpηq) =∑

j∈J

VolnpWjq, weil Wj ∩Wj′ für j � j
′ ∈ J in einer Hyperebene

enthalten und damit Nullmenge ist (Aufgabe A.3.3 und Lemma 1.5.2, i).

Dabei ist P ein Polynom in η, dessen Koeffezienten aus b1 − a1,...,bn − an be-
rechnet werden können. Damit ist klar, dass man zu einem vorgegebenem
δ > 0 ein η > 0 finden kann, so dass

Voln
(
Qpηq) < VolnpQq + δ.

Nach Satz 1.5.4 gibt es eine Folge von offenen Quadern pQlql∈N, so dass

• N ⊂
∞⋃

l=0

Ql ,

•
∞∑

l=0

VolnpQlq < ε

2
.

Mit der obigen Konstruktion finden wir zu jedem Quader Ql einen Quader Ql ,
der Vereinigung von Würfeln ist, so dass
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• Ql ⊂ Q l ,

• VolnpQ lq ≤ VolnpQlq + ε

2l+2
, l ∈ N.

Deshalb gilt
∞∑

l=0

VolnpQ lq < ε.

Der Quader Q l ist Vereinigung von endlich vielen Würfeln Vl,1,...,Vl,sl , l ∈ N. Sei
α : N −→

{ pl, jq ∈ N×N ∣∣ 1 ≤ j ≤ sl

}

eine Abzählung. Dann ist pWkqk∈N mit Wk := Vαpkq, k ∈ N, eine möglich Folge
von Würfeln mit den geforderten Eigenschaften.

√

Seien ε > 0 und pWkqk∈N eine Folge von Würfeln wie in der Behauptung.
Wir schreiben

Wk =

{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x − a‖M ≤ dk

2

}
,

so dass

VolnpWk q = dn
k , k ∈ N.

Für k ∈ N und x ∈ Wk finden wir (vgl. [18], Bemerkung 1.2.5)

∥∥f pxq− f pakq∥∥M ≤
∥∥f pxq− f pakq∥∥ ≤ C · ‖x−ak‖ ≤ C ·

√
n · ‖x−ak‖M ≤ C ·

√
n · dk

2
.

Es gilt also

f pWkq ⊂ W ′
k :=

{
x ∈ Rn

∣∣∣
∥∥x − f pakq∥∥M ≤ C ·

√
n · dk

2

}
, k ∈ N.

Wir schließen

• f pN′q ⊂ ∞⋃

k=0

W ′
k ,

•
∞∑

k=0

VolnpW ′
kq ≤pC ·

√
nqn · ε.

Damit ist f pN′q nach Satz 1.5.4 eine Nullmenge.

4.2 Die spezielle Transformationsformel

Vermöge der Konvergenzsätze reduziert man den Beweis der Transforma-

tionsformel auf den Fall von Treppenfunktionen. Diesen Schritt werden wir

nun ausführen.

4.2.1 Satz (Die spezielle Transformationsformel). Es seien U,V ⊂ Rn offene Teil-
mengen und ϕ : U −→ V ein Diffeomorphismus vom Typ C1. Für jeden kom-
pakten Quader Q ⊂ V ist ϕ−1pQq eine endlich messbare Menge, so dass

VolnpQq = ∫
ϕ−1pQq ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣dµnpxq.
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4.2.2 Bemerkung. Die spezielle Transformationsformel gilt für n = 1 (s. Bemer-
kung 4.1.2).

4.2.3 Satz. Satz 4.1.1 ist äquivalent zu Satz 4.2.1.

Beweis.
”
Satz 4.1.1 ⇒ Satz 4.2.1“: Hier wendet man Satz 4.1.1 auf die Funktion

f = χQ an, die nach Satz 3.2.1, ii), integrierbar ist.

”
Satz 4.2.1 ⇒ Satz 4.1.1“: Es sei ψ : Rn −→ R eine Treppenfunktion, so dass

supppψq ⊂ V .

Außerhalb einer Nullmenge ist sie Linearkombination von charakteristischen
Funktionen von kompakten Quadern, die in V enthalten sind. Satz 4.2.1, Satz
1.5.9, ii), Satz 4.1.3 und die Linearität des Integrals zeigen, dass die Funktion

ψ̃ :=pψ ◦ ϕq · ∣∣DetpJϕq∣∣
integrierbar ist mit Integral

∫

V

ψpyqdµnpyq = ∫
U

ψ̃pxqdµnpxq.
Behauptung. Es gibt eine Folge pψk qk∈N von Treppenfunktionen mit nachste-
henden Eigenschaften:2

• ∀k ∈ N : supppψkq ⊂ V.

• lim
k→∞

‖f − ψk‖1 = 0.

• Es gibt eine Nullmenge N ⊂ V, so dass lim
k→∞

ψk pyq = f pyq für alle y ∈ V \N.

Insbesondere gilt ∫
fdµn = lim

k→∞

∫
ψkdµn.

Zunächst gibt es eine Folge pϕk qk∈N von Treppenfunktionen (vgl. Beweis
des Satzes von Riesz–Fischer 1.6.1), so dass

• lim
k→∞

‖f − ϕk‖1 = 0,

• lim
k→∞

ϕk pyq = f pyq für fast alle y ∈ V gilt.

Weiter gilt

∀k ∈ N : |f − ϕk · χV | ≤ |f − ϕk |,

so dass nach Satz 1.2.8, iv), gilt:

∀k ∈ N : ‖f − ϕk · χV‖1 ≤ ‖f − ϕk‖1.

Setzen wir ϕ̃k := ϕk · χV , k ∈ N, dann gilt immer noch

• lim
k→∞

‖f − ϕ̃k‖1 = 0,

• lim
k→∞

ϕ̃k pyq = f pyq für fast alle y ∈ V .

2f sei wie üblich die Forsetzung von f auf Rn durch Null.
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Es sei pAlql∈N eine Ausschöpfung von V durch Figuren (Hilfssatz 3.2.4). Da ϕ̃k

außerhalb einer Nullmenge Linearkombination von charakteristischen Funk-
tionen von endlichmessbarenMengen, die in V enthalten sind, ist, folgt leicht
(vgl. Satz 3.A.4):

lim
l→∞

‖ϕ̃k − ϕ̃k · χAl
‖1 = 0, k ∈ N.

Wir definieren eine Auswahlfolge plpkqqk∈N, so dass

‖ϕ̃k − ϕ̃k · χAlpkq‖1 < 1

2k
,

und definieren
ψk := ϕ̃k · χAlpkq , k ∈ N.

Die Folge pψk qk∈N hat die gewünschten Eigenschaften.
√

Wie bereits festgestellt sind die Funktionen

ψ̃k :=pψk ◦ ϕq · ∣∣DetpJϕq∣∣, k ∈ N,
integrierbar. Weiter haben wir:

∀x ∈ U \ ϕ−1pNq : lim
k→∞

ψ̃kpxq =pf ◦ ϕqpxq · ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣.
Man beachte hier, dass ϕ−1 nach [18], Bemerkung 10.4.2, ein Diffeomorphis-
mus vom Typ C1 ist und daher ϕ−1pNq nach Satz 4.1.3 eine Nullmenge. Wir

überprüfen, dass pψ̃k qk∈N eine Cauchy-Folge bezüglich ‖ · ‖1 ist: Für k , l ∈ N
findet man:

‖ψ̃k − ψ̃l‖1 =
∫

U

∣∣ψ̃kpyq − ψ̃lpyq∣∣dµnpyq = ∫
V

∣∣ψkpxq− ψlpxq∣∣dµnpxq = ‖ψk − ψl‖1.

Dabei haben wir benutzt, dass |ψk − ψl | eine Treppenfunktion ist, für die der
Abschluss ihres Trägers in V liegt. Da pψk qk∈N eine Cauchy-Folge ist, ist auchpψ̃k qk∈N eine. Aus dem Beweis des Satzes von Riesz–Fischer 1.6.1 folgt nun, dasspf · ϕq · |DetpJϕq| über U integrierbar ist, und

∫

U

pf ◦ ϕqpxq · ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣dµnpxq = lim
k→∞

∫

U

ψ̃k pxqdµnpxq
= lim

k→∞

∫

V

ψkpyqdµnpyq
=

∫

V

f pyqdµnpyq.
Bis jetzt haben wir gezeigt, dass in Teil i) von Satz 4.1.1 aus der Integrierbar-

keit von f über V die Integrierbarkeit von pf ◦ ϕq · |DetpJϕq| über U folgt und
dass Teil ii) stimmt. Um zu zeigen, dass die Integrierbarkeit von pf ◦ϕq · |DetpJϕq|
über U die Integrierbarkeit von f über V impliziert, betrachte man den Diffeo-
morphismus ϕ−1 : V −→ U.

4.3 Der Beweis der speziellen Transformationsformel

Wir werden die spezielle Transformationsformel zunächst in einigen Spezi-

alfällen verifizieren. Mit diesen Spezialfällen können wir sie durch vollständi-

ge Induktion auf die Substitutionsregel zurückführen.
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4.3.1 Hilfssatz (Permutationen). Es seien σ : { 1, ...,n } −→ { 1, ...,n } eine bijekti-
ve Abbildung und

ϕσ : Rn −→ Rnpx1, ..., xnq 7−→ pxσp1q, ..., xσpnqq.
Dann gilt die spezielle Transformationsformel für ϕσ.

Beweis. Offenbar gilt
VolnpQq = Voln

(
ϕ−1
σ pQq)

für jeden (achsenparallelen) Quader Q ⊂ Rn. Da ϕσ eine lineare Abbildung
ist, hat man ([18], Beispiel 6.1.5, ii)

∀x ∈ Rn : Dϕσpxq = ϕσ
und damit

∀x ∈ Rn :
∣∣∣Det

(
Jϕσ

pxq)∣∣∣ = ∣∣Detpϕσq∣∣ = 1.

Aus den beiden beobachteten Tatsachen folgt die spezielle Transformations-
formel für ϕσ.

4.3.2 Hilfssatz (Verknüpfungen). Es seien U,V ,W ⊂ Rn offene Teilmengen und
ϕ : U −→ V und ψ : V −→ W Diffeomorphismen vom TypC1. Wenn die spezielle
Transformationsformel für ϕ und ψ gilt, so auch für ψ ◦ ϕ : U −→ W.

Beweis. Es seien Q ⊂ W ein Quader und A := ψ−1pQq. Zunächst schließen wir
aus der speziellen Transformationsformel für ψ, dass

VolnpQq = ∫
A

∣∣∣Det
(
Jψpyq)∣∣∣dµnpyq = ∫

V

χA ·
∣∣∣Det

(
Jψpyq)∣∣∣dµnpyq.

Wir benutzen die Tatsache, dass die spezielle Transformationsformel für ϕ die
allgemeine Transformationsformel für ϕ impliziert (Satz 4.2.3). Damit ergibt sich
weiter:

∫

V

χA ·
∣∣∣Det

(
Jψpyq)∣∣∣dµnpyq

=

∫

U

pχA ◦ ϕqpxq · ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣ · ∣∣∣Det(Jψ(ϕpxq))∣∣∣dµnpxq
=

∫

U

(
χQ◦pψ ◦ ϕq)pxq · ∣∣∣Det(Jψ◦ϕpxq)∣∣∣dµnpxq

=

∫pψ◦ϕq−1pQq ∣∣∣Det(Jψ◦ϕpxq)∣∣∣dµnpxq.
Im vorletzten Schritt wurde die Kettenregel ([18], Satz 6.3.1) verwendet. Dies
ist die spezielle Transformationsformel für ψ ◦ ϕ.

4.3.3 Hilfssatz (Vom Lokalen zumGlobalen). Es seien U,V ⊂ Rn offene Teilmen-
gen und ϕ : U −→ V ein Diffeomorphismus vom Typ C1. Zu jedem Punkt x ∈ U
gebe es eine offene Umgebung W, so dass die spezielle Transformationsfor-
mel für ϕ|W : W −→ ϕpW q gilt. Dann gilt sie auch für ϕ.

Beweis. Wir bilden die folgende Menge von offenen Bällen in Rn:

W :=
{
W = Bpx ,aq ∣∣ x ∈ Qn, a ∈ Q>0, ∃W ′ ⊂ U offen : W ⊂ W ′,

und die spezielle Transformationsformel gilt für

ϕ|W ′ : W ′ −→ ϕpW ′q}.
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Offensichtlich ist die MengeW abzählbar. Damit können wir

W =
{
Wk

∣∣ k ∈ N}
schreiben. Die Voraussetzung besagt, dassW eine offene Überdeckung von
U ist. Deshalb ist

W̃ :=
{
W̃k := ϕpWkq ∣∣ k ∈ N}

eine offene Überdeckung von V . Die spezielle Transformationsformel gilt auch

für ϕ|Wk
: Wk −→ W̃k , k ∈ N.

Für einen kompakten Quader Q ⊂ V setzen wir

A0 := Q ∩ W̃0,

Ak+1 :=
(
Q ∩ W̃k+1

)
\
(
W̃0 ∪ · · · ∪ W̃k

)
, k ∈ N.

Die Menge Ak ist endlich messbar, k ∈ N: Nach 3.A.3, i), ist sie messbar. (Dazu

beachte man, dass W̃k als offene Menge messbar ist.) Da sie in der kom-
pakten Menge Q enthalten ist, ist sie wegen 3.A.3, i), auch endlich messbar.
Ferner haben wir

Q =

∞⊔

k=0

Ak .

Wir berechnen

∫

ϕ−1pQq ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣dµnpxq =

∞∑

k=0

∫

ϕ−1pAk q ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣dµnpxq
=

∞∑

k=0

∫

Wk

pχAk
◦ ϕqpxq · ∣∣∣Det(Jϕpxq)∣∣∣dµnpxq

=
∞∑

k=0

∫

ϕpWkq χAk
pyqdµnpyq

=
∞∑

k=0

VolnpAk q = VolnpQq.
Dabei ist der letzte Schritt Satz 3.A.4, der erste folgt analog (Übungsaufgabe),
und der dritte ist eine Anwendung der Voraussetzung.

Beweis der speziellen Transformationsformel 4.2.1. Mittels vollständiger Induk-
tion beweisen wir:

Für jeden Punkt x0 ∈ U existiert eine offene Umgebung U0 ⊂ U von
x0, so dass die spezielle Transformationsformel für ϕ|U0

: U0 −→ ϕpU0q
gilt.

Nach Hilfssatz 4.3.3 folgt die spezielle Transformationsformel für ϕ.
n=1. Hier können wir U0 = U nehmen: Es seien a < b reelle Zahlen, so dassra,bs ⊂ V . Dann ist ϕ−1pra,bsq ein abgeschlossenes Intervall ([17], Satz 3.5.3).

Seien c < d reelle Zahlen, so dass ϕ−1pra,bsq = rc,ds. Aus der Substitutionsre-
gel folgt (vgl. Bemerkung 4.1.2):

Vol1
(ra,bs) = b − a =

∫rc,ds ∣∣ϕ′pxq∣∣dµ1pxq.
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n-1→n. Nach Hilfssatz 4.3.1 und 4.3.2 dürfen wir ϕ durch ϕσ ◦ ϕ ersetzen, σ
eine Permutation. Die Permutation σ operiert auf Jϕpx0q durch Vertauschung
der Zeilen. Da Jϕpx0q invertierbar ist und deshalb keineNullspalte enthält, können
wir

∂ϕ1

∂x1
px0q � 0

erreichen, ϕ =pϕ1, ...,ϕnq. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass wir ϕ1px1, ..., xnq = x1,px1, ..., xnq ∈ U, voraussetzen dürfen und so die Induktionsvoraussetzung ins
Spiel bringen können. Zu diesem Zweck definieren wir die stetig differenzier-
bare Abbildung

ψ : U −→ Rn

x =px1, ..., xnq 7−→
(
ϕ1pxq, x2, ..., xn).

Man beachte

Det
(
Jψpx0q) = ∂ϕ1

∂x1
px0q � 0.

Nach [18], Satz 10.2.1 und 10.2.3 und Bemerkung 10.2.4, ist ψ auf einer ge-
eigneten Umgebung U0 von x0 umkehrbar, und ψ|U0

: U0 −→ W := ψpU0q ist ein
Diffeomorphismus vom Typ C1. Mit ρ := ϕ◦pψ|U0

q−1 : W −→ V gelangen wir zu
dem kommutativen Diagramm

U0

ψ
  

AA
AA

AA
AA

ϕ
// V

W

ρ

??~~~~~~~~

.

Man beachte, dass für x =px1, ..., xnq ∈ U0 gilt:

ψpxq =
(
ϕ1pxq, x2, ..., xn),pρ ◦ ψqpx1, ..., xnq =
(
ϕ1pxq, ...,ϕnpxq).

Wir schließen:

∀w =pw1, ...,wnq ∈ W : ρpw1, ...,wnq = (w1, ρ2pw1, ...,wnq, ..., ρnpw1, ...,wnq).
Nach Hifssatz 4.3.2 reicht es, die Formel für ρ und ψ getrennt zu beweisen.

Ferner dürfen wir sie nach Hilfssatz 4.3.1 statt für ψ auch für τ ◦ ψ ◦ τ beweisen,
τ : Rn −→ Rn, px1, ..., xnq 7−→px2, x1, x3, ..., xnq. Kurzum, es genügt den Fall eines
C1-Diffeomorphismus

χ : U −→ Vpt , x2, ..., xnq 7−→
(
t ,χtpx2, ..., xnq)

zu untersuchen. Wir weisen auf die Gleichung

∀pt , zq ∈ U :
∣∣∣Det

(
Jχpt , zq)∣∣∣ = ∣∣∣Det(Jχt

pzq)∣∣∣ (4.1)

hin.
Es seien Q ⊂ V ein abgeschlossener Quader und A := χ−1pQq. Weiter

schreiben wir für eine Teilmenge Z ⊂ Rn und t ∈ R
Zt := π2

(
Z ∩

(
{t} × Rn−1

))
, π2 : Rn −→ Rn−1, pt , zq 7−→ z.
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Mit diesen Begriffen berechnen wir für t ∈ R:
Qt =

(
χpAq)

t
=

{
w ∈ Rn−1

∣∣ pt ,wq ∈ χpAq}
=

{
w ∈ Rn−1

∣∣∃z ∈ Rn−1 : pt , zq ∈ A ∧ χpt , zq =pt ,wq}
=

{
w ∈ Rn−1

∣∣∃z ∈ At : χtpzq = w
}

= χtpAt q.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt die spezielle und allgemeine Transformati-
onsformel für χt , so dass

Voln−1

(
χtpAt q) = ∫

At

∣∣∣Det
(
Jχt

pzq)∣∣∣dµn−1pzq, t ∈ R.
DaQ und A kompakt sind und |DetpJχpt , zqq| stetig, können wir das Prinzip von
Cavalieri 3.3.3 bzw. den Satz von Fubini 3.1.1 anwenden:

VolnpQq =

∫
Voln−1pQt qdµ1ptq

=

∫
Voln−1

(
χpAt q)dµ1ptq

=

∫ (∫

At

∣∣∣Det
(
Jχt

pzq)∣∣∣dµn−1pzq)dµ1ptqp4.1q
=

∫

A

∣∣∣Det
(
Jχpxq)∣∣∣dµnpxq

=

∫

χ−1pQq ∣∣∣Det(Jχpxq)∣∣∣dµnpxq.
Die spezielle Transformationsformel gilt somit für χ.

4.4 Beispiele

Wir wenden die Transformationsformel in einigen Beispielen an. Darunter

befinden sich Diffeomorphismen, die bereits in der Analysis II vorgestellt

wurden.

Parallelotope

Es sei L : Rn −→ Rn eine invertierbare lineare Abbildung. Dazu gehört eine
invertierbare pn× nq-Matrix A, so dass

∀x ∈ Rn : Lpxq = x ·A.

Für jede integrierbare Funktion f : Rn −→ Rn ist auch f ◦ L integrierbar mit Inte-
gral ∫

fdµn =
∣∣DetpAq∣∣ · ∫ f ◦ Ldµn.

Wenn V ⊂ Rn endlich messbar ist, so trifft dies folglich auch auf LpV q zu, und
es gilt

Voln
(
LpV q) = ∣∣DetpAq∣∣ · VolnpV q.
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Für den Einheitsquader

Q :=
{ px1, ..., xnq ∈ Rn

∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, ...,n
}

gilt
VolnpQq = 1.

Das Bild LpQq können wir folgendermaßen beschreiben: Es sei ai = Lpeiq die
i-te Zeile von A, i = 1, ...,n. Man nennt

Ppa1, ...,anq = { λ1 · a1 + · · · + λn · an

∣∣0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, ...,n
}

das von a1,...,an aufgespannte Parallelotop.

x3

x2

x1

L

;

x3

x2

x1

a1

a3

a2

Es gilt

• LpQq = Ppa1, ...,anq,
• Voln

(
Ppa1, ...,anq) = ∣∣DetpAq∣∣.

Damit können wir DetpAq als orientiertes Volumen ansehen.

Euklidische Bewegungen

Wenn die Matrix A der orthogonalen Gruppe (s. [18], Beispiel 11.4.5, ii) an-
gehört, dann gilt nach Definition |DetpAq| = 1, und für jede integrierbare Funk-
tion f : Rn −→ R folgt ∫

f ◦ Ldµn =

∫
fdµn.

Definition. Eine Abbildung F : Rn −→ Rn heißt euklidische Bewegung, wenn es
eine Matrix A ∈ OnpRq und einen Vektor x0 ∈ Rn gibt, so dass

∀x ∈ Rn : Fpxq = x0 + x · A.

Da JF pxq = At , x ∈ Rn, impliziert die Transformationsformel:

Satz. Für jede integrierbare Funktion f : Rn −→ Rn ist auch die Funktion f ◦ F
integrierbar, und es gilt die Gleichung

∫
f ◦ Fdµn =

∫
fdµn

zwischen den Integralen.
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Polarkoordinaten

Für den Diffeomorphismus (vgl. [18], Beispiel 10.1.12, iii)

f : R>0×p0, 2πq −→ R2 \
(R≥0 × {0}

)pr ,ϕq 7−→
(
r · cospϕq, r · sinpϕq)

und pt ,ϕq ∈ R>0×p0, 2πq gilt
Det

(
Jf pt ,ϕq) = r .

Seien nun 0 < a < b, 0 < α < β < 2π und

K :=
{ pr ,ϕq ∈ R2

∣∣a ≤ r ≤ b, α ≤ ϕ ≤ β
}
.

Für jede stetige Funktion g auf f pK q gilt
∫

fpKq gdµn =

∫ b

a

∫ β

α

g
(
r · cospϕq, r · sinpϕq) · rdϕdr .

Damit können wir das uneigentliche Riemann-Integral
∫∞

−∞
expp−t2qdt be-

stimmen (vgl. [17], Folgerung 5.6.20):

(∫ ∞

−∞

expp− t2qdt)2

=

∫ ∞

−∞

expp− x2qdx ·
∫ ∞

−∞

expp− y2qdy
=

∫R2

expp− x2 − y2qdxdy
=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

expp− r2q · rdϕdr
= π ·

∫ ∞

0

2r · expp− r2qdr
︸ ︷︷ ︸

”
=−expp−r2q|∞

0
“

= π.

Damit haben wir die Formel
∫ ∞

−∞

expp− t2qdt = √
π

bewiesen.

Kugelkoordinaten

Hier betrachten wir den Diffeomorphismus (vgl. [18], Beispiel 10.2.5, iii)

f : R>0×p0, 2πq× (−π
2
,
π

2

)
−→ R3 \

(R≥0 × {0} × R)pr ,ϕ,ϑq 7−→
(
r · cospϕq · cospϑq, r · sinpϕq · cospϑq, r · sinpϑq).

Für einen Punkt pr ,ϕ,ϑq aus dem Definitionsbereich von f gilt

Det
(
Jf pr ,ϕ,ϑq) = r2 · cospϑq

und für Zahlen 0 < a < b, 0 < α < β < 2π, −π/2 < γ < δ < π/2, die kompakte
Menge

K :=
{ pr ,ϕ,ϑq ∈ R3

∣∣a ≤ r ≤ b, α ≤ ϕ ≤ β, γ ≤ ϑ ≤ δ
}
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und eine stetige Funktion g auf f pK q findet man

∫

fpKq gdµn =

∫ b

a

∫ β

α

∫ δ

γ

g
(
r cospϕqcospϑq, r sinpϕqcospϑq, r sinpϑq)r2 cospϑqdϑdϕdr .

Wir berechnen abermals das Volumen der Einheitskugel Bp0, 1q ⊂ R3:

Voln
(
Bp0, 1q) =

∫ 1

0

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0

r2 · cospϑqdϕdϑdr
= 2π ·

∫ 1

0

∫ π
2

−π
2

r2 · cospϑqdϑdr
= 2π ·

∫ 1

0

(
sinpϑq∣∣∣ π2

−π
2

)

︸ ︷︷ ︸
=2·sin( π

2 )=2

·r2dr

= 4π ·
∫ 1

0

r2dr = 4π ·
(
1

3
· r3
∣∣∣
1

0

)
=

4

3
· π.

Ellipsoide

Es seien a1,...,an positive reelle Zahlen und

E :=

{ px1, ..., xnq ∈ Rn
∣∣∣
(
x1
a1

)2

+ · · · +
(
xn

an

)2

≤ 1

}
.

Offenbar ist E das Bild des Einheitsballs Bp0, 1q unter der Abbildung
f : Rn −→ Rnpx1, ..., xnq 7−→

(
a1 · x1, ...,an · xn

)

und daher
VolnpEq = a1 · · · · · an · Voln

(
Bp0, 1q).
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Kapitel 5

Differentialformen und der Satz
von Stokes

5.1 Etwas multilineare Algebra

Die in diesem Kapitel zu entwickelnde Theorie der Differentialformen be-

ruht auf der Theorie der alternierenden multilinearen Abbildungen. In die-

sem Abschnitt führen wir in die letztgenannte Theorie ein.

Wir erinnern kurz an den Formalismus der Permutationen ([4], Abschnitt 4.1):
Es sei p eine natürliche Zahl. Eine bijektive Abbildung

σ :
{
1, ...,p

}
−→

{
1, ...,p

}

heißt Permutation. Die Permutationen fasst man zu der (für p ≥ 3 nichtkommu-
tativen) symmetrischen Gruppe Σp zusammen. Für eine Permutation σ ∈ Σp

bezeichnet
vpσq := #

{ pi, jq ∣∣1 ≤ i < j ≤ p : σpiq > σpjq}
die Anzahl der Fehlstände. Die Abbildung

ε : Σp −→ {±1}
σ 7−→ εpσq :=p− 1qvpσq

ist ein Gruppenhomomorphismus.

5.1.1 Definition. Es seien p ∈ N und V ein reeller Vektorraum. Für p = 0 sei
V×p := R.

a) Eine Abbildung ω : V×p −→ R ist eine multilineare Abbildung, wenn sie
in jeder Variablen linear ist:

∀i ∈ { 1, ...,p }∀v1, ..., vi−1, vi+1, ..., vp,u,w ∈ V∀λ,µ ∈ R :
ωpv1, ..., vi−1,λ · u + µ ·w , vi+1, ..., vpq
= λ · ωpv1, ..., vi−1,u, vi+1, ..., vpq + µ · ωpv1, ..., vi−1,w , vi+1, ..., vpq.

Man setzt pV ⋆q⊗p :=
{
ω : V×p −→ R ∣∣ω ist multilinear

}
.

b) Es sei p ∈ N. Eine multilineare Abbildung

ω : V×p −→ R
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Kapitel 5 Differentialformen und der Satz von Stokes

ist eine alternierende p-Form, wenn gilt:

∀σ ∈ Σp∀v1, ..., vp ∈ V : ωpvσp1q, ..., vσppqq = εpσq · ωpv1, ..., vpq.
Eine alternierende 0-Form ω identifizieren wir mit der reellen Zahl ωp1q.

c) Für p ∈ N definieren wir den Vektorraum

p∧
V ⋆ :=

{
ω : V×p −→ R ∣∣ω ist eine alternierende p-Form

}
.

5.1.2 Bemerkung (vgl. Aufgabe A.7.1). Eine Multilinearform ω : V×p −→ R ist
genau dann alternierend, wenn sie folgende Eigenschaft hat:

∀v1, ..., vp : ∃1 ≤ i < j ≤ p : vi = vj ⇒ ωpv1, ..., vpq = 0,

d.h. sobald zwei Einträge im Argument übereinstimmen, verschwindet die
Form.

5.1.3 Beispiele. i) Es gilt
∧0

V ⋆ = R, ∧1
V ⋆ = HomR-VRpV ,Rq.

ii) Für eine Multilinearform ω : V×p −→ R definieren wir

Altpωq : V×p −→ Rpv1, ..., vpq 7−→
∑

σ∈Σp

εpσq · ω(vσp1q, ..., vσppq).
Man sieht ohne große Mühe ein, dass Altpωq eine alternierende p-Form ist.

iii) Für V = Rn ist pRnq×n −→ Rpv1, ..., vnq, vi =pvi1, ..., vinq, i = 1, ...,n 7−→ Det




v11 · · · v1n
...

...
vn1 · · · vnn




eine alternierende n-Form.
iv) Allgemeiner definieren wir für V = Rn, 1 ≤ p ≤ n und I =pi1, ..., ipq ∈ N×p

mit
1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip−1 < ip ≤ n

die alternierende p-Form

dxI : pRnq×p −→ Rpv1, ..., vpq, vi =pvi1, ..., vinq, i = 1, ...,n 7−→ Det




v1i1 · · · v1ip
...

...
vpi1 · · · vpip


 .

5.1.4 Bemerkung. Für natürliche Zahlen 1 ≤ p ≤ n sei

Ip,n :=
{
I =pi1, ..., ipq ∈ N×p

∣∣ 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n
}
.

Es gilt

#Ip,n =

(
n

p

)
.

In der Tat stellt man über die Zuordnung

I =pi1, ..., ipq 7−→ { i1, ..., ip }

eine Bijektion zwischen Ip,n und der Menge der Teilmengen von { 1, ...,n } mit
genau p Elementen her. Die Anzahl der Elemente in der letztgenanntenMen-
ge lässt sich leicht bestimmen, und man erhält die angegebene Formel.
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5.1 Etwas multilineare Algebra

5.1.5 Satz. Es seien 1 ≤ p ≤ n natürliche Zahlen. Die alternierenden p-Formen

dxI : pRnq×p −→ R, I ∈ Ip,n,

bilden eine Basis des Vektorraums
∧ppRnq⋆. Insbesondere gilt

dimR( p∧pRnq⋆) =

(
n

p

)
.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Vektorraum

Multpn,pq := (Rn⋆
)⊗p

aus Definition 5.1.1, a). Für I =pi1, ..., ipq ∈ { 1, ...,n }×p definieren wir

eI :=pei1 , ...,eipq ∈pRnq×p

und

ωI : pRnq×p −→ R(pa1
1, ...,a

1
nq, ..., pap

1 , ...,a
p
n q) −→ a1

i1
· · · · · ap

ip
.

Dies ist eine multilineare Abbildung, und es is leicht zu sehen, dass die FamiliepωIqI∈{ 1,...,n }×p eine Basis für Multpn,pq bildet, so dass sich insbesondere

dim
(
Multpn,pq) = np

ergibt. Insbesondere erkennen wir, dass ω,ω′ ∈ Multpn,pq genau dann gleich
sind, wenn

∀I ∈ { 1, ...,n }×p : ωpeIq = ω′peIq. (5.1)

Es seien I, J =pj1, ..., jpq ∈ Ip,n. Man berechnet

dxIpej1 , ...,ejpq = δIJ = { 1, falls I = J
0, falls I � J

. (5.2)

Es folgt, dass (
dxI , I ∈ Ip,n

)

eine linear unabhängige Familie von Vektoren in
∧ppRnq⋆ ist.

Um nachzuweisen, dass es sich auch um ein Erzeugendensystem handelt,
betrachten wir eine Form ω ∈

∧ppRnq⋆. Für I =pi1, ..., ipq ∈ Ip,n sei

aI := ωpei1 , ...,eipq.
Damit definieren wir die alternierende p-Form

ω′ :=
∑

I∈Ip,n

aI · dxI .

Es bleibt zu zeigen, dass
ω = ω′.

Für I =pi1, ..., ipq ∈ { 1, ...,n }×p gibt es entweder Indizes 1 ≤ µ < ν ≤ n mit
iµ = iν , so dass

ωpeIq = 0 = ω′peIq
nach Bemerkung 5.1.2, oder es gibt genau eine Permutation σ ∈ Σp, so dass

Iσ :=piσp1q, ..., iσppqq ∈ Ip,n.
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Kapitel 5 Differentialformen und der Satz von Stokes

Aus

ωpeIσ q = εpσq · ωpeIq
und

ω′peIσ q = εpσq · ω′peIq
folgt

∀I ∈ { 1, ...,n }×p : ωpeIq = ω′peIq.
Wie zuvor erläutert (s. (5.1)), ergibt sich daraus die gewünschte Gleichheit
ω = ω′.

Das äußere Produkt

Für p, q ∈ N sei

Σp,q :=
{
σ ∈ Σp+q

∣∣ σp1q < · · · < σppq und σpp + 1q < · · · < σpp + qq}.
5.1.6 Bemerkung. Es sei σ ∈ Σp+q. Dann finden wir genau eine Permutation
τσ ∈ Σp+q mit {

τσp1q, ..., τσppq} =
{
σp1q, ...,σppq}

und folglich auch

{
τσpp + 1q, ..., τσpp + qq} =

{
σpp + 1q, ...,σpp + qq},

so dass

τσp1q < · · · < τσppq und τσpp + 1q < · · · < τσpp + qq.
Umgekehrt gibt es zu einer gegebenen Permutation τ ∈ Σp,q genau p! · q!
Permutationen σ ∈ Σp+q mit

τσ = τ .

5.1.7 Definition. Es seien V ein reeller Vektorraum, p, q ∈ N, α ∈
∧p

V ⋆ und
β ∈ ∧q

V ⋆. Die Multilinearform

α ∧ β : V×pp+qq −→ Rpv1, ..., vp+qq 7−→
∑

σ∈Σp,q

εpσq · αpvσp1q, ..., vσppqq · βpvσpp+1q, ..., vσpp+qqq
heißt das äußere Produkt oder Dachprodukt von α und β.

5.1.8 Bemerkung. Falls α ∈ ∧0
V ⋆ = R und β ∈ ∧q

V ⋆, dann gilt

α ∧ β = α · β,

d.h. das äußere Produkt stimmt mit der Multiplikation von β mit dem Skalar α
überein.

5.1.9 Lemma. In der Situation von Definition 5.1.7 ist α ∧ β eine alternierendepp + qq-Form.

Beweis. Bei

α⊗ β : V×pp+qq −→ Rpv1, ..., vp+qq 7−→ αpv1, ..., vpq · βpvp+1, ..., vp+qq
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5.1 Etwas multilineare Algebra

handelt es sich um eine Multilinearform. Dazu gehört die in Beispiel 5.1.3, ii),
angegebene alternierende pp + qq-Form Altpα⊗ βq. Mit der Diskussion aus Be-
merkung 5.1.6 und der Tatsache, dass α und β alternierend sind, überprüft
man leicht:

∀σ ∈ Σp+q∀v1, ..., vp+q : εpσq · αpvσp1q, ..., vσppqq · βpvσpp+1q, ..., vσpp+qqq =
= εpτσq · αpvτσp1q, ..., vτσppqq · βpvτσpp+1q, ..., vτσpp+qqq.

Daraus leitet man

α ∧ β =
1

p! · q! ·Altpα ⊗ βq
ab. Diese Gleichung zeigt, dass α ∧ β alternierend ist.

5.1.10 Beispiel. Es sei V ein reeller Vektorraum.

i) Für α, β ∈
∧1

V ⋆ und u, v ∈ V berechnet manpα ∧ βqpu, vq = αpuq · βpvq− αpvq · βpuq.
ii) Es seien α ∈ ∧1

V ⋆, β ∈ ∧2
V ⋆ und u, v und w ∈ V . In Σ1,2 findet man

folgende Permutationen:

Permutation ε

σ1 =p1, 2, 3q 1
σ2 =p2, 1, 3q −1
σ3 =p3, 1, 2q 1

.

Daraus folgtpα ∧ βqpu, v ,wq = αpuq · βpv ,wq− αpvq · βpu,wq + αpwq · βpu, vq
= αpuq · βpv ,wq + αpvq · βpw ,uq + αpwq · βpu, vq.

5.1.11 Satz. Es seien p, q, s und n natürliche Zahlen und V ein reeller Vektor-
raum.

i) Die Abbildung

∧ :

p∧
V ⋆ ×

q∧
V ⋆ −→

p+q∧
V ⋆pα,βq 7−→ α ∧ β

ist bilinear.
ii) Das äußere Produkt ist assoziativ, d.h. für α ∈ ∧p

V ⋆, β ∈ ∧q
V ⋆ und γ ∈∧s

V ⋆ gilt die Identität pα ∧ βq ∧ γ = α∧pβ ∧ γq.
iii) Für I ∈pi1, ..., ipq ∈ Ip,n hat man

dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

iv) Für α ∈
∧p

V ⋆ und β ∈
∧q

V ⋆ gilt

β ∧ α =p− 1qp·q · α ∧ β.

Beweis. Teil i) ist sofort klar. Für Teil ii) beobachten wir zuerst, dass für Multiline-
arformen

λ : V×s −→ R,
µ : V×t −→ R,
ν : V×u −→ R
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Kapitel 5 Differentialformen und der Satz von Stokes

offenbar pλ⊗ µq⊗ ν = λ⊗pµ⊗ νq
gilt. Weiter überprüft man

Altpλ ⊗ µq = 1

s! · t ! ·Alt
(
Altpλq⊗ Altpµq) = Altpλq ∧ Altpµq.

Mit diesen Informationen berechnen wir:pα ∧ βq ∧ γ =
1

p! · q! ·
(
Altpα⊗ βq ∧ γ)

=
1

p! · q!·pp + qq! · s! · Alt(Altpα ⊗ βq⊗ γ
)

=
1

p! · q! · s! ·
1pp + qq! · s! ·Alt(Altpα⊗ βq⊗ Altpγq)

=
1

p! · q! · s! ·Alt
(pα⊗ βq⊗ γ

)

=
1

p! · q! · s! ·Alt
(
α⊗pβ ⊗ γq)

= α∧pβ ∧ γq.
iii) Diese Aussage beweisenwir durch Induktion über p. Für p = 1 ist nichts zu

zeigen. Für den Schluss von p − 1 auf p fixieren wir I =pi1, ..., ipq und J =pj1, ..., jpq
aus der Indexmenge Ip,n. Mit der Formel für das äußere Produkt berechnen
wir

(
dxpi1,...,ip−1q ∧ dxip

)pej1 , ...,ejpq
=

p∑

i=1

p− 1qp−i · dxpi1,...,ip−1qpej1 , ...,eji−1
,eji+1 , ...,ejpq · dxippeji q

= δIJ .

Mit dieser Beobachtung, der Induktionsvoraussetzung und der Assoziativität
des äußeren Produkts erkennen wir

dxI = dxpi1,...,ip−1q ∧ dxip = dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1
∧ dxip .

Damit sind wir am Ziel.
iv) Wir zeigen durch Induktion über q, dass man das Tupel durchp1, ...,p,p + 1, ...,p + qq

durch p · q Transpositionen in das Tupelpp + 1, ...,p + q, 1, ...,pq
überführen kann.

Für q = 0 ist nichts zu zeigen. Für q ≥ 1 kann man das Tupel p1, ...,p,p +
1, ...,p + qq durch p Transpositionen in das Tupelpp + 1, 1, ...,p,p + 2, ...,p + qq
umformen. Die Induktionsvoraussetzung impliziert, dass wir nach p·pq−1q wei-
teren Transpositionen bei pp+1, ...,p+q, 1, ...,pq ankommen. Insgesamt haben
wir p + p·pq − 1q = p · q Transpositionen benutzt.
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5.1 Etwas multilineare Algebra

Für p = 1 und q = 1 folgt die Formel sofort aus der Definition (s. Beispiel
5.1.10, i). Wegen iii) und obiger Rechnung gilt für I =pi1, ..., ipq ∈ Ip,n und J =pj1, ..., jqq ∈ Iq,n

dxI ∧ dxJ = pdxi1 ∧ · · · ∧ dxipq∧pdxj1 ∧ · · · ∧ dxjq q
= p− 1qp·q ·

(pdxj1 ∧ · · · ∧ dxjq q∧pdxi1 ∧ · · · ∧ dxipq)
= p− 1qp·q · dxJ ∧ dxI .

Aus der Bilinearität des äußeren Produkts folgern wir, dass die behauptete
Formel für alle α ∈

∧ppRnq⋆ und β ∈
∧qpRnq⋆ korrekt ist.

5.1.12 Bemerkung. Wir definieren

A :=
n⊕

p=0

p∧pRnq⋆
und durch bilineare Forsetzung das Produkt

∧ : A× A −→ A.

Der Vektorraum A zusammen mit ∧ ist dann eine sogenannte graduiert kom-
mutative1 R-Algebra.
Rücktransport

5.1.13 Definition. Es seien p ∈ N, V , W reelle Vektorräume, L : V −→ W ei-
ne lineare Abbildung und ω ∈

∧p
W ⋆. Der Rücktransport von ω über L ist die

alternierende p-Form

L⋆pωq : V×p −→ Rpv1, ..., vpq 7−→ ω
(
Lpv1q, ..., Lpvpq)

auf V .

5.1.14 Satz. Es seien p, m und n ∈ N, U, V und W reelle Vektorräume und
K : U −→ V und L : V −→ W lineare Abbildungen.

i) Die Abbildung

L⋆ :

p∧
W −→

p∧
V

ω 7−→ L⋆pωq
ist linear.

ii) Für jede alternierende p-Form ω ∈ ∧p
W ⋆ giltpL ◦ K q⋆pωq = K ⋆
(
L⋆pωq).

iii) Für α ∈ ∧p
W ⋆ und β ∈ ∧q

W ⋆ hat man die Formel

L⋆pα ∧ βq = L⋆pαq ∧ L⋆pβq.
iv) Es seien V = Rm, W = Rn,

A =paijq i=1,...,m
j=1,...,n

1Sie ist nicht kommutativ im üblichen Sinne. Es gilt ein
”
Kommutativgesetz mit Vorzeichen“: Für

ein Element α vom
”
Grad“ p und ein Element β vom Grad q hat man β ∧ α =p − 1qp·qα ∧ β.
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Kapitel 5 Differentialformen und der Satz von Stokes

eine pm× nq-Matrix und

L : Rm −→ Rn

v 7−→ v ·A.

Für I =pi1, ..., ipq ∈ Ip,m und J =pj1, ..., jpq ∈ Ip,n sei

AIJ =




ai1 j1 · · · ai1jp
...

...
aip j1 · · · aip jp


 .

Damit gilt

L⋆pdyJq = ∑

I∈Ip,m

DetpAIJq · dxI .
Beweis. Die Teile i) bis iii) verifiziert man ohne großeMühemit den Definitionen.
In iv) gilt für I =pi1, ..., ipq ∈ Ip,m und J =pj1, ..., jpq ∈ Ip,n

L⋆pdyJqpei1 , ...,eipq = dyJ
(
Lpei1q, ..., Lpeipq)

= dyJ
(pai11, ...,ai1nq, ..., paip1, ...,aipnq)

= Det




ai1 j1 · · · ai1jp
...

...
aip j1 · · · aip jp




= DetpAIJq
nach Definition von dyJ in Beispiel 5.1.3, iv).

5.2 Differentialformen

Eine Differentialform vom Grad p auf einer offenen Teilmenge U ⊂ Rn ist

eine Familie von alternierendenp-Formen ωpxq, x ∈ U, die (hinreichendoft)

differenzierbar von x abhängen. Den Kalkül für Differentialformen erhält

man, indem man die multilineare Algebra aus dem vorigen Abschnitt mit

den Differentiationsregeln aus der Analysis II (z.B. [18]) kombiniert. Für n = 3

gewinnt man den in der Physik gebräuchlichen Formalismus von Gradient,

Rotation und Divergenz.

5.2.1 Definition. a) Es seien p ∈ N und U ⊂ Rn eine offene Teilmenge. Eine
glatte Differentialform vom Grad p (kurz: eine glatte p-Form) auf U ist eine
unendlich oft differenzierbare Abbildung

ω : U −→
p∧pRnq⋆,

d.h. für jedes Indextupel I =pi1, ..., ipq ∈ Ip,n soll die Funktion

aI : U
ω−→

p∧pRnq⋆ −→ R
ζ 7−→ ζpei1 , ...,eipq

unendlich oft differenzierbar sein.
Schreibweise: ω =

∑

I∈Ip,n

aIdxI .

b) Mit ΩppUq bezeichnen wir den Vektorraum der glatten p-Formen auf U.
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5.2.2 Bemerkung. Allgemeiner können wir für k ≥ 1 auch k-mal stetig differen-
zierbare Abbildungen

ω : U −→
p∧pRnq⋆

zulassen. Wir sprechen dann von einer k-mal stetig differenzierbaren p-Form.

Das äußere Produkt

5.2.3 Definition (vgl. Definition 5.1.7). Es seien p,q ∈ N, U ⊂ Rn eine offene
Teilmenge, α ∈ Ω

ppUq und β ∈ Ω
qpUq. Das äußere Produkt oder Dachprodukt

von α und β ist die glatte pp + qq-Form
α ∧ β : U −→

p+q∧ pRnq⋆
x 7−→ αpxq ∧ βpxq.

Gilt p = 0, d.h. ist α : U −→ R eine unendlich oft differenzierbare Funktion, dann
schreiben wir auch (vgl. Bemerkung 5.1.8)

αβ := α · β := α ∧ β.

Rücktransport

5.2.4 Definition (vgl. Definition 5.1.13). Es seien p ∈ N, U ⊂ Rm und V ⊂ Rn

offene Mengen, f : U −→ V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung und
ω ∈ Ω

ppV q. Der Rücktransport von ω über f ist die glatte p-Form

f ⋆pωq : U −→
p∧pRmq⋆

x 7−→ Df pxq⋆(ω(f pxq))
auf U.

5.2.5 Satz. Es seien p ∈ N, U ⊂ Rl , V ⊂ Rm und W ⊂ Rn offene Teilmengen
sowie f : U −→ V und g : V −→ W unendlich oft differenzierbare Abbildungen.

i) Die Abbildung

f ⋆ : ΩppV q −→ Ω
ppUq

ω 7−→ f ⋆pωq
ist R-linear.

ii) Für ω ∈ Ω
ppW q gilt pf ◦ gq⋆pωq = g⋆

(
f ⋆pωq).

iii) Für α,β ∈ Ω
ppV q gilt

f ⋆pα ∧ βq = f ⋆pαq ∧ g⋆pβq.
iv) Es seien I =pi1, ..., ipq ∈ Ip,l und J =pj1, ..., jpq ∈ Ip,m. Für y ∈ V sei

∂fJ
∂xI

pyq = ( ∂fjv
∂xiµ

pxq)
µ,ν=1,...,p

=




∂fj1
∂xi1

pxq · · · ∂fjp
∂xi1

pxq
...

...
∂fj1
∂xip

pxq · · · ∂fjp
∂xip

pxq  .
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Dann gilt
(
f ⋆pdxJq)pxq = ∑

I∈Ip,m

Det

(
∂fJ
∂xI

pxq) · dxI.

Beweis. Teil i) und iii) folgen sofort aus Definition 5.2.4 und Satz 5.1.14. Für Teil ii)
benötigt man zusätzlich noch die Kettenregel ([18], Satz 6.3.1). Bei iv) beachte
man schließlich, dass

∀x ∈ U∀v ∈ Rl : Df pxqpvq = v · Jf pxqt
gilt, und wende Satz 5.1.14, iv), an.

5.2.6 Beispiel. Wir betrachten die Polarkoordinaten

f : R>0×p0, 2πq −→ R2 \
(R≥0 × {0}

)pr ,ϑq 7−→
(
r · cospϑq, r · sinpϑq).

Die Jacobi-Matrix in einem Punkt pr ,ϑq ∈ R>0×p0, 2πq ist
Jrpr ,ϑq := ( cospϑq −r · sinpϑq

sinpϑq r · cospϑq ) .

Man berechnet:

f ⋆pdxq = cospϑqdr − r · sinpϑqdϑ,
f ⋆pdyq = sinpϑqdr + r · cospϑqdϑ,

f ⋆pdx ∧ dyq = r · dr ∧ dϑ.

Die äußere Ableitung

5.2.7 Definition. Es seien p ∈ N, U ⊂ Rn eine offene Teilmenge und ω ∈ Ω
ppUq.

Die äußere Ableitung von ω ist die glatte pp + 1q-Form2

dω : U −→
p+1∧pRnq⋆

mit

dωpxqpv1, ..., vp+1q = p+1∑

j=1

n∑

i=1

p− 1qj+1 · vji · ∂

∂xi
ωpxqpv1, ..., vj−1, vj+1, ..., vp+1q

für x ∈ U und vj =pvj1, ..., vjnq ∈ Rn, j = 1, ...,p + 1.

5.2.8 Beispiel. Es sei f ∈ Ω
0pUq, d.h. f : U −→ R ist eine unendlich oft differen-

zierbare Funktion. Nach Definition 5.2.7 gilt für x ∈ U und v =pv1, ..., vnq ∈ Rn:

df pxqpvq = n∑

i=1

vi ·
∂f

∂xi
pxq = v ·Gradpf qpxqt . (5.3)

Somit gilt

df pxq = n∑

i=1

∂f

∂xi
pxqdxi , x ∈ U.

2Die Tatsache, dass dωpxq, x ∈ U, alternierend ist, wird sich in Beispiel 5.2.8 und Satz 5.2.9, i),
zeigen.
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5.2.9 Satz. i) Für p ∈ N, eine offene Teilmenge U ⊂ Rn und ω =
∑

I∈Ip,n aIdxI ∈
Ω

ppUq gilt:
dω =

∑

I∈Ip,n

daI ∧ dxI .

ii) (Leibniz-Regel) Für p,q ∈ N, eine offene Teilmenge U ⊂ Rn, α ∈ Ω
ppUq

und β ∈ Ω
qpUq hat man

dpα ∧ βq = dα ∧ β+p− 1qp · α ∧ dβ.

iii) Für p ∈ N, eine offene Teilmenge U ⊂ Rn und ω ∈ Ω
ppUq gilt

dpdωq = 0.

iv) Es seien p,q ∈ N, U ⊂ Rm und V ⊂ Rn offene Teilmengen und f : U −→
V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung. Dann ist für ω ∈ Ω

ppV q die
Gleichung

d
(
f ⋆pωq) = f ⋆pdωq

erfüllt.

Beweis. i) Für x ∈ U und vi =pvi1, ..., vinq ∈ Rn, i = 1, ...,p + 1, berechnet man
ausgehend von der Definition:

dωpxqpv1, ..., vp+1q
=

p+1∑

j=1

n∑

i=1

p− 1qj+1 · vji · ∂

∂xi
ωpxqpv1, ..., vj−1, vj+1, ..., vp+1q

=

p+1∑

j=1

n∑

i=1

∑

I∈Ip,n

p− 1qj+1 · vji · ∂aI

∂xi
pxqdxIpv1, ..., vj−1, vj+1, ..., vp+1q

=
n∑

i=1

∑

I∈Ip,n

∂aI

∂xi
pxq · p+1∑

j=1

p− 1qj+1 · vji · dxIpv1, ..., vj−1, vj+1, ..., vp+1q
︸ ︷︷ ︸

=pdxi ∧ dxIqpv1, ..., vp+1q
=


∑

I∈Ip,n

(
n∑

i=1

∂aI

∂xi
pxqdxi) ∧ dxI


pv1, ..., vp+1qp5.2.8q

=

(
∑

I∈Ip,n

daIpxq ∧ dxI

)pv1, ..., vp+1q.
ii) Hier bemerken wir zunächst, dass dp : Ω

ppUq −→ Ω
p+1, ω 7−→ dω, eineR-lineare Abbildung ist. Weiter ist das äußere Produkt

”
∧“ nach Satz 5.1.11,

i), bilinear. Deshalb dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men, dass α = adxI und β = bdxJ für geeignete unendlich oft differenzierbare
Funktionen a,b : U −→ R und Indextupel I ∈ Ip,n und J ∈ Iq,n. Es gilt dann
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α ∧ β = a · bdxI ∧ dxJ . Mit i) ergibt sich

dpα ∧ βq = dpa · bdxI ∧ dxJq
=

n∑

i=1

∂pa · bq
∂xi

dxi ∧ dxI ∧ dxJ

=
n∑

i=1

∂a

∂xi
· bdxi ∧ dxI ∧ dxJ +

n∑

i=1

a · ∂b
∂xi

dxi ∧ dxI ∧ dxJ

=

(
n∑

i=1

∂a

∂xi
dxi ∧ dxI

)
∧ bdxJ+p− 1qp · adxI ∧

(
n∑

i=1

∂b

∂xi
dxi ∧ dxJ

)

= dα ∧ β+p− 1qp · α ∧ dβ.

Dabei habenwir bei der zweiten Umformung die Produktregel für partielle Ab-
leitungen benutzt ([18], 5.1.5, ii) und bei der dritten die Bilinearität des äußeren
Produkts (Satz 5.1.11, i).

iii) Wir beweisen zunächst zwei Spezialfälle:

a) Für I ∈ Ip,n und ω = dxI gilt offenbar

∂

∂xi
ωpxqpv1, ..., vpq = 0, v1, ..., vp ∈ Rn, i = 1, ...,n,

und damit

dω = 0.

b) Es sei f ∈ Ω
0pUq, d.h. f : U −→ V ist eine unendlich oft differenzierbare

Abbildung. Wir haben

dpdf q = d

(
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

)

(Satz 5.2.9, i), und a) =

n∑

i=1




n∑

j=1

∂

∂xj

∂f

∂xi
dxj


 ∧ dxi

(dxi ∧ dxi = 0, i = 1, ...,n) =
∑pi,jq∈I2,n( ∂

∂xj

∂f

∂xi
dxj ∧ dxi +

∂

∂xi

∂f

∂xj
dxi ∧ dxj

)

=
∑pi,jq∈I2,n( ∂

∂xi

∂f

∂xj
− ∂

∂xj

∂f

∂xi

)
dxi ∧ dxj .

Die Behauptung folgt jetzt aus dem Satz von Schwarz ([18], Satz 5.3.4).

Für eine beliebige glatte p-Form ω =
∑

I∈Ip,n aIdxI auf U gilt nach i), ii), a) und

b), dass

dpdωq = d

(
∑

I∈Ip,n

daI ∧ dxI

)
=
∑

I∈Ip,n

dpdaIq ∧ dxI = 0.

iv) Auch hier beginnen wir wieder mit einigen Spezialfällen:
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a) Für g ∈ Ω
0pV q, x ∈ U und v ∈ Rm finden wir

f ⋆pdgqpxqpvq = dg
(
f pxq)pv · Jf pxqt q

(5.3) = v · Jf pxqt ·Gradpgq(f pxq)t
(Eigenschaften der Transposition) = v ·

(
Gradpgq(f pxq) · Jf pxq)t

(Kettenregel [18], Satz 6.3.1) = v ·Gradpg ◦ f qpxqt
(5.3) = dpg ◦ f qpxqpvq

= d
(
f ⋆pgq)pxqpvq.

b) Es seien i ∈ { 1, ...,n } und g : V −→ R, py1, ..., ynq 7−→ yi . Wir schreiben
weiter f =pf1, ..., fnq. Aus a) folgt

f ⋆pdyiq = f ⋆pdgq = dpg ◦ f q = dfi .

c) Für J =pj1, ..., jpq ∈ Ip folgt

d
(
f ⋆pdyJq) Satz 5.1.11, iiiq

= d
(
f ⋆pdyj1 ∧ · · · ∧ dyjpq)

(Satz 5.2.5, iii), und b) = dpdfj1 ∧ · · · ∧ dfjpq
= 0.

Die letzte Gleichung ergibt sich dabei aus der Leibniz-Regel und Teil iii).

Für eine beliebige glatte p-Form ω =
∑

J∈Ip,n bJdyJ auf V können wir nun fol-

gendermaßen vorgehen:

d
(
f ⋆pωq) = d

(
∑

J∈Ip,n

f ⋆pbJqf ⋆pdyJq)
(Leibniz-Regel und c) =

∑

J∈Ip,n

d
(
f ⋆pbJq) ∧ f ⋆pdyJq

a) =
∑

J∈Ip,n

f ⋆
(
dpbJq) ∧ f ⋆pdyJq

(Satz 5.2.5, iii) = f ⋆

(
∑

J∈Ip,n

dbJ ∧ dyJ

)

(Teil i) = f ⋆pdωq.
Damit ist die gewünschte Identität nachgewiesen.

5.2.10 Definition. Es seien p ∈ N, U ⊂ Rn eine offene Teilmenge und ω ∈ Ω
ppUq.

a) Die glatte p-Form ω ist geschlossen, wenn dω = 0 gilt.
b) Falls p ≥ 1 und eine glatte pp−1q-Form ϕ auf U mit dϕ = ω existiert, dann

nennen wir ω exakt.

5.2.11 Bemerkung. Es sei U ⊂ Rn eine offene Teilmenge.
i) Wegen Satz 5.2.9, i), ist jede exakte Form geschlossen. Jede glatte n-

Form auf U ist geschlossen.
ii) Die Frage, ob für n = 1 eine Funktion f : U −→ R eine Stammfunktion

besitzt (vgl. [17], Bemerkung 5.3.4), wird zu der Frage verallgemeinert, ob für
1 ≤ p ≤ n jede geschlossene p-Form auf U exakt ist. Diese Frage kann z.B.
für sternförmige Gebiete bejaht werden (Lemma von Poincaré,3 s. Aufgabe

3Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), französischer Mathematiker, theoretischer Physiker und Phi-
losoph.
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A.7.5, c). Für andere Gebiete ist sie aber falsch (Beispiel 5.7.4, ii). Die Antwort
auf die obige Frage hängt also mit der

”
Geometrie“ des Gebiets zusammen.

iii) Für 0 ≤ p ≤ n sei dp : Ω
ppUq −→ Ω

p+1pUq die lineare Abbildung ω 7−→ dω.
Mit der offensichtlichen Definition für d−1 erhalten wir die Sequenz

0 −−−−→ R d−1−−−−→ Ω
0pUq d0−−−−→ Ω

1pUq d1−−−−→ · · · dn−1−−−−→ Ω
npUq dn−−−−→ 0.

Dabei gilt
dp ◦ dp−1 = 0, i = 0, ...,n.

Die obige Sequenz heißt der de Rham4-Komplex von U.
Falls jede geschlossene glatte Form auf U exakt ist, gilt

Impdp−1q = Kerpdpq, p = 1, ...,n.

In diesem Fall sagt man, dass der de Rham-Komplex von U exakt ist.

Differentialformen in Dimension 3

Wir besprechen noch den Zusammenhang mit der vor allem in der Physik ge-
bräuchlichen Notation für Vektorfelder auf offenen Teilmengen des R3. Nach
Beispiel 5.1.3 und Satz 5.1.5 gilt:

•
0∧pR3q⋆ = R.

•
1∧pR3q⋆ ∼= R3. Als angeordnete Basis wählen wir pdx , dy, dzq.

•
2∧pR3q⋆ ∼= R3. Als angeordnete Basis wählen wir pdy∧dz, dz∧dx , dx∧dyq.

•
3∧pR3q⋆ ∼= R. Als Basisvektor nehmen wir dx ∧ dy ∧ dz.

Es seien U ⊂ R3 eine offene Teilmenge und

VektpUq := {v : U −→ R3
∣∣v ist unendlich oft differenzierbar

}

der Vektorraum der glatten Vektorfelder auf U.5 Wir erklären die Isomorphis-
men

α : VektpUq −→ Ω
1pUq

v =pa,b,cq 7−→ αv := adx + bdy + cdz,

ω : VektpUq −→ Ω
2pUq

v =pa,b,cq 7−→ ωv := ady ∧ dz + bdz ∧ dx + cdx ∧ dy.

5.2.12 Bemerkung. Diese Isomorphismen induzieren den Isomorphismus

⋆ : Ω1pUq −→ Ω
2pUq

adx + bdy + cdz 7−→ ady ∧ dz + bdz ∧ dx + cdx ∧ dy,

der sich Hodge6-Operator nennt.

4Georges de Rham (1903 - 1990), schweizer Mathematiker.
5Ein Vektorfeld v : U −→ R3 soll man sich als eine (unendlich oft differenzierbare) Abbildung

vorstellen, die jedem Punkt in U einen Tangentialvektor zuordnet.
6William Vallance Douglas Hodge (1903 - 1975), britischer Mathematiker.
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Für ein Vektorfeld v =pa,b,cq auf U gilt somit

dαv = dpadx + bdy + cdzq
=

(
∂c

∂y
− ∂b

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂a

∂z
− ∂c

∂x

)
dz ∧ dx +

(
∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
dx ∧ dy.

Damit gehört dαv zu dem Vektorfeld

Rotpvq := (∂c
∂y

− ∂b

∂z
,
∂a

∂z
− ∂c

∂x
,
∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
,

der sogenannten Rotation des Vektorfelds v . Mit dem Vektor

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

von Differentialoperatoren schreibt man formal

Rotpvq = ∇× v .

Dabei steht
”
×“ für das Kreuzprodukt von Vektoren im R3 ([4], Abschnitt 0.5).

Weiter berechnen wir

dωv = dpady ∧ dz + bdz ∧ dx + cdx ∧ dyq
=

(
∂a

∂x
+
∂b

∂y
+
∂c

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz.

Der Ausdruck

Divpvq := ∂a

∂x
+
∂b

∂y
+
∂c

∂z

wird die Divergenz des Vektorfelds v genannt und formal als

Divpvq = ∇ · v

geschrieben. Hier steht
”
·“ für das Standardskalarprodukt auf R3.

Für eine differenzierbare Funktion f : U −→ R gilt nach Satz 5.2.9, iii), und
den obigen Rechnungen:

0 = dpdf q = dpαGradpfqq = ωRotpGradpfqq,
i.e.

Rot
(
Gradpf q) = 0.

Ebenso findet man für v ∈ VektpUq:
0 = d

(
dαv q = dωRotpvq = Div

(
Rotpvq)dx ∧ dy ∧ dz,

d.h.

Div
(
Rotpvq) = 0.

Schließlich ist der Laplace7-Operator als

∆ : Ω0pUq −→ Ω
0pUq

f 7−→ ∂2

∂x2
f +

∂2

∂y2
f +

∂2

∂z2
f

definiert. Für f ∈ Ω
0pUq gilt

7Pierre-Simon (Marquis de) Laplace (1749 - 1827), französischer Mathematiker und Astronom.
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∆pf q = Div
(
Gradpf q).

Mit dem Hodge-Operator aus Bemerkung 5.2.12 lässt sich diese Identität in
der Form

d
(
⋆pdf q) = ∆pf q · dx ∧ dy ∧ dz

schreiben.

5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Benutzt man den Formalismus der Differentialformen, um das Integral über

eine Untermannigfaltigkeit zu definieren, dann muss man diese Unterman-

nigfaltigkeit erst mit einer Orientierung versehen. Dies ist der Tatsache ge-

schuldet, dass in der Transformationsformel 4.1.1 der Betrag der Determi-

nante der Jacobi-Matrix auftritt, in der Transformationsformel für Differenti-

alformen (Satz 5.2.5, iv) nur die Determinante der Jacobi-Matrix.

Orientierte Vektorräume

5.3.1 Definition. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zwei an-
geordnete Basen pv1, ..., vnq und pv ′

1, ..., v
′
nq vonV sind orientierungsäquivalent,

wenn die lineare Abbildung
L : V −→ V

mit
Lpviq = v ′

i , i = 1, ...,n,

die Bedingung
DetpLq > 0

erfüllt.

5.3.2 Bemerkung. i) Es sei pv1, ..., vnq eine angeordnete Basis des R-Vektor-
raums V . Dann ist

dvi : V −→ R
n∑

j=1

λj · vj 7−→ λi

eine alternierende 1-Form auf V , i = 1, ...,n, und der Vektor

dv1 ∧ · · · ∧ dvn

ist eine Basis für
∧n

V ⋆ (vgl. Satz 5.1.5).
Für zwei angeordnete Basen pv1, ..., vnq und pv ′

1, ..., v
′
nq gilt nach Satz 5.1.14,

iv), dass
L⋆pdv ′

1 ∧ · · · ∧ dv ′
nq = DetpLq·pdv1 ∧ · · · ∧ dvnq.

Mithin sind zwei Basen pv1, ..., vnq und pv ′
1, ..., v

′
nq genau dann orientierungs-

äquivalent, wenn es eine positive reelle Zahl a gibt, so dass

dv ′
1 ∧ · · · ∧ dv ′

n = a·pdv1 ∧ · · · ∧ dvnq.
ii) Man sieht leicht, z.B. mit der Diskussion in i), dass

”
Orientierungsäquiva-

lenz“ eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller angeordneter Basen von V
ist.
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5.3.3 Definition. a) Es sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Eine Ori-
entierung von V ist eine Orientierungsäquivalenzklasse angeordneter Basen
von V .
Schreibweise. Die Orientierungsäquivalenzklasse der Basis pv1, ..., vnq wird mitrv1, ..., vns bezeichnet.

b) Ein endlichdimensionalerR-Vektorraum V zusammen mit einer Orientie-
rung rv1, ..., vns ist ein orientierter R-Vektorraum.

c) Es seien pU, ru1, ...,unsq und pV , rv1, ..., vnsq orientierte R-Vektorräume. Ein
linearer Isomorphismus L : U −→ V ist orientierungstreu oder orientierungser-
haltend, wenn die Basis pLpu1q, ..., Lpunqq orientierungsäquivalent zu der Basispv1, ..., vnq ist. Andernfalls ist L orientierungsumkehrend.

d) Die Standardorientierung des Rn ist durch die Orientierungsäquivalenz-
klasse der Basis pe1, ...,enq gegeben.
5.3.4 Bemerkung. Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum hat genau
zwei Orientierungen.

Orientierte Untermannigfaltigkeiten

5.3.5 Definition. Es sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom
Typ C1.

a) Eine Karte für M ist eine Abbildung ϕ : V −→ U, so dass gilt:

• V ⊂ Rk ist ein Gebiet,

• ϕ : V −→ Rn ist ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Flächen-
stück,8

• U = ϕpV q ⊂ M.

b) Ein Atlas für M ist eine Familie pϕi : Vi −→ Uiqi∈I von Karten für M, so dass

M =
⋃

i∈I

Ui .

c) Ein Atlas pϕi : Vi −→ Uiqi∈I für M ist orientiert, wenn für i, j ∈ I und den
Kartenwechsel9

ϕij : ϕ
−1
i pUi ∩ Ujq ϕi−→ Ui ∩ Uj

ϕ−1
j−→ ϕ−1

j pUi ∩ Ujq
gilt: Die lineare Abbildung

Dϕijpyq : Rk −→ Rk

ist orientierungstreu, y ∈ ϕ−1
i pUi ∩ Ujq.

d) Zwei orientierte Atlanten pϕi : Vi −→ Uiqi∈I und pϕ′
j : V

′
j −→ U′

j qj∈J für M

sind orientierungsäquivalent, wenn der Atlas

(
ϕi : Vi −→ Ui , i ∈ I,ϕ′

j : V
′
j −→ U′

j , j ∈ J
)

orientiert ist.

8[18], Definition 11.3.1.
9Bei diesen und weiteren Verknüpfungen werden wir die Einschränkungen auf den jeweiligen

Definitionsbereich der Einfachheit halber unterdrücken.
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5.3.6 Bemerkung. i) In unserem bisherigen Formalismus verbirgt sich ein kleines
technisches Problem: Bisher ist jede Menge I als Indexmenge für einen Atlas
zugelassen. Da es aber die

”
Menge aller Mengen“ nicht gibt (s. [17], 1.2.2),

gibt es auch die Menge aller Atlanten einer gegebenen Untermannigfaltig-
keit M ⊂ Rn nicht. Daher betrachten wir nur Atlanten der Form pϕU : VU −→
UqU∈U, für die U ⊂ TpMq eine Teilmenge der Menge aller offenen Mengen
TpMq in M ist.10

ii) Es ist jetzt leicht zu sehen, dass wir in Definition 5.3.5, d), eine Äquivalenz-
relation auf der Menge der orientierten Atlanten der Form pϕU : VU −→ UqU∈U,
U ⊂ TpMq, definiert haben.

iii) Es sei pϕi : Vi −→ Uiqi∈I ein orientierter Atlas für die Untermannigfaltigkeit
M ⊂ Rn. Für i ∈ Ui und x ∈ Ui sei y ∈ Vi der Punkt mit ϕipyq = x . Der Tan-
gentialraum TxM von M an x ist nach [18], Satz 11.4.3, das Bild der linearen
Abbildung

L := Dϕipyq : Rk −→ Rn.

Wir erhalten die Orientierung rLpe1q, ..., Lpekqs von TxM. Da der Atlas als orien-
tiert vorausgesetzt wurde, hängt diese Orientierung nicht von der Wahl des
Index i ∈ I mit x ∈ Ui ab. (Übung.)

5.3.7 Definition. Es sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom
Typ C1.

a) Eine Orientierung von M ist eine Äquivalenzklasse eines orientierten At-
las pϕU : VU −→ UqU∈U. Dabei seiU ⊂ TpMq.

b) Die Untermannigfaltigkeit M ist orientierbar, wenn sie eine Orientierung
besitzt.

5.3.8 Bemerkung. i) Mit Bemerkung 5.3.6, iii), sehen wir, dass das Datum einer
Orientierung von M äquivalent zu einem Datum folgender Bauart ist: Jedem
Punkt x ∈ M wird eine Orientierung des Tangentialraums TxM zugewiesen.
Dabei soll es zu jedem Punkt x ′ ∈ M eine Karte ϕ : V −→ U für M geben, so
dass

• x ′ ∈ U und

• die lineare Abbildung Dϕpyq : Rk −→ TϕpyqM bzgl. der Standardorientie-

rung von Rk und der festgelegten Orientierung von TϕpyqM orientierungs-
treu ist, y ∈ V .

ii) Eine zusammenhängende orientierbare Untermannigfaltigkeit lässt ge-
nau zwei Orientierungen zu: Es seien pϕi : Vi −→ Uiqi∈I ein orientierter Atlas für
M und τ : Rk −→ Rk eine orientierungsumkehrende lineare Abbildung, z.B.px1, x2, ...., xkq 7−→p− x1, x2, ..., xkq. Wir definieren

• Ṽi := τ
−1pViq, i ∈ I,

• ϕ̃i : Ṽi
ϕ◦τ−→ Ui , i ∈ I.

Dann sind die Atlanten pϕi : Vi −→ Uiqi∈I und pϕ̃i : Ṽi −→ Uiqi∈I nicht orientie-

rungsäquivalent. Der Atlas pϕ̃i : Ṽi −→ Uiqi∈I induziert in TxM, x ∈ M, die Orien-
tierung, die derjenigen, die durch pϕi : Vi −→ Uiqi∈I induziert wird, entgegen-
gesetzt ist.

iii) Es gibt nicht orientierbare Untermannigfaltigkeiten in Rn (s. Beispiel 5.3.9,
iv).

10Dabei sei daran erinnert, dass U ⊂ M nach Definition offen ist, wenn es eine offene Teilmenge
W ⊂ Rn gibt, so dass U = W ∩M.
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5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

5.3.9 Beispiele. i) Jede Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn, die einen Atlas pϕ :
V −→ Uq mit nur einer Karte besitzt, ist orientierbar. Insbesondere ist jede of-
fene Teilmenge U ⊂ Rn, als n-dimensionale Untermannigfaltigkeit aufgefasst,
orientierbar.

ii) Wir versehen den Einheitskreis

S1 :=
{ px , yq ∈ R2

∣∣ x2 + y2 = 1
}

mit dem Atlas

ϕ1 : p− π,πq −→ S1 \
{p− 1, 0q}

t 7−→
(
cosptq, sinptq),

ϕ2 : p0, 2πq −→ S1 \
{p1, 0q}

t 7−→
(
cosptq, sinptq).

Der Kartenwechsel ist

ϕ12 := ϕ
−1
2 ◦ ϕ1 : p− π, 0q∪p0,πq −→ p0,πq∪pπ, 2πq

t 7−→
{

t , falls t ∈p0,πq
t + 2π, falls t ∈p− π, 0q .

Offenbar gilt:
Jϕ12

ptq =p1q, t ∈p− π, 0q∪p0,πq.
Der angegebene Atlas ist orientiert, und S1 ist orientierbar.

iii) (Hyperflächen) Es seien f : Rn −→ R eine stetig differenzierbare Abbil-
dung und

M :=
{
x ∈ Rn

∣∣ f pxq = 0
}
.

Es wird vorausgesetzt, dass

∀x ∈ M : Gradf pxq � 0.

Nach [18], Satz 11.3.4, ist M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n − 1
vom Typ C1. Wir definieren das Einheitsnormalenfeld

n : M −→ Rn

x 7−→ Gradf pxq
‖Gradf pxq‖ .

Es sei ϕ : V −→ U eine Karte für M. Da V nach der Definition einer Karte (Defi-
nition 5.3.5, a), und [18], Definition 11.3.1) zusammenhängend ist, ist das Vor-
zeichen der stetigen Abbildung

∆ϕ : V −→ R
y 7−→ Det

(
n
(
ϕpyq)

Jϕpyqt )

konstant auf V . Es sei pϕ̃i : Ṽi −→ Uiqi∈I ein Atlas für M. Wir fixieren

τ : Rn−1 −→ Rn−1py1, y2, ..., yn−1q −→ p− y1, y2, ..., yn−1q
und definieren einen neuen Atlas pϕi : Vi −→ Uiqi∈I wie folgt: Es sei i ∈ I. Falls

das Vorzeichen von ∆ϕ̃i
auf Ṽi positiv ist, dann seien Vi := Ṽi und ϕi := ϕ̃i .
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Andernfalls seien Vi := τ−1pṼiq und ϕi := ϕ̃i . In diesem Atlas ist das Vorzeichen
von ∆ϕi

auf Vi positiv, i ∈ I.

Wir möchten nun überprüfen, dass der Atlas pϕi : Vi −→ Uiqi∈I orientiert ist.
Gegeben seien i, j ∈ I und weiter

• W := ϕ−1
i pUi ∩ Ujq,

• W ′ := ϕ−1
j pUi ∩ Ujq,

• ϕij := ϕ
−1
j

◦ ϕi : W −→ W ′.

Außerdem seien x ∈ Ui ∩ Uj und

• y := ϕ−1
i pxq ∈ W ,

• y ′ := ϕ−1
j pxq ∈ W ′.

Wegen ϕi = ϕj ◦ ϕij gilt ϕijpyq = y ′ und nach der Kettenregel ([18], Satz 6.3.1):

Jϕi
pyq = Jϕj

(
ϕijpyq) · Jϕij

pyq = Jϕj
py ′q · Jϕij

pyq,
so dass (

npxq
Jϕi

pyqt ) =

(
1 0

0 Jϕij
pyqt ) ·

(
npxq

Jϕj
py ′qt )

und daher

∆ϕi
pyq = Det

(
1 0

0 Jϕij
pyqt ) ·∆ϕj

py ′q.
Der Atlas pϕi : Vi −→ Uqi∈I wurde so konstruiert, dass∆ϕi

pyq > 0 und∆ϕj
py ′q > 0.

Deshalb folgert man

Det
(
Jϕij

pyq) > 0.

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Einheitssphäre (vgl. [18], Bei-
spiel 11.3.5) Sn−1 ⊂ Rn orientierbar ist.

iv) (Das Möbiusband11) Sei I :=p− 1, 1q. Hier betrachten wir die Abbildung

Φ : R× I −→ R3pϕ, tq 7−→
(
cospϕq(R + t cos

(ϕ
2

))
, sinpϕq(R + t cos

(ϕ
2

))
, t sin

(ϕ
2

))
.

Die Geometrie dieser Abbildung versteht man leicht mit den Polar- und Ku-
gelkoordinaten (vgl. [18], Beispiel 3.2.4, iv), und 10.2.5, iii):

11August Ferdinand Möbius (1790 - 1868), deutscher Mathematiker und Astronom.
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5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Für jedes offene Intervall J ⊂ R der Länge 2π istΦ|J×I injektiv, und für ein offenes

Intervall J′ einer Länge l < 2π ist Φ|J′×I : J
′× I −→ R3 ein glattes parametrisiertes

Flächenstück. Damit ist

M := ΦpR× Iq
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.

Es ist unser Ziel nachzuweisen, dass M nicht orientierbar ist. Wäre M orien-
tierbar, so müsste es ein stetig differenzierbares Einheitsnormalenfeld (vgl. Teil
iii)

ñ : M −→ R3

geben, d.h.

• ∀x ∈ M : ñpxq ⊥ TxM,12

• ∀x ∈ M : ‖ñpxq‖ = 1.

Die Existenz dieses Einheitsnormalenfelds weist man z.B. leicht mit dem Kreuz-
produkt für Vektoren im R3 ([4], Abschnitt 0.5) nach. Eine allgemeinere Aussa-
ge findet man in [5], §20, Satz 2, a). Wir verfolgen dieses Normalenfeld entlang
des Kreises {

Φpϕ, 0q ∣∣ϕ ∈ r−π,πs}.
Für ϕ ∈ r−π,πs bilden wir

• vϕ1 :=
∂Φ

∂ϕ
pϕ, 0q =p − R · sinpϕq,R · cospϕq, 0q,

• vϕ2 :=
∂Φ

∂t
pϕ, 0q = (cospϕq · cos(ϕ

2

)
, sinpϕq · cos(ϕ

2

)
, sin

(ϕ
2

))
.

Wir legen das Vorzeichen ε ∈ {±1} so fest, dass

np0, 0q = e3 = − 1

R
· v01 × v02, n := ε · ñ.

Mit dem schon erwähnten Kreuzprodukt und der Stetigkeit berechnet man
für −π ≤ ϕ ≤ π

n
(
Φpϕ, 0q) = − 1

R
· vϕ1 × vϕ2

=
(
cospϕq · cos(ϕ + π

2

)
, sinpϕq · cos(ϕ + π

2

)
, sin

(ϕ + π

2

))
.

Insbesondere ergibt sich

• n
(
Φpπ, 0q) = e1,

• n
(
Φp− π, 0q) = −e1.

Wegen

Φp− π, 0q = Φpπ, 0q
ist das jedoch unmöglich, so dass M nicht orientierbar sein kann.

12Das bedeutet, dass 〈ñpxq, v〉 = 0 für jeden Vektor v ∈ TxM gilt.
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5.4 Teilungen der Eins

Nach Satz 3.2.1 kann man eine stetige Funktion auf Rn, deren Träger in ei-

ner kompakten Menge enthalten ist, integrieren. Damit können wir hoffen,

eine glatte p-Form mit
”
kompaktem Täger“ über eine Untermannigfaltig-

keit der Dimension p zu integrieren. Der Ansatz dabei ist, Kartengebiete zu

verwenden. Wir müssen dazu die gegebene p-Form so als Summe von p-

Formen schreiben, dass jeder Summand einen kompakten Träger hat, der

in einem Kartengebiet enthalten ist. Die Möglichkeit hierzu wird durch die

Teilung der Eins eröffnet.

5.4.1 Satz (Teilung der Eins). Es seien M ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension k vom Typ C∞ und pUiqi∈I eine offene Überdeckung von M. Dann
existieren unendlich oft differenzierbare Funktionen ξl : Rn −→ R, l ∈ N, mit
folgenden Eigenschaften:

• ∀l ∈ N∀x ∈ Rn : 0 ≤ ξlpxq ≤ 1.

• Für l ∈ N ist die Menge supppξlq kompakt, und es gibt einen Index i ∈ I
mit psupppξlq ∩Mq ⊂ Ui .

• Für jede kompakte Teilmenge K ⊂ M existieren ein Index L0 ∈ N und für
jedes L ≥ L0 eine offene Teilmenge UL ⊂ M, so dass K ⊂ UL, UL kompakt
ist und

– ∀x ∈ K :

L∑

l=1

ξlpxq = 1,

– ∀x ∈ M \ UL :

L∑

l=1

ξlpxq = 0.

Wir unterteilen den Beweis des Satzes in kleinere Stücke und beginnen mit
dem

5.4.2 Hilfssatz. Es seien K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge und V ⊂ Rn eine
offene, so dass K ⊂ V. Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare Funk-
tion f : Rn −→ Rmit folgenden Eigenschaften:

• ∀x ∈ Rn : 0 ≤ f pxq ≤ 1.

• ∀x ∈ K : f pxq = 1.

• ∀x ∈ Rn \ V : f pxq = 0.

Beweis. Die Funktion

λ : R −→ R
x 7−→





0, falls x ≤ 0

exp

(
−1

x

)
, falls x > 0

ist nach [17], Aufgabe 6.17.5 und Beispiel 5.7.12, unendlich oft differenzierbar.
Für reelle Zahlen a < b definieren wir damit

ψa,b : R −→ R
x 7−→ λpx − aq · λpb − xq,
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5.4 Teilungen der Eins

d.h.

ψa,bpxq =  exp

(
1

a − x
+

1

x − b

)
, falls x ∈pa,bq

0, falls x 6∈pa,bq .

Mit dieser Funktion konstruieren wir wiederum

ϕa,b : R −→ R
x 7−→

∫ b

x

ψptqdt
∫ b

a

ψptqdt .
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ([17], Satz 5.3.1)
ist ψ unendlich oft differenzierbar. Die Funktion ψ hat folgende Eigenschaften:

• ∀x ≤ a : ϕa,bpxq = 1.

• ∀x ∈pa,bq : 0 ≤ ϕa,bpxq ≤ 1.

• ∀x ≥ b : ϕa,bpxq = 0.

a) Wir untersuchen zunächst folgende Situation: Es gebe ein y ∈ Rn und
reelle Zahlen a < b, so dass

K =
{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x − y‖ ≤ a
}
,

V =
{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x − y‖ < b
}
.

In dieser Situation hat die Funktion

f : R −→ R
x 7−→ ϕa,b

(
‖x − y‖

)

die gewünschten Eigenschaften.
b) Im Allgemeinen arbeiten wir folgendermaßen: Da K kompakt ist, exis-

tieren reelle Zahlen a1 < b1,...,am < bm und Punkte y1,...,ym ∈ Rn, so dass

K ⊂
m⋃

i=1

Bi , Bi :=
{
x ∈ Rn

∣∣ ‖x − yi‖ < ai

}
, i = 1, ...,m,

und
Vi := Bpyi ,biq ⊂ V , i = 1, ...,m.

(Nach [18], Lemma 3.4.4, ist d := distpK ,Rn \ V q > 0. Sei a :=p1/2q · d. Da K
kompakt ist und K ⊂ ⋃

y∈K Bpy,aq finden wir y1, ..., ym und a1, ...,am. Ebenso

gilt di := distpBpyi ,aiq,Rn \ V q > 0, so dass wir weiter bi ∈pai ,ai + diq wählen
können, i = 1, ...,m.)

Es sei fi : Rn −→ R die in a) zu den Mengen Bi ⊂ Vi definierte Funktion,
i = 1, ...,m. Wir setzen

f : Rn −→ R
x 7−→ 1−

m∏

i=1

(
1− fipxq)

und erhalten somit die verlangte Funktion.
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Kapitel 5 Differentialformen und der Satz von Stokes

Beweis von Satz 5.4.1. Schritt 1. Wir erklären zunächst, dass wir I = N voraus-
setzen dürfen, d.h. dass die Überdeckung abzählbar ist. Es sei

I1 :=
{ py,aq ∈ Qn ×Q>0

∣∣Bpy,aq ∩M � ∅

}
.

Dies ist eine abzählbare Menge, und wir wählen eine Bijektion

α1 : N −→ I1.

Dann ist pWiqi∈N mit Wi := Bpα1piqq ∩M, i ∈ N, eine abzählbare Basis der Topo-
logie von M, d.h. für eine offene Menge U ⊂ M gilt

U =
⋃

i:Wi⊂U

Wi .

Zu einer beliebigen Überdeckung pUiqi∈I gibt es deshalb eine ÜberdeckungpŨiqi∈N und eine Abbildung ν : N −→ I mit Ũi ⊂ Uνpiq, i ∈ N. Für unser Argument

dürfen wir pUiqi∈I durch pŨiqi∈N ersetzen und deshalb I = N voraussetzen.
Schritt 2. Die Menge

I2 :=
{ pi, y,aq ∈ N×Qk ×Q>0

∣∣ Bpy,aq ∩M ⊂ Ui

}

ist ebenfalls abzählbar. Es sei
α2 : N −→ I2

eine Abzählung. Für l ∈ N und α2plq =pi, y,aq seien
Al := B

(
y,

1

2
· a
)
,

Bl := Bpy,aq.
Man beachte, dass

M ⊂
⋃

l∈NAl . (5.4)

Nach Hilfssatz 5.4.2 gibt es eine Funktion fl : Rn −→ Rmit

• flpyq = 1, y ∈ Al ,

• flpyq = 0, y 6∈ Bl , l ∈ N.
Mit

ξ0 := f0,

ξl+1 := p1− f0q · · · · ·p1− flq · fl+1, l ∈ N,
erhalten wir weitere unendlich oft differenzierbare Funktionen. Dabei gilt:

∀l ∈ N∀x 6∈ Bl : ξlpxq = 0.

Nach Konstruktion gilt für l ∈ N und α2plq =pi, y,nq, dass
(
Bl ∩M

)
⊂ Ui .

Damit haben wir die ersten beiden behaupteten Eigenschaften der Funktion
ξl überprüft, l ∈ N.
Behauptung. ∀l ∈ N : 1−pξ0 + · · · + ξlq =p1− f0q · · · · ·p1− flq.
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Diese Behauptung verifizieren wir durch Induktion über l. Für l = 0 gilt sie
nach Definition. Für l + 1 berechnen wir mit der Definition und der Induktions-
voraussetzung:

1−pξ0 + · · · + ξl+1q = 1−pξ0 + · · · + ξlq− ξl+1

= p1− f0q · · · · ·p1− flq−p1− f0q · · · · ·p1− flq · fl+1
= p1− f0q · · · · ·p1− fl+1q.

Dies ist die Behauptung.
√

Da K kompakt ist, gibt es wegen (5.4) einen Index L0, so dass

K ⊂
L0⋃

l=0

Al .

Die Behauptung zeigt, dass für L ≥ L0 gilt:

∀x ∈
L⋃

l=0

Al :
L∑

l=0

ξlpxq = 1.

Ferner gilt für L ≥ L0

K ⊂
L⋃

l=0

pAl ∩Mq ⊂ UL :=

L⋃

l=0

pBl ∩Mq.
Nach Konstruktion ist UL kompakt. Da ξlpxq = 0 für x 6∈ Bl und l ∈ N gilt, folgt
auch

∀L ≥ L0∀l ∈ { 0, ..., L }∀x ∈ M \ UL : ξlpxq = 0.

Damit sind alle Behauptungen des Satzes gezeigt.

5.5 Integration von Differentialformen über

Untermannigfaltigkeiten

Es seien M ⊂ Rn eine orientierte Untermannigfaltigkeit der Dimension p

und ω ∈ Ω
ppRnq eine glatte p-Form, so dass

K := supppωq ∩M

kompakt ist. Dabei ist

supppωq := {

x ∈ Rn
∣

∣ωpxq � 0
}

der Träger von ω. Wir wollen in dieser Situation das Integral

∫

M

ω

definieren.
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Fall 1. Die Menge K ist in einem Kartengebiet enthalten

In diesem Fall nehmen wir an, dass es eine
”
orientierte“13 Karte ϕ : V −→ U für

M gibt, so dass
K := supppωq ∩M ⊂ U.

Für solch eine Karte ϕ : V −→ U existiert eine unendlich oft differenzierbare
Funktion f : V −→ Rmit

ϕ⋆pωq = fdy1 ∧ · · · ∧ dyp.

Der Träger der Funktion f ist in der kompakten Teilmenge ϕ−1pK q ⊂ V enthal-
ten, so dass f als stetige Funktion nach Satz 3.2.1, ii), über V integrierbar ist
und wir ∫

M,ϕ

ω :=

∫

V

fdµp

setzen können.

5.5.1 Satz. In der obigen Situation seien ϕ : V −→ U und ϕ′ : V ′ −→ U′ orientier-
te Karten für M, so dass

supppωq ∩M ⊂ U ∩ U′.

Dann gilt ∫

M,ϕ

ω =

∫

M,ϕ′

ω.

Beweis. Schritt 1. Wenn U′ ⊂ U, V ′ = ϕ−1pUq und ϕ′ = ϕ|V ′ gilt, dann ist nichts
zu zeigen.

Schritt 2. Im Allgemeinen können wir auf Grund von Schritt 1 zu

ϕ|ϕ−1pU∩U′q : ϕ−1pU ∩ U′q −→ U ∩ U′,

ϕ′
|ϕ′−1pU∩U′q : ϕ′−1pU ∩ U′q −→ U ∩ U′

übergehen und deshalb ohne Beschränkung der Allgemeinheit U = U′ vor-
aussetzen.

Schritt 3. Es seien

ψ : V
ϕ−→ U

ϕ′−1

−→ V ′

die Kartenwechselabbildung und

ϕ⋆pωq = fdy1 ∧ · · · ∧ dyp,

ϕ′⋆pωq = f ′dy1 ∧ · · · ∧ dyp.

Wegen ϕ = ϕ′ ◦ ψ gilt nach Satz 5.2.5, ii) und iv),

ϕ⋆pωqpyq = ψ⋆
(
ϕ′⋆pωq)pyq

= pf ′ ◦ ψqpyq · Det(Jψpyq)dy1 ∧ · · · ∧ dyp, y ∈ V . (5.5)

Da ϕ und ϕ′ mit der Orientierung von M verträglich sind, gilt

∀y ∈ V : Det
(
Jψpyq) > 0,

i.e.
∀y ∈ V :

∣∣∣Det
(
Jψpyq)∣∣∣ = Det

(
Jψpyq).

13kurz für: mit der Orientierung von M veträgliche
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Damit folgt aus (5.5) und der Transformationsformel 4.1.1
∫

V

f pyqdµppyq = ∫
V

pf ′ ◦ ψqpyq · Det(Jψpyq)dµppyq = ∫
V ′

f ′py ′qdµppy ′q.
Das ist genau die behauptete Gleichung.

Wegen dieses Satzes schreiben wir für eine orientierte Karte ϕ : V −→ U, so
dass supppωq ∩M in U enthalten ist,

∫

M

ω :=

∫

M,ϕ

ω.

Fall 2. Der allgemeine Fall

Es sei pϕi : Vi −→ Uiqi∈I ein Atlas, der zu einem Atlas aus der Orientierung von

M orientierungsäquivalent ist. Dann ist pUiqi∈I eine Überdeckung von M. Dazu
erhalten wir nach Satz 5.4.1 gewisse unendlich oft differenzierbare Funktionen

ξk : Rn −→ R, k ∈ N,
so dass

• ∀x ∈ Rn : 0 ≤ ξk pxq ≤ 1,

• supppξk q ∩M kompakt ist, k ∈ N,
• zu k ∈ N ein Index i ∈ I mit supppξk q ∩M ⊂ Ui existiert.

Zu der kompakten Menge

K := supppωq ∩M

gibt es weiter einen Index L ∈ N, so dass

• ∀x ∈ K : ξ0pxq + · · · + ξLpxq = 1.

Damit definieren wir die glatten p-Formen

ωi := ξi · ω, i = 0, ..., L,

auf Rn. Man beachte, dass

• ∀x ∈ M : ωpxq = ω0pxq + · · · + ωLpxq,
• supppωiq∩M = supppξiq∩supppωq∩M kompakt und in einem Kartengebiet
enthalten ist, i = 0, ..., L.

Mit Fall 1 können wir jetzt

∫

M,ξ0 ,...,ξL

ω :=

L∑

i=0

∫

M

ωi

definieren.

5.5.2 Satz. Für Funktionen pξk qk∈N bzw. pξ′k qk∈N sowie Indizes L bzw. L′ mit den
oben genannten Eigenschaften gilt

∫

M,ξ0 ,...,ξL

ω =

∫

M,ξ′
0
,...,ξ′

L′

ω.
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Beweis. Schritt 1. Falls es eine orientierte Karte ϕ : V −→ U mit supppωq∩M ⊂ U
gibt, dann folgt auch supppξi · ωq ∩M ⊂ U, i = 0, ..., L, und supppξ′j · ωq ∩M ⊂ U,

j = 0, ..., L′. Wir folgern
∫

M

ξ0 · ω + · · · +
∫

M

ξL · ω =

∫

M

ω =

∫

M

ξ′0 · ω + · · · +
∫

M

ξ′L′ · ω

aus der Linearität des Rücktransports (Satz 5.2.5, i) und des Integrals.
Schritt 2. Hier erhalten wir unter Verwendung von Fall 1 für die Formen ξi ·ω,

i = 0, ..., L, bzw. ξ′i · ω, j = 0, ..., L′,

L∑

i=0

∫

M

ξi · ω =

L∑

i=0

L′∑

j=0

∫

M

ξ′j · ξi · ω =

L′∑

j=0

L∑

i=0

∫

M

ξi · ξ′j · ω =

L′∑

j=0

∫

M

ξ′j · ω

und damit die behauptete Gleichheit.

Zu Funktionen pξkqk∈N und einem Index L ∈ N mit den oben aufgelisteten
Eigenschaften definieren wir

∫

M

ω =

∫

M,ξ0 ,..,ξL

ω.

5.5.3 Bemerkung. Ebenso definieren wir
∫
M
ω für eine offene Teilmenge U ⊂ Rn

mit M ⊂ U und eine glatte p-Form ω auf U.

5.6 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung [17], Satz 5.3.1, ge-

stattet für eine stetig differenzierbare Funktion F : ra,bs −→ R die Berech-

nung des Integrals
∫ b

a
F ′pxqdx durch Auswertung der Funktion F an den

beiden Randpunkten von ra,bs. Untermannigfaltigkeiten mit Rand sind in-

teressante und weitreichende Verallgemeinerungen eines abgeschlosse-

nen Intervalls ra,bs, die man für die Formulierung des Satzes von Stokes

benötigt.

5.6.1 Definition. Eine Teilmenge H ⊂ Rn heißt Halbraum, wenn es eine nichttri-
viale lineare Abbildung

l : Rn −→ R
gibt, so dass

H :=
{
x ∈ Rn

∣∣ lpxq ≤ 0
}
.

5.6.2 Bemerkung. Der Rand von H ([18], Definition 1.6.1) ist durch

∂H :=
{
x ∈ Rn

∣∣ lpxq = 0
}

und der offene Kern ([18], Definition 1.6.4) durch

◦

H =
{
x ∈ Rn

∣∣ lpxq < 0
}

gegeben.

5.6.3 Beispiel. Der Standardhalbraum in Rn ist

H− :=
{
x =px1, ..., xnq ∣∣ x1 ≤ 0

}
.
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5.6 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

y

∂H−

x

H−

5.6.4 Definition. Ein Parametergebiet mit Rand ist eine zusammenhängende
Teilmenge P ⊂ Rn, so dass eine offene Teilmenge U ⊂ Rn und ein Halbraum
H ⊂ Rn mit

• U ∩ ∂H � ∅,

• U ∩ H = P

existieren.

5.6.5 Bemerkung. Für ein Parametergebiet P mit Rand gilt

∂P = ∂H ∩ P,
◦

P =
◦

H ∩ P.

5.6.6 Definition. Es seien k ∈ N und l ∈ N ∪ {∞}, so dass k , l ≥ 1.
a) Ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Flächenstückmit Rand vom

Typ Cl ist eine Abbildung ϕ : P −→ Rn, so dass

• P ⊂ Rk ein Parametergebiet mit Rand ist,

• ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Flächenstück ϕ̃ : P̃ −→ Rn

vom Typ Cl existiert mit

– P ⊂ P̃,

– ϕ̃|P = ϕ.

b) Eine Teilmenge M ⊂ Rn heißt k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand vom Typ Cl , wenn es zu jedem Punkt x ∈ M ein k-dimensionales glattes
parametrisiertes Flächenstück ϕ : P −→ Rn mit oder ohne Rand vom Typ Cl mit
x ∈ ϕpPq ⊂ M gibt.

c) Es sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Ein
Punkt x ∈ M heißt innerer Punkt, wenn es ein k-dimensionales glattes parame-
trisiertes Flächenstück ϕ : P −→ Rn ohne Rand mit x ∈ ϕpPq ⊂ M gibt. Andern-
falls heißt x Randpunkt von M. Der Rand von M ist die Menge

∂M :=
{
x ∈ M

∣∣ x ist Randpunkt von M
}
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Kapitel 5 Differentialformen und der Satz von Stokes

und das (relative) Innere von M die Menge

◦

M := M \ ∂M.

∂M

M

5.6.7 Warnung. Für k = n stimmen die Begriffe aus obiger Definition mit denen
aus [18], Definition 1.6.1 und 1.6.4, überein. Für k < n ist das aber nicht mehr
so: Für eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn mit Rand gilt im
Sinne von [18], Definition 1.6.1, dass

∂M = M.

Im Sinne von Definition 5.6.6, c), gilt z.B.

∂Sn−1 = ∅.

5.6.8 Beispiele. i) Jede UntermannigfaltigkeitM ⊂ Rn im Sinne von [18], Defini-
tion 11.3.3, kann auch als Untermannigfaltigkeitmit Rand angesehenwerden.
Allerdings gilt dann ∂M = ∅.

ii) Jeder Halbraum H ⊂ M ist eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dabei

sind ∂H und
◦

H wie in Bemerkung 5.6.2 beschrieben.

iii) Für a ∈ Rn und r > 0 ist

Bpa, rq := { x ∈ Rn
∣∣ ‖x − a‖ ≤ r

}

eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dabei gilt

∂Bpa, rq = Spa, rq := { x ∈ Rn
∣∣ ‖x − a‖ = r

}
,

◦

Bpa, rq = Bpa, rq.
5.6.9 Lemma. Es sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand vom Typ Cl . Dann ist ihr Rand ∂M eine pk − 1q-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit vom Typ Cl , und es gilt

∂p∂Mq = ∅.
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5.6 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Beweis. Es sei x ∈ ∂M. Dann gibt es ein glattes parametrisiertes Flächenstück14

ϕ : Bkp0, rq −→ Rn

vom Typ Cl mit

• ϕpBkp0, rq ∩ H−q ⊂ M,

• x ∈ ∂M ∩ ϕ
(
Bkp0, rq) = ϕ(Bkp0, rq ∩ ∂H−

)
.

Es sei
ϕ : Bk−1p0, rq −→ Bkp0, rq ϕ−→ Rnpy2, ..., ykq 7−→ p0, y2, ..., yk q.

Die Abbildung ϕ ist ein pk−1q-dimensionales glattes parametrisiertes Flächen-
stück vom Typ Cl , so dass x ∈ ϕpBk−1p0, rqq. Wir erkennen, dass ∂M eine pk −1q-
dimensionale Untermannigfaltigkeit vom Typ Cl mit leerem Rand ist.

Alle Definitionen und Sätze aus den Abschnitten 5.3, 5.4 und 5.5 lassen sich
ohne große Mühe auf Untermannigfaltigkeiten mit Rand übertragen.

5.6.10 Lemma. Es sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale orientierte Untermannigfal-
tigkeit mit Rand. Dann ist ihr Rand ∂M orientierbar.

Beweis. Es sei pϕi : Vi −→ Uiqi∈I ein orientierter Atlas15 für M, der orientierungs-
äquivalent zu einem Atlas aus der Orientierung von M ist. Wir nehmen an,
dass es zu jedem Index i ∈ I eine Zahl ri ∈ R>0 gibt, so dass

• Vi = Bkp0, riq oder
• Vi = B−

k p0, riq := Bkp0, riq∩H− und ein glattes parametrisiertes Flächenstück
ϕ̃i : Bkp0, riq −→ Rn mit ϕ̃i|B−

k
p0,ri q = ϕi existiert.

Es seien
J :=

{
i ∈ I

∣∣Ui ∩ ∂M � ∅

}

und für j ∈ J

ϕj : Bk−1p0, rjq −→ Bkp0, rjq ϕ̃j−→ Rnpy2, ..., ykq 7−→ p0, y2, ..., yk q.
Dann ist pϕj : Bkp0, rjq −→ Ũj := Uj ∩ ∂Mqj∈J ein Atlas für ∂M, und wir behaupten,
dass dieser Atlas orientiert ist. Wir fixieren i, j ∈ J und betrachten die Karten-
wechsel

ψ : ϕ−1
i

pUi ∩ Ujq −→ ϕ−1
j

pUi ∩ Ujq,
ψ : ϕ−1

i pUi ∩ Uj ∩ ∂Mq −→ ϕ−1
j pUi ∩ Uj ∩ ∂Mq.

Weiter schreiben wir

ψ = pψ2, ...,ψnq,
ψ = pψ1,ψ2, ...,ψnq

und beobachten

∀y ∈ ϕ−1
i pUi ∩ Uj ∩ ∂Mq : ψ1p0, yq = 0, ψlp0, yq = ψlpyq, l = 2, ...,n.

14Wir schreiben Bkp0, rq, um anzudeuten, dass der Ball in Rk betrachtet wird.
15Der Leser bzw. die Leserin möge diesen Begriff für Untermannigfaltigkeiten mit Rand entwi-

ckeln.
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Somit gilt

Jψp0, yq =  ∂ψ1

∂y1
p0, yq 0 · · · 0

⋆
...
⋆

Jψpyq 


, y ∈ ϕ−1
i pUi ∩ Uj ∩ ∂Mq.

Damit ist

∀y ∈ ϕ−1
i pUi ∩ Uj ∩ ∂Mq : ∂ψ1

∂y1
p0, yq > 0

zu überprüfen. Nach Definition gilt

∂ψ1

∂y1
p0, yq = lim

t→0−0

ψ1pt , yq − ψ1p0, yq
t

= lim
t→0−0

ψ1pt , yq
t

.

Da

ψpt , yq ∈ ◦

H−

für Werte von t < 0, so dass pt , yq ∈ ϕ−1
i pUi ∩ Ujq, folgt

ψ1pt , yq < 0

und daher
ψ1pt , yq

t
> 0.

Der obige Grenzwert ist also nichtnegativ und damit positiv, weil null für ihn
nicht in Frage kommt.

5.6.11 Definition. Die durch den Atlas pϕj : Bp0, rjq −→ Ũjqj∈J bestimmte Orien-
tierung von ∂M ist die induzierte Orientierung.

5.6.12 Bemerkung. Der obige Beweis zeigt, dass für eine zusammenhängende
orientierbare UntermannigfaltigkeitM mit nichtleerem Rand die Orientierung
von M durch diejenige des Rands festgelegt ist und umgekehrt.

5.7 Der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir endlich den berühm-

ten Satz von Stokes. Er verbindet das Integral der äußeren Ableitung ei-

ner glatten pp − 1q-Form mit kompaktem Träger über eine orientierte p-

dimensionale Mannigfaltigkeit mit dem Integral ebendieser Form über den

Rand der Mannigfaltigkeit.

5.7.1 Satz (Der Satz von Stokes16). Es seien M ⊂ Rn eine orientierte p-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit mit Rand vom Typ C∞. Der Rand ∂M werde mit
der induzierten Orientierung versehen. Dann gilt

∫

M

dω =

∫

∂M

ω

für jede offene Menge U ⊂ Rn mit M ⊂ U und jede glatte pp − 1q-Form ω auf
U, so dass

supppωq ∩M

kompakt ist.
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5.7.2 Bemerkung. Wir betrachten reelle Zahlen a < b und das Intervall ra,bs.
Dann ist der Rand ∂I = {a} ∪ {b}. Der Formalismus der Orientierungen lässt
sich nicht direkt auf 0-dimensionale Mannigfaltigkeiten anwenden. Allerdings
können wir einem Punkt einfach eine positive oder negative Orientierung zu-
weisen. Entsprechend den bisherigen Konventionen sollte die rechte Intervall-
grenze positiv und die linke negativ orientiert sein. Das Intervall I ist eindimen-
sional. Wir sprechen deswegen von einer glatten 0-Form, also einer unend-
lich oft differenzierbaren Funktion F : I′ −→ R, I′ ein offenes Intervall, das ra,bs
enthält. Wir müssen dann ∫

∂I

F = Fpbq− Fpaq
lesen. Mit dF = F ′dx lautet der Satz von Stokes

∫

I

F ′dx = Fpbq− Fpaq.
In diesem Fall folgt der Satz von Stokes aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ([17], Satz 5.3.1). Den höherdimensionalen Fall werden
wir darauf zurückführen.

Beweis von Satz 5.7.1. Wir wählen einen Atlas pϕi,j : Vi,j −→ Ui,jqpi,jq∈{ 1,2 }×N, so
dass es zu pi, jq ∈ { 1, 2 } ×N eine Zahl ai,j ∈ R>0 gibt mit

• V1,j =p− a1,j ,a1,jq×k ,

• V2,j =p− a2,j , 0s×p− a2,j ,a2,jq×pk−1q,
• ϕ2,j

(
{0}×p− a2,j ,a2,jq×pk−1q) ⊂ ∂M, j ∈ N.

i) Wir nehmen zunächst an, dass es einen Index j ∈ Nmit

supppωq ∩M ⊂ V1,j

gibt. Dann gilt offensichtlich ∫

∂M

ω = 0.

Die Menge
A := ϕ−1

1,j

(
supppωq ∩M

)

ist kompakt. Mit

ε :=
1

2
·min

{
a1,j , distpA, ∂V1,jq} > 0

gilt
A ⊂p− a1,j + ε,a1,j − εq×k .

Weiter sei

ϕ⋆1,jpωq = k∑

i=1

p− 1qi+1fidy1 ∧ · · · ∧ dyi−1 ∧ dyi+1 ∧ · · · ∧ dyk .

Es gilt dann (Satz 5.2.9, iv)

ϕ⋆1,jpdωq = d
(
ϕ⋆1,jpωq) = k∑

i=1

∂fi
∂yi

dy1 ∧ · · · ∧ dyk .

16Sir George Gabriel Stokes (1819 - 1903), irischer Mathematiker und Physiker.
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Mit dem Satz von Fubini 3.1.1 integrieren wir folgendermaßen:
∫

V1,j

∂fi
∂yi

dy1 ∧ · · · ∧ dyk

=

∫p−a1,j+ε,a1,j−εq×pk−1q (∫ a1,j−ε

−a1,j+ε

∂fi
∂yi

dyi

)
dµk−1py1, ..., yi−1, yi+1, ..., ykq.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung [17], Satz 5.3.1, er-
mitteln wir

∫ a1,j−ε

−a1,j+ε

∂fi
∂yi

dyi = fipy1, ..., yi−1,a1,j − ε, yi+1, ..., ykq−
−fipy1, ..., yi−1,−a1,j + ε, yi+1, ..., ykq

= 0,

denn die Intervallgrenzen liegen außerhalb des Trägers von fi , i = 1, ..., k . Das
zeigt den Satz von Stokes in dem geschilderten Spezialfall.

ii) Jetzt setzen wir voraus, dass es eine Zahl j ∈ N gibt, so dass

supppωq ∩M ⊂ V2,j .

Es sei
A := ϕ−1

2,j

(
supppωq ∩M

)
.

Die Menge
A ∩

(
{0}×p− a2,j ,a2,jq×pk−1q)

ist kompakt. Insbesondere folgt

d := dist
(
A,
(
∂V2,j \ {0}×p− a2,j ,a2,jq×pk−1q))> 0.

Wir setzen ε :=p1/2q · min{a2,j ,d } und benutzen ansonsten zu Teil i) analoge
Bezeichnungen. Wie in Teil i) folgt

∫

V2,j

∂fi
∂yi

dy1 ∧ · · · ∧ dyk = 0, i = 2, ...,n.

Mit dem Satz von Fubini 3.1.1 berechnen wir auch
∫

M

dω =

∫

V2,j

dϕ⋆j pωq
=

∫p−a2,j ,a2,jq×pk−1q (∫ 0

−a2,j+ε

∂f1
∂y1

dy1

)
dµk−1py2, ..., yk q

=

∫p−a2,j ,a2,jq×pk−1q f p0, y2, ..., ykqdµk−1py2, ..., ykq
=

∫

∂M

ω.

Dabei haben wieder den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
([18], Satz 5.3.1) und die Tatsache f p − a2,j + ε, y2, ..., ynq = 0, py2, ..., ykq ∈p −
a2,j ,a2jq×pk−1q, angewendet.

iii) Im Allgemeinen können wir eine Teilung der Eins benutzen (Satz 5.4.1),
um

ω =

L∑

s=0

ξs · ω
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zu schreiben. Dabei ist ξs : Rn −→ R unendlich oft differenzierbar, und es exis-
tiert ein Index pis, jsq ∈ { 1, 2 } ×Nmit

supppξs · ωq ∩M ⊂ Uis ,js , s = 0, ..., L.

Nach der Leibniz-Regel 5.2.9, ii), gilt

dω =
L∑

s=0

pdξs ∧ ω + ξs · dωq
=

L∑

s=0

ξs · dω +

(
L∑

s=0

dpξ0 + · · · + ξLq) ∧ ω.

Nun gibt es nach Konstruktion der Teilung der Eins eine offene Menge U ⊂ Rn,
so dass

• supppωq ∩M ⊂ U,

• ∀x ∈ U : ξ0pxq + · · · + ξLpxq = 1.

Damit ist dpξ0 + · · · + ξLq null auf U. Nach i) und ii) gilt

∫

∂M

ω =

L∑

s=0

∫

∂M

ξs · ω

=

L∑

s=0

∫

M

pξs · dω + dξs ∧ ωq
=

∫

M

dω +

∫

M

dpξ0 + · · · + ξLq ∧ ω
=

∫

M

dω.

Dies beweist den Satz von Stokes.

5.7.3 Folgerung. In der Situation von Satz 5.7.1 gelte ∂M = ∅. Dann hat man
∫

M

dω = 0.

5.7.4 Beispiele. i) Es sei

ω =
n∑

i=1

p− 1qi+1xidx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Das ist eine glatte pn− 1q-Form auf Rn, die

dω = ndx1 ∧ · · · ∧ dxn.

erfüllt. Für jede kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn mit
Rand gilt nach dem Satz von Stokes

VolnpMq = 1

n
·
∫

∂M

ω.

Insbesondere gilt in Beispiel 5.6.8, iii),

Voln
(
Bp0, 1q) = Voln

(
Bp0, 1q) = 1

n
·
∫

Sn−1

ω.
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ii) Jetzt seien U := Rn \ {0} und

σpxq := n∑

i=1

p− 1qi+1 · xi
‖x‖n dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn, x =px1, ..., xnq ∈ U.

Das ist eine glatte pn− 1q-Form auf U, und man berechnet

dσ = 0.

Die Form σ ist also geschlossen. Auf der anderen Seite kann sie wegen
∫

Sn−1

σ =

∫

Sn−1

ω
iq
= n · Voln

(
Bp0, 1q) > 0

und Folgerung 5.7.3 nicht exakt sein. Auf U gibt es also geschlossene Formen,
die nicht exakt sind (vgl. Bemerkung 5.2.11).

iii) Es sei a > 1. Durch Rotation der Kreisscheibe

K :=
{ px1, 0, x3q ∈ R3

∣∣ px1 − aq2 + x2
3 ≤ 1

}

um die x3-Achse entsteht ein Volltorus M. Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ([18],
Beispiel 10.2.5, iii) sehen wir, dass M das Bild der Abbildung

ψ : r0, 1s× r0, 2πs× r0, 2πs −→ R3pr ,u, vq 7−→ ((
a + r · cospvq) · cospuq, (a + r · cospvq) · sinpuq, r · sinpvq)

ist. Weiter ist

ϕ : p0, 2πq×p0, 2πq −→ R3pu, vq 7−→
((

a + cospvq) · cospuq, (a + cospvq) · sinpuq, sinpvq)
ein zweidimensionales glattes parametrisiertes Flächenstück vom TypC∞. Das
Bild von ϕ ist der Rand T := ∂M ohne die Kreislinien

”
Nullmeridian“ und

”
äuße-

rer Äquator“. Es fehlt also nur eine Nullmenge in T . Deshalb gilt
∫

T

ω =

∫p0,2πq×2

ϕ⋆pωq.
Wie in Teil i) sei

ω = x1dx2 ∧ dx3 − x2dx1 ∧ dx3 + x3dx1 ∧ dx2.

Man berechnet (Übung)

ϕ⋆pωq = (a + cospvq) · (1 + a · cospvq)du ∧ dv .

Es folgt
∫

T

ω =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
a + cospvq) · (1 + a · cospvq)dudv

= 2π ·
∫ 2π

0

a ·
(
1 + cos2pvq)+p1 + a2q · cospvqdv

= 2π ·
∫ 2π

0

a ·
(
1 + cos2pvq)dv

= 4π2 · a + 2π · a ·
∫ 2π

0

cos2pvqdv
= 6π2 · a.

Aus i) folgt
Vol3pMq = 6π2 · a.
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5.8 Das Volumen einer kompakten Hyperfläche

Es seien f : Rn −→ R eine unendlich oft differenzierbare Funktion und

M :=
{

x ∈ Rn
∣

∣ f pxq = 0
}

.

Es wird vorausgesetzt, dass

∀x ∈ M : Gradpf qpxq � 0

und dass M kompakt ist. Unter diesen Voraussetzungen ist M eine Unter-
mannigfaltigkeit vom Typ C∞, und wir wollen mit dem zuvor entwickelten
Formalismus

Voln−1pMq
erklären. Als Beispiel werden wir die Oberfläche der pn− 1q-dimensionalen

Einheitssphäre bestimmen.

In der gerade beschriebenen Situation sei weiter

U :=
{
x ∈ Rn

∣∣Gradpf qpxq � 0
}
.

Dies ist eine offene Menge, die nach Voraussetzung die Untermannigfaltigkeit
M enthält. Auf U definieren wir das Einheitsnormalenfeld

ν : U −→ Rn

x 7−→ Gradpf qpxq
‖Gradpf qpxq‖ .

5.8.1 Bemerkung. Die folgenden Betrachtungen verlaufen analog zum Studi-
um der dreidimensionalen Situation, Seite 110f. Nach Satz 5.1.5 gilt

n−1∧ pRnq⋆ ∼= Rn.

Als Basis wählen wirp− 1qi+1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn, i = 1, ...,n.

Weiter sei

VektpUq := { v : U −→ Rn
∣∣v ist unendlich oft differenzierbar

}

der Vektorraum der glatten Vektorfelder auf U. Damit definieren wir den Iso-
morphismus

ω : VektpUq −→ Ω
n−1pUq

v =pv1, ..., vnq 7−→ ωv :=

n∑

i=1

p− 1qi+1 · vidx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Mit dem in der Bemerkung erklärten Isomorphismus ordnen wir dem Ein-
heitsnormalenfeld ν =pν1, ..., νnq die Differentialform

ων :=

n∑

i=1

p− 1qi+1 · νidx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

zu.

5.8.2 Definition. Für die oben eingeführte kompakte Untermannigfaltigkeit M
ist ihr pn− 1q-dimensionales Volumen als

Voln−1pMq := ∫
M

ων

definiert.

5.8.3 Bemerkung. i) Als Teilmenge von Rn ist M eine Nullmenge. (Das folgt aus
der Existenz einer abzählbaren Basis der Topologie, [18], Bemerkung 11.3.9,
Lemma 1.5.6 und Lemma 1.5.2, ii).)

ii) Wie in Beispiel 5.3.9, iii), erklärt wurde, definiert das Vektorfeld ν eine
Orientierung von M. Für eine Karte ϕ : V −→ U für M sei

∆ϕpyq := Det

(
ν
(
ϕpyq)

Jϕpyqt )
, y ∈ V .

Wenn ϕ orientiert ist, gilt
∀y ∈ V : ∆ϕpyq > 0.

Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz für Determinanten [4], Abschnitt 4.3.
5, und Satz 5.2.5, iv), folgert man

ϕ⋆pωνq = ∆ϕdy1 ∧ · · · ∧ dyn−1.

Nach Beispiel 4.4 ist ∆ϕpyq das Volumen des Parallelotops, das von νpϕpyqq
und den Zeilen von Jϕpyqt aufgespannt wird, y ∈ V . Da

• ν
(
ϕpyq) ⊥ TϕpyqM,

•
∥∥ν
(
ϕpyq)∥∥ = 1,

• und TϕpyqM der von den Zeilen von Jϕpyqt erzeugte Unterraum ist,

stimmt ∆ϕpyq auch mit dem pn − 1q-dimensionalen Volumen des von den Zei-
len von Jϕpyqt im Rn−1 aufgespannten Parallelotops überein, y ∈ V .

Die Zahl ∆ϕpyq ist also der Faktor, um den sich das Volumen des infinitesi-
malen Einheitswürfels in Rn−1 unter der Abbildung ϕ vergrößert. Das motiviert
anschaulich die Definition des Volumens.

Man vergleiche Definition 5.8.2 mit der Bogenlänge eines stetig differen-
zierbaren Wegs (in R2) in [18], Satz 4.3.2.

5.8.4 Beispiel. Es sei

Sn−1 :=
{ px1, ..., xnq ∈ Rn

∣∣ x2
1 + · · · + x2

n = 1
}

die pn−1q-dimensionale Einheitssphäre. In diesem Fall gilt U = Rn \ {0}, und für
x =px1, ..., xnq ∈ U hat man

ωνpxq = n∑

i=1

p− 1qi+1 · xi
‖x‖ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Mit der Form ω aus Beispiel 5.7.4, i), sehen wir

Voln−1pS−1q = ∫
Sn−1

ων =

∫

Sn−1

ω = n · Voln
(
Bp0, 1q).

Das Volumen VolnpBp0, 1qq wurde in Beispiel 3.3.5, ii), bestimmt. Für kleine Di-
mensionen ergeben sich folgende Werte:

UmfangpS1q = 2π,

OberflächepS2q = 3 · 4
3
π = 4π,

VolumenpS3q = 4 · 1

2!
π2 = 2π2.

5.9 Der Igelkämmungssatz

Wir beschließen die Ausführungen zur Integralrechnung mit einer klassi-
schen Anwendung des Satzes von Stokes:

Igelkämmungssatz. Jeder stetig gekämmte Igel hat einenGlatz-

punkt.

Beim obigen Satz stellt man sich den Igel zur Kugel zusammengerollt vor. Die
Kämmung bedeutet, dass jeder Stachel tangential an den Igel, d.h. die Ku-
gel, anliegt. Deshalb lautet die mathematische Formulierung des Igelkäm-
mungssatzes:

5.9.1 Satz. Es sei
v : S2 −→ R3

eine stetige Abbildung, so dass

∀x ∈ S2 : x ⊥ vpxq.
Dann existiert ein Punkt x0 ∈ S3 mit

vpx0q = 0.
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5.9.2 Bemerkung. Die Bedingung x ⊥ vpxq besagt, dass vpxq im Tangential-
raum TxS

2 an S2 im Punkt x liegt, x ∈ S2. Eine Abbildung v : M −→ Rn, die
jedem Punkt aus der Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn einen Tangentialvektor
vpxq ∈ TxM zuordnet, nennt man ein Vektorfeld auf M. Der Satz besagt also,
dass jedes stetige Vektorfeld auf S2 eine Nullstelle hat. Wir werden den Satz
weiter unten unter der zusätzlichen Annahme beweisen, dass v unendlich oft
differenzierbar ist.

Diffeotopie von Abbildungen

5.9.3 Definition. Es seien U ⊂ Rm, V ⊂ Rn offene Mengen und fi : U −→ V ,
i = 0, 1, zwei unendlich oft differenzierbare Abbildungen. Wir sagen, dass f1
und f2 diffeotop sind, wenn es eine unendlich oft differenzierbare Abbildung

F : U × R −→ V

mit

F|U×{0} = f0 und F|U×{1} = f1

gibt.17 Man nennt F in diesem Fall eine Diffeotopie zwischen f0 und f1.

Es soll also eine einparametrige Familie ft := Fpt , ·q : U −→ V , t ∈ R, von
unendlich oft differenzierbaren Abbildungen von U nach V geben, in der f0
und f1 vorkommen. Dabei hängen die Abbildungen dieser Familie unendlich
oft differenzierbar von dem Parameter t ∈ R ab. Die Abbildung f0 lässt sich
also in die Abbildung f1 ”

deformieren“ und umgekehrt.

5.9.4 Bemerkung. Diffeotopie ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der
unendlich oft differenzierbaren Abbildungen f : U −→ V .

5.9.5 Beispiel. Jede unendlich oft differenzierbare Abbildung f : U −→ Rn ist
zur Nullabbildung diffeotop. Eine mögliche Diffeotopie ist

F : U × R 7−→ Rnpx , tq 7−→ t · f pxq.
5.9.6 Satz (Diffeotopieinvarianz des Integrals). Es seien M ⊂ Rm eine orientier-
te p-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit ohne Rand vom Typ C∞,
U ⊂ Rm, V ⊂ Rn offene Teilmengen, so dass M ⊂ U, ω ∈ Ω

ppV q eine ge-
schlossene glatte p-Form auf V und fi : U −→ V, i = 0, 1, zwei unendlich oft
differenzierbare Abbildungen. Wenn f0 und f1 diffeotop sind, dann gilt

∫

M

f ⋆0 pωq = ∫
M

f ⋆1 pωq.
Beweis. Wir betrachtenM× r0, 1s ⊂ Rm+1. Das ist eine orientierbare kompaktepp + 1q-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand M ×{0}∪M ×{1}. Wenn
wir M × r0, 1s mit einer Orientierung versehen und M × {0} und M × {1} auf
die kanonische Art mit M identifizieren, dann sind die auf M×{0} und M×{1}
induzierten Orientierungen entgegengesetzt zueinander. Wir orientieren M ×r0, 1s so, dass auf M × {1} die Orientierung von M induziert wird.

Es sei

F : U × R −→ V

17Dabei werden U × {0} und U × {1} auf die offensichtliche Art und Weise mit U identifiziert.
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eine Diffeotopie zwischen f0 und f1. Da ω als geschlossen vorausgesetzt wird,
gilt ∫

M×r0,1s d(F⋆pωq) Satz 5.2.9, ivq
=

∫

M×r0,1s F⋆pdωq = 0.

Auf der anderen Seite gilt nach dem Satz von Stokes 5.7.1

∫

M×r0,1s d(F⋆pωq) = ∫M×{1}

F⋆pωq + ∫
M×{0}

F⋆pωq = ∫
M

f ⋆1 pωq− ∫
M

f ⋆0 pωq.
Die Kombination der beiden Gleichungen liefert die Behauptung.

Beweis des Igelkämmungssatzes

Wir zeigen folgende Aussage, die den Igelkämmungssatz für unendlich oft
differenzierbare Vektorfelder verallgemeinert.

5.9.7 Satz. Es seien k ≥ 1 und

v : S2k −→ R2k+1

eine unendlich oft differenzierbare Abbildung, so dass

∀x ∈ S2k : x ⊥ vpxq.
Dann existiert ein Punkt x0 ∈ S2k mit

vpx0q = 0.

5.9.8 Bemerkung. Für k ∈ N ist

v : S2k+1 −→ R2k+2px1, x2, ..., x2k+1, x2k+2q 7−→ px2,−x1, ..., x2k+2,−x2k+1q
ein unendlich oft differenzierbares Vektorfeld ohne Nullstelle.

Wir führen den Beweis in mehreren Schritten.

5.9.9 Hilfssatz. Es seien k ≥ 1 und U ⊂ R2k+1 \ {0} eine offene Menge, die S2k

enthält. Dann sind die Abbildungen ι : U −→ R2k+1 \ {0}, x 7−→ x, und −ι nicht
diffeotop.

Beweis. Für jede glatte p2kq-Form ω auf U, jeden Punkt x ∈ U und Vektoren
v1, ..., v2k ∈ R2k+1 giltp− ιq⋆pωqpxqpv1, ..., v2kq = ωp− xqp − v1, ...,−v2kq

= p− 1q2k · ωp− xqpv1, ..., v2kq
= ωp− xqpv1, ..., v2kq.

Die Form σ ∈ Ω
2k pRk+1 \ {0}q aus Beispiel 5.7.4, ii), mit

σpxq = 2k∑

i=1

p− 1qi+1xi
‖x‖2k+1 dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dx2k+1, x =px1, ..., x2k+1q ∈ U,

ist geschlossen und erfüllt

σp− xq =p− 1q2k+1 · σpxq = −σpxq, x ∈ U.
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Wären ι und −ι diffeotop, so müsste nach Satz 5.9.6

∫

S2k
σ =

∫

S2k
ι⋆pσq = ∫

S2k
p− ιq⋆pσq = ∫

S2k
p− σq = −

∫

S2k
σ

gelten. Da aber nach Beispiel 5.7.4, i),

∫

S2k
σ =p2k + 1q · Vol2k+1(Bp0, 1q) > 0,

ist das offenbar unmöglich.

5.9.10 Hilfssatz. Es seien k ,m,n ≥ 1, M ⊂ Rm eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit und v : M −→ Rn eine unendlich oft differenzierbare Abbildung.
Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare Abbildung ṽ : Rm −→ Rn mit
ṽ|M = v.

Beweis. Der Begriff einer unendlich oft differenzierbaren Abbildung v : M −→Rn wurde in [18], Definition 11.5.3 und Bemerkung 11.5.6, definiert. Aus [18],
Bemerkung 11.3.9, ii), und Hilfssatz 5.4.2 folgt, dass es zu jedem Punkt x ∈ M
eine offene Umgebung x ∈ U ⊂ M gibt, so dass sich v|U zu einer unendlich

oft differenzierbaren Abbildung ṽU : Rm −→ Rn fortsetzen lässt. Mit Hilfe einer
Teilung der Eins 5.4.1 kann man aus den lokalen Fortsetzungen eine unendlich
oft differenzierbare Abbildung ṽ : Rm −→ Rn konstruieren, die v fortsetzt.

Beweis von Satz 5.9.7. Wir nehmen an, es gäbe eine Abbildung v : S2k −→R2k+1 mit den genannten Eigenschaften. Nach Hilfssatz 5.9.10 gibt es eine
Fortsetzung ṽ : R2k+1 −→ R2k+1. Nun definieren wir

F̃ : R2k+2 −→ R2k+1px , tq 7−→ cospπ · tq · x + sinpπ · tq · ṽpxq.
Für x ∈ S2k und t ∈ R gilt F̃px , tq ∈ S2k . Damit ist Ũ := F̃−1pR2k+1 \ {0}q eine
offene Teilmenge, die die kompakte Untermannigfaltigkeit S2k × R = S2k ×r−1, 1s enthält. Es seien

ε := dist
((

S2k × r−1, 1s), (R2k+1 \ Ũ
))

> 0

und
U :=

{
x ∈ R2k+1

∣∣distpx , S2k q < ε
}
.

Nach Konstuktion ist U × R in Ũ enthalten. Die Abbildung

F := F̃|U×R : U × R −→ R2k+1 \ {0}

stellt eine Diffeotopie zwischen der Abbildung ι : U −→ R2k+1 \{0}, x 7−→ x , und
−ι dar, die es nach Hilfssatz 5.9.9 nicht geben kann.
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Die Aufgabenblätter

Blatt 1

Aufgabe A.1.1 (Treppenfunktionen I).
a) Es sei ϕ : R −→ R eine Treppenfunktion. Unter welchen Voraussetzungen ist
i) x 7−→ sinpϕpxqq bzw. ii) x 7−→ ϕp sinpxqq eine Treppenfunktion?
b) Geben Sie eine Folge pϕk qk∈N von Treppenfunktionen ϕk : R −→ R, k ∈ N,
an, die punktweise gegen Null konvergiert, und

lim
k→∞

Ipϕkq = ∞

erfüllt.

Aufgabe A.1.2 (Treppenfunktionen II).
Es seien a < b reelle Zahlen und f : ra,bs −→ R eine stetige Funktion. Zeigen
Sie, dass es eine Folge von Treppenfunktionen pϕk qk∈N, ϕk : R −→ R, k ∈ N,
gibt, die monoton wächst, d.h. ϕk ≤ ϕk+1, k ∈ N, und auf ra,bs gleichmäßig
gegen f konvergiert.

Aufgabe A.1.3 (Treppenfunktionen und angepasste Zerlegungen).
a) Es seien ϕ : Rn −→ R eine Treppenfunktion und Z1, Z 2 zwei an ϕ angepasste
Zerlegungen. Beweisen Sie, dass

Z1 � Z 2

die Gleichung

Ipϕ, Z 1q = Ipϕ, Z 2q
impliziert.

b) Es seien ϕ : Rn −→ R eine Treppenfunktion, Z eine an ϕ angepasste
Zerlegung und Z

′ � Z eine Verfeinerung von Z . Zeigen Sie, dass Z
′
ebenfalls an

ϕ angepasst ist.

Aufgabe A.1.4 (Halbnormen und das Hausdorff-Axiom).
Es seien V ein Vektorraum und ‖ · ‖ : V −→ R eine Halbnorm auf V . Der Raum
V wird mit der durch ‖ · ‖ induzierten Topologie versehen. Es seien v1 � v2 zwei
Punkte, so dass ‖v1−v2‖ = 0. Zeigen Sie, dass für jede offene Teilmenge U ⊂ V
gilt:

v1 ∈ U ⇐⇒ v2 ∈ U.

Schließen Sie, dass V kein Hausdorff-Raum ist.
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Blatt 2

Aufgabe A.2.1 (Das Minkowski18-Funktional).
Es seien V ein reeller Vektorraum und A ⊂ V eine Teilmenge. Wir definieren19

pA : V −→ R
v 7−→ inf

{
λ ∈ R>0

∣∣∣ 1
λ
· v ∈ A

}
.

Die Teilmenge A heißt absorbierend, wenn pApvq <∞ für alle v ∈ V gilt.
a) DieMengeA sei absorbierend und konvex. Zeigen Sie, dasspA folgende

Eigenschaften hat:

• ∀µ ∈ R≥0∀v ∈ V : pApµ · vq = µ · pApvq.
• ∀v ,w ∈ V : pApv +wq ≤ pApvq + pApwq.
• Falls für alle a ∈ A und alle λ ∈ r−1, 1s auch λ · a ∈ A folgt,20 dann ist pA

eine Halbnorm.

b) Geben Sie ein Beispiel für einen Vektorraum V und Teilmengen A1, A2 ⊂
V an, die absorbierend, konvex und kreisförmig sind, so dass pA1

eine Norm
ist und pA2

nicht.

Aufgabe A.2.2 (Hüllreihen für χQ).
Zeigen Sie, dass es zu jedem ε > 0 offene Intervalle Ik ⊂ R, k ∈ N, gibt, so dass

• Q ⊂
∞⋃

k=0

Ik ,

•
∞∑

k=0

lpIkq < ε.

Sie dürfen nur die Abzählbarkeit von Q und Aussagen über Reihen aus der
Analysis I verwenden.

Aufgabe A.2.3 (L1-Halbnormen).
a) Es sei

f : R −→ R
x 7−→





1√
x
, falls 0 < x ≤ 1

∞, falls x = 0
0, falls x < 0 oder x > 1

.

Beweisen Sie ‖f‖1 <∞.
b) Die Funktion f : R −→ R sei monoton wachsend oder fallend. Zeigen Sie,

dass genau dann ‖f‖1 <∞ gilt, wenn f = 0.

Aufgabe A.2.4 (Eine überabzählbare Nullmenge).
Es sei A ⊂ r0, 1s die Menge aller Zahlen, die eine Dezimalbruchentwicklung
ohne Null nach dem Komma haben, i.e.

A =

{
∞∑

k=1

ak

10k

∣∣∣ak ∈ { 1, ..., 9 }
}
.

18Hermann Minkowski (1864 - 1909), deutscher Mathematiker und Physiker
19Hier benutzen wir infp∅q = ∞.
20Man nennt A dann kreisförmig. Wenn A wie hier konvex ist, genügt es zu fordern, dass aus

a ∈ A auch −a ∈ A folgt.
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a) Zeigen Sie, dass A überabzählbar ist.
b) Es seien B0 := {0},

Bn :=

{
n∑

k=1

ak

10k

∣∣∣ak ∈ { 1, ..., 9 }
}
, n ≥ 1,

und

B :=

∞⋃

n=0

Bn.

Weiter sei für n ∈ N und x ∈ Bn

Ix :=

(
x , x +

1

10n+1

)
.

Überprüfen Sie folgende Eigenschaften:

• Für m � n gilt Bm ∩ Bn = ∅.

• Für x , y ∈ B mit x � y gilt Ix ∩ Iy = ∅.

• Für x ∈ B gilt Ix ∩ A = ∅.

c) Zeigen Sie, dass

Cn := r0, 1s \ n⋃

k=0

⋃

x∈Bk

Ix

für jedes n ≥ 0 die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Intervalle ist
und

A ⊂ Cn

gilt. Beweisen Sie

lim
n→∞


1−

n∑

k=0

∑

x∈Bk

lpIxq = 0.

Blatt 3

Aufgabe A.3.1 (Gleichmäßige Konvergenz).
Es seien M ⊂ Rn eine Teilmenge, so dass χM intergrierbar ist, und pfk : M −→Rqk∈N eine Folge von überM integrierbaren Funktionen. Die Folge pfk qk∈N kon-
vergiere gleichmäßig gegen die Funktion f : M −→ R. Zeigen Sie, dass f eben-
falls über M integrierbar ist und

∫

M

fdµn = lim
k→∞

∫

M

fkdµn

gilt.

Aufgabe A.3.2 (Reihen integrierbarer Funktionen).
Gegeben seien integrierbare Funktionen fk : Rn −→ R, k ∈ N, so dass

∞∑

k=0

‖fk‖1 <∞.

Zeigen Sie, dass eine integrierbare Funktion f : Rn −→ R existiert, so dass
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•
∫

fdµn =

∞∑

k=0

∫
fkdµn,

• fast überall f =

∞∑

k=0

fk gilt.

Aufgabe A.3.3 (Hyperebenen als Nullmengen).
Zu i ∈ { 1, ...,n } und a ∈ R definieren wir die Hyperebene

Hpi,aq := { px1, ..., xnq ∈ Rn
∣∣ xi = a

}
.

a) Geben Sie zu i ∈ { 1, ...,n }, a ∈ R und ε > 0 eine Folge pQk qk∈N von offenen
Quadern an, so dass

∞∑

k=0

VolnpQk q < ε und Hpi,aq ⊂ ∞⋃

k=0

Qk .

b) Es seien pik ,akqk∈N eine Folge mit ik ∈ { 1, ...,n }, ak ∈ R, k ∈ N, und
N :=

∞⋃

k=0

Hpik ,akq.
Zeigen Sie, dass es zu gegebenem ε > 0 eine Folge pQk qk∈N von offenen
Quadern mit

∞∑

k=0

VolnpQkq < ε und N ⊂
∞⋃

k=0

Qk

gibt.

Aufgabe A.3.4 (Fast überall null).
Es sei f : Rn −→ R eine stetige Funktion, so dass f pxq = 0 für fast alle x ∈ Rn gilt.
Zeigen Sie, dass f die Nullfunktion ist.

Aufgabe A.3.5 (Bilder von Nullmengen).
a) Es seien N ⊂ Rn eine Nullmenge, f : N −→ Rn eine Abbildung und C > 0. Es
wird angenommen, dass f die Lipschitz-Bedingung zur Lipschitz-Konstanten C
erfüllt, d.h.21

∀x , y ∈ N : ‖f pxq− f pyq‖ ≤ C · ‖x − y‖.
Beweisen Sie, dass f pNq eine Nullmenge ist.
b) Es seien U ⊂ Rn eine offene Teilmenge und f : U −→ Rn eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung. Zeigen Sie, dass f pNq für jede Nullmenge N ⊂ U eine
Nullmenge ist.

Aufgabe A.3.6 (Messbare Mengen).
Gegeben seien Teilmengen Mk ⊂ Rn, so dass χMk

integrierbar ist, k ∈ N, und
∞∑

k=0

VolnpMk q = ∞∑

k=0

‖χMk
‖1 <∞.

Zeigen Sie, dass für fast alle x ∈ Rn

Ex :=
{
k ∈ N ∣∣ x ∈ Mk

}

eine endliche Menge ist.

21Dabei steht ‖ · ‖ wie üblich für die euklidische Norm auf Rn.
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Blatt 4

Aufgabe A.4.1 (Integrierbarkeit).
Es seien f , g ∈ L1pRnq. Zeigen Sie, dass auch die Funktionen

max{ f ,g } und min{ f ,g }

in L1pRnq liegen.
Aufgabe A.4.2 (Zum Satz von Beppo Levi).
a) Es sei pfk qk∈N eine Folge in L1pRnq, so dass

• für k ∈ N fast überall fk ≥ 0 gilt,

•
∞∑

k=0

∫
fkdµn konvergiert.

Beweisen Sie die Existenz einer Funktion f ∈ L1pRnq, so dass

• f pxq = ∞∑

k=0

fkpxq für fast alle x ∈ Rn gilt,

•
∫

fdµn =

∞∑

k=0

∫
fkdµn.

b) Es sei pfk qk∈N eine Folge in L1pRnq, so dass

∞∑

k=0

∫
|fk |dµn

konvergiert. Weisen Sie die Existenz einer Funktion f ∈ L1pRnq nach, so dass

• f pxq = ∞∑

k=0

fkpxq für fast alle x ∈ Rn gilt,

•
∫

fdµn =

∞∑

k=0

∫
fkdµn.

Aufgabe A.4.3 (Zum Lebesgueschen Konvergenzsatz).
a) Gegeben seien eine Folge pfkqk∈N von Funktionen inL1pRnq und eine Funk-
tion f : Rn −→ R. Für fast alle x ∈ Rn gelte

f pxq = lim
k→∞

fk pxq,
und es gebe eine Funktion g ∈ L1pRnq mit

|f pxq| ≤ gpxq für fast alle x ∈ Rn.

Zu zeigen ist, dass f ∈ L1pRnq folgt.
b) Worin unterscheidet sich die Aussage in a) vom Lebesgueschen Konver-
genzsatz?

Aufgabe A.4.4 (Anwendungen der Konvergenzsätze).
a) Es ist zu überprüfen, dass die Funktion

f : R −→ R
x 7−→

{
logpxq, falls 0 < x ≤ 1

0, sonst
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Lebesgue-integrierbar ist.
b) Untersuchen Sie die Funktion

f : R −→ R
x 7−→





1√
x
· sin

(
1

x

)
, falls 0 < x ≤ 1

0, sonst

auf ihre Lebesgue-Integrierbarkeit.
c) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Riemann-Integral

∫ ∞

0

sinpx2qdx
existiert, die Funktion f : r0,∞q −→ R, x 7−→ sinpx2q, aber nicht Lebesgue-
integrierbar ist.

Blatt 5

Aufgabe A.5.1 (Nullmengen und integrierbare Funktionen).
a) Geben Sie für jedes m > 0, n > 0 nichtleere Nullmengen A, B in Rm+n an,
so dass i) Ay := π1pA∩pRm × {y}qq für jedes y ∈ Rn eine Nullmenge ist und ii)
Punkte y ∈ Rn existieren, so dass By := π1pB∩pRm × {y}qq keine Nullmenge ist.
Dabei ist π1 : Rm+n −→ Rm die Projektion.
b) Warum ist jede Nullmenge endlich messbar?
c) Zeigen Sie: Es seien f ,g ∈ L1pRnq. Wenn g beschränkt ist, dann ist auch
f · g ∈ L1pRnq.
Aufgabe A.5.2 (Der Satz von Fubini für Treppenfunktionen).
Beweisen Sie den Satz von Fubini für Treppenfunktionen. (Sie dürfen natürlich
nur diejenigen Aussagen aus der Vorlesung verwenden, die vor dem Satz von
Fubini bewiesen wurden.)

Aufgabe A.5.3 (Graphen von Funktionen).
Eine Teilmenge A ⊂ Rn ist messbar, wenn A ∩ K für jede kompakte Teilmenge
K von Rn endlich messbar ist.
a) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge A ⊂ Rn genau dann messbar ist, wenn
A ∩Q für jeden kompakten Quader Q ⊂ Rn endlich messbar ist.
b) Es sei f : Rn−1 −→ R eine Funktion, so dass ihr Graph

Γf :=
{(

x , f pxq) ∣∣ x ∈ Rn−1
}
⊂ Rn

messbar ist. Beweisen Sie, dass Γf eine Nullmenge ist.

Aufgabe A.5.4 (Integration mit Fubini).
a) Erklären Sie in den folgenden Beispielen, warum f über A integrierbar ist,
und berechnen Sie jeweils das Integral.

i) A :=
(
0,
π

2

)
×
(
0,
π

2

)
, f : A −→ R, px , yq 7−→ sinpx + 2yq.

ii) A :=
{ px , yq ∈ R2 | 0 < x < 1, x3 ≤ y ≤ x2

}
, f : A −→ R, px , yq 7−→ x2 − y2.

iii) A :=
{ px , y, zq ∈ R3 | x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ z ≤ 2

}
, f : A −→ R, px , y, zq 7−→√

z − y2.
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b) Es seien A :=p0, 1q×p0, 1q ⊂ R2 und

f : A −→ Rpx , yq 7−→
{

exppy2q, falls x < y
0, falls x ≥ y

.

Zeigen Sie, dass f über A integrierbar ist, und versuchen Sie mit den beiden
möglichen Integrationsreihenfolgen das Integral auszuwerten.

Blatt 6

Aufgabe A.6.1 (Flächenberechnungmit Cavalieri).
a) Es seien a,b ∈ R>0 positive reelle Zahlen und

A :=

{ px , yq ∈ R2
∣∣∣
( x
a

)2
+
( y
b

)2
≤ 1

}
.

• Warum ist A endlich messbar?

• Skizzieren Sie A für die Werte a = 1 und b = 2.

• Bestimmen Sie für y ∈ R die Menge Ay = { x ∈ R | px , yq ∈ A }.

• Berechnen Sie den Flächeninhalt Vol2pAq mit dem Satz von Cavalieri.

b) Es sei

A :=
{ px , yq ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≤ 1 ∧
(
x ≤ 0 ∨ |y| ≤ x

)}
.

• Warum ist A endlich messbar?

• Skizzieren Sie A.

• Bestimmen Sie für x ∈ R die Menge Ax = { y ∈ R | px , yq ∈ A }.

• Berechnen Sie den Flächeninhalt Vol2pAq mit dem Satz von Cavalieri.

Aufgabe A.6.2 (Rotationskörper).
a) Es seien a < b reelle Zahlen und f ,g : ra,bs −→ R stetige Funktionen mit

0 ≤ f ≤ g.

Zeigen Sie, dass die Menge

A :=
{ px , y, zq ∈ R3

∣∣ f pzq ≤√x2 + y2 ≤ gpzq, a ≤ z ≤ b
}

endlich messbar ist und das Volumen

Vol3pAq = π ·
∫ b

a

(
gpzq2 − f pzq2)dz

hat.
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x = gpzq
f = 0

x

z

b) Es seien s ∈ R>0 eine positive reelle Zahl und

A :=

{ px , y, zq ∈ R3
∣∣∣
√
x2 + y2 ≤ 1

zs
, 1 ≤ z

}
.

• Für welche Werte von s ist A endlich messbar?

• Bestimmen Sie für diese Werte Vol3pAq.
Aufgabe A.6.3 (Volumenberechnung mit Cavalieri).
a) Es sei

A :=

{ px , y, zq ∈ R3
∣∣∣
√(

x − cos
( z
2

))2
+
(
y − sin

( z
2

))2
≤ 1, 0 ≤ z ≤ 4π

}
.

Skizzieren Sie A, und bestimmen Sie das Volumen von A mit dem Prinzip von
Cavalieri.
b) Es seien

A :=
{ px , y, zq ∈ R3

∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

und

B :=

{ px , y, zq ∈ R3
∣∣ x2 + y2 ≤ 1

2

}
.

Skizzieren SieA∩B, und berechnen Sie Vol3pA∩Bqmit dem Prinzip vonCavalieri.

Aufgabe A.6.4 (Integration).
a) Es sei

f : r0, 1s× r0, 1s −→ Rpx , yq 7−→





x2 − y2px2 + y2q2 , falls px , yq �p0, 0q
0, falls px , yq =p0, 0q .

Bestimmen Sie die beiden Integrale

∫ 1

0

(∫ 1

0

f px , yqdx)dy und

∫ 1

0

(∫ 1

0

f px , yqdy)dx ,
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und interpretieren Sie das Ergebnis.
b) Untersuchen Sie die Funktion

f : r−1, 1s× r−1, 1s −→ Rpx , yq 7−→
{ xy

x2 + y2
, falls px , yq �p0, 0q

0, falls px , yq =p0, 0q
auf Integrierbarkeit.
c) Benutzen Sie den Satz von Tonelli, um zu zeigen, dass

f : R2 −→ Rpx , yq 7−→
{

x2 · expp− xyq, falls 0 ≤ x ≤ y
0, andernfalls

integrierbar ist.

Blatt 7

Aufgabe A.7.1 (Charakterisierungen alternierender Formen).
Es seien p ∈ N, V ein R-Vektorraum und

ω : V×p −→ R
eine multilineare Abbildung.
a) Zeigen Sie, dass ω genau dann alternierend ist, wenn gilt:

∀v1, ..., vp ∈ V : ∃1 ≤ i < j ≤ p : vi = vj ⇒ ωpv1, ..., vpq = 0.

b) Beweisen Sie, dass ω genau dann alternierend ist, wenn gilt:

∀v1, ..., vp ∈ V : v1, ..., vp linear abhängig ⇒ ωpv1, ..., vpq = 0.

Insbesondere gibt es für p > dimRpV q keine alternierenden p-Formen auf V .

Aufgabe A.7.2 (Rechnen mit Differentialformen).
a) Bestimmen Sie α ∧ β für die Formen

α := ydx ∧ dy + xzdy ∧ dz,

β := dx + ydy + z2dz

auf R3.
b) Berechnen Sie dω für die folgenden Differentialformen auf R3 bzw. Rn:

• ω :=px2 + y2qdx + sinpzqdz,
• ω := x3dx ∧ dy − x cospzqdy ∧ dz,

• ω :=

n∑

i=1

p− 1qi+1 · xi · dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Aufgabe A.7.3 (Rücktransport von Differentialformen).
a) Es sei

f : R>0×p0, 2πq× (−π
2
,
π

2

)
−→ R3 \

(R≥0 × {0} × R)pr ,ϕ,ϑq 7−→
(
r cospϕqcospϑq, r sinpϕqcospϑq, r sinpϑq).
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Zeigen Sie

f ⋆
(
xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy

)
= r3 · cospϑqdϕ ∧ dϑ.

b) Gegeben sind

f : R2 −→ R3pu, vq 7−→ puv ,u2, 3u + vq
und

ω = xydx + 2zdy − ydz.

Berechnen Sie
f ⋆pdωq und d

(
f ⋆pωq).

c) Es seien

f : R3 −→ R3pu, v ,wq 7−→ pu, v − uw , vwq
und

ω = xdy ∧ dz + sinpyqdz ∧ dx − cospzqdx ∧ dy.

Geben Sie
f ⋆pdωq und d

(
f ⋆pωq)

an.
Achtung. Gehen Sie in b) und c) die beiden natürlichen Rechenwege, d.h.
berechnen Sie einmal zunächst f ⋆pωq und dann dpf ⋆pωqq und einmal zuerst
dpωq und dann f ⋆pdpωqq.
Aufgabe A.7.4 (Partielle Differentiation und Integration; 3+4+3 Bonuspunkte).
Es seien U ⊂ Rm eine offene Teilmenge und f : U × Rn −→ R eine Funktion. Für
u ∈ U sei

uf : Rn −→ R
x 7−→ f pu, xq,

und für x ∈ Rn sei

x f : U −→ R
u 7−→ f pu, xq.

Schließlich sei

F : U −→ R
u 7−→

∫
uf pxqdµnpxq.

Es wird vorausgesetzt, dass uf für alle u ∈ U integrierbar ist.
a) Zeigen Sie:
Es sei u0 ∈ U, so dass die Funktion x f für fast alle x ∈ Rn in u0 stetig ist. Weiter sei
die Familie puf , u ∈ Uq L-beschränkt. Dann ist F in u0 stetig.
b) Beweisen Sie:

Es sei j ∈ { 1, ...,m }, so dass die Funktion f partiell nach uj differenzierbar ist,
und die Familie (

∂f

∂uj

pu, ·q, u ∈ U

)
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sei L-beschränkt. Dann ist F partiell nach uj differenzierbar, und es gilt

∂F

∂uj

puq = ∫ ∂f

∂uj

pu, xqdµnpxq.
c) Folgern Sie aus a) und b) die Behauptung:

Es seien U ⊂ Rm eine offene und K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge so-
wie f : U × K −→ R eine Funktion. Die Funktion uf sei für jedes u ∈ U über K
integrierbar, und f sei nach u1,...,um stetig partiell differenzierbar. Dann ist

F : U −→ R
u 7−→

∫

K
uf pxqdµnpxq

stetig partiell differenzierbar mit

∂F

∂uj

puq = ∫
K

∂f

∂uj

pu, xqdµnpxq, u ∈ U, j = 1, ...,m.

Bemerkung. Diese Aussage wird in der folgenden Aufgabe benötigt.

Aufgabe A.7.5 (Das Lemma von Poincaré; 2+6+2 Bonuspunkte).
Eine offene Teilmenge U ⊂ Rn ist sternförmig bzgl. x0, wenn gilt:

∀x ∈ U∀λ ∈ r0, 1s : λ · x0+p1− λq · x ∈ U,

d.h. mit x ist auch die Verbindungsstrecke von x und x0 in U enthalten.
Es seien U ⊂ Rn ein bzgl. 0 sternförmiges Gebiet, 1 ≤ p ≤ n und

ωpxq = ∑

I∈Ip,n

aIpxqdxI
eine Differentialform auf U. Weiter sei

Ppωqpxq :=
∑

I∈Ip,n

∫ 1

0

tp−1 · aIpt · xqdt · p∑

j=1

p− 1qj+1 · xij · dxi1 ∧ · · · ∧ dxij−1
∧ dxij+1 ∧ · · · ∧ dxip .

a) Geben Sie Ppωq für eine 1-Form ω = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3 und eine 2-Form
ω = a12dx1 ∧ dx2 + a13dx1 ∧ dx3 + a23dx2 ∧ dx3 auf R3 an.
b) Es seien U ein bzgl. 0 sternförmiges Gebiet, 1 ≤ p ≤ n und ω eine p-Form
auf U. Beweisen Sie:

ω = Ppdωq + dPpωq.
c) Schließen, dass auf einem sternförmigen Gebiet jede geschlossene Form
exakt ist.

149





Literaturhinweise

[1] M. Barner, F. Flohr, Analysis II., 2., bearb. Aufl., de Gruyter Lehrbuch, Berlin
etc.: Walter de Gruyter, 1989, 449 S.
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