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Voraornt

Das vorliegende Skript enthdlt den Stoff der Vorlesung . Analysis lII" aus dem
Wintersemester 2010/2011 zur mehrdimensionalen Integrationstheorie. Es bo-
siert groBtenteils auf den Lehrbuchern (11), (7) und (1) und soll diese nicht
ersetzen.

Das Skript stellt die Grundztge der Integrationstheorie nach Lebesgue vor.
Der Ansatz ist zun&chst einmal dhnlich dem der Integrationstheorie nach Rie-
mann. Es wird ndmlich mit der EinfUhrung des Integrals fur Treppenfunktio-
nen begonnen. Man erhdlt die integrierbaren Funktionen als solche, die sich
.gut® durch Treppenfunktionen anndhern lassen. Das MaB fur die GUte der
Anndherung ist eine gewisse Halbnorm mit Werten in RU {oo}. Beim Riemann-
Integral vergleicht man fur diese Halbnorm Funktionen mit endlichen Linear-
kombination von charakteristischen Funktionen von Quadern. Beim Lebesgue-
Integral ersetzt man die endlichen Linearkombinationen durch unendliche,
sogenannte Hullreihen.

Das Lebesgue-Integral zeichnet sich durch gute Konvergenzeigenschaf-
ten aus, denen wir im Skript in Form der S&tze von Riesz-Fischer, von Beppo
Levi und von Lebesgue begegnen werden. Diese wiederum werden bei den
Beweisen der zentralen Integrationstechniken, und zwar des Satzes von Fubini
und der Transformationsformel, eingesetzt.

Die Lebesguesche Integrationstheorie beinhaltet den Begriff des Lebes-
gue-MaRes. Die Frage, welche Mengen Lebesgue-messbar sind, fuhrt zu fun-
damentalen Problemen der Mengenlehre. Die genaue Diskussion dieser Pro-
bleme hatte zwar den Rahmen der Vorlesung gesprengt, im Skript wird je-
doch ein kurzer Uberblick versucht.

In der Riemannschen Integrationstheorie spielte der Hauptsatz der Differen-
tial- und Integralrechnung eine zentrale Rolle. Auch er hat eine Verallgemei-
nerung in der Theorie der reellwertigen Funktionen mehrerer Veré&nderlicher,
und zwar den Satz von Stokes. Um ihn angemessen zu behandeln, wird die
Theorie der Differentialformen und die Integration Uber Untermannigfaltigkei-
ten entwickelt. Das Skript schlieBt mit einer anschaulichen Anwendung des
Satzes von Stokes, die als Igelkdmmungssatz bekannt ist.

Die Aufgabenbldatter zur Vorlesung befinden sich am Ende des Textes.

Ilch danke Herrn Nikolai Beck und Herrn Dr. habil. Norbert Hoffmann fur das
Korrekturlesen.

Alexander Schmitt
Berlin 2011






Kapitel 1
Das Letesgue-Tutegral

1.1 Treppenfunktionen

FUr eine Funktion f: R” — R wollen wir das Integrall
/ fd,un
erkléren.

Die Integration ist eng mit der Berechnung von Volumina verbunden: Fur
eine Teimenge A c R" ist

xa R — R

X 1, fallsxe A
0, fallsx¢gA

die charakteristische Funktion von A. Dann soll
Voln(A) = /xAdun

das Volumen von A sein.

Wie im Fall des Riemann-Integrals (17), Kapitel 5, bauen wir die Integra-
tionstheorie auf, indem wir die Volumina fur gewisse Teilmengen von R”
festlegen. Z.B. ist fUr reelle Zahlen a < b und

I=(a.b), (a.b]. [a.b) oder [a.b].

die charakteristische Funktion y; eine Treppenfunktion im Sinne von (17),
Definition 5.1.1. FUr o < a < b < 8 erhalten wir

B
/ xdx=b—-a

o

und daher auch -
/ xidx=b—a.
Wir nennen L(/) := b — a die Ldnge des Intervalls /.

1.1.1 Definition. o) Eine Teimenge Q c R" ist ein (beschrdnkter, achsenparal-
leler) Quader, wenn es beschrdnkte Intervalle 1, ..., I, ¢ R gibt, so dass

Q= x---xIn

Dabei darf J; offen, halboffen oder abgeschlossen sein, j=1,...,n.
) Die Zahl
VoIn(Q) == L(hk) - L(ln)

ist das (n-dimensionale) Volumen von Q.
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1.1.2 Bemerkung. FUr j € {1,...n}ist auch ; = {a} fGr ein a € R erlaubt. In
diesem Fall gilt L(/;) = 0 und Vol,(Q) = 0.

1.1.3 Definition. a) Ein unbeschrdnkter (achsenparalleler) Quader ist eine Teil-
menge @ C R”, zu der es Intervalle I, ..., I, € R gibt, von denen mindestens
eines unbeschrdnkt ist, so dass

Q=L x--xIn

Wie zuvor darf J; offen, halboffen oder abgeschlossen sein, j=1,...,n.
b) Fir a € Rund ein Intervall | aus der Liste (—oo, a), (—o0. a], (a,00), [a, ),
(—00,00) =Rsei
L(l) := oco.

c) Das (n-dimensionale) Volumen eines unbeschrénkten, achsenparalle-
len Quaders Q ist

[ o fallsL(f)>0.j=1,...n,
Voln(Q) "{ 0. fallseinje {1,...n} mit L(}) = O existiert

1.1.4 Bemerkung. Teil c) der Definition beruht auf der Rechenregel 0-00 = 0. In
der Grenzwertrechnung ist diese Rechenregel sinnlos, in der Integralrechnung
wird sie uns noch einige Male begegnen.

Wir geben uns nun |; € N und reelle Zahlen
—00 =1 Qjp < Oj1 < -+ < A < jj41 1= 00, i=1,..n, (a.mn
vor.Zuie{1,..n}tundje {1,.. 1} definieren wir die Hyperebene
Hj = {X=(x1,...,x,,) eR"|x = o,-j}.

Weiter sei
J={i=Gr,in) €N € {0,y i= 1,0 |,

Far j=(j7.....Jn) € J definieren wir den Quader

& =(0njy. Q) X -+ X (A Qe )-

Damit gilt




1.1 Treppenfunktionen

1.1.5 Bemerkung. i) Wie in (18), Definition 1.6.4, bezeichne A den Abschluss
der Teiimenge A C R". Es gilt dann

Uéj = [Rn.
jed )

i) FOr ein Indextupel j =(ji,....jn) e Jmit e {1,... =1}, i=1,...n, qilt

Q= [ay,. Ayer] X -+ X [Qpyys A ]

(Ubung: Wie sieht der Abschluss fir unbeschréinkte Quader aus?)

1.1.6 Definition. a) Ein Datum Z =(qy,i = 1,....n,j = 1,....]) wie in (1.1) nennt
man eine Zerlegung von R".

b) Eine Funktion f: R" — R ist eine Treppenfunktion, falls es eine Zerlegung
Zvon R" und reelle Zahlen ¢;, j € J, gibt, so dass

e ¢; =0, falls & unbeschrdankt ist,
e f(x)=cjflrallexe undjeJ
qilt.
1.1.7 Bemerkung. Wir kbnnen die zweite Bedingung umschreiben zu

firn, U HU=ZCi'X@/'
i=1,...n f N
J= ey 1€J

1.1.8 Definition. a) Es sei f: R” — R eine Treppenfunktion. Eine Zerlegung Z
von R" ist an f angepasst, wenn es reelle Zahlen c,_-,j e J, gibt, so dass Cj = 0,
falls & unbeschrdankt ist, j € J, und

fien U B =D G Xe
i=1,...n f
J= ey 1€J

b) Fur eine Treppenfunktion f: R” — R und eine an f angepasste Zerle-
gung Z setzen wir'

I(f.2) =" ¢+ Voln(Q).
jed

Bevor wir von Integralen sprechen, mussen wir uns der Abhdangigkeit von der
Zerlegung entledigen.
1.1.9 Definition. Es seien

Z = (ag<aop<--<ay<ap. i=1,..,n)

Z = (dp<aj <<y <Qpuy. i=1,..n)
zwei Zerlegungen von R”. Man sagt, dass Z' eine Verfeinerung von Z ist, wenn
eszulndizesie {1,...n}undje {1,../}einenIndex; € {1,...[[} mit

/

OU = ol//

gibt.
Schreibweise. 7/ < Z.

Die angegebene Summe ist endlich, da ¢; = 0 fir jeden unbeschrénkten Quader ;. € J,
und nur endlich viele beschrénkte Quader vorkommen.
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1.1.10 Lemma. Esseien Z, und Z, zwei Zerlegungen von R". Dann existiert eine
Zerlegung Z5 von R" mit

2y = Zy und Zy = Z,.
Beweis. Der einfache Beweis wird der Leserin bzw. dem Leser Uberlassen. O

1.1.11 Lemma. Es seien f: R" — R eine Treppenfunktion und Z,, Z, zwei an f
angepasste Zerlegungen von R". Dann gilt

I(f.2y) = I(f.Z,).

Beweis. Die Aussage ist leicht zu sehen, wenn Z;, < Z, (s. Aufgabe A.1.3). Im
Allgemeinen kénnen wir nach Lemma 1.1.10 eine Zerlegung Z; von R" mit
Z3 = Z; und Z3 = Z, finden. Diese Zerlegung ist ebenfalls an f angepasst. Da
nach der Voruberlegung

I(f.Zy) = I(f.Z3) = I(f.£3).
ist die Behauptung Uberpruft. O

1.1.12 Definition. Es seien f: R" — R eine Treppenfunktion und Z eine an f
angepasste Zerlegung von R”. Dann heiBt

/fdun = I(f) := I(f,2)

das Infegral von f.

1.1.13 Lemma. i) Esseien f,g: R" — R zwei Treppenfunktionen. Dann ist auch
f+g: R" — R eine Treppenfunktion, und man hat

I(f+g)=1(f)+1(g).

i) Esseien A € Rund f: R" — R eine Treppenfunktion. Dannist A-f: R" —
R ebenfalls eine Treppenfunktion, und es gilt

I(\-f)=X-I().
iii) Fur eine Treppenfunktfion f: R" — R mitf > 0, d.h. f(x) > 0, x € R", gilt
I(f) > 0.

iv) Wenn f: R" — R eine Treppenfunktion ist, dann ist auch |f|: R" — R
eine.

V) Far zwei Treppenfunktionen f,g: R” — R sind auch max{f,g}: R" —
R, x — max{f(x),g(x)}, und min{f,g}: R" — R, x — min{f(x).g(x)}
welche.

Beweis. Die Eigenschaften ii) - iv) ergeben sich unmittelbar aus den Defini-
tfionen. Um i) und v) einzusehen, wdhle man eine Zerlegung Z von R", die
sowohl an f als auch an g angepasst ist (s. Lemma 1.1.10). Dann existieren
reelle Zahlen ¢; und d;, j € J, die verschwinden, falls € unbeschrénkt ist, j € J,
und

fie, U W=D G Xa

i jeJ

IR U =D 9 X

1 ”
=y jed

.

10
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erfUllen. Daraus ergibt sich

e jed
max{f,g}rm U H = Zmox{ .} xq
i jed
und min{f,g}lrn |y w =y Min{c.d} xg
i jed
Die Behauptungen folgen nun direkt. O

Das Lemma zeigt insbesondere, dass
7(R",R) := { f:R" — R|fist Treppenfunkﬂon}
ein reeller Vektoraum ist und

I: 7(R",R R

) —
f — I(f)
eine lineare Abbildung.

1.1.14 Beispiel. Es sei Q ¢ R" ein beschrankter Quader. Die charakteristische
Funktion ygq von Q ist offenbar eine Treppenfunktion. Fur reelle Zahlen ¢;.....Cy
und beschrdnkte Quader Q) ....,& ist auch

k
Z Ci X
i=1

eine Treppenfunktion.

1.2 Die £Z'-Halbnorm

Wir erinnern zund&chst an das Riemann-Integral fur Funkfionen in einer Ver-
danderlichen. Dazu wdhlen wir reelle Zahlen a < b und betrachten eine
beschrénkte Funktfion f: [a,b] — R. Das Ober- bzw. Unterintegral von f
wird als

I* () inf{ I(h) | h Treppenfunktion mit f < h }

bzw. [ (f)

sup{ 1(9) | g Treppenfunktion mit f > g}

eingefUhrt. Die Funktion f darf sich Riemann-integrierbar nennen, falls

Das Integral von f erhdlt man, indem man f durch Treppenfunkfionen an-
nahert. In der Analysis 2 haben wir gelernt, dass man solche ,Anndherun-
gen" oder ,Konvergenz® am besten mit Hilfe von Normen beschreibt. Um
das im Kontext des Riemann-Integrals zu tun, beobachten wir, dass wir Fol-
gen von Treppenfunktionen (gk)ken UNd (hi)ken Mit

gkgfghk, k €N,

und
klim Ithe — gk) =0
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wdhlen kénnen. Fur eine beschrénkte Funktion ¢: [a, b] — R sefzen wir
liell == (1) : mf{ ) | h Treppenfunktion mit || < h}. (1.2)

Wegen
O0<f—gk<he— gk
folgt
Jim If = gl =0

AuBerdem gilt
b
/ f(x)dx = I|m gk(x)dx. (1.3)
a

Man Uberlegt sich, dass man die Definition von Riemann-Integrierbarkeit
auch wie folgt fassen kann: Eine beschrdnkte Funktion f: [a,b] — R ist
Riemann-intfegrierbar, wenn es eine Folge (gk)ken VON Treppenfunktionen
auf [a, b] gibt, so dass?

i [If = gl =0

In diesem Fall ist das Riemann-integral durch (1.3) gegeben (vgl. Satz 1.3.7
und 1.4.4).

Es ist hier zu beachten, dass || - || keine Norm auf dem Vektorraum der
beschrdnkten Funktionen auf [a, b] ist, sondern nur eine sogenannte Halb-
norm (s. Definition 1.3.1, a). Das reicht aber fUr die Fragen der Konvergenz
im Rahmen der Integrationstheorie.

Die Lebesgue-Integrationstheorie verfolgt eine dhnliche Strategie, aller-
dings mit einigen feinen aber sehr nutzlichen Verdnderungen: Zundchst
arbeiten wir direkt mit Funktionen auf R” und nicht auf einer beschrdnk-
ten Teilmenge des R". Damit ersparen wir uns z.B., einen Formalismus unei-
gentlicher Integrale gesondert einfUhren zu mUssen. Zweitens rechnen wir
in geeigneter Weise mit dem Wert oo. (Die Notwendigkeit dozu wird be-
reits durch den Wunsch, mit Funktionen auf ganz R" zu arbeiten, bedingt.)
Der entscheidende Unterschied besteht aber darin, dass wir die Halonorm

|- | durch die £'-Halbnorm || - |1 ersetzen. Fur ||| haben wir lediglich Trep-
penfunktionen, also endliche Linearkombinationen von charakteristischen
Funktionen von ,Quadern®™ herangezogen. Fur || - ||; erlauben wir auch un-

endliche Linearkombinationen.

Der Vorteil, den man aus der letzten Modifikation zieht, besteht zum einen
darin, dass man mehr integrierbare Funktionen erhdlt, und zum anderen
darin, dass das aus der Definition resultierende Lebesgue-Integral sehr gu-
te Konvergenzeigenschaften aufweist.

Wie bereits angekundigt fugen wir den Wert oo unserem Zahlbereich hinzu,
d.h. wir arbeiten in _
R :=RU{oo}.

Wir vereinbaren die folgenden

1.2.1 Rechenregeln in R.
DVceR: oo+C=o00=C+o0.
i)VceR*: oo-C=00=C-o0.
ii)oc-0=0=0"- 0.

V) |oo| =
VWVYCceER: cC<oo.

1.2.2 Vorsicht. Die Menge R ist mit diesen Operationen kein R-Vektorraum.
Denn wir haben

(T+(=1))-00=0-00=0#00=00+00=1-00+(—1)-00

2Es wird nicht mehr f > gy, k € N, gefordert.

12
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1.2.3 Bemerkung. i) Jede nichtleere Teilmenge A c R besitzt ein Infimum,

ndmlich
inf(ANR), falls ANR = @

Inf(A4) = { o, falls ANR =2

i) Fur jede Folge (ak)ken VON nichtnegativen reellen Zahlen ist der Wert der
Reihe
> aceR
k=0

erkldart.

Wir arbeiten im Folgenden mit Funktionen f: R” — R. Sind reelle Zahlen
¢k > 0und Funktionen f,: R” — R mit f, > 0, k € N, gegeben, dann ist damit
auch die Funktion

Z Cy - fk: R" — R
k=0
definiert.

1.2.4 Definition. a) Es sei g: R” — R eine Funktion. Eine Hullreihe fir g ist eine
Folge @ =(cy, Q«)ken. SO dass

e CxcRsg. keN,
e Q, C R" ein offener, beschrénkter Quader ist, k € N,
o |9 < F(x). x e R™, mit F:=Y - xaq,-

k=0

b) Fur eine Folge ¢ =(cy. Q)ren QUs Nichtnegativen reellen Zahlen ¢y, k €
N, und offenen, beschrénkten Quadern &, k € N, setzen wir

I(®) = i Cr - VOln(&).
k=0

1.2.5 Bemerkung. In der Literatur wird eine Hullreihe oftmals einfach in der
Form

o0
¢ = ch'XQk
k=0

geschrieben. Dies ist im Sinne der Konvention aus (17), Bemerkung 2.6.5, 1), zu
verstehen, dass Y2, ax sowohl fur die Folge (ZL=O Q) ien der Partialsummen
als auch fur deren etwaigen Grenzwert steht.

In manchen Fdllen (z.B. in Beispiel 1.2.10) werden wir diese Notation auch
benutzen, insbesondere, wenn die Reihe endlich ist.

1.2.6 Beispiel. Es seien ¢, := 1 und
Q:=(—k.k)yx---x(—k,k), keN.

Dann gilt F(x) = oo, x € R", far die Funktion F := 3" 2) xq,. Insbesondere hat
jede Funktion g: R” — R eine Hllreine.

1.2.7 Definition. FUr eine Funktion g: R” — R ist

lalh = inf{ I(¢) | @ eine Hullreihe fur g}.
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1.2.8 Satz. Die Zuordnung
(R"—R) — |glheRrR

hat folgende Eigenschaften:
i) FUr jede Funktion g: R" — R gilt

lgllr = 0.
ity FUr eine Zahl ¢ € R und eine Funktion g: R" — R gilt
llc-glh =lcl-llglh.

iii) FUr zwei Funktionen f,g: R" — R gilt

[+ gl < (Il + 19l
iv) Flr zwei Funktionen f,g: R" — R hat man:

fi<lal = lflh <liglh-

V) Fur Funktionen gi: R" — R mit g, >0, k € N, gilt

> oadl <D lgdh
k=0 1 k=0

Beweis. Die Eigenschaften i), i) und iv) sind leicht zu Uberprifen und werden
der Leserin bzw. dem Leser als Ubungsaufgabe Uberlassen. Ferner impliziert
Teil v) offenbar Teil iii).

Teil v) ist ebenfalls trivial, wenn die rechte Seite unendlich ist. Falls sie nicht
unendlich ist, kdnnen wir zu jedem ¢ > 0 Hullreihen ¢, fur g, aussuchen, die

19
I(®) < [|Qkllh + ok k €N,

erflllen. Wir schreilbben
Pk =(Cu. Qui)ien. k€N,

und wdahlen eine Bijektion
a: N — N x N.

Damit ist
@ :=(Ca(k) (k) JkeN
definiert. Da in dieser Summe nur nichtnegative Zahlen vorkommen, gilt

oo

(@)= 100 <Y (ladh + 5 ) = (Z ||gk||1> +2:
k=0

k=0 k=0

Auf der anderen Seite ist ® eine Hullreihe fur "2, gx. Daher ist die Behaup-
tung richtig. O

1.2.9 Bemerkungen. i) Im Beweis von Teil v) haben wir wesentlichen Gebrauch
davon gemacht, dass wir Hullreihen anstaft endlicher Linearkombinationen
von charakteristischen Funktionen von Quadern verwendet haben.

i) In Teil i) des Satzes gilt nicht, dass aus ||g||; = 0 die Gleichung g = 0 folgt.

i) Nach dem obigen Satz hat || - ||; zu einer Halbnorm auf einem Vektor-
raum (s. Definition 1.3.1, a) analoge Eigenschaften. Wir erinnern daran, dass
die Funktionen von R"” nach R keinen R-Vektorraum bilden (s. Bemerkung
1.2.2).

14
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1.2.10 Wichtiges Beispiel. Wir betrachten die charakteristische Funktion der
Teilmenge Q C R:

xg: R — R

N 1, fallsx e @
™ 10, fallsx¢Q

Diese Funktion ist Uber kein Intervall | ¢ R Riemann-integrierbar.
Allerdings haben wir || xq|l1 = 0. Um das einzusehen, wdhlen wir eine Ab-
z&hlung a: N — Q. Wir finden

* xQ=_ X{a(k)}+
k=0

e 0<lxelh < kX_%HX{a(k)}H%

SchlieBlich beachte man, dass ||xq; ||y = 0 fir jeden Punkt a € R gilt: In der
Tat ist x(g—c,a+¢) fUrjedes e > 0 eine Hullreihe far x oy mit

I(X(o—s,ms)) = 2e.

1.2.11 Satz. Fir jede Treppenfunktion f: R" —s R gilf

/VMmﬂWL

Beweis. Fall 1. Wir nehmen an, dass & c R"” ein abgeschlossener Quader ist
und f = xg qilt.
i) Zu jedem ¢ > QO gibt es einen offenen Quader P C R" mit

e QCP,
e VOIL(P) < VOIL(Q) + .
Damit ist xp eine Hullreihe fur xq. so dass
[fll1 < Voln(P) < Vola(Q) + e,

und wir sehen
Wmsww@=/mm.

i) Es sei
@ =(Cx. Pi)ken

eine Hullreihe von f. Wir fixieren ¢ > 0. Zu jedem x € Q existiert ein K(x) € N mit

K(x)

fX)—e=1-e<> Cr xp.
k=0

Man beachte, dass fur jede offene Umgebung U von x und y € U die Unglei-
chung f(y) < 1 = f(x) gilt. Nun sei P ein offener Quader. Wenn x € P, gibt es
eine offene Umgebung U von x, so dass U ¢ P und folglich xp(y) = 1 = xp(X),
y € U. Wenn x ¢ P, dann gilt fur jede Umgebung U von x und jeden Punkt

3Man beachte, dass || nach Lemma 1.1.13, iv), eine Treppenfunktion ist.
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y € U, dass xp(y) > 0 = xp(x). Anhand dieser Uberlegungen sehen wir, dass
wir eine offene Umgebung U(x) von x finden k&nnen, so dass

K(x)
VyeUu): fly)—e< > i xp,.
k=0

Nach Konstruktion gilt
Qc |J ux).

xeQ

Da Q kompakt ist ((18), Satz 2.2.4), existieren Punkte x;,..., x; € &, so dass
Qc UX)U---uU(Xs).

Mit
K := mox{ K(x)|i= 1,...,5}
gilt
K
(1-e)-F<> c xp
k=0
und folglich

K 0o
(1-¢)-Voln(Q) < > ¢ Voln(P) < ¢ - Voln(Py).
k=0 k=0

Wir schlieBen
/ fdliin = Voln(Q) < [|f]|1.

Damit ist Fall 1T abgeschlossen.
Fall 2. Jetzt darf f eine beliebige Treppenfunktion sein. Indem wir f durch
|f| ersetzen, kbnnen wir f > 0 erreichen.
i) Es gibt eine Zerlegung Z =(qy,i = 1,...,n,j = 1,...];) von R", zu der die
Hyperebenen
Hi, i=1,..nj=1,..1

und die offenen Quader
631=(01j1101j]+1) X oo X (A Onje1), JE€J = { (rseeidn) ’O <ji<lhi= 1,...,n}
gehodren, und nichtnegative reelle Zahlen c,_‘,[ € J,so dass

e (= 0, falls Qj unbeschrdnkt ist,

. fRn\H:ZCJ_”XQJ," H:= U H,/

i 1.0
16‘] JE ey

Wir definieren

fo = ZCJ_‘.XQJL'

jeJ

fu = ZXH:
k=0

f+ = fO+fH.
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1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Nach Definition 1.1.8, b), gilt

/fod,un=/fd,un.

O0<fo<f<Hf

Weiter haben wir

und daher nach Satz 1.2.8
Ifolly < Il < ifolly + [l
Es gilt ebenfalls nach Satz 1.2.8, dass
Il <> lxwll =0.
k=0
Dabei wird die Tatsache || x4|1 = 0 in Aufgabe A.3.3 Uberpruft. Wir sehen
1ol = Il

Da wir fy als Hullreihe fur sich selbst ansehen kdbnnen, erhalten wir sofort

17l = 1foll < / fodjin = / ol

i) Wir arbeiten mit fy weiter. Diese Funktion ist beschréinkt und verschwindet
auBerhalb einer kompakten Teilmenge. Somit kbnnen wir einen Quader Q
und eine positive reelle Zahl M so wahlen, dass

e fo(x)=0flrx ¢ Q,
o fo(x) < MflrxeR".

Die Funktion g .= M - xq — fy ist eine Treppenfunktion, die nur nichtnegative
Werte annimmt, und Satz 1.2.8, iii), Fall 1 und Fall 2, i), liefern

/fdun=/fodun=M-/xQdun—/gduns IM-xalli = Ilglh < Il = 1l

Damit ist der Beweis der Behauptung vollendet. O

1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Es ist bereits klar, wie wir zum Lebesgue-Integral gelangen: Mit Hilfe der
£'-Halbnorm kénnen wir ausdriicken, wann eine Funktion? f: R” — R
Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen ist. FUr eine solche Funktion
legen wir das Integral als Grenzwert der bereits definierten Integrale von
Treppenfunktionen aus einer approximierenden Folge fest.

Es bedarf verschiedener Routine-Uberprifungen, um sicherzustellen, dass
alles wohldefiniert ist. Diese Uberprifungen kann man elegant im Rahmen
der topologischen Vektorrdume durchfuhren.

1.3.1 Definition. Es sei V ein mdglicherweise unendlichdimensionaler reeller
Vektorraum.
a) Eine Abbildung || - ||: V — R ist eine Halbnorm auf V, wenn gilt:

AWir arbeiten jetzt wieder mit ,endlichen® Werten.
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D 0] =0.
i VAeRVve V: |A-v]=I\-]V].
i vv.w eV flv+w| < ||V +]|w].

b) Es seien || - || eine Halbnorm auf V und I: V — R eine lineare Abbil-
dung. Man sagt, dass | beschrankt ist, wenn eine positive reelle Zahl C, eine
sogenannte Schranke, existiert, so dass

YveV: |I(v)|<C-|v|.
c) Esseien || - || eine Halbnorm auf V, a € V und r € Ryq. Dann ist
B(a.r) :={ve Vi]llv—al < r}.

d) Es sei || - | eine Halbnorm auf V. Eine Teilmenge U c V ist offen, wenn es
zu jedem Punkt a € U ein ¢ > 0 gibt, so dass B(a. <) C U.

1.3.2 Bemerkung. i) Es seien V ein reeller Vektorraum und || - | eine Halbnorm
auf V. Dann folgt aus

O=0ff =[lv =Vl <lvl+]=T[-[Iv][=2-[v]. veV,

dass || - || nur nichtnegative Werte annimmt. Es ist allerdings erlaubt, dass ein
Vektor v € V'\ {0} mit ||v|| = O existiert.
i) Man Uberpruft, dass

N:={ve v\|\v|\=o}

ein Untervektorraum ist und dass durch || - || eine Norm auf V /N induziert wird
(vgl. Seite 30).

1.3.3 Lemma. Esseien V ein reeller Vektorraum und || - || eine Halbnorm auf V.
Dann ist

7:={Uc V|Uistoffen |
eine Topologie auf V.

Beweis. Ubung fir den Leser bzw. die Leserin. O

1.3.4 Bemerkung. Wenn || - || keine Norm ist, dann ist die Topologie auf V, die
von || - || induziert wird, nicht hausdorffsch. Denn in diesem Fall gibt es einen
Vektor v # 0in V mit ||v|| = 0. Das Hausdorff-Axiom ((18), Abschnitt 1.5) ist fur O
und v verletzt (s. Aufgabe A.1.4).

1.3.5 Lemma. Es seien V ein reeller Vektorraum, || - || eine Halbnorm auf V
undl: V — R eine lineare Abbildung. Dann ist | genau dann stetig, wenn |
beschrdnkt ist.

Beweis. Der Beweis fUr normierte Vektorrdume ((18), Satz 3.7.1) I&sst sich ohne
groBe MUhe Ubertragen: Wir nehmen zun&chst an, dass | stetig ist.

Behauptung. Fir einen Vektorv € V gilt:

lv=0 = I(v)=0.

18



1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Um diese Aussage zu verstehen, wahlen wir einen Vektor v € V mit ||v|| =0
und /(v) # 0. Es gibt ein ¢ > 0, so dass (V) ¢( — €, ¢). Wegen der Stetigkeit von
list U:=I-1(( —¢,¢)) eine offene Umgebung von 0, die v nicht enthdlt. Nach
Aufgabe A.1.4 ist das unmoglich. vV

Auf Grund der Stetigkeit ist das Urbild des offenen Intervalls (— 1, 1) unter /
eine offene Teilmenge von V. Es existiert weiter ein § > 0, so dass

YweV: |v|<é = [l(v)<l

Sei
C:=

>N

Fur einen Vektor v € V mit ||v| = O ist die Aussage des Lemmas nach der
obigen Behauptung richtig. Falls || v|| # O, setzen wir

1

Ay = m € R.o.
Wegen
v vi=Av IVl = 5 = 5 <
kénnen wir
Ay V) = Iy - V)] < 1= A~ C- V]|
und damit

[I(v)] < C-lv]]

schlieBen. Damit ist gezeigt, dass | beschrénkt ist.

Nun setzen wir voraus, dass / beschrdnkt ist, und wdahlen eine Schranke C.
Es ist zu zeigen, dass U := |~'(J) fur jede offene Teilmenge J c R offen ist. Sei
Vo € U. Esgibteine > 0,so dass (I(vp) —e.l(vp) +¢) C J. Wirsetzen § :=¢/C und
beobachten

YveV: |lv—-wl<d = [[(V)=I(w)|=llv-w)|<C-d=c = Iv)el

Damit gilt B(vp,d) € U. Da vy € U beliebig gewdhlt werden kann, folgt, dass U
offen ist. O

1.3.6 Satz. Esseien V ein reeller Vektforraum und | - || eine Halbnorm auf V. Fur
eine Teilmenge A C V ist der Abschluss durch

Z:{ve V|3 Folge (Qk)ken mit ax € A, k€ N, und lim [|lv— a =o}
— 00

gegeben.

Beweis. Schritt 1. Wir beweisen als erstes, dass
B = { v e V|3Folge (auwen Mit e € A ke N, und lim [|v— axl| = o}
—00

eine abgeschlossene Teilmenge ist, indem wir nachweisen, dass das Komple-
ment Z := V' \ B offen ist. Wenn Z nicht offen wdre, dann existierte v € Z, so
dass .

Ve >0 B(VO,E) NB# @.

Zu jedem ¢ > 0 gibt es also ein Element v € B mit

e

V-V <
Iv—voll < 5
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und weiter eine Folge (ax)keny Mit ax € A, k € N, und

lim ||v — gkl =0.
k—o00

Wir wéhlen einen Index K € N mit
g

V— | <
Iv—axl < 5

und beobachten sodann
Vo — akll < [V — ol +|lv — akl| <,

d.h.
B(wp.e)NA # 2.

Wenn Z nicht offen wdare, kdbnnten wir eine Folge (ay )ken Mit

OékGB(VO,%)ﬂA, kE[N,

definieren. Damit gdilte

0< lim [[vo— gl < lim 0,
k— 00 k

Soo K+ 17
Es folgte vy € B, ein Widerspruch zu unserer Wahl von vg.

Schritt 2. Da der Abschluss A die kleinste abgeschlossene Teilmenge von V
ist, die A enthdlt, und B nach Schritt 1 eine abgeschlossene Teilmenge ist, die
A enthdlt, bleibt zu zeigen, dass jede abgeschlossene Teilmenge von V, die A
enthdlt, auch B enthdilt. Sei also C eine abgeschlossene Teilmenge von V, so
dass A C C. Wirnehmen B ¢ C anund wdhlen vy € B\ C. Da C abgeschlossen
ist, existiert ein e > 0, so dass B(vp.e) N C = @. Wegen A ¢ C und v, € B existiert
eine Folge (cx)keny Mit ¢ € C, k € N, und

lim [|vg — ¢l =0.
k—o00

Die Existenz dieser Folge vertr&gt sich nicht mit der Gleichung B(vp.e) N C =
. O

1.3.7 Satz. Es seien V ein reeller Vektorraum, || - || eine Halbnorm auf V., W c V
ein Untervektorraum und |: W — R eine beschrdnkte lineare Abbildung.

i) Der Abschluss W c V von W ist ebenfalls ein Untervektorraum von V.

i) Es gibt genau eine beschrénkte lineare Abbildung I: W — R mit Iy, = 1.

Beweis. i) Es seien v € W und X € R. Es gibt eine Folge (wy)xen Mit wy € W,
k € N, und limy_. [|wx — V|| = 0. FUr die Folge (A - Wi)ken QI A-wy € W, k € N,
weil W ein Untervektorraum ist, und

im [[A-we —=X-v] =X lim ||w,—v|=0.
k— 00 k—o00
EsfolgtA-veW.
Es seien v, v/ € W. Dann gibt es Folgen (Vi )ken UNd (V, )ken Mit vy, v, € W,

k € N, und
lim ||vx — v|[=0= lim [v, —V|.
k— 00 k— 00
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1.3 Fortsetzung linearer Funktionale

Wir bilden die Folge (vk + Vv, )ken. Da W ein Untervektorraum ist, gilt vy +v, € W,
k € N. Weiter haben wir

0< Iim |[(vik+Vv)—(v+ V)] < lim ||vg — V| + lim ||v, — V|| =0.
k—s o0 k— o0 k— 00
Damit erkennen wir v + v/ € W.

__ i) Wir Gberzeugen uns zun&chst von der Eindeutigkeit. FUr einen Vektor v €
W wdhlen wir eine Folge (wy)en Mit wy € W, k € N, und

lim [jwg — v|| =0.
k—o0

Auf Grund der Beschranktheit von [ gilt

0 < lim |[(w) —1I(v)| = lim [I(wg— V)| < C- lim ||wy — V| =0.
k—o00 k—o00 k—o00

Dabei sei C eine Schranke fur I. Daraus folgt

I(v) = lim I(wy) = lim 1(w),

k—o00

und wir sehen, dass | durch | festgelegt ist.
Im né&chsten Schritt wahlen wir zu v € W eine Folge (W )xen Mit wy € W,
k € N,und
lim [jwy — v]|| =0.
k—o00

Behauptung. Die Folge (I(wy))ken kOnvergiert.

Es genlgt zu zeigen, dass (I(wk))ken €ine Cauchy-Folge ist. Sei e > 0. Wir
wdhlen einen Index K € N mit

Iwg — V|| < ﬁ k>K.

Far k.1 > K gilt dann
(W) = ()| = [I(wie = wj)] < C-[lwie = wil| < C- ([[wie = V][ + [[w = v|]) <e.

Damit ist die Behauptung Uberpruft. V
Wir versuchen es also mit der Definition

I(w) = Jim 1(w).

Wir mussen uns vergewissern, dass dies wohldefiniert ist. Fir Folgen (wWy)ken
und (W )ken Mit wy, w, € W, k € N, und

lim ||wy —v||=0= Iim [jw, — V|
k— 00 k—o00

sieht man

im Ji(wi) — Wi = lim [l(we — w)
k—o00 k— 00

IN

C- lim [lwi — i
k— 00

IN

C-(lim |lw, — v||+ lim |lw, —v]|) =0.
(Jim flwe— v+ im |} - v])

Anders gesagt gilt
lim I(wy) = lim I(wg).
k— 00 k— 00
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Es wird der Leserin bzw. dem Leser Uberlassen, die Linearitét von | nachzu-
weisen.

Zum Schluss zeigen wir, dass | beschrénkt ist. FUr einen Vektor v e W und
eine Folge (Wy)ken Mit wy € W, k € N, und limy_, o ||Wx — V|| = 0 gilt wegen

Wil = IVl < [wie = vIIl. keN,

dass

vl = lim [Jwg| (1.9

k— 00
und daher )
(V) = lim [I(wy)] < C- lim [[wl| = C-[v].
k— 00 k— 00

Man beachte, dass wir die Schranke C von [ Ubernehmen konnten. O

1.4 Definition des Lebesgue-integrals

Wir wenden die Ergebnisse des letzten Abschnitts an, um Lebesgue-inte-
grierbare Funktionen und inr Lebesgue-Integral zu definieren.

Wir sefzen
V:={f: R” — R|||f|l; <oo}.

Nach Satz 1.2.8 ist

[V — R
fo—Iiflh

eine Halbnorm auf V. Es sei weiter
W :=7(R".R).
Auf Grund von Lemma 1.1.13 ist
W — R
o — /wdun =1(y)

eine lineare Abbildung.

1.4.1 Bemerkung. Es gilt —|¢| < ¢ < |¢| und deshalb nach Lemmma 1.1.13 und
Satz 1.2.11

el = — / loldlun < / oOin < / lol0in = Il

Damit erkennen wir, dass | beschréinkt ist und wir C = 1 in Definition 1.3.1, b),
wdhlen kdnnen.

1.4.2 Definition. a) Der Vektorraum der Lebesgue-integrierbaren Funktion ist
Z'(R") =W,
b) Eine Funktion f: R” — R ist Lebesgue-integrierbar, wenn sie dem Raum

£'(R") angehort.
c) Das Lebesgue-Integral einer Funktion f € £1(R") ist

/fdun = I(f).
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1.4 Definition des Lebesgue-Integrals

1.4.3 Bemerkung. Auf Grund der Konstruktionen und Ergebnisse aus Abschnitt
1.3 ist eine Funktion f: R” — R genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
If]l1 < oo und es eine Folge von Treppenfunktionen ¢, : R" — R gibt, so dass

lim [|f — ¢l =0.
k— o0

Es gilt dann weiter

/fd,un= lim /(pkdun.
k—o00

1.4.4 Satz. i) Das Lebesgue-Integral
/ L' (R"Y — R
f — / fdun
ist eine beschrdnkte lineare Abbildung, so dass

Vfe L'(R"): ‘/fdun

< Iflh-

i) Es seien (fi)ken. fc € L'(R"), k € N, eine Folge und f: R" — R, so dass
[flly < oo und
lim ||fy — f||; =0.
k—o00

Dann ist auch f € £'(R").
iiiy Far f € £7(RM) gilt |f] € 4 (R") und

[ 1idun = Il

Beweis. Teil i) und ii) sind in Satz 1.3.6 und 1.3.7 enthalten. Fur iii) wdhlen wir
eine Folge (px)ken VOn Treppenfunktionen mit

lim |[f — ¢xllr = 0.
k—o00

Dannist (|¢k|)ken €ine Folge von Treppenfunktionen (Lemma 1.1.13, iv), flr die
wegen
[1f] = lekl| < If — okl keN,

auch
Jim 1] =l |, =0

gilt. Das zeigt |f| € £1(R"). Weiter sehen wir mit Satz 1.2.11 und (1.4)

[ 11800 = Jim_ [ lexicun = Jim flouls = 7]
k—o00 k—o0

und beenden damit den Beweis. O

1.4.5 Bemerkung. Die Definition des Lebesgue-Integrals ist sehr abstrakt. Bei
den Beweisen muss man deshalb sehr sorgfaltig vorgehen, und es verbergen
sich einige Feinheiten hinter dem Begriff. Mit Satz 3.A.10 wird sich z.B. die Ei-
genschaft

Ifle LY(R") 4 fel'(R").
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ergeben.®

1.4.6 Definition. Es seien A C R"” eine Teiimenge und f: A — R eine Funktion.
Wir setzen

ffR" — R
X f(x), fallsxe A
— 0, fallsx ¢ A

a) Die Funktion f ist Uber A integrierbar, wenn f € £'(R") gilt. Falls f Gber A

infegrierbar ist, definiert man
/fdun:=/?dun.
A

L'(A) = { f: A— R|fist Uber A in’regrierbor}.

) Es ist

1.4.7 Beispiele. i) Die Funktion f: @ — R, x — 1, ist Uber Q integrierbar.
i Es seien a < breelle Zahlen und f: [0, b] — R eine Riemann-integrier-
bare Funktion. Dann ist f Uber [a, b] integrierbar, und es gilt

b
/ fdp, = / f(x)ax.
[a.b] a

(Die Details Uberlassen wir dem Leser bzw. der Leserin. Die Diskussion zu Beginn
von Abschnitt 1.2 zeigt alles Wesentliche.)

1.4.8 Vorsicht. Die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals beinhaltet
nicht automatisch die Existenz des entsprechenden Lebesgue-Integrals (s.
Beispiel 2.2.4, iii).

1.5 Nullmengen

Wir haben bereits gesehen, dass fur die Funktfion

ffR — R

X 1, fallsx e @
T 10 falsx¢Q

/fdm =0

gilt. Allgemeiner Uberlegt man sich, dass

/mM=/wM

fUr zwei Funktfionen f,g: R — R mit f(x) = g(x) fur x € R\ Q gilt. Die Teil-
menge Q C Rist also in Hinblick auf die Lebesguesche Integrationstheorie
uninteressant.

die Formel

SFUr ein Gegenbeispiel in der Riemann-Integration betrachte man die Abbildung f: [0, 1] —
R, x — 1,falls x € Q, und x — —1, falls x ¢ Q. Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar.
Die Funktion |f] ist die Zuordnung x —— 1 und damit Riemann-integrierbar. In der Lebesgue-
Integration findet man ein Beispiel, das von der Idee her dhnlich ist, dessen Rechtfertigung aller-
dings sehr aufwdandig ist (Satz 3.A.10).
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1.5 Nullmengen

Bereits in der Definition des Volumens eines Quaders haben die Seiten-
fléchen keine Rolle gespielt.

Wir wollen uns nun mit solchen fur die Integrationstheorie unerheblichen
Mengen beschdftigen.

SchlieBlich werden wir erkléren, wie wir von dem Vektorraum £'(R") mit
der Halbnorm |-||; zu dem normierten Vektorraum (L' (R™), ||-||1) Ubergehen
(vgl. Bemerkung 1.3.2, ii).

1.5.1 Definition. Eine Teilmenge N c R"” heiBt Nullmenge, wenn
Ixnlh =0
qilt.
1.5.2 Lemma (Neue Nullmengen aus alten). i) Es seien N c R” eine Nullmenge
und M c N eine Teilmenge. Dann ist auch M eine Nullmenge.

i) Es seien | eine abzéhlbare Indexmenge und N, i € |, eine Familie von
Nullmengen. Dann ist
UN

ebenfalls eine Nullmenge. -
Beweis. i) Fur alle x € R" gilt
0 < xm(x) < xn(X).
Daraus folgt nach Satz 1.2.8, iv),
0 <lxmlh < llxnllr =0.

so dass ||xml1 = 0.
i) Wir nehmen ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit an, dass / = N. Fur
M = Ur2o Nk ilt

o0
0<xm<Y XN

k=0
Aus Satfz 1.2.8, v), folgt jetzt
0 < lxml < D xn| <D lIxwllh =0.
k=0 1 k=0
Daher ist M eine Nullmenge. O

1.56.3 Beispiel. i) Fur jeden Punkt x € R" ist {x} eine Nullmenge (s. Beispiel
1.2.10). Aus Teil ii) des obigen Lemmas ergibt sich, dass jede abzdhlbare Teil-
menge von R eine Nullmenge ist. Es gibt allerdings auch Nullmengen in R, die
nicht abzdhlbar sind (s. Aufgabe A.2.4).

i) FUr beschrdnkte Intervalle b,...,In C Rist

Q={0}xhx--xlI

eine Nullmenge. Damit ist auch

eine Nullmenge, denn

H=J{O} x [k, k]*(™D,

keN

iii) Die Teilmenge [0, 1] C R ist keine Nullmenge.
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1.5.4 Satz (Charakterisierung von Nullmengen). Fur eine Teimenge N c R
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) Die Menge N ist eine Nullmenge.

i) FUr jedes e > O existieren offene Quader &, k € N, so dass

o ZVoIn(Qk) <e,
k=0

e Nc U &
k=0

iii) Fur jedes e > O existieren Quader &, k € N, so dass

o ZVoIn(Qk) <e,
k=0

e Nc U &
k=0

Beweis. Der Implikation ii)=-iii)" ist trivial. Wir fahren mit iil=-" fort. Wegen
N C U2 S gilt nach Satz 1.2.8, v),

0< [lxnlh <D Ixallh = Voln(Q).
k=0 k=0

Die Voraussetzung sagt also
ve>0: |xnlh <e. dh. [xalli =0

aus.
A)=i)". Zujedem ¢ > 0 gibt es eine Hullreihe & =(cy, Py)ken Mit

XN <D Ceexp, uUnd (@) < %
k=0

Sei
m
hm:=ZCk~ka, me N.
k=0
Fur jedes m € N qilt
0 < hm < hm+1-

Da hmy, eine Treppenfunktion ist, existiert eine an h,, angepasste Zerlegung Z,,
von R", m e N. Dazu gehort die endliche Familie

Fmi= {HP 1= 1,00, )= 1,000

von Hyperebenen in R", die Indexmenge J,, und die Quader Qjm,j € Jm. Wir
k&nnen voraussetzen, dass i

YmeN: Zpg <Z, (1.5)

Seien -
Mn= |J H. meN, und M=) Mn
=10

m=0
J= 1M
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1.5 Nullmengen

Die Menge M ist eine Nullmenge. Weiter ist M N N nach Lemma 1.5.2, i), eine
Nullmenge. Die Menge M kann mit Quadern Uberdeckt werden, deren Vo-
lumen sich zu einem Wert <(¢/2) aufaddieren (Aufgabe A.3.3). Es bleibt zu
zeigen, dass dies auch fur N\ M funktioniert. Wir schreiben

hm\[R”\/\/lm = ZO&F'X@J(N, me N.
J€Im )

Schritt 1. Sei
~ 1
—J 1
Mit .
£ 1
2° I(®) > I(h) > 5 ZVOln(Qj_‘)
Jeh
ergibt sich
1 3
ZVoIn(Qi) <5

jed
Schritt 2. Wir erinnern an (1.5). Wenn j € J, ein Index ist, zu dem ein Index
j € Jy mit & < Q@) existiert, dann gilt

N

> 1>]
Oé'_O[i/_E

G

wegen hy, > h;. Wir setzen®
Jy 1= {ZEJQ‘ale/\VjIEJ1 :@?gz@.l}.
Es gilt’
€ 1
7> (@) 2 1(hy) > 5 <ZVoln(@> +ZVOln(@f>>-

Wir schlieBen -
> Voln(Q)) + > Voln(&F) < 5 (1.6)

1671 [EJQ

Schritt 3. Die obige Konstruktion I&sst sich iterieren. Wir erhalten die Menge

=1

m>1

Flrj e \A/m setzen wir
Qj_- = Qjm, m>1.

Durch eine Abz&hlung von J gelangen wir zu den Quadern &, k € N, mit

NI ™

> Voln(&) <
k=0

%Da Z, eine Verfeinerung von Z, ist, impliziert Qj? ¢ le, dass Qj? n Qj], =0o.
"Man beachte, dass die auftretenden Quoder_disjun_k’r sind. )
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Wir mUssen uns noch davon Uberzeugen, dass

N\Mc [ &
k=0
Das folgt aus der Formel
vxeN: lim hp(x)>1,
m—oo

die nach der Definition einer Hullreihe gilt. O

1.6.5 Bemerkung. Die Unterteilung in NN M und N\ M ist notwendig, weil wir
fur die Volumenabschdrzung im zweiten Teil (z.B. in (1.6)) Quader bendtigen,
die sich nur am Rand Uberlappen. Da wir offene Quader wollen, mUssen sie
disjunkt sein und die Hyperebenen ,bleiben Ubrig".

1.5.6 Lemma. Esseif: R™' — R eine stefige Funktion. Dann ist der Graph

[e:= { (x.f(x)) | x € R™! }
eine Nullmenge.

1.56.7 Bemerkung. Wenn man die Voraussetzung der Stetigkeit wegldsst, dann
ist die Aussage falsch. Es gibt nicht stetige Funktionen, deren Graph nicht
messbar ist. lhre Konstruktion ist aber sehr aufwdndig und benutzt Hilfsmittel
aus der Mengenlehre (Satz 3.A.43).

Beweis. FUr k > 1 sei

Wy = [—k, k]*(=D),
Da eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, gentgt
es nachzuweisen, dass

Ffﬂ(Wk x R)

fur jedes k > 1 eine Nullmenge ist. Da W, kompakt ist, ist die Funktfion f auf Wy
gleichmdBig stetig (s. (18), Satz 3.5.4). Zu ¢ > 0 findet man ein § > 0, so dass
qgilt:

3

: — — —_, > 1.
v,y e We: |Ix—vyl<é = |f(xX)—Ff(y) < oI k>1
Flr k > 1 fixieren wir eine naturliche Zahl
vn—1-2k
[ > ——

4]

und unterteilen W in I"=! Wurfel V;, ..., V.- der Kantenlénge 2k/I. Fur i e
{1...."""yund x,y € V; gilt

”X_y”Sm'mcx{lm—w||i=1,...,n_1}<@<5.

Wir schlieBen .

If(x) —f(y)] < W

Das Bild von V; unter f ist ein kompaktes Intervall der L&nge < ¢/(2k)"~', und
rN(V; x R) liegt in einem Quader, dessen Volumen kleiner als

AN\ e e
/ (2k)n=1 "~ Jn=T

ist,i=1,.../"~1. Wir sehen, dass I;n(W, x R) in einer Vereinigung von Quadern
enthalten ist, deren Volumen sich zu einem Wert < ¢ aufaddieren. O
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1.5.8 Sprechweise. Es seien M c R” eine Teilmenge und & eine Eigenschaft,
die Punkte aus M haben kénnen. Wir sagen, € gilt fur fast alle x ¢ M oder
fast Uberall auf M, wenn es eine Nullmenge N c R" gibt, so dass € fur alle
x € M\ N gilt.

1.5.9 Satz. i) Es seien f: R" — R eine Funktion und
supp(f) := {x €R"|f(x) #0 }
Dann sind dquivalent:
e [Iflh=0.
e supp(f) ist eine Nullmenge,
i) Es seien f,g: R"” — R zwei Funktionen. Es gelte f ¢ £'(R"), und

N:={xe[R”]f(X);ég(x)}

sei eine Nullmenge. Dann folgt g € £'(R") und

/fdﬂn=/gdun.

1.5.10 Bemerkung. Wenn ||f — g||; =0, dann hat man ||f||; = ||g|1-

Beweis. i) Wir beginnen mit der Implikation ,.=": Wegen

71 = [[171]l,

kdnnen wir f > 0 voraussetzen. Mit

gilt
S :=supp(f) = | J S
k=1

Wir haben k - f > xs, und somit
O=|k-flh = lIxslh =0, k=>1.

Damit ist S, fur alle k > 1 eine Nullmenge und daher auch S.
=" Wie zuvor sei S := supp(f). Offensichtlich gilt

o0
F<Y xs
k=0

Eine Anwendung von Satz 1.2.8, v), zeigt®

o0 o0
> xs|| <D lxslh =0.
k=0 k=0

8Dieses Argument illustriert, wieso es gUnstig ist, den Wert co als Funktionswert zuzulassen. Au-
Berdem erkennen wir wieder die Regel ,0 - co = 0".

0 <|fllh <

1
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i Wir wahlen eine Folge von Treppenfunktionen (o )ken Mit iMg_oo ||f —
vklli = 0. Aus der Voraussetzung und Teil i) folgt ||f — g|; = 0. Zusammen mit
Bemerkung 1.5.10 ergibt sich ||g||; = ||f||; < co und

If =il =119 —kllh, k=1,
so dass auch
lim ||g — ¢«ll1 =0.
k—o00

Dies beinhaltet g € £'(R") und

/Qdun= lim /wkdun=/fdun-
k—o00

Jetzt ist alles gezeigt. O

Wir kbnnen jetzt das in Bemerkung 1.3.2, i), erwdhnte Verfahren anwenden.
Dazu seien

N:={fe,41([R”)]HfH1 =O}

und
L'(R") .= £"(R")/N.

Nach Bemerkung 1.5.10 ist

I LYRY) — R

[f1 — Il
wohldefiniert. Es ist klar, dass || - ||; eine Norm auf L'(R") ist, die sogenannte
L'-Norm. Weiter ist
/ L"R") — R
[f] — / fdun

nach Teil i) des Satzes eine wohldefinierte lineare Abbildung.

1.5.11 Konvention. o) Es seien f: R” —; R eine Funktion und g € £'(R") eine
Lebesgue-integrierbare Funktion, so dass ||f — g||; = 0. Wir schreiben dann
etwas missbrauchlich f € £'(R") und setzen

/fdﬂn :=/gdﬂn.

Nach dem Satz ist dies unabhdngig von der Auswahl von g.
b) Es seien N ¢ R” eine Nullmenge und f: R"\ N — R eine Funkfion, die
Uber R"\ N integrierbar ist. Dann schreiben wir auch f € £'(R") und

/fdlu/n :=/ fdlu/n.
RN

Diese Schreibweise erhdlt ihre Berechtigung ebenfalls aus dem vorangegan-
genen Satz,
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1.6 Der Satz von Riesz-Fischer

1.6 Der Satz von Riesz-Fischer

Wir zeigen, dass der Vektorraum L' (R") mit der Norm || - ||; vollsténdig ist.

1.6.1 Satz (Der Satz von Riesz-Fischer?). Der normierte Viektorraum (L'(R"), ||-]|1)
ist ein Banach-Raum.

Beweis. Wir mussen beweisen, dass jede Cauchy-Folge in L' (R") konvergiert.
Sei also ([f])ken €ine Folge mit f, € £L1(R"), k € N, so dass es zu jedem ¢ > 0
einen Index K € N mit

If« = fillh <e. k.I>K,

gibt. Wir definieren die Auswahlfolge (k;),cn durch kp := 0 und

k,:=min{Ke[N}K>k,1AVk,m2K: ||fk—f,|1<%}, I>1,

und setzen
g = fkm — fk,l IZ 1,
sowie -
g=>y_lal
/=1
Wir schdétzen

IN

lglh <> llail
k=1

ab. Die Menge
A= {xe R"| g(x)

*

ist eine Nullmenge, denn es gilt:

Satz 1.2.8, iv)
VkeN: O0<k-xa<g und O0<k-|[xalr=Ik-xall < gl

Weiter erkléren wir die Funktion'©
f:R" — R
. fi, (X) + ; gi(x) = /ir?o fi,(x), falls g(x) < oo
0, falls g(x) =00
Zund&ichst berechnen wir

11l

IN

I =T Il + 1l 1y
ZQ/
=1

< 1+l < oo,

i
1

Da £'(R") abgeschlossen im Raum der Funktionen h: R” — R mit ||h||; < oo
ist, mUssen wir noch zeigen, dass

lim ||f — fil; =0
k— 00

gilt. Sei dazu ¢ > 0. Dann existiert ein Index A € N, so dass

?Ernst Sigismund Fischer (1875 - 1954), dsterreichischer Mathematiker.
10Man benutzt, dass absolute Konvergenz Konvergenz impliziert ((17), Lemma 2.8.2).
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o Wk >ky: |f—fill < %
> g
c If=fulh=>a| <5
=X 1
Somit finden wir fUr k > k;
If = fellh = If = i I + [[fc — fiy [h <€
und haben damit den Satz bewiesen. O

1.6.2 Bemerkung. Es gilt

/ fdun= lim | f.dun,
k—o00

’ [ fao— [ fictun| = ’ [~ fcken

1.6.3 Bemerkung (Vergleich von L'-Konvergenz und punktweiser Konvergenz).
i) Wir betrachten eine Folge (fi)xen Mit fi € L1(R") und f € £'(R"), so dass

denn
<|[f—felly, keN.

lim ||f— ka] =0.
k— 00

Es folgt nicht, dass

lim fi(x) = f(x) farfastalle x € R".

k— 00

(Allerdings zeigt der Beweis des Satzes von Riesz-Fischer, dass es eine Teilfolge
(K)ien Qibt, so dass

/Iim fi,(x) = f(x) fUrfast alle x € R"
—00

gilt.)
Ein Beispiel liefert der sogenannte wandernde Buckel. Zu k > 1 gibt es
eindeutig bestimmte natdrliche Zahlen v(k) und r(k) < 2V, so dass
k =2V 4 (k).

Damit definieren wir

e = [rk)- 279, (r(k) + 1) - 27V,
fk = Xl + kZ]
h —

— o
—
—

N —

5| —
N —
Ml w
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1.6 Der Satz von Riesz-Fischer

Dann gilt
lim |||y = 0.
k— o0

Es gibt aber keinen Punkt x € [0, 1], so dass (fx(X))k>1 konvergiert. Das liegt
daran, dass es fur jedes v > 1 ein bis zwei Intervalle der Ldnge 2~V unter den
. kK > 1, gibt, die x enthalten.

Auf der anderen Seite qilt fUr die Teilfolge (fov)ven Und x €(0, 1], dass

lim fov(x) =0.

V—o00

Die Folge (fov)ven konvergiert auf [0, 1] fast Uberall punktweise gegen die Null-
funktion.

i) Eine andere wichtige Tatsache ist, dass punktweise Konvergenz einer
Folge (fi)ken in £ (R") gegen eine Funktion f € £'(R") nicht die Konvergenz
in der L'-Norm impliziert. Genauer gesagt kdbnnen wir aus

lim fi(x) =f(x) fUrfastalle x e R”

k—o00

nicht folgern, dass
o Iim ||[f—Tf =0,
k— 00
e Iim fkdun=/fdun.
k— 00

Als Beispiel betrachten wir
/k = |:O,

d

fk:=k'X/k' kZ]

und

Fur x € R\ {0} gilt
lim f,(x) = 0.

k—o00

Auf der anderen Seite findet man

Il Tiell4 =/fde1 =1, k>1.
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Kapitel 2
Z o0 ;

2.1 Der Satz von Beppo Levi

Der Hauptvorteil des Lebesgue-Integrals gegenuber dem Riemann-Inte-
gral ist die gute Vertraglichkeit mit Grenzlbergdngen. In diesem Abschnitt
beweisen wir den ersten von zwei berGthmten Konvergenzsatzen Uber das
Lebesgue-Integral. Auf ihm beruhen viele der folgenden Integrationsre-
geln.

2.1.1 Satz (Der Satz von Beppo Levi'zur monotonen Konvergenz). Es sei (fi)ken
eine Folge in £'(R"), so dass

Vke N: f < fy fast Gberall, @1

(f 1),

nach oben beschrdnkt ist, dann existiert eine Funktion f € £'(R") mit folgen-
den Eigenschaften:

Wenn die Folge

o Furfastalle x € R” gilt im f(x) = f(x).
—00

[ ] /fd/,Ln= |im fkd/,Ln.
k— o0

FUr den Beweis mUssen wir zundchst Satz 1.2.11 Uber Treppenfunktionen und
Satz 1.4.4, i), verallgemeinern:

2.1.2 Hilfssatz. Eine Funktion f ¢ £'(R"), fir die fast tberall f > O gilt, erfdllt

1Al = / ol

gR" — R
N {f(x), falls f(x) > 0

Beweis. Wir fuhren die Funktion

0, falls f(x) <0

ein.

'Beppo Levi (1875 - 1961), italienischer Mathematiker.
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Es gilt g > 0 und fast Uberall f = g. Nach Satz 1.5.9ist g € L'(R"), || f|l1 = ||l

und
/fd/,bn=/gd/,bn

Iglh = [ g
nach Satz 1.4.4, i), so dass die behauptete Gleichheit folgt. O

Wegen g > 0 gilt

Beweis von Satfz 2.1.1. Wir zeigen zundchst, dass (fy)ken €ine Cauchy-Folge
ist. Nach (2.1) und Hilfssatz 2.1.2 gilt

0 < |Ifi = fillx =/(fl—fk)dﬂn=/f/d,un—/fkdun, k<. 2.2)

(Jrae)..,

eine monoton wachsende Folge. Da sie nach Voraussetzung nach oben be-
schrankt ist, konvergiert sie ((17), Satz 2.3.2). Nach (17), Lemma 2.3.11, ist sie
eine Cauchy-Folge. Aus (2.2) folgt, dass (f)ken €ine Cauchy-Folge bzgl. || - ||
ist.

Aus dem Beweis des Satzes von Riesz-Fischer 1.6.1 folgt die Existenz einer
Funktion f € £'(R"), einer Teilfolge (fi,)ien Und einer Nulmenge M C R” mit

Daher ist

f(x) = lim fo(x). xeR\M,

und
[f]= lim [f] inL"(R").

k— 00

Nach Voraussetzung gibt es Nullmengen N, mit
fk(X) < fk+](X), x € R" \ Nk, k € N.
Die Menge

N=J N

ist nach Lemma 1.5.2, ii), eine Nullmenge, und fur x € R” \ N ist (f,(x)) eine
monoton wachsende Folge. Fur ein Element x € R”, das nicht in der Null-
menge M U N liegt, besitzt diese Folge die konvergente Teilfolge (fi, (X))en-
Die Folge (fx(x))ken ist somit beschrénkt und deshalb wegen inrer Monotonie
konvergent, und es gilt

lim fi(x) = Ilim fi,(x), x e R™N\(MUN).

k— o0

Damit ist (f)ken €ine Folge, die bzgl. || - |1 gegen f konvergiert, so dass

f(x) = lim f(x) fUrfastalle x € R".

k— 00

Nach Bemerkung 1.6.2 gilt auch
/fdun = lim [ fidun.
k— o0

Damit sind alle Behauptungen Uberpruft, O
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2.1.3 Bemerkung. i) Es gibt natUrlich auch eine Version des Satzes von Beppo
Levi fur monoton fallende Funktionenfolgen, die die Leserin oder der Leser
selbststdndig formulieren und beweisen moge.

i) Seien (fi)ken €ine Folge in £'(R"), so dass

YkeN: f < fiy fast Uberall
und f: R” — R eine Funktion in £'(R"), so dass

f(x) = lim fi(x) fur fast alle x € R".

k—o00

Dann gilt
vkeN: f,<f fastdberall

und damit auch i i
Yk e N: / fldun < / fdun.

Die monoton wachsende Folge

(fram).,

ist daher nach oben beschrénkt. Man beachte, dass in diesem Fall [f] nach
dem Satz von Beppo Levi auch der L'-Grenzwert der Folge ([fi])ken ist.

2.1.4 Beispiele. 1) Es sei

frR — R
1

X +— —.l vl
Wir setzen
fk = f'X[—k,k]: R — R
1
o { — falls —k<x<k oy
0, sonst

Die Funktion f, ist integrierbar mit ((17), Beispiel 5.3.6)
‘k

K
1
/fkdm = /k de = arctan(x) = arctan(k)—arctan(—k) = 2-arctan(k),

k € N. Die Folge (arctan(k))en konvergiert streng monoton wachsend gegen
/2. Hach dem Satz von Beppo Levi ist f integrierbar mit

/fdun = lim /fkdm =2 lim arctan(k) = .
k— o0 k—o00

ii) Es sei

ffR — R
X +— exp(—|x]).
Wir definieren wieder fy := f - x[_« ), kK € N. Die Funkfion f ist integrierbar, und
es gilt
. k -k K
/ fQpy = / f(x)dx = 2-/ exp(—x)dx = —2-exp(—x)’0 =2-(1—exp(—k)).
—k 0

37



Kapitel 2 Rowcergenzaiizge

k € N. Die Folge (1 — exp( — k))xen konvergiert monoton wachsend gegen 1.
Nach dem Satz von Beppo Levi ist f integrieroar mit

/fdm = |lim /fkdm =2-2-lim exp(—k) =2.
k— 00 k— 00

i) Das Integral

existiert nicht. Denn fur k > 1 gilt

1 1
/[k . }dm Iog(x)‘% = —log (%) =log(k).

Wegen limy_, o, log(k) = oo ist x — 1/x nicht Uber [0, 1] integrierbar (s. Bemer-
kung 2.1.3, ii).

2.2 Der Konvergenzsatz von Lebesgue

Der Lebesguesche Konvergenzsatz enthdlt ein hinreichendes Kriterium far
die Integrierbarkeit einer Funktion, die fast Uberall punktweiser Grenzwert
einer gewissen Funkfionenfolge ist, die nicht monoton wachsend zu sein
braucht.

2.2.1 Definition. Es sei 7 eine Menge von Funktionen von R” nach R.

a) Die Menge 7 ist nhach oben bzw. nach unten Lebesgue-beschrankt
(kurz: nach oben bzw. nach unten L-beschrdnkf), wenn es eine Funktion g €
£'(R") gibt, so dass

vfe?: f<gfastlberall bzw. f> gfastUberall

b) Die Menge 7 ist Lebesgue-beschrankt (kurz: L-beschrankt), wenn sie
sowohl nach oben als auch nach unten Lebesgue-beschrénkt ist.

c) Eine Folge (fi: R” — R)ken ist (nach oben/unten) L-beschrénkt, wenn
die Menge 7 := { fy | k € N } dies ist.

2.2.2 Beispiel. Die Folge (fx: R — R)x>1 sei durch

fk(x) = (] _—) “X[0k]: X € R, k> 1,

definiert. Fur x € [0, 1) gilt

oo OOX
DD P
1=0 k=0

Furk > Tund x € [0, k) folgt

und
(1—%) <exp(—x), xe[0,k], k>1.
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Wir fassen zusammen:
Vk > 1vx € [0,00): 0< i <exp(—Xx).

Die Funktion O ist Uber [0, co) integrierbar, ebenso x — exp(—x) (Beispiel 2.1.4,
i. Damit haben wir nachgewiesen, dass (fi )xen €ine L-beschréinkte Folge ist.

2.2.3 Satz (Lebesguescher Konvergenzsatz). Es sei (fi)ken €ine L-beschrankte
Folge von Funktionen mit f, € £'(R"), k € N. Weiter sei f: R” — R eine
Funktion, so dass fur fast alle x € R"

f(x) = lim f(x).

k—o00

Dann folgt f € £'(R") und
/fdun = lim | fdun.
k— o0

Beweis. Schritt 1. Wir beweisen zun&chst die folgende Aussage:

Behauptung. Es sei (gx)ken €ine nach oben bzw. nach unten L-beschrdnkte
Folge von Funktionen aus £'(R"). Dann liegt auch?

sup{ gk [k e N}, x+— sup{gu(x)|ke N},
inf{ gk |k e N}, x+—inf{gk(x)|keN},

g
bzw. g

im Raum £'(R").

Wir beweisen diese Aussage fur den Fall einer nach oben L-beschrdnkten
Folge. Sei h € £'(R") eine Funktion, so dass g, < h fast Gberall, k € N. Nach
Aufgabe A.4.1 gilt

Gri=max{ gi....gk } €L (R")

und i
/ Gdun < /hdun < oo, keN.

Die Folge (Gy)ken erfullt die Voraussetzung des Satzes von Beppo Levi 2.1.1

und konvergiert punktweise gegen g. vV
Schritt 2. Wir fhren fur k € N die Funktfionen

inf{fi|/ >k} und

sup{ fi| 1>k}

Uk

Ok
ein. Nach Schritt 1 gilt
Vke N: ug o el (RY).

Man beachte weiter, dass die Folge (ux)ken Monoton wachsend ist und die
Folge (ok)ken Monoton fallend. Fur alle k € N gilt

/U1d,un < /deun < /Okdun < /O1dun-

Sowohl (Ux)ken als auch (ok)ken konvergiert fast Uberall punktweise gegen f.
Der Satz von Beppo Levi 2.1.1 zeigt somit

2Die Funktion g kann unter Umsténden auf einer Nullmenge den Wert co annehmen. Dann ist
Konvention 1.5.11 zu beachten.
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o fc L' (RN,

e |im /deﬂn=/fdﬂn= lim /okdun.
k— 00 k— o0
Da
/deMnS/fdenS/Okdun, keN,

/fdun = lim /fkdun
k—o00

und damit die Behauptung des Konvergenzsatzes. O

folgt auch

Die folgenden Beispiele illustrieren den Zusammenhang zwischen den Konver-
genzsdizen der Lebesgue-Theorie und dem Formalismus der uneigentlichen
Riemann-Integrale.

2.2.4 Beispiele. i) Es seien a € Rund f: [a,00) — R eine stetige Funkfion. Wir
betrachten die Folge

(foken Mt fic:=1f - Xaaekg, K €N

Sie konvergiert punktweise gegen die Funktion f. Ferner ist f, als stetige Funk-
tion Uber [a. a + K] integrierbar, k € N.

e Wirsetzen f € £'([a,00)) voraus. Die Folge (fi)xen ist durch |f| nach oben
L-beschrénkt und durch —|f| nach unten. Daher gilt

a+k )
/ fdu;, = lim fQuy = Iim f(x)dx=/ f(x)ax.
[a,00) k—o00 [a.a+K] k—oo Jq a

Insbesondere existiert das uneigentliche Riemann-Integral auf der rech-
ten Seite 3

e Jetzt nehmen wir die Konvergenz des uneigentlichen Riemann-Integrals
157 |f(x)|dx an und behaupten, dass f Uber [a, co) Lebesgue-integrierbar

ist mit Integrall
/ fduy =/ f(x)dx.
[a.00) a

Die Folge (|fx|)ken ist eine monoton wachsende Folge mit

a+k [e%)
/ feldn = / 1£(x)|dx < / 1#(x)[dx.
[a.00) a a

Nach dem Satz von Beppo Levi 2.1.1 ist |f| Uber die Menge [a, o) Lebes-
gue-integrierbar mit

a+k [e'S)
/|f|du1 = Iim/ |f(x)|dx=/ IF(x)|dx.
k—oo Jq a

Die Folge (fi)ken ist durch |f| nach oben L-beschrénkt und durch —|f]
nach unten. Nach Lebesgues Konvergenzsatz gilt f € £'([a, c)) und

k— o0

a+k 00
/ fdu, = lim f(x)dx=/ f(x)ax.
[a.00) a a

3Genauer misste man statt (a + k),en eine beliebige Folge (ay )xen Mit limy_, oo 0 = oo zulas-
sen. Offenbar funktionieren in diesem Fall dieselben Argumente, und man erhdlt dasselbe Ergeb-
nis.
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i) Es sei | > 1. Wir untersuchen die Folge (fi)xen Mit

fk![R — R
/ X\ K
. X.(]fE), fallsx € [0.K] 4 c .
0, sonst
FUr die Funktion
fi[0,00) —
X — X/'eXp(_X)

gilt
VIieN: / x' - exp( — x)dx = /I,
0

Far I = 0 haben wir das in Beispiel 2.1.4 gesehen. Fur | > 1 gilt nach partieller
Integration ((17), Abschnitt 5.4) und Induktionsvoraussetzung:

/ X’-exp(—x)dx=—X’-exp(—x)‘zoﬂ-/ X1 exp(—x)dx=I-(I—- =1,
0 0

Die Folge (f)ken ist durch O nach unten L-beschrdnkt und durch f nach oben
(Beispiel 2.2.2). Da die Folge (fi)ken PUNktweise gegen f konvergiert (vgl. (17),

Satz 4.7.4), folgt
K

, / X\K o
Jm | x-(1—E) dx =1l

i) Dieses Beispiel zeigt, dass die Theorie uneigentlicher Riemann-Integrale
fur stetige Funktionen nicht identisch mit der Lebesgue-Theorie ist. Zur Vorbe-
reitung erinnern wir daran, dass fUr eine Lebesgue-integrierbare Funktion f
auch die Betragsfunktion |f| Lebesgue-integrierbar ist (Satz 1.4.4, iii). Wie wir
gleich sehen werden, gibt es stetige Funktionen f, fur die das uneigentliche
Riemann-Integral konvergiert, das uneigentliche Riemann-Integral fur |f| aber
divergiert.4

Wir erkl@ren zundchst, warum das uneigentliche Riemann-Integral

°° sin(x)
/o x dx

konvergiert. Wir argumentieren folgendermalen:

e Die Funktion x — sin(x) besitzt eine stetige Fortsetzung nach 0 ((17),

X
Beispiel 3.4.10 und Aufgabe 6.11.3).

o Mit partieller Infegration folgt fur0 < e < a

q a
/ sin(x) . __Ccos(x)|@ _ / C°52(X>dx, 2.3)
. X X £ € X
Da (X) 1
cos(x
Vx #0: 2 | =2
existiert oo
/ COSQ(X) dx
. X

4Dies entspricht bedingt konvergenten Reihen (cf. (17), Definition 2.8.4).
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und deshalb auch

°° sin(x)
/6 x dx.
Wegen der stetigen Fortsetzbarkeit von x — sin(x)/x nach 0 konvergiert
auch?® _ 0
°sin(x
/o x dx.

Wenn x — sin(x)/x, x € [0,00), Lebesgue-integrierbar wdére, so auch die
Funktion x — |sin(x)/x|, x € [0, o0), und das uneigentliche Integral

/ sin(x) dx 2.4
0 X
existierte. Das fut es aber nicht:
Ko f k-
k> 1 / SN | g > 1 sin(x)|dx = 2 - 1.
(k=D | X Kem Sy ™ k

Die Divergenz von (2.4) ergibt sich daher aus der Divergenz der harmonischen
Reihe ((17), Beispiel 2.3.13).

SWir kédnnen (2.3) hier nicht bemuUhen, weil beide Terme auf der rechten Seite bei Anndéherung
an Null divergieren.
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3.1 Der Satz von Fubini

Bisher haben wir keine Techniken entwickelt, die Uber die Riemann-Inte-
gration in einer Verdnderlichen hinausgehen, um Integrale explizit zu be-
stimmen. Ein wichtiges Hilfsmittel, mit dem wir die Auswertung eines n-
dimensionalen Infegrals auf die iterierte Auswertung eindimensionaler In-
tegrale zurlickfiihren kénnen, ist der Satz von Fubini.! Dadurch kénnen wir
die in der Analysis | vorgestellten Techniken auch fur héherdimensionale
Probleme nutzbar machen.

3.1.1 Satz (Der Satz von Fubini). Essei f: R™" — R eine integrierbare Funkti-
on. Dann existiert eine Nullmenge N C R", so dass gilt:

i) Fur jeden Punkfy € R"\ N ist f(-,y): R™ — R, x — f(x,y), Uber R™
integrierbar.

i) Die Funktion

FFR" — R

y — /f("Y)de(X) :=/f(-,y)dum, fallsy ¢ N
0, fallsy e N

ist Uber R" integrierbar, und es gilt

[ Fdun= [ F)chn(y) = [ £y )men(x,) = [ Femn
Schreibweise:
[ oGty = [ ( [ #xydunt) ) oty
Wir beweisen den Satz von Fubini zun&chst fur die charakteristische Funktion

einer Nullmenge.

3.1.2 Hilfssatz. Zu jeder Nullmenge A c R™" gibt es eine Nullmenge N C R",
so dass

A, :={XG[R’”\(X,y)EA}=7r1(Aﬁ([Rm><{V}))

fur alle y € R"\ N eine Nullmenge in R™ ist. Dabei ist m: R™" — R™ die
Projektion.

1Guido Fubini (1879 - 1943), italienischer Mathematiker.
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Beweis. Wir verwenden Satz 1.5.4. Es seien ¢ > 0 und )y, k € N, Quader mit

k=0 k=0

Es gibt Quader €, ¢ R™ und &/ c R", so dass
Qk = ;( X QZ, k € N.

Es seien || - || bzw. | - |7 die £'-Halbnorm fur Funktionen f: R™ — R bzw.
g: R" — Rund

aR" — R
y — llxa ™

Offenbar gilt

o0
Xa, <Y xay - xar(y)
k=0

fur jeden Punkt y € R". Daraus ergibt sich fur y € R" die Abschdtzung

) m
aly) < D xe xer(y)
k=0 1
< D lxe T xer ()
k=0
= Voln(€) - xay (¥).
k=0
Wir folgern daraus
) n
lalf < |[>_ Volm(&%) - xey
k=0 1
<

> Volm(Q)) - lIxeyIIf
k=0

= > Voln(&,) - Voln(&)
k=0

= Zvolm.Hq(Qk) < e,
k=0

Die Ungleichung || a||] < € gilt fur alle ¢ > 0. Deshalb gibt es nach Satz 1.5.9, D),
eine Nullmenge N c R", so dass a(y) =0 fur alle y € R"\ N gilt. Diese Aussage
ist dquivalent zur Behauptung. O

Beweis von Satz 3.1.1. i) Der Satz von Fubini fur Treppenfunktionen ist leicht
einzusehen (Aufgabe A.5.2). Um ihn im Allgemeinen zu beweisen, mussen wir
sorgfdltig untersuchen, wie sich die Approximation einer integrierbaren Funk-
tion durch Treppenfunktionen mit der Aufspaltung R™" = R™ x R” vertragt.

Es gibt eine Folge (px: R™" — R)ien VON Treppenfunktionen, so dass
iMoo |If — @kll1 = 0. Damit ist (o4 )ken €ine Cauchy-Folge bzgl. || - ||;. Der Be-
weis des Satzes von Riesz-Fischer 1.6.1 zeigt, dass wir, indem wir (g )ken durch
eine geeignete Teilfolge ersetzen, die wir aber nicht gesondert benennen,
erreichen kénnen, dass
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3.1 Der Satz von Fubini

(1) far fast alle (x,y) € R™"
fx.y) = lim oi(x.y)
k—o00
ailt,

@ > llerst — exlly < oo
k=0

Sei A ¢ R™" eine Nullmenge, so dass
Vix,y) e RM™"\A:  f(x,y) = klim (X, Y).
— 00

Dann existiert nach Hilfssatz 3.1.2 eine Nullmenge N c R", so dass fur alle
y € R"\ N qilt:

f(x,y) = kl|_>rrgo or(x,y) furfast alle x € R™.

Wie bereits bemerkt ist der Satz von Fubini fur Treppenfunktionen richtig.
Die Funktion?

H: R" — R
y o / Gkt (%, ¥) — k(X )| Dt (%)

Satz 12,11
= ok Coy) — ek (WIT, keEN,

ist demnach integrierbar mit Integral

Satz 1.2.11

/deun()/) =/|90k+1 — o|dumen(X.Y) loker — ekl

GemdB Eigenschaft (2) der Folge (px)ken Qilt

Hidun(y) < oco.
kz:;/ el

(2.,

genugt somit den Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi 2.1.1, so dass
> H
k=0

eine integrierbare Funktion ist. (Man beachte Konvention 1.5.11.) Insbesonde-
re gibt es eine Nullmenge N’ ¢ R", so dass

Die Folge

W EeRNN Y i y) — ek )T < oo
k=0

Dies wiederum impliziert, dass (¢x (-, ¥))ken €ine Cauchy-Folge in £'(R™) ist.
Sie konvergiert fast Uberall gegen f(-, y). Damit ist Teil i) bewiesen.

2Die Funktion ist nur auBerhalb einer Nullmenge definiert. Wir verwenden Konvention 1.5.11,
b), um sie als Funktion auf R" aufzufassen.
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i) Fary e R"\ N gilt:
F) = [ Fydimt = lim [ o y)chim(x)

Sei®
b R" — R
y — /‘Pk('ly)d,um(x), k € N.
Wir halten folgende Eigenschaften fest:

o @ ist eine Treppenfunktion auf R, k € N.

o (D) ken konvergiert fast Uberall punktweise gegen F.

o0

o ) l[®1 — &7 < 0. Dazu beachte man
k=0

|Pa (V) — Pu(y)| = ‘/Wn(v)/) — (-, y)dum(X)

< H(y), yeR"

Daraus folgt
> 100 = Bl < ST =S [ Hey)hin(y) < .
k=0 k=0 k=0

Bei (@4 )ken handelt es sich also um eine Cauchy-Folge von Treppenfunktio-
nen auf R". Der Beweis des Satzes von Riesz-Fischer zeigt wieder, dass F €
£'(R") und

& (y)dpn(y)

/' F(y)dpn(y)

lim
k— o0

(Fubini fur Treppenfunktionen)

lim /(pk(X, Y)de+n(X: )/)
k—o00

/ f(X,y)dpmen(X. y).

Damit ist der Beweis beendet. O

3.1.3 Folgerung. Furf € L'(R™") gilt

/ (/ fxy >dﬂm<X>) dinty) = [ ( [ rix y)dunm) dpim(X).

3.1.4 Vorsicht. Fur eine Funktion f, die nicht in £'(R™") liegt, fur die aber
mindestens eines der iterierten Integrale existiert, kann die Gleichung in der
Folgerung falsch werden: So hat man z.B.

/0] (/{J]ﬁdx)dy;é/o] (/O]ﬁdy)dx.

SWir verweisen wieder auf Konvention 1.5.11, b).
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3.2 Integrabilitatskriterien |

Wir wissen, dass jede stetige Funktion f: [a,b] — R Riemann- und Le-
besgue-integrierbar ist. In hbheren Dimensionen kbnnen wir erwarten, dass
eine stetige Funktion f: R” — R Uber jede kompakte Teilmenge K ¢ R”
infegrierbar ist. Dies und etwas mehr wollen wir nun beweisen.

3.2.1 Satz. i) Es seien U C R" eine offene beschrdnkte Teilmenge und f: U —
R eine beschrdnkte stetige Funktion. Dann ist f Uber U integrierbar.

i) Es seien K ¢ R" eine kompakte Teiimenge und f: K — R eine stetige
Funktion. Dann ist f Uber K integrierbar.

Im Beweis werden wir f durch Treppenfunktionen anndhern und den Satz von
Beppo Levi verwenden.

3.2.2 Hilfssatz. Es seien K c R" eine kompakte Teilmenge, U C R" eine offene
Teilmenge und f: K — R eine stetige Funktion, so dass

e KCU,
e VxeK:f(x)>0.

Dann existieren zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, : R" — R mif folgen-
den Eigenschaften:

) VxeK: f(x)—e<eo(x)<f(x),
f(x) <u(x) < f(x)+e.
i) VxeU: 0<px) <yx).

iy WxeRM\U: o(x)=0=upX).

Beweis. Da K kompakt ist, ist f auf K gleichmd&Big stetig ((18), Satz 3.5.4). Es
gibt somit zu vorgegebenem ¢ > 0 ein § > 0, so dass

Vx.yeK: |Ix=VyIm<d = [f(x)-"1(y)<e

(Hier benutzen wir die Maximum-Norm || - ||y s. (18), Beispiel 1.2.4, i).) Falls
U # R", kdbnnen wir annehmen, dass

§ < dist(K, R"\ U).

(Die Funktion dist wird in (18), Definition 3.4.3 und Folgendem, besprochen.)
FUr x =(x1,....Xn) € K, seien

W(x) := (X1 - %,X] +g) X e X (Xn—g,xn+g)

und
W(x) :=

) )
x1§,x1+§} X oo X

) )
xn§,xn+§} .

Nach Konstruktion gilt
KclJwxc W cu

XeK xeK
Auf Grund der Kompaktheit von K gibt es Punkte x;, ..., Xs € K mit
KcWix)U---UW(xs) € W(x;)U---UW(xs) C U.

Wir klirzen

Q:=W(), i=1,..s
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ab. Weiter seien

m;

min{ f(x) = |f(x)||x € KN @,-}.
M;

mox{ F(x) = [f(x)] | x € KN @,-}, i=1,..5s

Da f > 0, sind dies nicht negative Zahlen. Dann sind

p = mox{mpxgw,...,ms')(@s}:
P = mox{ M, -XQV---,MS'XQS}
Treppenfunktionen mit den gewlnschten Eigenschaften. O

3.2.3 Definition. a) Es sei M c R" eine Teilmenge. Eine Ausschdpfung von M ist
eine Folge (Ax)ken Von Teilmengen des R", so dass

o VkeN: Ay C Axst,
o UAK=M.
keN

b) Eine endliche Vereinigung
A= U---U&,
von kompakten Quadern heiBt Figur.

3.2.4 Hilfssatz. Jede offene Menge U C R" besitzt eine Ausschdpfung (Ax)ken
durch Figuren.

Beweis. In diesem Beweis bezeichne || - ||, die Maximum-Norm ((18), Beispiel
1.2.4, i) und dist die zugehérge Abstandsfunktion ((18), Definition 3.3.2). Fur
U=R"kannman Ay = [—k.k]*", k € N, nehmen. Wir setzen nun voraus, dass
U eine echte Teilmenge des R" ist. FUr x € UN Q" sei?

e(x) = % -dist(x,R"\ U) > 0.
Es folgt

Q :={ye R | ||y—x||,\/,§5(x)} c U.
Wir wahlen eine Bijektion
a:N— UNnQ"

und setzen )
Ak = U Qa(/).
/=0

Die Folge (Ax)ken ist eine Ausschdpfung von U durch Figuren: Denn fUr jeden
Punkt x € U gibt es einen Punkt x’ € UN Q" mit

[x =X ||m < % -dist(x, R™\ V).
Fur diesen Punkt gilt nach der Dreiecksungleichung
% -dist(x, R™\ U) < dist(x’,R™\ U)
und daher x € Q. O

4FUr die Definition von e(x) bendtigen wir die Voraussetzung, dass R” \ U nichtleer ist.
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3.2.5 Hilfssatz. Es seien M c R" eine Teilmenge, f: M — R eine stetige Funkti-
on, so dass
VxeM: f(x)>0,

und
f:R" — R
X f(x), fallsx e M
— 0, fallsx ¢ M

i) Wenn M offen ist, dann existiert eine Folge (pi)ken VON Treppenfunktio-

nen, die punktweise monoton wachsend gegen f konvergiert.
i) Wenn M kompakt ist, dann existiert eine Folge (¢ )ken vVon Treppenfunk-
tionen, die punktweise monoton fallend gegen f konvergiert.

Beweis. i) Wir wahlen eine Ausschdpfung (Ax)ken VON M durch Figuren. Da
A € M kompakt ist, kbnnen wir nach Hilfssatz 3.2.2 Treppenfunktionen ), mit
1
VX €At f(X) = op < ulx) < f(X),
¥x e R"\M:  p(x)=0, keN,

finden. Man beachte weiter, dass x, eine Treppenfunktion ist, k € K. Die
Folge (¢x)ken Mit

ok = mMox{ ¥y - xa .tk XA . KEN,

hat die gewulnschten Eigenschaften (vgl. Lemma 1.1.13, v).
i) Es sei (Ax)ken €ine Ausschdpfung von R™\ M durch Figuren. Man definiere

Uy = [Rn\Ak, k € N.

Dann gilt
Vk e N: Ukt C Uy

und -
ﬂ Uk =M.
k=0
Nach Hilfssatz 3.2.2 gibt es Treppenfunktion ., so dass

VxeM:  f(x) <ip(x) < F(X)+5¢

2k’
vx € Uy : Pe(x) >0,
Vxe R\ Uc:  u(x)=0, keN
Die Folge (¢x)ken Mit
Yk = min{w1,...,z/1k}, k €N,
leistet das Verlangte. O

Beweis von Saiz 3.2.1. i) Mit f ist auch |f| eine stetige Funktfion. Setzen wir £, =
(1/2)-(]f] + ) und f- :=(1/2)-(|f| — f), dann sind f, und f_ stetige Funkfionen
mit f, > 0,f. >0und f = f, — f_. Wir kdbnnen also ohne Beschr&nkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass f > 0 gilt. GemdaB Hilfssatz 3.2.5 wdhlen wir
eine Folge von Treppenfunktionen (¢ )ken. die punktweise monoton wach-
send gegen f konvergiert. Weiter seien M eine positive reelle Zahl, so dass

vxelU: f(x)<M
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und & c R" ein beschrdnkter Quader mit U C Q. Es gilt
ok <F<M-xg

und folglich
/‘Pkdﬂn <M-Voln(Q), keN.

Damit ist ( [ ¢xdun)ken €ine nach oben beschrénkte Folge. Nach dem Satz

von Beppo Levi 2.1.1 ist f integrierbar.

Fur Teil i) setzen wir wieder f > 0 voraus und wdahlen eine Folge von Trep-
penfunktionen (¢ )ken. die punktweise monoton fallend gegen f konvergiert.
Diesmal beoachten wir

o >f>0, keN.

Die Folge ( | ¢xQun)ken ist durch O nach unten beschrankt, und wir kdnnen
wie zuvor schlieBen. O

3.2.6 Folgerung. Es seien K ¢ R" eine kompakte Teiimenge und f: K — R
eine Funktion. Sie sei

e beschrankt,

o fast Uberall stetig, d.h. es gebe eine Nullmenge N c R", so dass f auf
K\ N stetig ist.

Dann ist f Gber K integrierbar.

Beweis. Wir kbnnen Satz 3.2.1 auf die Funktfion yx anwenden. Damit ist yx
integrierbar und || x«|1 < co. Sei M > 0 eine Konstante, so dass

VxeK: [f(x)| <M.
Es gilt ~
und damit ~

[fllh < M- lIxkll < oco.

Um zu schlieBen reicht es, fUr jedes e > 0 die Existenz einer Treppenfunktion
@ mit ||f — ¢|; < e nachzuweisen. Da N N K nach Lemma 1.5.2, i), eine Null-
menge ist, finden wir eine offene Menge U (z.B. eine Vereinigung von offenen
Quadern wie in Satz 1.5.4), so dass

9
NnKcU und ||XUH1<W.

Da K\ U kompakt ist, ist fix\y integrierbar®, und es gibt eine Treppenfunktion ¢
mit
- 9
[fiku =l < 2

Wir schétzen

= - - 9 9 9
IF = ol < Ificw = el +[Fxeolh < 5+ M- Il < 5+ 5 =

ab und haben damit unsere Behauptung verifiziert. O

5Dies ist die Forsetzung durch Null von fik\u Quf R™.
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3.2.7 Definition. a) Eine Teilmenge A c R"” heit o-kompakt, wenn sie abzdhl-
bare Vereinigung von kompakten Teilmengen ist.

b) Es seien A C R” eine o-kompakte Teiimenge und f: A — R eine Funk-
tion. Wir nennen f lokal integrierbar, wenn f fur jede kompakte Teilmenge
K c R" Uber An K integrierbar ist.

3.2.8 Beispiel. Die Funktion f: R" — R sei auf jeder kompakten Teilmenge
von R” beschrdnkt und fast Uberall stetig. Dann ist sie nach Folgerung 3.2.6
lokal integrierbar

3.2.9 Satz (Majorantenkriterium). Es seien A Cc R" eine o-kompakte Teilmenge
und f: A — R" eine lokal integrierbare Funktion. Falls eine Uber A integrier-
bare Funktion F: A — R mit

[f(x)| < F(x) fdrfastallex e A

existiert, ist f Uber A integrierbar. Insbesondere ist f genau dann Uber A inte-
grierbar, wenn |f| es ist.

Beweis. Es sei (Av)ken €ine Ausschdpfung von A durch kompakte Mengen.
Die Folge fi :=(f - xa,)ken ist €ine Folge von Uber A integrierbaren Funktionen,
die punktweise gegen f konvergiert. Ferner gilt

| <|f<F, keN,

fast Uberall auf A. Die Aussage folgt daher aus dem Konvergenzsatz von Le-
besgue 2.2.3. n

3.3 Messbare Mengen und das Prinzip von Cavalieri

In diesem Abschnitt wollen wir u.A. die Volumen einiger bekannter Objekte
bestimmen.

3.3.1 Definition. Eine Teilmenge A ¢ R" heiBt endlich messbar, wenn ihre cha-
rakteristische Funktion y 4 integrierbar ist. In diesem Fall ist

das (n-dimensionale) Volumen von A.

3.3.2 Eigenschaften endlich messbarer Mengen.

i) Beschrankte, offene Teilmengen von R" sind endlich messbar.

i) Kompakte Teilmengen von R" sind endlich messbar.

iy Sind A und B endlich messbar, dann sind auch Au B, An B und A\ B
endlich messbar, und es gilt

Vol,(A U B) = Vol,(A) + Vol,(B) — Vol,(AN B).
iv) Fur endlich messbare Mengen A und B mit A c B gilt
Voln(A) < Voln(B).

v) Es seien A, B ¢ R" Teilmengen. Die Menge A sei endlich messbar, und
A A B sei eine Nullmenge. Dann ist auch B endlich messbar.
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Beweis. i) und ii) folgen aus Satz 3.2.1, angewandt auf die charakteristische
Funktion der jeweiligen Menge.

i) Aus Aufgabe A.5.1, ), folgt, dass xans = xa - xs infegrierbar ist. Deshalb
sind auch

XAuUB = XA+ XB — XAnB
und
XA\B = XA — XAnB

integrierbar. Die Volumenformel folgt aus der Linearitdt des Integrals.
iv) Diese Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz der Ungleichung xa <

XB:
v) Die Funktionen y, und xg stimmen auBerhalb von A A B Uberein. Wir
schlieBen mit Satz 1.5.9 O

Aus dem Satz von Fubini 3.1.1 ergibt sich:

3.3.3 Satz (Das Prinzip von Cavdlieri®). Es seien A ¢ R™7" eine endlich mess-
bare Teiimenge und

Ay = (Am (R™ x {y})), y € R", m: R™" — R™ die Projektion.
Dann gilt

Insbesondere gilt
Volm+n(A) = VOlm+n(B)

far zwei endlich messbare Mengen A, B des R™", so dass

Yy €R": Voln(A,) = Volm(B,).

3.3.4 Literaturhinweis. Bemerkungen zur Geschichte des Prinzips von Cavalieri
findet man in (12), S. 36ff.

3.3.5 Beispiele. i) (Die Flche der Kreisscheibe) Die abgeschlossene Kreisschei-
be
BO,r) = {(x,y) ER? X +y? < rQ}

vom Radius r ist nach Eigenschaft 3.3.2, ii), endlich messbar. Fur ihre FiGche
r
A:=Vol,(B(0,r) =2 [ r2—x2dx
—r

berechnen wir mit der Substitution

X=r-cos(t):

0
—2.r2. [ /1 —cos2(t)-sin(t)dt

2.1 / sin?(t)dt

0
= r. {— cos(t) - sin(t)

>
I

T
+1
0

)

5Bonaventura Francesco Cavalieri (1598 - 1647), italienischer Jesuat, Mathematiker und Astro-
nom.

= 7-re
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A —WZ

= \/ r2 2

\\\ //

i) (Das Volumen der Vollkugel) Die Vollkugel
B(O.r) = { (x.y.2) e R®| X2+ y?+ 22 < r2}

vom Radius rist ebenfalls endlich messbar. Mit dem Prinzip von Cavalieri ergiot
sich fUr inr Volumen der Wert

r
B(,r) = w-/ (r? — 2%)dz
—r
= 2~7T~I'37%~23r_r

Bevor wir mit den Beispielen fortfahren, halten wir folgende Eigenschaft
des Integrals und Volumens fest: Fir eine Funktion f € £'(R"), A € R.o und die
Funktion

gR" — R

< ()

/gd‘LLn = )\n . /fd‘LLn.

Fur eine Teilmenge A C R” und A € R, setzen wir

gilt

. = . = n {
A-A: {A X\XGA} {xe[R ])\ EA}.
Falls A endlich messbar ist, folgt

(Diese Formeln sind klar fir Quader. Daraus kann man sie mit den Konver-
genzsatzen leicht in der oben angegebenen Form ableiten. Die Details blei-
ben der Leserin bzw. dem Leser Uberlassen. AuBerdem sind diese Formeln
Spezialfdlle der Transformationsformel 4.1.1.)
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3.3.5 Beispiele (Fortsetzung). iii) (Volumen héherdimensionale Bdlle) Wir stellen

zundchst eine Rekursionsformel fUr

Vni=Voln(B0, 1)), n>1,
auf.
Bemerkung. Man beachte, dass furn > 1 und eine reelle Zahl s > 0
Vols(B(0,s)) = 8" - Voln(B(0, 1))

gilt.
Mit dem Prinzip von Cavalieri berechnet man fur n > 1

/] Vol,_1 (B(0,V/1 - 12))dt
1
1

Vo1 / (1— 12" dt.
-1

Vin

Das Integral
1
/ (1— 1) dt
-1

formen wir mit der Substitution
. . dt
t=sin(u), u=arcsin(t), a0 - cos(u) :

1
/ (1—12)% dt
-1

um:

7N
|
‘2
3
C/
>
I
O
O
w
~—~
o

MI=| ,\,|=|

- [
/%
- e

= Cn.
Nach (17), Beispiel 5.4.6, v), qilt
n—1
Yn>2: Cp= - Cn—2
Ferner findet man
Co=m und ¢y =cos(0)—cos(m) =2,
Auf diese Weise berechnen wir (vgl. Teil ii)
V3=Vp-C3=m-=5 C| = 4

Die Rekursionsformel fUr die ¢, n € N, kbnnen wir folgendermaBen auflbsen

|
3
=
Y
i
x~
V

Cox =

|

"
=
S
+

Cok+1
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3.3 Messbare Mengen und das Prinzip von Cavalieri

Man beachte insbesondere

27
vn>1: Cn_]'Cn=F.

Das fuhrt zu der Rekursionsformel
2r
Vh=Vn1-Cn=Vp2-Ch1-Cnh= T Vo2, N>3,

und diese zu den Ausdriicken

I}

|
~
vV

T
Vou K

Vol = 73 (21<+1)'7r =W

Mit der I-Funktion aus (18), Definition 5.6.12, kdnnen wir die beiden Fdlle zu-
sammenfassen. Dazu erinnern wir an die Formeln ((17), Satz 5.6.13 und Folge-
rung 5.6.19)

o M(k+1)=kl,k>1,

3 1 1
or(k+§) l<+§ . (k+§)
2 )*

iv) FUr eine endlich messbare Teilmenge A ¢ R" und h € R ist der Kegel
mit Basis A und Hohe h definiert als

K:={(X,y)E[R”” Ogygh,xe(]%)A}.
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Der Kegel K
h
Ky x {y}

y 4

Offenbar gilt
y
K=(1-%)-A

und damit

Voln(Ky) = (1 - f_’;)n Voln(A), y e [0.h).

Mit dem Prinzip von Cavalieri berechnen wir

VOl (K) = </Oh (1- f—);)ndy> VOIn(A).

Da

folgt

h
VOl (K) = ——= - Vola(A).

Als Beispiel zum Beispiel betrachten wir das Sfandardsimplex

AN = {(x1,...,x,,) € [R”|x, >0,i=1,..n, X1+ +Xx, <1 }
Wir sehen, dass A' = [0, 1] und dass A" der Kegel mit Basis A"~ der Hohe 1
ist. Mittels vollstandiger Induktion zeigt man

1
Vol,(A™) = L
v) (Vgl. (12), S. 131) Wir betrachten den Zylinder vom Radius r der Hohe r
und bohren einen Kegel mit Basis B(0, r) der Hohe r aus. Der Rest hat dasselbe
Volumen wie die Halbkugel vom Radius r.
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3.4 Integrabilitatskriterien 11: Der Satz von Tonelli

Querschnitt

— F L

y 4 N\
y4 N

y 4 N\
y A A\
y 4 \

/ \

~ =

Die Fldche, die zu dem orange markierten Segment gehért,
betragt in beiden Fallen 7-(r? — h?).

3.4 Integrabilitatskriterien Il: Der Satz von Tonelli

Der Satz von Tonelli liefert ein weiteres Integrierbarkeitskriterium fur Funktio-
nen, die als lokal integrierbar bekannt sind.

3.4.1 Satz (Der Satz von Tonelli’). Es seien A ¢ R™" eine o-kompakte Teil-
menge, f: A — R eine lokal integrierbare Funktion und f: R™" — R die
Fortsetzung von f durch Null. Wenn eines der Infegrale

/ ( [l y>\dum<x>) dpn(y)
J (] Focylhnty)) dunt)

fed(A).

oder
existiert, dann gilt

Beweis. Wegen des Majorantenkriteriums 3.2.9 reicht es zu zeigen, dass |f]
infegrierbar ist. Es seien

o (A)ken €ine Ausschdpfung von A durch kompakte Mengen,
o fi = |?| 'XAk'k € N.

Nach Voraussetzung ist fi infegrierbar, k € N, und die Folge (fy )ken konvergiert
punkitweise monoton wachsend gegen |f|. Nach dem Satz von Beppo Levi
2.1.1 mussen wir zeigen, dass

( [ fetimnx, y)) .

nach oben beschrdnkt ist. Wir nehmen an, dass das erste Integral in der Vor-
aussetzung existiert. Mit dem Satz von Fubini 3.1.1 und der Monotonie des

Intfegrals schétzen wir
J (] iyidun() ) cinty)

/ feliman(X.¥)
J ([ Foeylcinta) duaty

’Leonida Tonelli (1885 - 1946), italienischer Mathematiker.

IN
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Kapitel 3 Der Sazg von Pubinc

ab. Analog verfahren wir, wenn das zweite Integral existiert. O
3.4.2 Beispiel. i) Es sei

ffR2 — R

(x.y) = exp(=[x| - |yl).

Diese Funktion ist stetig und damit lokal integrierbar (Beispiel 3.2.8), und es gilt
f = |f|. Unter Verwendung von Beispiel 2.1.4, ii), berechnen wir

/ < [exol-i- IYI)dm(X)) din(y)

/ </ _e(-i) 'exp(IVDdx) dui(y)

— 00

Jeo - ([ exo(-Ixax) aumey
2. [exo(-Iyi)- ([ exp(—x)ax) dn(v)
2~/exp(*|)/|)du1()/)

4-/ exp(—y)dy = 4
0

Es folgt, dass f integrierbar ist mit
[ foxyduatey) =4

ity (Dirichlet®) Es seien p > 0 und g > 0 reelle Zahlen. Wir betrachten

R — R

xP~1.ya-1 fallsx >0, y>0
by = { 0, sonst '

Diese Funktion wollen wir Uber das zweidimensionale Simplex

A2={(x,y)e[R2\x20, yzO,x+y§1}
A2

intfegrieren. Die Funktion f ist auBerhalb der Nullmenge
N={(X:V)E [R2|(x20/\y=0)\/(x=0/\y20)}

stetig.

8Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), deutscher Mathematiker.
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3.4 Integrabilitatskriterien 11: Der Satz von Tonelli

Wenn p > 1und g > 1, dann ist f auf A? beschrénkt und damit nach Satz
3.2.1 Uber A? integrierbar.

In den anderen Fdllen Uberprlfen wir die Integrierbarkeit mit dem Satz
von Tonelli fur die offene Menge A = R.g X Ryg. Da f auf A stetig ist, ist f lokal
intfegrierbar. Wir verwenden die Beta-Funktion

B: [R>0><|R>O — R

(X.y) %/f“ tyY='dt.

Der Nachweis der Existenz dieses Integrals bei gleichzeitiger Berechnung des-
selben verlduft folgendermaBen: Mit der Substitution

7(.

U= 13

gelangen wir zu der Formel

oS} ux—1
B(x,y)—/O Wdu, x>0, y>0.

Wir benutzen abermals die -Funktion ((18), Definition 5.6.12):
=/ & 1.exp(—s)ds, z>0.
0
Mit der Substitution t = s/p, p € R.q. finden wir
Z) > z—1
=/ = exp(—p-Hdf, z>0.
0

Damit erhalten wir

1 _ 1 > X+y—1
0+ 0™ ~ Tx+y) ./o t cexp(—(1+u)-t)dt

und weiter

B(x,y) = ﬁ : /OOO T (/OOO V=T exp(—(1+u)- f)df)du.

Bevor wir fortfahren, bemerken wir, dass der Integrand auf Ry gx R+ g stefig und
damit lokal integrierbar ist (Beispiel 3.2.8). Ferner nimmt er nur nichtnegative
Werte an. Wir tauschen zundchst die Reihenfolge der Integrale um, um mit
dem Satz von Tonelli die Integrierbarkeit nachzuweisen. Folgerung 3.1.3 im-
pliziert, dass wir damit den Wert von B(x, y) berechnen. Man beachte dabei
noch, dass die auftretenden uneigentlichen Integrale, sofern sie existieren,
nach Beispiel 2.2.4 identisch mit den Lebesgue-Integralen sind.

B(x.y) = r(%m/om <exp(f)-fx+y1 -/Ooo u! ~exp(u~7‘)du>df
_ ')
= —
] —
( )/fy -exp(— hHdt
_ I'x)-ry)
= /_( y)' x>0, y>0.
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Nun gilt

1 -y
(/ xP~1. yq”dx) dy
0

o1
: / ya=1-(1 — y)Pdy
0

I
S~

J ([ 11000 s v

‘B(g.p+1)

T(p+1)-T(9)

Fp+q+1)
Wir haben bei dieser Rechnung Folgendes benutzt: Wegen p > 0ist O° = 0
definiert und deshalb

Ol—TlI—=0l~

=y 1 0y ]
xPldx=—-xP| " =—(1—y)P.
/O 5 Xl p( y)
Mit F(p+ 1) =p - (p) finden wir
r(p)-r(q)

p—1.y,9-1 =7 1
/Azx V) = e

Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahi-
axiom

In diesem Anhang definieren wir den Begriff der messbaren Menge und
listen seine Eigenschaften auf. Wir stellen Vitalis Beispiel einer nicht mess-
baren Menge vor und konstruieren damit eine Funktion f auf R”, die nicht
integrierbar ist aber fur die |f| integrierbar ist. Die Frage, ob es Mengen
gibt, die nicht messbar sind, hat viel Grundlagenforschung angeregt, z.B.
zur Rolle des Auswahlaxioms. Wir wollen in diesem Anhang auch einen kur-
zen Blick darauf werfen.

Messbare Mengen

3.A.1 Definition. a) Eine Teiimenge A ¢ R" heiBt messbar, wenn AN K fUr jede
kompakte Teilmenge endlich messbar ist.
) FUr eine messbare Teilmenge A c R" ist ihr Lebesgue-MaB die Zahl’

nl(A) = lim Voln(AN [~k.kI*") € R

3.A.2 Bemerkung. Wenn A endlich messbar ist, dannist ANK nach 3.3.2, i) und
iii), fur jede kompakte Teilmenge K c R" endlich messbar, so dass A nach De-
finition messbar ist. Weiter ist (x an[—k k%7 )ken €IN€ MoONoton wachsende Folge
integrierbarer Funktionen, die punktweise gegen x4 konvergiert. Die zugehori-
ge Folge der Integrale ist durch Vol,(A) nach oben beschrénkt. Der Satz von
Beppo Levi 2.1.1 impliziert

pn(A) = Jim VOIn(A N [~k, K]*") = VOIn(A).

Ebenso sieht man ein, dass eine messbare Menge, fur die un(A) < oo gilt,
endlich messbar ist.

?Man beachte, dass die Folge auf der rechten Seite nach 3.3.2, iv), monoton wachsend ist.
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Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahlaxiom

3.A.3 Eigenschaften. i) Es seien A, B ¢ R" messbare Teilmengen. Dann gilt
Folgendes:

1. Far A C Bist die Ungleichung un(A) < un(B) erfdllt.

2. Die Mengen AUB, AnB und A\ B sind messbar, und ihre MaBe gentigen
der Gleichung

n(A) + pn(B) = pn(AU B) + in(AN B).

i) Eine Teilmenge N c R" ist genau dann Nullmenge, wenn sie messbar ist
und pn(N) =0 gilt.

iii) Es seien A, B c R" Teilmengen. Die Menge A sei messbar, und A A B sei
eine Nullmenge. Dann ist auch B messbar.

Beweis. Teil iii) folgt sofort aus 3.3.2, v). Ebenso folgen in i) Punkt 1. sowie die
Messbarkeit von AuB, AnBund A\ Bin 2. aus 3.3.2. Bei der angegebenen For-
mel beachte man, dass nach 1. u,(AUB) unendlich ist, wenn ps(A) oder un(B)
es ist. In diesem Fall lautet die Formel oo = oo und ist korrekt. Falls un(A) < oo
und pn(B) < oo gilt, dann sind nach Bemerkung 3.A.2 und 3.3.2 alle beteiligten
Mengen endlich messbar, und wir kénnen wieder 3.3.2 anwenden.

Teil ii). Eine Nullmenge ist endlich messbar (Aufgabe A.5.1, b). Daher ist sie
nach Bemerkung 3.A.2 messbar mit us(N) = Vols(N) = 0. Wenn umgekehrt
N messbar ist und un(N) = 0 gilt, dann ist N N [—k, k]*" endlich messbar mit
Volumen Null und somit eine Nullmenge, k € N. Somit ist N eine abzahlba-
re Vereinigung von Nullmengen und deshalb selbst eine Nullmenge (Lemma
1.5.2, ). O

3.A.4 Satz (Die o-Additivitat). Es sei (Av)ken €ine Folge von messbaren Teil-
mengen des R". Dann ist auch die Menge

A= [j Ak
k=0

messbar, und ihr MaB erfdllt die Abschatzung

pn(A) < pin(Ae). @D
k=0

Weiter gilt:

e Falls Ay und A, fdr alle natarlichen Zahlen k # | disjunkt sind, ist die Glei-
chung
H(A) = > n(Ax) (3.2)
k=0
erfullt

e Falls Ay C Ags fur alle k e N, dann folgt

il A) = i pin(A). 3.3)

Beweis. Wir definieren die Folge (By)xen durch

By :=AgU---UA,, keNl.
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Nach 3.A.3, D), ist B, messbar, k € N. Ferner gilt
U Bk = U Ak-
k=0 k=0

FUr jede kompakte Teilmenge ist (xs,~k)ken €iN€ Monoton wachsende Folge
von integrierbaren Funkfionen, deren Integrale durch Vol,(K) nach oben be-
schrankt sind. Nach dem Satz von Beppo Levi 2.1.1 ist xank integrierbar mit

Volh(ANK) = klim Voln(Bx N K).
—00
Damit ist gezeigt, dass A messbar ist.
Wir kédnnen jetzt Formel (3.3) begrianden:'0 Ist A sogar endlich messbar,

dann ergibt sich die Formel wieder aus dem Satz von Beppo Levi 2.1.1. Falls
un(A) = oo gilt, dann existiert wegen

pn(A) = M (AN [=1 1<)
—00
ZU jederreellen Zahl L > 0 ein [y € N mit
/Ln(A N [—/0, /O]Xn) >L+1.
Dann muss es auf Grund von

pn(AN[=h, b]*") = Jm pn(Acn [—lo. o]*")

auch ein kg mit
3.A3
in(Ay) > (A N [l o]*") > L

geben. Es folgt, dass der Grenzwert auf der rechten Seite ebenfalls unendlich
ist. Damit haben wir auch gezeigt, dass

n(A) = Jim jin(B).

Da
By =AgU---UA,

folgt aus 3.A.3, i), 2, dass
pn(B) < pn(Ag) + -+ + un(Ar), ke N. Q.4

Daraus ergibt sich sofort die Ungleichung.

Far Gleichung (3.2) beachte man, dass unter der Voraussetzung, dass Ay
und A, fUr k # | disjunkt sind, in (3.4) wegen 3.A.3, i), 2, Gleichheit gilt, und
schlieBe wie zuvor. O

Die Vitali-Menge
Wir betrachten die folgende Relation auf der Menge der reellen Zahlen:

VX, yeR: X~y <= x-yeQ.

Es ist leicht zu sehen, dass ,~" eine Aquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen die
Menge der Aquivalenzklassen mit R/Q. Offensichtlich ist jede reelle Zahl zu

10nsbesondere wird A, C Ag,1 vorausgesetzt, k € N.
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Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahlaxiom

einer Zahl im Intervall [0, 1] &quivalent. Wir wéhlen zu jeder Aquivalenzklasse
[X] € R/Q einen Reprasentanten v[x] € [0, 1] und setzen

vi={vixl|[X erR/Q}.
Nach Konstruktion hat diese Menge die Eigenschaft:

VxeR3IlveV: Xx~v.
3.A.5 Satz (Vitali'"). Die Menge V ist nicht messbar.

Beweis. Esseia: N — [—1,1]N Q eine Abz&hlung. Wir definieren
Vii={v+all|ve v} ken.
Behauptung 1.

Vk,leN: k#I = VNV =g

Far v, v € V mit v+ alk) = vV + o) folgt v — v/ = a(l) — a(k) # 0 aus
k # I. Offenbar gilt v ~ v'. Diese Beobachtungen vertragen sich nicht mit der
Definition von V. V

Behauptung 2.

o0

.11 c| | Ve
k=0

Fur x € [0, 1] gilt nach Definition x ~ v[x]. Da x, v[x] € [0, 1], folgt v — v[x] €
[-1. 11N Q. FUr die Zahl k € N mit a(k) = x — v[x] ergibt sich x € V. vV
Wir nehmen an, dass V messbar ist. Aus der Konstruktion des Lebesgue-
MaBes folgt leicht, dass fur eine messbare Teilmenge A ¢ R” und einen Vektor
x auch die Menge
A+Xx

messbar ist mit Ma
pn(A+X) = pin(A).

Deshalb haben wir:

a) Vk e N: (Vi) = m(V).
Nach Satz 3.A.4 gilt

L) 17 <|_| Vk) => mVi) = m(V),

k=0 k=0 k=0

Aus den Definitionen und Behauptung 2 leiten wir

0. 1c||Vc[-1.2]
k=0
ab und mit 3.A.3, D,

1=m([0.1]) < m <|j Vk) <m([-1.2]) =3

k=0

Da die Reihe in der Mitte nach b) nur die Werte 0 und co annehmen kann,
sind wir zu einem Widerspruch gelangt. O

NGiuseppe Vitali (1875 - 1932), italienischer Mathematiker.
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Eine nicht Lebesgue-integrierbare Funktion

3.A.6 Definition. Eine Funktion f: R — R heiBt messbar, wenn
f~1((c.00))
fur jede reelle Zahl ¢ messbar ist.

3.A.7 Bemerkung. FUr eine Funktfion f: R"” — R sind folgende Bedingungen
aquivalent:

i) fist messbar.
i) FUrjede reelle Zahl diist f~'(

! 1) messbar.
iii)y FUr jede reelle Zanhl dist £~ 1(
1

(—o0.d

(— oo, d)) messbar.
iv) FUr jede reelle Zahl cist f~'([c, o)) messbar.
v) Fur reelle Zahlen ¢ < dist f=1((c, d)) messbar.
vi) Furreelle Zahlen ¢ < dist f~1([c, d]) messbar.

Die Aquivalenz von i) und ii) -erhdlf man durch Bilden des Komplements (s.
3.A.3, 1), 2). Ebenso folgt die Agquivalenz von iii) und iv). Fur iD=ii)" beachte

man Safz 3.A.4 und
> 1
(—o00.,d) =kL_J] (oo,d E] .

Teil v) folgt aus i) und iv),'? Satz 3.A.4 und
(c.a)=J <( — o0, d)N {c+ %oo)) :
k=1
Die Implikation ,v)=Vi)" ergibt sich aus 3.A.3, i), 2, Satz 3.A.4 und
R\ [c.d] = H <(oo,c %) U <o’+ %oo)) :

Fur ,v)=-)" benutzt man ebenfalls Satz 3.A.4 sowie

(e =)
k=1

3.A.8 Beispiel. i) Es sei M c R" eine messbare Menge. Dann ist xp, eine mess-
bare Funktion.

i) Es seien ¢y,..., cs nichtnegative reelle Zahlen und M, ..., Ms messbare
Teilmengen des R". Dann ist die Funktion

s
f= Z Ck " XM,
k=1

1
—k
C+l<

messbar. In der Tat gilt fr c € R

eoom=lU U  (Mgn-nM),

j=1 1<k <<k <s
Ck1+"'+cl<,>c

12Diese Bedingungen sind bereits als dquivalent nachgewiesen.
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Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahlaxiom

falls ¢ > 0, und f~'((c,o0)) = R, falls ¢ < 0.

iii) Es seien f,g: R — R Funktionen, so dass {x € R"|f(x) # g(x) } eine
Nullmenge ist. Wenn f messbar ist, dann ist auch g messbar. (Fur jedes ¢ € R
unterscheiden sich f~'((c,o0)) und g~'((c.0)) nur um eine Nullmenge, so
dass die Aussage aus Satz 1.5.9 folgt.)

iv) Da jeder beschrdnkte Quader (endlich) messbar ist, folgt aus i) und iii),
dass jede Treppenfunktion messbar ist.

3.A.9 Satz. i) Es seien (¢x: R" — R)en €inNe Folge von messbaren Funktionen
und f: R" — R eine Funktion, so dass

vx e R": f(x) = lim p(X).
k— 00
Dann ist f messbar.
i) Eine Lebesgue-integrierbare Funktion f: R" — R ist messbar.

Beweis. i) Wir beweisen zundchst folgende Aussage:

Behauptung. £s sei (gi: R” — R)ken €ine Folge von messbaren Funktionen.
Dann sind auch die Funktionen

[:=inf(g)ken UNd S :=sUP(Gk)ken

messbar.

Fur c € R gilt
§7((c.o0)) = gr ' ((c.0)).
k=0
FOr [ benutzt man

I'=—sup( — Gi)kek

und Bemerkung 3.A.7. Vv
Da

f= inf(SUp(SDk)kZ/)letN’

folgt Teil i) sofort aus der Behauptung.
i) Es gibt eine Folge (vk)ken VON Treppenfunktion mit

lim | — 4[|y = 0.
k—o00

Dem Beweis des Satfzes von Riesz-Fischer 1.6.1 entnimmt man, dass es eine
Teilfolge (¢x)ken dieser Folge und eine Nullmenge N c R" gibt, so dass

VX ERT\N: f(x) = lim pe(x).

Wir definieren

o R" — R

wr(x), fallsx e R"\ N
X = { 0, falsxen -+ KEN

und
f"R" — R

X f(x), fallsx e R"\ N
— 0, fallsxe N '
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Nach Beispiel 3.A.8, iii) und iv), ist ¢}, messbar, k € N. Weiter gilt
vxeR": f(x)= Iim ¢ ().
k—o00

Nach Teil i) ist f/ messbar, und Beispiel 3.A.8, iii), zeigt, dass auch f messbar
ist. O

3.A.10 Satz. Esseien V die Vitali-Menge und

ftR — R
1, fallsx eV
X — -1, fallsxe[0,1]\V .
0, fallsx ¢[0,1]
Die Funktion |f| ist infegrierbar, nicht aber die Funktion f.

Beweis. Da [0, 1] eine endlich messbare Menge ist und |f| = x[o,1] gilt, ist [f]
integrierbar. Nach Satz 3.A.9, i), reicht es zu zeigen, dass f nicht messbar ist.
Dies folgt, weill

f~1((0,00)) = V

gilt, und die Vitali-Menge V nach Satz 3.A.5 nicht messbar ist. O

Das Auswahlaxiom

In (17), Abschnitt 1.2, haben wir die Axiome der Mengenlehre skizziert. Ein Axi-
om haben wir dabei bewusst ausgeklammert: Das Auswahlaxiom. Eine mogli-
che Formulierung lautet folgendermaBen:

3.A.11 Das Auswahlaxiom. Es seien | eine Indexmenge und (A)e; eine durch
I indizierte Familie von Mengen. Dann existiert eine Abbildung

frl—JA
i€l
mit
fiiye A, el

Die Abbildung f wdhlt also aus jeder Menge A;, i € I, ein Element aus. In
dieser Formulierung ist das Auswahlaxiom gut versténdlich, und wir haben im
Verlauf der Vorlesung schon oft stillschweigend solche Wahlen getroffen. Die
Grande, weshalb wir bisher noch nicht auf das Auswahlaxiom eingegangen
sind, sind folgende: Zum einen ist das Auswahlaxiom dquivalent zu Aussagen,
die sich intuitiv weit weniger gut verstehen lassen. Zum anderen ist das Aus-
wahlaxiom nicht ,unumstritten®. Es gibt Bereiche, in denen man ohne das
Auswahlaxiom oder mit schwdcheren Versionen desselben bessere Satze be-
weisen kann. Bei der Frage nach der Existenz nicht messbarer Mengen sehen
wir uns gezwungen, das Auswahlaxiom zu thematisieren. Die Konstruktion der
Vitali-Menge benutzt offenbar das Auswahlaxiom: In jeder Aquivalenzklasse
musste ein Reprasentant gewdhlt werden. Auf die Frage, ob man die Exis-
tenz nicht messbarer Mengen auch ohne das Auswahlaxiom beweisen kann,
werden wir am Ende dieses Kapitels eingehen. Zun&chst wollen wir weitere
Aussagen vorstellen, die zum Auswahlaxiom équivalent sind.
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3.A.12 Das Wohlordnungsprinzip. Auf jeder Menge A existiert eine Wohlord-
nung .<".

Der Begriff der Wohlordnung wurde in (17), Definition 1.3.23, eingefuhrt: Eine
Wohlordnung ist eine Anordnung, bei der jede nichtleere Teilmenge B c A
ein kleinstes Element enthdlt. In (17), Abschnitt 1.3, haben wir eine Wohlord-
nung auf den naturlichen Zahlen konstruiert. Die Ublichen Anordnungen auf
Z, Q bzw. R sind keine Wohlordnungen, da Z, Q bzw. R kein kleinstes Element
enthdlt. Das Wohlordnungsprinzip verlangt, dass wir auch die Menge der re-
ellen Zahlen wohlordnen kénnen. Die Existenz einer solchen Wohlordnung
k&dnnen wir intuitiv nicht begranden. Wir kbnnen auch keine solche Wohlord-
nung angeben, da die Existenz auf dem Auswahlaxiom beruht (s. Satz 3.A.15).

3.A.13 Definition. a) Es sei A eine Menge. Eine Relation ,<" heiBt partielle
Ordnung, wenn sie transitiv und antisymmetrisch ist.

b) Es seien A eine Menge und ,<" eine partielle Ordnung auf A. Eine Ket-
te'd ist eine Teimenge B C A, so dass

vx,ye B: (x<y)V(y <x).

c) Esseien A eine Menge, .<" eine partielle Ordnung auf Aund B C A eine
Teilmenge. Ein obere Schranke fir B ist ein Element a € A, so dass

VxeB: x<a.

ine partielle Ordnung auf A. Ein ma-

d) Es seien A eine Menge und ,<" ei
€ A, zu dem es kein bzgl. <" grdBeres

ximales Element ist ein Element a
Element gibt:

VxeA: =(a<x).

Man vergleiche Definition 1.3.13 in (17). Bei einer partiellen Ordnung darf
es Elemente geben, die nicht miteinander vergleichbar sind. Ein Beispiel fur
eine partielle Ordnung, die keine Anordnung ist, das wir in lefzter Zeit des
Ofteren benutzt haben, ist die Relation ,<" auf Funktionen von R” nach R:

f<g <= V¥xeR": f(x)<gx).

3.A.14 Axiom (Das Zornsche'®Lemma). Es seien A eine Menge und ,<" eine
partielle Ordnung auf A, so dass jede Kefte in A eine obere Schranke hat.
Dann existiert in A mindestens ein maximales Element.

Diese Aussage klingt zundchst sehr technisch, und man hat zundchst keine
Meinung zu ihrer Gultigkeit. Mit dem Zornschen Lemma 1&sst sich zum Beispiel
leicht nachweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat (s. (6), Satz (10.1)).

3.A.15 Satz. Das Auswahlaxiom, das Wohlordnungsprinzip und das Zornsche
Lemma sind aquivalent,

13Djie angegebene Bedingung besagt, dass ,<* auf B eine Anordnung im Ublichen Sinne indu-
zZiert.

4@ muss nicht in B liegen.

15Max August Zorn (1906 - 1993), US-amerikanischer Mathematiker. Zorn wurde in Krefeld gebo-
ren und emigrierte 1933 in die USA.
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Far die Beweise verweisen wir auf das Buch (6). Man muss aufpassen, auf
der Grundlage welcher Axiome man diese Aquivalenz behauptet und be-
weist. Ein schoner Ausspruch zu diesem Thema stammt von Jerry Bona:'©

The axiom of choice is obviously frue, the well-ordering principle
obviously false, and who can tell about Zorn’s lemma?

3.A.16 Bemerkung. Der Satz, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, ist eben-
falls dquivalent zum Auswahlaxiom (Blass, s. (8), Theorem 4.44),

Machtigkeiten

Unser ndchstes Ziel ist die ,Konstruktion™ einer Funktion f: R — R, deren
Graph nicht messbar ist. Dazu bendtigen wir wieder das Auswahlaxiom und
eine gewisse Verschdarfung des Wohlordnungsprinzips.

3.A.17 Definition. a) Zwei Mengen A und B sind gleichmd&chtig, wenn es eine
Bijektion
a:A— B

gibt.
Schreibweise. A ~ B.
b) Die Menge A ist von geringerer oder gleicher Machtigkeit wie die Men-
ge B, wenn eine Injektion
a:A— B

existiert.
Schreibweise. A < B.
c) Gilt fur die Mengen A und B, dass A < B aber A % B, dann ist A von
geringerer Mdachtigkeit als B.
Schreibweise. A < B.

3.A.18 Satz. Esseien A und B zwei Mengen, so dass
A=<B und B=A.

Dann gilt
A~B.

Beweis. Esseiena;: A — Bunday: B— Ainjektive Abbildungen. Wir haben
(agoa)(A) Caa(B)C A

und
A~(azoar)(A), B~ as(B).
Wir beweisen daher:
Behauptung. Es seien C c Bc A und C ~ A. Dann folgt B ~ A.

Sei dazu a: A — C eine Bijektion. Durch Rekursion definieren wir

Ay = A

Ant1 = a(An), NEN,
By = B,

B = a(Bn), neN.

19 Jerry Lloyd Bona (geb. 1945), US-amerikanischer Mathematiker
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Damit erklGren wir
B:A — B

a(x), fallsx e G(An \ By)
k=0

X
X, sonst

(Man beachte, dass aus x ¢ B folgt, dass x € Ag \ By. Die zweite Alternative in
der Definition von g betrifft also nur gewisse Elemente von B.) Seien

D= J(An\ Bn).

k=0
x € Dund ne N, so dass x € Ap\ By Da « injektiv ist, folgt
a(x) € a(An) \ a(Bn) = Ani1 \ Brer. dih. a(x) € D,

Damit bildet g die Menge D injektiv in sich sellbst ab. Aus der Definition von 3
folgt, dass g injekfiv ist,
Wir missen noch nachweisen, dass 3 surjektiv ist. Wir schreiben'”

B =(A\ D)U(BN D).

Fary e AADgilt y =p5(y). Firy e BnD gibtesein ne N mit y € A,\ By. Wegen
By = Bmuss n > 1 gelten. Da A, = a(An_7). existiert ein x € A,_y mit a(x) = y.
Aus y ¢ B, folgt x ¢ B,_;. Damit gilt x € D. O

Die Verscharfung des Wohlordnungsprinzips, die wir brauchen, ist folgen-
de:

3.A.19 Satz. Jede Menge A besitzt eine Wohlordnung <", so dass flr jedes
x € A die Menge

S(x) :={yeA}y<x}
von geringerer Mdchtigkeit als A ist.

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir weitere Hilfsmittel aus der Men-
genlehre. Bevor wir auf diese zu sprechen kommen, wollen wir die obige Be-
hauptung etwas motivieren. Dazu betrachten wir R und eine Wohlordnung
L<" auf R. Es sei

B = {x € R|S(x) ist Uberobzdhlbor}.

Wenn die Menge B nicht leer ist, dann besitzt sie ein kleinstes Element bg. Die
Menge S(by) ist Uberabzdhlbar und fur jedes x € S(byg) ist S(x) wegen x < by
abzdhlbar. Mit A := R, falls B = @, bzw. A = S(by), falls B # &, und der Ein-
schrédnkung von ,<" auf A haben wir eine wohlgeordnete Uberabzdhlbare
Menge gefunden, fur die Satz 3.A.19 richtig ist. Wenn wir die Kontinuumshy-
pothese ((17), 1.9.14) annehmen, dann gilt S(bg) ~ R, und der Satz ist fur R
bewiesen. Wir wollen den Satz jetzt im Allgemeinen und ohne die Kontinu-
umshypothese (aber natlrlich mit dem Auswahlaxiom) ableiten.

7\Wie bereits bemerkt gilt A\ D C B,
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Mengen und Klassen

Fur diese Betrachtungen ware es ein Argernis, wenn wir Mengen mit gewissen
Eigenschaften nicht zu gewissen neuen Objekten zusammenfassen kdnnten.
Um das zu tun, verwenden wir die ,Mengen-Klassen-Lehre™. In dieser Fassung
der axiomatischen Mengenlehre gibt es Mengen, Klassen und die Elementbe-
ziehung ,€". Diese werden durch Axiome charakterisiert. Wichtig dabei sind:
Mengen sind spezielle Klassen, Klassen enthalten nur Mengen als Elemente.
Des Weiteren gelten Axiome, die den in (17), Abschnitt 1.2, vorgestellten glei-
chen. In der Mengen-Klassen-Lehre darf man alle Mengen, die eine gewisse
Eigenschaft £ gemeinsam haben, zu einer Klasse zusammenfassen. So exis-
tiert zum Beispiel die Allklasse

Vi={x|x=x}.

die alle Menge enthdlt. Die Allklasse kann selbst keine Menge sein, da man
sonst wieder zur Russellschen Antinomie gelangte ((17), 1.2.2). Man kann auch

@:={x|x#x}

bilden. Allerdings ist dies zundchst nur eine Klasse, und man muss in einem
Axiom fordern, dass @ eine Menge ist. Viele der Begriffe und Konstruktionen,
die wir fr Mengen kennen, lassen sich auf Klassen Ubertragen. Wir werden
dies jetzt ohne weiteren Kommentar tun und verweisen die Leser auf (6) fur
genauere Informationen.

3.A.20 Beispiel. Die Relation ,~" aus Definition 3.A.17, ), ist eine Aquivalenz-
relation auf der Allklasse V. Wir werden gleich ein Reprasentantensystem far
die Aquivalenzklassen angeben.

Ordinalzahlen
3.A.21 Definition. a) Eine Menge A ist fransitiv, wenn gilt: '8
VxeA: XCA

b) Eine Ordinalzahlist eine Menge A, die transitiv und durch die Element-
beziehung .€" wohlgeordnet ist.

Um ein Beispiel fur eine Ordinalzahl zu erhalten, an dem wir unsere Intui-
tion schulen ké&nnen, konstruieren wir ein Modell der naturlichen Zahlen: Wir
betrachten die Abbildung

FV — VvV
X — xU{x}.

Dabei ist V die Allklasse. Mit dem Dedekindschen Rekursionssatz ((17), Satz
1.3.8; (6), Satz (3.10)) kbnnen wir eine Abbildung

o N—V
mit
p0) =g

und
e(n+1)=F(p(n) =p(nU{p(n}, neN,

18Wir erinnern daran, dass Elemente von Mengen selber Mengen sind.
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konstruieren. Das Bild N ist eine Menge und ¢: N — N ist eine Bijektion. Damit
identifizieren wir N und N. Es gilt nun

= @,

{2},

{2.{2}}.
{@,{@},{@,{@} } }

0
1
2
3

Ein leichter Indukfionsbeweis zeigt, dass N transitiv ist. Ferner ist klar, dass n €
n+ 1, n e N. Damit UberprUft man, dass " mit der Anordnung <" aus (17),
Definition 1.3.17, Ubereinstimmt. Die Menge N ist also eine Ordinalzahl. Ferner
sieht man, dass jede naturliche Zahl sellbst eine Ordinalzahl ist. Wir bilden die
Klasse

On:={ A€ V|Alst Ordinazahl }.

3.A.22 Lemma. Es seien A eine Ordinalzahl und x € A. Dann ist x ebenfalls
eine Ordinalzahl.

Das Lemma besagt
vAecOn: A={Beon|BeAl, 3.5)

Es folgt, dass
YVAeV: AeOn = AcOn.

Damit ist On eine transitive Klasse.

Beweis des Lemmas. Es seien A € On und x € A. Da A fransitiv ist, gilt x C A.
Folglich ist x durch ,€™ wohlgeordnet. Es bleibt nachzuweisen, dass x transitiv
ist. Sei dazu y € x. Wir mussen zeigen, dass y c x gilt. Fir z € yist z € x zu
zeigen. Daaberz e y € x € Aund .€" eine Anordnung auf A ist, folgt diese
Eigenschaft sofort. O

Auf On definieren wir die Relation ,<" vermdbge:
e VA BeOn: A<B «—= AcB
e VA BeOn: A<B «— (A<B)VA=B8B).
3.A.23 Bemerkung. Es gilt folgende Aquivalenz:
VA, BeOn: A<B <« ACBS

.= Wenn A = B gilt, dann auch A c B. Andernfalls haben wir A € B und
wegen der Transitivitat von Bauch A C B.

~~="1Wenn A C Bund A # B gilt, dann sei x das kleinste Element von B\ A.
Es gilt dann

A={yeB|y<x}=x,
so dass A € B. Dabei folgt die letzte Gleichheit aus (3.5).
3.A.24 Satz. Die Relation ,<™ hat folgende Eigenschaften:
e VA,B,CeOn: (A<BABLC) = A<C.
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VA,BeOn: (A<BAB<A) = A=8B.
e VA, BeOn: (A<B)V(B<A).
Jede Teilklasse A c On besitzt ein kleinstes Element.

Far jede Ordinalzahl B ist

S(B) :={AeOn|A<B}=B.

eine Menge.
Beweis. S. (6), Lemma (7.4). O
3.A.25 Folgerung. Die Klasse On ist keine Menge.

Beweis. Wdre On eine Menge, so wdre sie transitiv und wirde durch ,&" wohl-
geordnet. Es folgte, dass On eine Ordinalzahl ist und daher On € On. Das wird
aber durch das Fundierungsaxiom ((6), (M5), S. 9) verboten. O

Die oben eingefuhrte Abbildung

FVv — V
X — xU{x}.

bildet On in sich selbst ab:
3.A.26 Satz. Furjede Ordinalzahl A ist auch
F(A) =AU{A}
eine Ordinalzahl.
Beweis. S. (6), Lemma (7.7). O

Eine Ordinalzahl Bist eine Nachfolgeordinalzahl, wenn es eine Ordinalzahl
A gibt, so dass
B=F(A)=AU{A}

Nicht jede Ordinalzahl ist eine Nachfolgeordinalzahl, z.B. ist N keine. Die Ordi-
nalzahlen, die keine Nachfolgeordinalzahlen sind, sind sogenannte Limesor-
dinalzahlen. Inre Charakterisierung wird in (6), S. 51, gegeben.

Die Klasse der Ordinalzahlen &hnelt somit in mancher Hinsicht den naturli-
chen Zahlen. (Die Existenz von Limesordinalzahlen ist allerdings ein klares Un-
terscheidungsmerkmal.) Die wichtigen Techniken der vollstndigen Induktion
bzw. Dedekindschen Rekursion werden zur transfiniten Induktion bzw. Rekur-
sion verallgemeinert ((6), Satz (7.9) und (7.10)).

Die fransfinite Induktion funktioniert folgendermaBen: Es sei 4 eine Aussa-
ge, die sich auf Ordinalzahlen bezieht. Es gelte:

o A ist fUr @ richtig.

e Sei B eine Ordinalzahl, so dass A4 fur alle Ordinalzahlen C € B gilt, dann
gilt 4 auch far B.

Dann ist # fUr alle Ordinalzahlen erfullt.
Bei der fransfiniten Rekursion definiert man eine Funkfion F: On — V, in-
dem man

o (o) festlegt,

72



Anhang. Nicht messbare Mengen und das Auswahlaxiom

e fUr B € On den Wert F(B) aus den Werten F(C), C € B, berechnet.

Die transfinite Rekursion kommt zum Beispiel bei der Herleitung des Wohl-
ordnungsprinzips aus dem Auswahlaxiom zum Einsatz: Man stellt eine Bijekti-
on zwischen einer gegebenen Menge A und einer Ordinalzahl her ((6), Satz
(9.1)). Ferner zeigt man mit diesem Verfahren:

3.A.27 Satz. Es seien A eine Menge und ,<" eine Wohlordnung auf A. Dann
gibt es genau eine Ordinalzahl B und genau eine Bjjektion a.: A — B, far die
gilt:

X,y e A: x<y < ax)ealy).

Beweis. S. (6), Lemma (6.3). O

Wir geben noch eine interessante Anwendung der Ordinalzahlen auf die
Relation ,=<" aus dem Studium der Md&chtigkeiten:

3.A.28 Satz. Fur zwei Mengen A und B gilt:
(A< B)V(B=A).

Beweis. Man wdahle Ordinalzahlen C und D und Bijekfionen a: A — C und
B: B— D.Dann gilt C=D, C € Doder D € Cund damit C c Doder D c C.
Dies entspricht A < Boder B < A. O

Beweis von Satz 3.A.19. Es sei M das kleinste Element der Klasse
{Beon|A~B}.

Man wdhle eine Bijektion a: A — M. Die Wohlordnung von M induziert Uber
a eine Wohlordnung von A. Fur x € Aist S(a(x)) € M eine Ordinalzahl mit
S(a(x)) < M. Wegen S(a(x)) = M gilt S(a(x)) < M nach Definition von M.
Nach Definition gilt ebenfalls S(a(x)) = a(S(x)), so dass S(x) ~ S(a(x)). O

Der Satz von Cantor-Bendixson

3.A.29 Satz. Es sei M C R eine Uberabz&hlbare abgeschlossene Teilmenge.
Dann gilt M ~ R.

3.A.30 Bemerkung. Die Kontinuumshypothese ((17), 1.9.14) ist fUr abgeschlos-
sene Teilmengen von R also ein Satz.

3.A.31 Definition. a) Es sei M C R eine Teilmenge. Ein isolierter Punkt von M ist
ein Punkt x € M, zu dem es eine offene Teiimenge U C R mit

UnM={x}

gibt.
b) Eine Teilmenge M c R ist perfekt, wenn sie abgeschlossen und nichtleer
ist und keine isolierten Punkte enthdlt.

3.A.32 Satz. i) Eine Teimenge M C R hat nur abzdhibar viele isolierte Punkte.
i) Fur jede perfekte Menge M C R gibt es eine injektive Abbildung a.: R —
M. Insbesondere gilt
M ~ R.
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Beweis. i) Wenn x € M ein isolierter Punkt ist, dann gibt es ein ¢ > 0, so dass
(x —e,x+e)nN M = {x}. Weiter gibt es ein y in (x —¢/2,x +¢/2) N Q. Es gilt
(y—¢/2,y+¢e/2) C(x —e.x+¢e)und

(y—%,y+%)m/\ﬂ={x}.

Es gibt damit eine Surjektion der abzd&hlbaren Menge
{(y—o,y+o)c R|yeQ, acQuo #((y—a,y+a)nM) =1 }

auf die Menge der isolierten Punkte von M. Also ist M abzd&hlbar ((17), Defini-
tion 1.9.1).

il Da M c R, gilt M < R. Nach Satz 3.A.18 ist noch R < M zu zeigen. Wir
definieren

97 = { ICR \ INM # @ und list offenes Intervall }
Weiter fixieren wir Auswahlabbildungen
§:9 —M

und
£&:9 — M,

die einem Intervall | aus 7 ein Element & () € I N M bzw. ein Element & €
(InM)\ {& ()} zuordnen. (Dabei beachte man, dass (N M)\ {& ()} nicht leer
ist, weil M perfekt ist.)

Wir definieren nun rekursiv eine Folge (Ik)x>2 von Intervallen in 7

e [ =R
e FUrk > 2schreibeman k=2-m+emite € {0,1}.
- Falls ¢ = 0 wahle man ein ¢ > 0, das kleiner als 1/2% ist und fUr das
(&1Um) = 0.&1(Im) +6) C Im

und
[51 (lm) - 5151 (/m) + 5} N [52(lm) - 5152(/m) + 5} =g

gilt, und definiere
I = (61 (Im) — 8.&1(Im) + 6)-
- Falls e = 1 wahle man ein ¢ > 0, das kleiner als 1/2¥ ist und fur das

(‘f2(lm) —8.8(Im) + 5) Clm

und L
lk—] N [‘f2(lm) - 6162(lm) + 5] =g

gilt, und definiere
I = (52(/m) —0.&(Im) + 5)-

Schematisch ergibt sich folgendes Bild der Intervalle:
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L 1 L 1
\ /2 7 \ l3 7
¢ ) ¢ ) ¢ ) ¢ )
Iy I5 3 l
—/ ¢ ) ¢ )¢ ) —— — —
lg lo ho I ho  hs ha hs
00 /M /B8 /= (o Lo M o [} A/ (68H
hdi7  ho b he ho ho hs ba bs b by hg o I

Jetzt definieren wir eine injektive Abbildung «: [0,1) — M. Da [0,1) ~ R
((17). Satz 1.9.12 und Beweis von Folgerung 1.9.13) folgt aus der Existenz dieser
Injektion die gewuUnschte Ungleichung R < M. Wir benutzen, dass wir jede
reelle Zahl x € [0, 1) in eindeutiger Weise als Dualbruch

0.%818---, §€{0, 1}, jeN,

ohne Einserperiode schreiben kénnen. Durch Rekursion definieren wir die Aus-
wahlfolge (Kj)jen:

° k0=2+50,
o kj.,_] :=2'kj+3j+'|,j€|N.

Dies liefert die Folge (X))jen Mit

X =& (), Jj€N.

0,0110--- 0,1011...
L )iO 1 t );O 1
\ /2 7 \ l3 7
( Y ¢ X \ ( X
. —) ——m
\ /4 ] \ l5 ] \ /6 l7
X2 X2
—/ ¢ ) ¢ ) —o—) — ) — —
lg lo ho o I ho  hs ha hs
3 3
00 /ME —E () /) (6 A P/ B84
hdi7  ho b he ho hy hs bha s e b7 hg bo I

Nach Konstruktion der Intervalle I, k € N, ist dies eine Cauchy-Folge von Ele-
menten in M. Sei a(x) ihr Grenzwert. Da M als perfekte Menge abgeschlossen
ist, liegt a(x) in M. Die Injekfivitdt der Zuordnung x — «a(x) folgt ebenfalls
leicht aus der Definition der I, k € N. O

Die Komplikationen im Beweis von Satz 3.A.29 werden durch die isolierten
Punkte verursacht. Fur eine abgeschlossene Menge M seien /(M) die Menge
ihrer isolierten Punkte und

M = M\ I[(M).

Dies ist immer noch eine abgeschlossene Teilmenge und nichtleer, falls M
Uberabzdhlbar war. Allerdings kann M’, wie im folgenden Beispiel illustriert,
wieder isolierte Punkte enthalten. Man kann nun

° M(O) =M,
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o M) :=(MKY, k € N,

setzen und hoffen, dass irgendwann M) = M gilt und somit MK*) eine
nichtleere perfekte Teilmenge von M ist. Dann folgte Satz 3.A.29 aus Satz
3.A.32, ii). Diese Strategie funktioniert leider nur, wenn man M) mittels trans-
finiter Rekursion fUr alle Ordinalzahlen A definiert (s. (2), Abschnitt 11, (6), Satz
(13.5)).

3.A.33 Beispiel. Es sei
1
M'_{O}U{—kﬂ \ke[N}.

Nach (18), Beispiel 2.2.3, ist M kompakt. Alle Punkte auBer 0 sind isoliert. Die
Menge M’ besteht aus einem isolierten Punkt. An jeden isolierten Punkt von M
k&bnnen wir eine Folge ,anheften®, die gegen diesen Punkt konvergiert, und
somit eine Menge N mit N’ = M konstruieren.

3.A.34 Definition. Es seien M C R eine Teilmenge. Ein Punkt x € M heiBt Kon-
densationspunkt, wenn
MN(x — e, x+¢)

furjedes e > 0 Uberabzdhlbar ist. Die Menge der Kondensationspunkte von M
wird mit
Kond(M)

bezeichnet.
3.A.35 Beispiele. 1) Fur M =(0, 1) c R gilt
Kond(M) =[O, 1].

i) FUr eine abgeschlossene Teiimenge M c R gilt Kond(M) c M: Fur jeden
Punkt x ¢ M gibtes eine > 0mit (x —e, x+e)NM = &, weil R\ M offen ist. Daher
kann x kein Kondensationspunkt sein.

3.A.36 Satz. i) Fur jede Teilmenge M c R™ gilt:
e M\ Kond(M) ist abz&hlbar.
e Wenn M Uberabzdhlbar ist, ist Kond(M) eine perfekte Menge.
i) Fur eine perfekte Menge M C R gilt
M = Kond(M).
Beweis. i) Es sei
I={(v.0)|y €@ ae@.o:(y-ay+a)nMistabzhiar}.
Dies ist eine abzdhlbare Menge, fur die
M\Kond(M)= [ J (y—a.y+a)nM
(v.a)el

qilt. Da (y — a.y + a)n M fUr alle (y.a) € | abzdhlbar ist, ist M\ Kond(M) ei-
ne abzdahlbare Vereinigung von abzdhlbaren Mengen und damit abzdhlbar
((17), Folgerung 1.9.9).
Es gilt
M c (M\ Kond(M)) uKond(M). 3.6
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Da M\ Kond(M) abzd&hlbar ist und M Uberabzdahlbar, muss Kond(M) Uberab-
z&hlbar sein und damit nicht leer. Um zu zeigen, dass Kond(M) abgeschlossen
ist, verwenden wir (18), Satz 2.4.1. Es seien (ax)ken €ine konvergente Folge mit
ax € Kond(M), k € N, und x := limy_, o a. FUre > 0 enthdlf (x — e, x + £) einen
Punkt ay,. Da ay, ein Kondensationspunkt ist, gibt es Gberabzdhlbar viele Ele-
mente von Min (x—e, x+¢). Daher ist auch x ein Kondensationspunkt. SchlieB-
lich mUssen wir noch zeigen, dass Kond(M) keine isolierten Punkte enthalt. Fur
x € Kond(M) und ¢ > 0 enthdilt (x — e, x + ¢) Uberabzdhlbar viele Elemente
von M. Die Inklusion (3.6) und die Tatsache, dass M \ Kond(M) abzé&hlbar ist,
implizieren, dass Uberabzdhlbar viele dieser Punkte zu Kond(M) gehbren. Also
ist x nicht isoliert.

i) Nach Beispiel 3.A.35, i, gilt Kond(M) c M. Es sei x € M\ Kond(M). Da
Kond(M) abgeschlossen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (x — e, x + ¢) N Kond(M) = &.
Die Menge

Ni=|x—S.x+|nm

272

ist nichtleer, abgeschlossen und abzdhlbar. Wegen Satz 3.A.32, i), muss sie
einen isolierten Punkt enthalten. Diejenigen der beiden Randpunkte, die iso-
liertin N liegen, kbnnen wir entfernen und erhalten eine Menge N, die immer
noch nichtleer, abgeschlossen und abzdhlbar ist. Damit erkennen wir, dass
auch die Menge

N := (X— %,x+%) nM
einen isolierten Punkt enthalten muss. Sei x’ ein solcher. Dann gibt es ein § > 0
mit

g

’ ’ N — v/ ’ ’ _ € <
(X' =X+ NN={x} und (x 6,x+6)c(x 2,x+2).

Es folgt
(X' =6.x+86)NM={x}.

Damit ist x’ ein isolierter Punkt von M, im Widerspruch zur vorausgesetzten
Perfektion von M. O

3.A.37 Satz (Die Cantor-Bendixson'?-Zerlegung). Es seien M c R eine Uberab-
zdhlbare abgeschlossene Menge. Dann existieren genau eine abzdhlbare
Menge | und genau eine perfekte Menge P, so dass

M=IUuP und INnP=g.

Beweis. FUr eine abgeschlossene Teilmenge M gilt Kond(M) c M. Die Existenz
der Zerlegung folgt deshalb aus Satz 3.A.36, i). Fur die Eindeutigkeit seien /, I/
abzdhlbare und P, P’ perfekte Mengen, so dass

JUP=VUP und InP=g=I'NP.

Seiz.B. x € P'\P. Da P abgeschlossenist, gibt es eine > 0 mit (x—e, x+2)NP = @.
Also gilt (x —e,x+¢e)N P’ C I. Da x nach Satz 3.A.36, i), Kondensationspunkt
von P’ ist, ist (x — e, x +¢) N P’ Uberabzdhlbar. Die Existenz von x steht somit im
Widerspruch zur Abzédhlbarkeit von /. O

19lvar Otto Bendixson (1861 - 1935), schwedischer Mathematiker.
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Eine Funktion mit nicht messbarem Graphen

Wir konstruieren in diesem Abschnitt eine Funktion f: R — R, deren Graph I
nicht messbar ist. Die ersten Beispiele dieser Art stamnmen von SierpinskiZ® (20).
Wir benutzen dabei eine Konstruktion aus der Arbeit (3).

3.A.38 Satz. Es gibt eine nicht messbare Teiimenge A c R?, so dass
¥Yx e R: #A<T, AX:={ye[R\(x,y)eA}.

3.A.39 Hilfssatz. Wenn A c R" eine Nullmenge ist, dann existiert eine kompak-
te Teiimenge K c R" mit

KNA=g und un(K)>0.

Beweis. Es gibt eine offene Menge U ¢ R" mit A ¢ U und un(U) < 1/2 (Satz
1.5.4). Das Komplement Z := R\ U ist abgeschlossen und messbar (3.A.3, i),
2) mit
in(Z) = cc.
Es gibt also ein k > 0 mit
pn(Z N [—k, k1*") > 0.
Die Menge K :=Z N [—k, k]*" ist kompakt und disjunkt von A. O

3.A.40 Hilfssatz. Fur die Menge
P = {K C R"|K ist kompakt und pn(K) > O}

gilt
2=<R

Beweis. Da
PcCA = {Z C R"| Zist abgeschlossen }

genugt es, # < R nachzuweisen. Es sei
0:={Uc [R”\Zis’roffen}.
Die Abbildung

o — A
U — R"\U

ist bijektiv. Es reicht also zu beweisen, dass @ < R. Die Menge
Qn X ®>O

ist abzahlbar unendlich. Damit gilt ((17), Safz 1.9.12 und Beweis von Folgerung
1.9.13)
P(@Q" x Qs0) ~ R.

Die Abbildung
a:@ — P(Q" x Qo)
U —s {(x,a) € Q" x Qu0|B(x.Q) C u}

20Wactaw Franciszek Sierpinski (1882 - 1969), polnischer Mathematiker.
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ist injektiv, weil

u= |J Bkxa).
(x.a)ea(U)
Dies beendet unsere Argumentation. O

3.A.41 Bemerkung. Da R"” c # vermdge x — {x}, gilt insbesondere R" ~ R.

3.A.42 Hilfssatz. Es seien n=2 und P wie in Hilfssatz 3.A.40. Fur K € 2 gilt
Cx :={XE[R}KX={)/€[R|(X,)/)EK}#@}N[R.

Beweis. Die Menge Cy ist das Bild der kompakten Menge K unter der Pro-
jektion m1: R? — R, (x,y) — x. Damit ist Cx kompakt ((18), Satz 3.4.1) und
insbesondere abgeschlossen. Nach Satz 3.A.29 genugt es zu beweisen, dass
Cy Uberabzdhlbarist. Ware Cy abzahlbar, dann wdére Cy x R eine Nullmenge.
Das widersprdche der Tatsache K ¢ Cy x R. O

Beweis von Satz 3.A.38. Es sei ,<" eine Wohlordnung von 2 wie in Satz 3.A.19.
Die Menge A wird von der Gestalt

A={oK=(xK,yK)eK|KeP}

sein und durch eine Art fransfinite Rekursion definiert: Es sei Lo das kleinste
Element von 2, und man wdhle x;, € Cy,. FUr L € 2 sei ak fur

K € S(L) :={HePyH<L}
konstruiert. Da S(L) < R ~ C, kbdbnnen wir

XLeCL\{xK]KeS(L)}

und y; € R mit

XLy el
wdhlen. Nach Konstruktion gilt #A, < 1 fUralle x € Rund AN K # @ fUr alle
K € . Nach Hilfssatz 3.A.39 kann A keine Nullmenge sein. Auf der anderen

Seite musste A nach dem Satz von Fubini 3.1.1 eine Nullmenge sein, wenn A
messbar wdare (vgl. Aufgabe A.5.3, ii). O

3.A43 Satz. Es gibt eine Funkfion f: R — R, deren Graph nicht messbar ist.

Beweis. Es seien A wie in Satz 3.A.38 und B := m(A), m1: R? — R, (X, y) — X.
Wir definieren

ffR — R
y, falls x € B (Dabeisei y der Punkt mit (x,y) € A)
X +—
0, fallsx ¢ B

Es gilt
I+ = AU(R\ B) x {0}.

Da (R\ B) x {0} nach Aufgabe A.3.3 und Lemma 1.5.2, i), eine Nullmenge ist,
ist I nicht messbar (3.A.3, iii). O
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Was passiert ohne Auswahlaxiom?

Alle Konstruktionen nicht messbarer Mengen, die wir hier vorgefuhrt haben,
benutzen in wesentlicher Form das Auswahlaxiom. Es stellt sich die Frage, ob
sich die Existenz nicht messbarer Mengen auch ohne Auswahlaxiom bewei-
sen ldsst.

Die Axiome der Mengenlehre mit Auswahlaxiom werden mit ZFC abge-
kUrzt, das Auswahlaxiom mit AC und die Axiome der Mengenlehre ohne Aus-
wahlaxiom mit ZF, so dass ZFC=ZF+AC. Die Aussage, dass ein gewisses Axio-
mensystem A konsistent, d.h. widerspruchsfrei, ist, bezeichnen wir mit Kons(A).
Das Auswahlaxiom ist unabhdngig von ZF, d.h. gilt Kons(ZF), dann gelten auch
Kons(ZFC) ((9), Abschnitt 3.4; (13), Corollary 2.14) und Kons(ZF+-AC) ((9), Ka-
pitel 5; (13), Exercise (E4), S. 245). Die Aussage Kons(ZF) Iasst sich aus prinzipiel-
len Uberlegungen nicht beweisen (Gddels zweiter Unvollstandigkeitssatz, (15),
Satz 2.2).

Wir listen weitere Axiome auf:

DC Axiom der abhdngigen Wahlen ("Dependent Choice”): Eine
schwdchere Form des Auswahlaxioms ((9), Abschnitt 2.4.7).

Wi Axiom der Existenz einer schwach unerreichbaren (“weakly in-
accessible”) Kardinalzahl: Es soll eine ,groBe Kardinalzahl™ exis-
tieren, die sich nicht durch Standardkonstruktionen wie Potenz-
mengenbildung aus kleineren Kardinalzahlen herstellen I&sst
((13), Definition 10.39 (1)).

AD Axiom der Bestimmtheit ("Determinacy”); Ein Axiom, das dem
Auswahlaxiom widerspricht, aber mit DC vertraglich ist ((8),
Definition 7.12; (9), Abschnitt 12.3).

LM Jede Teilmenge von R ist Lebesgue-messbar.

3.A.44 Satz (Solovay?'und Shelah?2).

Kons(ZFC+WI) <+ Kons(ZF+DC+LM).

Beweis. ,=": (21); (10), Theorem 11.1; ,<": (19). O

Wass bedeutet das fur unser Problem? Wenn das Axiomensystem, das aus
ZFC und dem Kardinalzahlaxiom besteht, konsistent ist, dann ist das Axiomen-
system, das aus ZF, dem abgeschwdchten Auswahlaxiom DC und der An-
nahme, dass jede Teilmenge von R messbar ist, ebenfalls konsistent, und es ist
nicht moglich, die Existenz einer nicht Lebesgue-messbaren Menge ohne das
Auswahlaxiom zu beweisen. Eine nicht Lebesgue-messbare Menge Iasst sich
nicht auf einfache Weise angeben. Das abgeschwdchte Auswahlaxiom DC
wird bendtigt, um die grundlegenden Eigenschaften des Lebesgue-MaBes
(3.A.3 und Satz 3.A.4) zu gewdhrleisten.

Man beachte, dass wir auf Kons(ZFC+WI) angewiesen sind. Leider I@sst sich
die Aussage ((10), §1)

Kons(ZFC) = Kons(ZFC+WI).

aus allgemeinen Gruinden nicht beweisen. (Interessanterweise wdare es theo-
retisch moglich —Kons(ZFC+WI) zu beweisen, wenn WI wirklich ZFC widerspra-
che. AuBerdem impliziert Kons(ZF+-WI) auch Kons(ZF+DC+-LM)?3, Falls das

22Robert Martin Solovay (geb. 1938), US-amerikanischer Mathematiker.
225aharon Shelah (geb. 1945), israelischer Mathematiker.
23Djes folgt aus der Arbeit von Shelah (19)
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Kardinalzahlaxiom WI also ZF widerspréche — wovon allerdings niemand aus-
zugehen scheint —, dann lieBe sich die Existenz nicht Lebesgue-messbarer
Mengen bereits mit dem schwdcheren Auswahlaxiorn DC nachweisen.

3.A.45 Satz (Mycielski?*~Swierczkowski). Unter der Annahme Kons(ZF+AD) gilt
LM.

Beweis. (14); (8), Theorem 7.13; (9), Theorem 12.16. O

Neben den erwdhnten Buchern kann man auch (2) und (22), Kapitel 13,
fur eine etwas elementarere Diskussion einiger der geschliderten Sachverhal-
te konsultieren.

24 Jan Mycielski (geb. 1932), polnischer Mathematiker
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Kapitel 4
Dce [ nansformationsformel

4.1 Formulierung der Transformationsformel

In der Analysis | ((17), Satz 5.4.1) wurde die Substitutionsregel bewiesen:

Es seien I,I" C R offene Infervalle, f: | — R eine stetige Funkti-
onund ¢: I' — R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass
eIy cl.Dann gilt fara,b € I':

o(b) b
[ tndy = [ #e0) - ¢ 000x
p(a) a

Der Beweis ist eine Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und In-
tegralrechnung ((17), Satz 5.3.1) und der Kettenregel ((17), Satz 4.2.4). Die
folgende Transformationsformel verallgemeinert in gewisser Weise die Sub-
stitutionsregel. Da wir in hdheren Dimensionen keine Stammfunktionen und
keinen Hauptsatz haben,' unterscheiden sich die Formulierung und der
Beweis von der eindimensionalen Situation.

4.1.1 Satz (Die Transformationsformel). Es seien U,V c R" offene Teilmengen,
¢: U— V ein Diffeomorphismus vom Typ €' und

Jo: U — Mat(n,R)
X — Jy(x).

i) Eine Funktion f: V — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion
(fop)- \De’r(Jg,)\: U—R

integrierbar ist.
i) Falls f: V — R integrierbar ist, gilt

| f)un) = [ (Fo 01 [Det (U, () [lunlo)
v U

4.1.2 Bemerkung. Fur n = 1 betrachten wirden Fall, dass f: I' — R eine stetige
Funktionist und ¢: | — I’ ein Diffeororphismus vom Typ &', also insbesondere
stetig differenzierbar mit ¢/'(x) # 0, x € [. Da die Ableitung ¢’ stetig ist und
nirgends verschwindet, gilt

'Genauer gesagt wird dieser als Satz von Stokes in Kapitel 5 auftauchen. Er hilft aber dennoch
nicht beim Beweis der Transformationsformel.
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entweder(@) Vxel: ¢'(x)>0
oder(b) vxel: ¢(x)<0.

In Situation (@) gilt ¢(a) < ¢(b) fur a < b aus dem Intervall /' und

o (b)
/ F(y)dpur () / (y)dy
[e(a).e(b)] v(a)

b
/ F(o(x)) - ¢ (x)clx

b
= / Fo(x)) - | (x)|dx

a

. /[ F(0(x) - | () ().

a.b]

Im Fall (b) folgt fur a < b aus I, dass ¢(a) > ¢(b) und

»(a)
/ f(y)dm(y) = F(y)dy
[e(b).p(a)] w(b)
o (b)
= [ iy
»(q)

b
- / Fo(x)) - o (x)dx

b

/O F(o(x)) - | (x)|dx

/' F(0(x) - | () dr ().
[a.b]

Die Substitutionsregel trifft im Gegensatz zur Transformationsformel eine Aus-
sage Uber abgeschlossene Intervalle. AuBerdem setzt sie die Stetigkeit von f
voraus. Aus ihr folgt damit erst einmal die spezielle Transformationsformel (Satz
4.2.1) far n = 1, aus der man aber die allgemeine Transformationsformel ab-
leiten kann (Satz 4.2.3).

Wir beginnen den Beweis der Transformationsformel mit dem folgenden Spe-
zialfall:

4.1.3 Satz. Es seien U c R" eine offene Menge und f: U — R" eine stfetig
differenzierbare Abbildung. Wenn N c U eine Nullmenge ist, dann ist auch
f(N) eine Nullmenge.

Beweis (vgl. Aufgabe A.3.5, b). Wir zeigen, dass fur jeden kompakten Qua-
der @ ¢ U das Bild von N’ := NN @ unter f eine Nullmenge ist. Da U nach
Hilfssatz 3.2.4 eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Quadern ist und
eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, folgt dar-
aus die Behauptung.

Der Quader Q ist kompakt und die Funktion f stetig differenzierbar. We-
gen (18), Aufgabe A.5.2, Beispiel 3.1.2, ii), und Folgerung 3.4.2, gibt es eine
Konstante C > 0, so dass

Vx e Q: "Jw(X)Hop <C.

Da @ konvex ist ((18), S. 66), gibt es nach dem Mittelwertsatz ((18), Satz 8.3.2)
zu zwei Punkten x,y € Q ein z auf der Verbindungsstrecke von x und y, so
dass

[F0) = F W < [[Je @] g - IX =yl < C - lIx =yl
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Behauptung. Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Folge (W)en VOn abgeschlosse-
nen Wiirfeln, so dass gilt

e NC GW[(,
k=0

o ) Voln(W,) <e.
k=0

Es sei Q ¢ R" ein nichtleerer, beschrdnkter offener Quader. Wir schreiben
Q=(ay.by) x -+ x(an. bp).
Fuar n > O definieren wir
ni=min{keN|a+k-n>b} =10,

und .
Fe=lar(—1) ma+j-nl, j=l.n,i=1..n

Es seien weiter
J={ Gy N1 << i=100n )

und , .
Wi B oo B, f=(rsnidn) €
Bei den W, j € J, handelt es sich um Wrfel mit
QclJw = Qm).
jed
Es gilt
= Voln(Q)
o Vol (Q(n)) = Volh(Q) +1- > b, - a; - P

i=1

e Vol,(Q(n)) = ZVoIn(M), weil W;n W, firj # j' € Jin einer Hyperebene
jed
enthalten und damit Nullmenge ist (Aufgabe A.3.3 und Lemma 1.5.2, i).

Dabei ist P ein Polynom in 7, dessen Koeffezienten aus by — oy.....bn — an be-
rechnet werden kdnnen. Damit ist klar, dass man zu einem vorgegebenem
6 > 0 ein n > 0finden kann, so dass

Vo, (Q(1)) < Voln(Q) + 6.

Nach Satz 1.5.4 gibt es eine Folge von offenen Quadern (&))en. SO dass

e NC [j@/,
I=0

¢ Y Volh(Q) < %
=0

Mit der obigen Konstruktion finden wir zu jedem Quader Q, einen Quader Q,,
der Vereinigung von Wurfeln ist, so dass
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o Q/ Cé/,

e VoI, (Q)) < Vol (Q) + leN.

3
o2
Deshalb gilt

> Voly(Q) < e.
1=0
Der Quader Q) ist Vereinigung von endlich vielen Wurfeln V; ;....,Vis. | € N. Sei
a: N—>{(/,j)en\|xn\|\1gjgs,}
eine Abzdahlung. Dann ist (Wi )xew mit Wy := V4. k € N, eine mdglich Folge
von Wurfeln mit den geforderten Eigenschaften. vV

Seien ¢ > 0 und (Wy)ken €ine Folge von Wurfeln wie in der Behauptung.
Wir schreiben

so dass
Voln(Wy) =df, keN.

FUr k € N und x € W, finden wir (vgl. (18), Bemerkung 1.2.5)

d
IF00 = f(@)y < [F¥) = F(@0]| < C-lIx = aull < C- V- X~ allm < C- V-
Es gilt also

f(We) c W= {xe R"

d
X faw),, < c.\/ﬁ%}, ke,
Wir schlieBen

o F(IN)C W,
k=0

. ivmn(wg) <(C-Vn)-e.
k=0

Damit ist f(N') nach Satz 1.5.4 eine Nullmenge. O

4.2 Die spezielle Transformationsformel

Vermodge der Konvergenzsatze reduziert man den Beweis der Transforma-
tionsformel auf den Fall von Treppenfunktionen. Diesen Schritt werden wir
nun ausfuhren.

4.2.1 Satz (Die spezielle Transformationsformel). Es seien U,V c R" offene Teil-
mengen und p: U — V ein Diffeomorphismus vom Typ €'. Flr jeden kom-
pakten Quader Q c V ist o~ 1(Q) eine endlich messbare Menge, so dass

Voln(Q) = /@w@) ‘De’r(JW(x))‘dun(x).
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4.2.2 Bemerkung. Die spezielle Transformationsformel gilt fur n = 1 (s. Bemer-
kung 4.1.2).

4.2.3 Satz. Safz4.1.1 ist dquivalent zu Saifz 4.2.1.

Beweis. ,Satz 4.1.1 = Satz 4.2.1": Hier wendet man Satz 4.1.1 auf die Funktion
f = xgq an, die nach Satz 3.2.1, ii), integrierbar ist.
L0tz 4.2.1 = Satz 4.1.1": Es sei ¢: R" — R eine Treppenfunktion, so dass

supp(y) C V.

AuBerhalb einer Nullmenge ist sie Linearkombination von charakteristischen
Funktionen von kompakten Quadern, die in V enthalten sind. Satz 4.2.1, Satz
1.6.9,ii), Satz 4.1.3 und die Linearitat des Integrals zeigen, dass die Funktion

b =(1p o p) - |Det(d,,)]

infegrierbar ist mit Integral
| 61800 = [ 00cun(x).
1% u

Behauptung. Es gibt eine Folge (Vi )ken VON Treppenfunktionen mit nachste-
henden Eigenschaften:?

e Vke N: supp(yy) C V.
e |im H?— ’L/Jkll] =0.
k—o00
e Es gibt eine Nullmenge N C V, so dass klim Yr(y) =f(y) faralley € V\ N.
—00

Insbesondere gilt

k—o00

Zundchst gibt es eine Folge (px)ken VON Treppenfunktionen (vgl. Beweis
des Satzes von Riesz-Fischer 1.6.1), so dass

o lim ||f =gy =0,
k—o00

° klim wk(y) = f(y) fur fast alle y € V qilt.
— 00

Weiter gilt ~ ~
VkeN: |f —gr-xv| < [f— il

so dass nach Satz 1.2.8, iv), gilt:
VkeN: |[f—oc-xvih < If = el
Setzen wir gy = ¢ - xv. k € N, dann gilt immer noch
o Jim ||f = &l =0,

° klim ok(y) =f(y) furfast alley € V.
—00

2f sei wie Ublich die Forsetzung von f auf R” durch Null.
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Es sei (A))en €ine Ausschdpfung von V durch Figuren (Hilfssatz 3.2.4). Da @
auBerhalb einer Nullmenge Linearkombination von charakteristischen Funk-
tionen von endlich messbaren Mengen, die in V enthalten sind, ist, folgt leicht
(vgl. Satz 3.A.4):

Jim flox — @k xallh =0, kel

Wir definieren eine Auswahlfolge (/(k))ken. SO dass

- 1
Pk — Px - XA,(k)||1 < K
und definieren
Yk = Pk XAy - KEN.
Die Folge (¥« )ken hat die gewlinschten Eigenschaften. V
Wie bereits festgestellt sind die Funktionen
U =( 0 ) - |Det(dy)], keN,

infegrierbar. Weiter haben wir:
vx e U@ (N): lim d(x) =(f o o) (x ’De’r ))‘.
—»00

Man beachte hier, dass ¢~ nach (18), Bemerkung 10.4.2, ein Diffeomorphis-
mus vom Typ @' ist und daher ¢~'(N) nach Satz 4.1.3 eine Nullmenge. Wir
Uberprifen, dass (sz)kE[N eine Cauchy-Folge bezuglich || - ||; ist: Fur k,/ € N
findet man:

¥ — ¢l =/lj|15k(Y)*1Z/(Y)}dun(y)=/\;|wk(X)*¢/(X)|dMn(X)= [ — il

Dabei haben wir benutzt, dass |, — | eine Treppenfunktion ist, fur die der
Abschluss ihres Tragers in V liegt. Da (¢¥y)ken €ine Cauchy-Folge ist, ist auch
(Jk)kew eine. Aus dem Beweis des Satzes von Riesz-Fischer 1.6.1 folgt nun, dass
(f- ) - |Det(J,)| Uber U integrierbar ist, und

limn wk( )dpn(x)

k—o00

Jm 1/}k( )din(y)

/f \ln(y

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass in Teil i) von Satz 4.1.1 aus der Integrierbar-
keit von f Uber V die Integrierbarkeit von (f o ) - |Det(J,)| Uber U folgt und
dass Teil i) stimmt. Um zu zeigen, dass die Infegrierbarkeit von (f o ¢) - [Det(J,)|
Uber U die Integrierbarkeit von f Uber V impliziert, betrachte man den Diffeo-
morphismus ¢~ ': V — U. O

/(fogp - |Pet (4 (x))|dn(x)
u

4.3 Der Beweis der speziellen Transformationsformel

Wir werden die spezielle Transformationsformel zundchst in einigen Spezi-
alféllen verifizieren. Mit diesen Spezialfdllen kbnnen wir sie durch vollstandi-
ge Induktion auf die Substitutionsregel zurtckfUhren.
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4.3 Der Beweis der speziellen Transformationsformel

4.3.1 Hilfssatz (Permutationen). Esseienc: {1,...n} — {1,....n} eine bijekti-
ve Abbildung und

Po - R" — R"
(XL---,Xn) — (XU(])""'XU([’)))-
Dann gilt die spezielle Transformationsformel fir ..

Beweis. Offenbar gilt
Voln(Q) = Voln (¢, 1(Q))

fur jeden (achsenparallelen) Quader Q ¢ R". Da ¢, eine lineare Abbildung
ist, hat man ((18), Beispiel 6.1.5, ii)

VX eR": Dpy(X) =,

und damit
WX ER™:  |Det(d;, (x)| = [Det(e,)| = 1.

Aus den beiden beobachteten Tatsachen folgt die spezielle Transformations-
formel fUr .. O

4.3.2 Hilfssatz (VerknUpfungen). Es seien U,V, W c R" offene Teilmengen und
0. U— Vundy: V — W Diffeomorphismen vom Typ €'. Wenn die spezielle
Transformationsformel far o und «) gilt, so auch fdr+p o p: U — W,

Beweis. Es seien Q ¢ W ein Quader und A := 4~ (Q). Zundchst schlieBen wir
aus der speziellen Transformationsformel fur «, dass

Voin(@) = [ Det(Jy(y))[din(y) = | xa- [Det(Uuty)|din(v)

Wir benutzen die Tatsache, dass die spezielle Transformationsformel fur ¢ die
allgemeine Transformationsformel fUr ¢ impliziert (Satz 4.2.3). Damit ergibt sich
weiter:

/VXA ' ‘DeT(Jw(V)) ‘dun()/)
/U( xa09)( ]Det ‘ ‘De’r(J¢ )’dun
/U(X@OW °9))(X) - ‘De’f(onga(X)) ‘dﬂn(X)

/ D&t (Jyop (X)) | pin(x)
(o)~ 1(Q)

Im vorletzten Schritt wurde die Kettenregel ((18), Satz 6.3.1) verwendet. Dies
ist die spezielle Transformationsformel fur ) o . O

4.3.3 Hilfssatz (Vom Lokalen zum Globalen). Esseien U,V c R" offene Teilmen-
gen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus vom Typ €'. Zu jedem Punkt x € U
gebe es eine offene Umgebung W, so dass die spezielle Transformationsfor-
mel fur ojw: W — o(W) gilt. Dann gilt sie auch fdr .

Beweis. Wir bilden die folgende Menge von offenen Bdllen in R™:
W:={W=B(X,a) | xeQ", ae Q.o IW cUoffen: Wc W,
und die spezielle Transformationsformel gilt fur
e W — o(W) }.
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Offensichtlich ist die Menge 2¢ abzdhlbar. Damit k&énnen wir
w={Wken}

schreiben. Die Voraussetzung besagt, dass 2 eine offene Uberdeckung von
U ist. Deshalb ist

%:={Wk:=gﬁ(Wk)‘k€N}

eine offene Ubegeckung von V. Die spezielle Transformationsformel gilt auch
far PIW, - Wi — Wi, ke N.
FUr einen kompakten Quader Q c V setzen wir

QﬂWo,
(QQWKH)\(W()U---UWK), k € N.

Ao
Al

Die Menge A ist endlich messbar, k € N: Nach 3.A.3, i), ist sie messbar. (Dazu
beachte man, dass W als offene Menge messbar ist.) Da sie in der kom-
pakten Menge & enthalten ist, ist sie wegen 3.A.3, i), auch endlich messbar.
Ferner haben wir
Q= |A
k=0

Wir berechnen

[O o et 00) ) = OOO / »
X

Xa, 0 9)( ’Def (x)) ]dﬂn(x)
X

/ A, (¥)n(y)
(W)

= ZVoln(Ak) =\Voly(Q).
k=0

Det(J ’dun

>~
]

W

e 10

>~
]
o

Dabei ist der letzte Schritt Satz 3.A.4, der erste folgt analog (Ubungsaufgabe),
und der dritte ist eine Anwendung der Voraussetzung. O

Beweis der speziellen Transformationsformel 4.2.1. Mittels vollstandiger Induk-
tion beweisen wir:

Fur jeden Punkt xg € U existiert eine offene Umgebung Uy c U von
Xo. SO dass die spezielle Transformationsformel fir ¢y, : Uy — ¢(Up)

gilt.

Nach Hilfssatz 4.3.3 folgt die spezielle Transformationsformel fur .

n=1. Hier kbnnen wir Uy = U nehmen: Es seien a < b reelle Zahlen, so dass
[a,b] c V. Dannist o~ ([a, b]) ein abgeschlossenes Intervall ((17), Satz 3.5.3).
Seien ¢ < d reelle Zahlen, so dass ¢~ '([a. b]) = [c, d]. Aus der Substitutionsre-
gel folgt (vgl. Bemerkung 4.1.2):

Vol ([a,b]) =b — a = /[ ; |/ ()| dper (x)
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4.3 Der Beweis der speziellen Transformationsformel

n-1—n. Nach Hilfssatz 4.3.1 und 4.3.2 dUrfen wir ¢ durch ¢, o © ersetzen, o
eine Permutation. Die Permutation o operiert auf J,(Xp) durch Vertauschung
der Zeilen. Da J,,(Xp) invertierbar ist und deshalb keine Nullspalte enthdilt, kdnnen
wir

D1

8—)(1()(0) #0

erreichen, ¢ =(¢1.....pn). Unser Ziel ist es zu zeigen, dass wir ¢1(Xy,.... Xn) = X1,
(X1.....Xn) € U, voraussetzen durfen und so die Induktionsvoraussetzung ins
Spiel bringen kd&nnen. Zu diesem Zweck definieren wir die stetig differenzier-
bare Abbildung

Man beachte

Nach (18), Satz 10.2.1 und 10.2.3 und Bemerkung 10.2.4, ist ¢y auf einer ge-
eigneten Umgebung U von xg umkehrbar, und vy, : Up — W := ¢ (Up) ist ein
Diffeomorphismus vom Typ &'. Mit p := gpo(z/;‘uo)” : W — V gelangen wir zu
dem kommutativen Diagramm

U ——F— V.

Wir schlieBen:
YW =W W) € Wi p(Whee W) = (W1 p2(Wh oo, Wa) e pn(WA e, Wh)).

Nach Hifssatz 4.3.2 reicht es, die Formel fur p und ¢ getrennt zu beweisen.
Ferner dUrfen wir sie nach Hilfssatz 4.3.1 statt fur ¢ auch fUr 7 o ¢ o 7 beweisen,
7R — R”, (X1,.... Xn) —>(X2. X1, X3, .... Xn). Kurzum, es genugt den Fall eines
&' -Diffeomorphismus

xU — Vv
(e Xn) — (Fxr 0 X))

zu untersuchen. Wir weisen auf die Gleichung
V(tz) e U: ’DeT(JX(T,z))’ = ’De’r(JX,(z))‘ @.1
hin.
Es seien Q c V ein abgeschlossener Quader und A := x~(Q). Weiter

schreiben wir fur eine Teilmenge Z c R"und t € R

Zi=m(Zn({f xR)), miRY R, (1.2) — 2,
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Mit diesen Begriffen berechnen wir fur t € R:

LY
Il
—~
=
=
~
Il

{we R | (1, w) € X(A)}

{ weR™[3ze R (1,2) € Anx(t2) =(t, w)}

{WE R [3z€ Ar: x,(z)=w}
xt(Ar).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt die spezielle und allgemeine Transformati-
onsformel fUr y+, SO dass

vO|n,1(X,(A,))=/A [Det(Jy,(@)|cun1(2). teR,

Da Q und A kompakt sind und |Det(J, (1, 2))| stetig, kbnnen wir das Prinzip von
Cavalieri 3.3.3 bzw. den Satz von Fubini 3.1.1 anwenden:

Voln(Q)

/ Vol 1 (@) ()

/ Vol 1 (x(An)di (1)
(U,
(4D /A [Det (U (x) |dn(x)

_ / [Det( () [din(x)
X 1(@)

Det(Jy,(2)) ’dun_1 (z)) du (1)

Die spezielle Transformationsformel gilt somit fUr . O

4.4 Beispiele

Wir wenden die Transformationsformel in einigen Beispielen an. Darunter
befinden sich Diffeomorphismen, die bereits in der Analysis Il vorgestellt
wurden.

Parallelotope

Es sei L: R” — R" eine invertierbare lineare Abbildung. Dazu gehort eine
invertierbare (n x n)-Matrix A, so dass

vxeR": L(x)=x-A

Fur jede integrierbare Funktion f: R" — R ist auch f o L integrierbar mit Inte-
gral

/fdun= IDet(A)] -/foLdun.

Wenn V C R” endlich messbar ist, so trifft dies folglich auch auf L(V) zu, und
es gilt
Vo, (L(V)) = |Det(A)| - Vol,(V).
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4.4 Beispiele

FUr den Einheitsquader

gilt
Vol,(Q) = 1.

Das Bild L(Q) kbnnen wir folgendermaBen beschreiben: Es sei a; = L(g;) die
i-te Zeile von A, i = 1,...,n. Man nennt

P(o1,...,o,,)={x1 i+t A On|0< N <, 0= 1,...,n}
das von a.....a, aufgespannte Parallelotop.

X3 X3

X2 ~> y — X2

/] ,

X

Es gilt
o L(Q)=P(ay,...,an),
e Voly(P(ay,....an)) = |Det(A)|.

Damit k&énnen wir Det(A) als orientiertes Volumen ansehen.

Euklidische Bewegungen

Wenn die Matrix A der orthogonalen Gruppe (s. (18), Beispiel 11.4.5, i) an-
gehdrt, dann gilt nach Definition |Det(A)| = 1, und fur jede integrierbare Funk-

fion f: R" — R folgt
/ foldun= /fdun.

Definition. Eine Abbildung F: R" — R" heiBt euklidische Bewegung, wenn es
eine Matrix A € On(R) und einen Vektor Xy € R" gibt, so dass

VXER": F(X)=Xxg+X-A
Da Jr(x) = AT, x € R", impliziert die Transformationsformel:

Satz. Fur jede integrierbare Funktion f: R" — R" ist auch die Funktion f o F
infegrierbar, und es gilt die Gleichung

/foqun=/fdun

zwischen den Integralen.
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Polarkoordinaten
Far den Diffeomorphismus (vgl. (18), Beispiel 10.1.12, iii)

fi Ruox(0,271) — R?\ (Rsg x {0})

(r.o) +—— (r-cos(p).r-sin(e))
und (t.¢) € Rygx(0,27) gilt
Det(Js(t,¢)) =r.

Seiennun0<a<b,0<a<f<2rund

K:={(r,<p)e[R2}o§r§b, aggpgﬂ}.

Fur jede stetige Funktion g auf f(K) gilt

b B
/ gdun =/ / g(r-cos(y),r-sin(p)) - rdedr.
f(K) a Ja

Damit kénnen wir das uneigentliche Riemann-Integral [~ exp(— 2)dt be-
stimmen (vgl. (17), Folgerung 5.6.20):

</_Z exp( — T2)df>2 _ /jo exp( ,Xz)dx,/oo exp(— y2)dy

o0 — 00

/ exp( — x? — y?)dxdy
R2

oo 2
/ / exp( — r?) - rdedr
o Jo

7r~/ 2r-exp( — r)dr
0

w=—exp(—12)|>"

Damit haben wir die Formel
/ exp(— )dt=/x

bewiesen.

Kugelkoordinaten
Hier betrachten wir den Diffeomorphismus (vgl. (18), Beispiel 10.2.5, iii)

f:[R>0><(O,27r)><< ) — R%\ (Rsg x {0} x R)

_rr
22

(r.o.9) +— (r-cos(y)-cos(?),r-sin(p) - cos(¥),r-sin(¥)).

FUr einen Punkt (r, ¢.49) aus dem Definitionsbereich von f gilt

Det(Je(r. . 9)) = r* - cos(¥)

undflrZahlen0 < a< b, 0<a < 8 <2, —7/2 < v < § < /2, die kompakte
Menge

K:={(r,gp,z9)e[R3]o§r§b,a§<p§ﬂ,7§z9§6}
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4.4 Beispiele

und eine stetige Funktion g auf f(K) findet man
b B 6
/ gdun = / / /g(rcos(<p) cos(d), rsin(yp) cos(v), rsin(d)) r> cos(¥)dvdedr.
f(K) aJady

Wir berechnen abermals das Volumen der Einheitskugel B(0, 1) ¢ R3:

1 z 2m
//2/ r? . cos(¥)dedddr
o J-zJo
13
27r~// r? . cos(d¥)dvdr
0 J-3
1

s
) -r’dr

27 - /o (sin(ﬂ)

Vol,(B(0, 1))

2

=2.sin(%)=2

1
1 1 4
= . 2 = . —.3 = — .
—47r/0ro|r 47r<3r‘0> 37r.

Ellipsoide

Es seien a;....,a, positive reelle Zahlen und

(5 (@) =1}

Offenbar ist E das Bild des Einheitsballs B(0, 1) unter der Abbildung

E:= { (X1,....X) € R”

ffR" — R"
(X1, Xn) > (O1 X1, O - Xn)

und daher B
Voln(E) = ay -+ an- Vola(B(0, 1)).
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Kapitel 5

Dcffenentialformen wnd der Saty
vow Stokes

5.1 Etwas multilineare Algebra

Die in diesem Kapitel zu entwickelnde Theorie der Differentialformen be-
ruht auf der Theorie der alternierenden multilinearen Abbildungen. In die-
sem Abschnift fhren wir in die letztgenannte Theorie ein.

Wir erinnern kurz an den Formalismus der Permutationen ((4), Abschnift 4.1):
Es sei p eine natdrliche Zahl. Eine bijektive Abbildung

o {l,..p}—{1,..p}

heiBt Permutation. Die Permutationen fasst man zu der (fUr p > 3 nichtkommu-
tativen) symmetrischen Gruppe X, zusammen. Flr eine Permutation o € X,
bezeichnet

V(o) :=#{(i,j)\1 <i<j<p: oi) >a(j)}
die Anzahl der Fehistande. Die Abbildung
e Xp — {£1}
o — e(o)=(—1)")
ist ein Gruppenhomomorphismus.

5.1.1 Definition. Es seien p € N und V ein reeller Vektorraum. Fir p = 0 sei
V*P = R.

a) Eine Abbildung w: V*P — R ist eine mulfilineare Abbildung, wenn sie
in jeder Variablen linear ist:

Vie{l,..p}VVi, Vi1, Vil Vo, U Ww e VWA p e R
WV, Viel A U e W, Vi, Vp)
=AWV e Vie U Vgt e, Vp) + i (Ve e, Vi1, WL Vit e, Vp).

Man setzt
(V)P = {w: VAP R |wist munnineor}.

b) Es sei p € N. Eine multilineare Abbildung

w: VP 5 R
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ist eine alternierende p-Form, wenn gilt:
Vo € Zp¥vi, ., Vp € Vi w(Ve1y, o Vo)) =€(0) - w(Vy, ..., V).

Eine alternierende 0-Form w identifizieren wir mit der reellen Zahl w(1).
¢) Fur p € N definieren wir den Vektorraum

P
/\ V*= {w: VP 3R \ w ist eine alternierende p-Form }

5.1.2 Bemerkung (vgl. Aufgabe A.7.1). Eine Multilinearform w: V*P — R ist
genau dann alternierend, wenn sie folgende Eigenschaft hat:

VWi Ve 31<i<j<p:vi=Vv, = wV,..Vp) =0,

d.h. sobald zwei Eintfrdge im Argument Ubereinstimmen, verschwindet die
Form.

5.1.3 Beispiele. 1) Es gilt A\° V* = R, A' V* = Homg-yr(V., R).
i) Far eine Multilinearform w: V*P — R definieren wir
Alf(w): VP — R

(V],...,Vp) — Z 5(0')"*}(\/0(1)"“’\/0(!3))'
o€Xp

Man sieht ohne groBe Mihe ein, dass Alt(w) eine alternierende p-Form ist.
i) Far V = R ist
(RM*" — R
Viir, -+ Vin
(Viveoes Vi) Vi =(Vit oo Vip), 1= 1,00+ Det | ,
Vn1 e Vinn
eine alternierende n-Form.
iv) Allgemeiner definieren wir fir V =R", 1 < p < nund  =(i1, ..., ip) € N*P

mit
T<h<hb< - <lp1<ipb<n

die alternierende p-Form
dx;: (R"*P — R
Vi =+ W,
(V1. Vo), Vi=(Vi, e Vin) 1= 1,..n —— Det
Voi, = Vo

5.1.4 Bemerkung. FUr natdrliche Zahlen 1 < p < nsei

Pon :={/=(i1,...,ip) EN*P|1<i < --.<ipgn}.

o)

In der Tat stellt man Uber die Zuordnung

Es gilt

/=(i],...,ip) — {i],...,ip}

eine Bijektion zwischen 7, » und der Menge der Teilmengen von { 1,...,n} mit
genau p Elementen her. Die Anzahl der Elemente in der letztgenannten Men-
ge lasst sich leicht bestimmen, und man erhdlt die angegebene Formel.
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5.1 Etwas multilineare Algebra

5.1.5 Satz. Esseien 1 < p < n naturliche Zahlen. Die alternierenden p-Formen
dx;: (R"Y*P — R, € Pn.

bilden eine Basis des Viektorraums \P(R")*. Insbesondere gilt

ane () 3)

Beweis. Wir betrachten zundchst den Vektorraum
Mult(n, p) := (R™)*F
aus Definition 5.1.1, a). FGr I =(iy, ..., ip) € { 1.....n } *P definieren wir
e :=(&y.....e,) €(R")*P
und
wi (RM*P — R
(@l wap)e(@Paf)) — ap-----af.

Dies ist eine multilineare Abbildung, und es is leicht zu sehen, dass die Familie
(Wi 1...nyxe €iNne Basis fur Mult(n, p) bildet, so dass sich insbesondere

dim(Mult(n, p)) = n°

ergibt. Insbesondere erkennen wir, dass w,w’ € Mult(n, p) genau dann gleich
sind, wenn

Vie{l...n}*P: w(e)=uw(e) 5.1
Esseien I, J =(ji.....Jo) € 7p.n. Man berechnet
o [ 1, fallsl=J
(6.0 ) = 0y = { 0, fallsl#J 62
Es folgt, dass
(dX/, | e 7p,n)

eine linear unabhdngige Familie von Vektoren in AP(R™)* ist.
Um nachzuweisen, dass es sich auch um ein Erzeugendensystem handelt,
betrachten wir eine Form w € AP(R™)*. FUr I =(iy, ..., Ip) € Dp.n SEI

g, = w(e;] Y e,p).
Damit definieren wir die alternierende p-Form
W= Z Q- dx,.
qup,n

Es bleibt zu zeigen, dass
w=uw.
Far I =(ih,....ip) € {1....n}*P gibt es entweder Indizes 1 < u < v < n mit

I, =1, 50 dass
w(e) =0=uw'(ey)

nach Bemerkung 5.1.2, oder es gibt genau eine Permutation o € X, so dass

I, :=(I'g(1), ---:ia(p)) € 701”'
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Aus

w(ey,) =e(o) w(e)
und

w'(ey,) =¢e(0) -w'(e)
folgt

V/E{],...,H}Xp! w(e/)=w’(e,).
Wie zuvor erlGutert (s. (6.1)), ergibt sich daraus die gewlnschte Gleichheit
w=w. O
Das duBere Produkt

Fur p, g € N sei
Xo.q :={O’EZp+q‘U(])<"'<J(p) unda(p+1)<~~~<a(p+q)}.

5.1.6 Bemerkung. Es sei ¢ € Xpiq. Dann finden wir genau eine Permutation
Te € Xpig Mit

und folglich auch

{7+ 1), to(ptq) }={a(p+1)...0(p+Qq)},

so dass
(1)< - <15(pP) UNd 7,(Pp+1) < - <T1,(D+Q).

Umgekehrt gibt es zu einer gegebenen Permutation = € X, 4 genau p! - g!
Permutationen o € Xp1q mit

Te =T,

5.1.7 Definition. Es seien V ein reeller Vektorraum, p, g € N, a € AP V* und
B € N\ V*. Die Multilinearform

aAB: VP R

ViseiiVprg) = D €(0) - aVo(1) i Vo(p) - BVo(ort) s oes Vo(pra))
0€Spg

heiBt das duBere Produkt oder Dachprodukt von o« und .
5.1.8 Bemerkung. Falls « € A\° V* = Rund 8 € A% V*, dann gilt
aANB=a-f,

d.h. das duBere Produkt stimmt mit der Multiplikation von g8 mit dem Skalar o
Uberein.

5.1.9 Lemma. In der Situation von Definition 5.1.7 ist a A\ B eine alternierende
(b +q)-Form.

Beweis. Bei
a® B vxPta) R

(Vs Vorg) = a(Vi,, Vp) - B(Vpit o Vpig)

100



5.1 Etwas multilineare Algebra

handelt es sich um eine Multilinearform. Dazu gehort die in Beispiel 5.1.3, ii),
angegebene alternierende (p + q)-Form Alt(a ® 8). Mit der Diskussion aus Be-
merkung 5.1.6 und der Tatsache, dass « und g alternierend sind, Uberpruft
man leicht:

Vo € Xp+qVV1,..., Vp+qg E(O’) ~OL(VU(1), e Va(p)) ~ﬂ(Va(p+1), e Va(p+q)) =
=e(70) - Ve, (1) s Vo (p) - BV, (p#1) s o0 Vi, (prg))-
Daraus leitet man

1

omﬂ=—p!.q! -Alf(a ® B)

ab. Diese Gleichung zeigt, dass a A 8 alternierend ist. O

5.1.10 Beispiel. Es sei V ein reeller Vektorraum.
D Fira, 8 A' V- und u, v € V berechnet man

(anB)(u.v) =alu)-B(V) —a(v) - B(u).

i) Es seien o € A' V*, B € A°V*und u, vund w € V. In X, findet man
folgende Permutationen:

Permutation | ¢
o1 =(1,.2,3) | 1
0 =(2,1,3) | —1
03 =(3,1,2) | 1

Daraus folgt

(anB)(u, v, w) a(Uu) - (v, w) —a(v) - B(u,w) + a(w) - (U, V)

a(u) - B(v.w)+a(v) - B(w,u) +a(w) - 8(U, V).

5.1.11 Satz. Es seien p, q, s und n natdrliche Zahlen und V' ein reeller Viektor-
raum.
i) Die Abbildung

P q p+q
:/\V*x/\V* — /\v*

() — anp

>

ist bilinear.
iy Das GuBere Produkt ist assoziativ, d.h. fira € \PV*, g€ N9V* und~ €
N\’ V* gilt die Identitét
(aAB) Ny =an(BAy).
iy Far I (i, ....Ip) € 2p,n hat man

dx; =dx; A--- A dX,.
iv) Fira € AP V* und g € N9 V* gilt
BAa=(—=1)P9 anB.

Beweis. Teili) ist sofort klar. Fur Teil ii) beobachten wir zuerst, dass fur Multiline-
arformen

AV — R,
p: VX — R,
viV¥ — R
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offenbar
A@p) @v=A(u®v)

gilt. Weiter Uberpruft man

At @ ) CAIF(AIF(N) @ Alt(1)) = AlH(A) A Al(w).

T
Mit diesen Informationen berechnen wir:
1

(A B) Ay P (At ® ) Ay)

pl-q
1
T Plgiprals Alt(Alt(a © §) © 7)
= L ] - Alt(Alt(a @ 8) @ Alt(y))

pl-g-st (p+qg)l-s
1

= oo Alt((a® B) @ )
= ﬁ -Alt(a®(8® 7))

= an(B A7)

iii) Diese Aussage beweisen wir durch Induktion Uber p. Fur p = 1 ist nichts zu
zeigen. FUr den Schluss von p — 1 auf p fixieren wir [ =(iy, ..., Ip) und J =(j, ..., jp)
aus der Indexmenge 7,,,. Mit der Formel fur das duBere Produkt berechnen
wir

(AXh.ip_r) A OX,) (80 €))
o

= D> (=P Xy ) (€ €, €y ©),) - X (€))
i=1

= Iy

Mit dieser Beobachtung, der Induktionsvoraussetzung und der Assoziativitat
des AuBeren Produkts erkennen wir

dx; = dxg,,.., o) dx;, = dx, A---AdXx,_ AdX,.

Damit sind wir am Ziel.
iv) Wir zeigen durch Induktfion Uber g, dass man das Tupel durch

(l...p.p+1,..p+Q)
durch p - g Transpositionen in das Tupel

(p+1,...0+a.1,..0)

UberfUhren kann.
Far g = O ist nichts zu zeigen. Fur g > 1 kann man das Tupel (1,....p.p +
1,....p+ q) durch p Transpositionen in das Tupel

(P+1,1...p.p+2,..p+Q)

umformen. Die Induktfionsvoraussetzung impliziert, dass wir nach p-(g—1) wei-
teren Transpositionen bei (p+1,....p+q. 1,.... p) ankommen. Insgesamt haben
wir p+ p-(g— 1) = p- g Transpositionen benutzt.
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Far p = 1 und g = 1 folgt die Formel sofort aus der Definition (s. Beispiel
5.1.10, i). Wegen iii) und obiger Rechnung gilt fur | =(iy,....ip) € Ppn Und J =
(1:vida) € Pan

ax; A dx;

(dx, A= Adx)A(DX, A - Adx)
(—1P9a. ((dXﬁ A= A X ) A(AX, /\"'/\dxip))
= (*])p‘q'dXJ/\dX/.

Aus der Bilinearitdt des duBeren Produkts folgern wir, dass die behauptete
Formel fur alle a € AP(R")* und 3 € A9(R")* korrekt ist. O

5.1.12 Bemerkung. Wir definieren
n p
A= P AR
p=0
und durch bilineare Forsetzung das Produkt

AAXA— A

Der Vektorraum A zusammen mit A ist dann eine sogenannte graduiert kom-
mutative' R-Algebra.

Riicktransport

5.1.13 Definition. Es seien p € N, V, W reelle Vektorrume, L: V — W ei-
ne lineare Abbildung und w € AP W*. Der Rlcktransport von w Uber L ist die
alternierende p-Form

[(w): VP — R
(V1o Vp) — w(L(V1). .. L(Vp))

auf V.

5.1.14 Satz. Es seien p, mund n € N, U, V und W reelle Vektorrdume und
K:U— VundL:V— W lineare Abbildungen.
i) Die Abbildung
p p
s AW — AV
w — [(w)

ist linear.
iy FUr jede alternierende p-Form w € \P W* gilt

(Lo K)*(w) = K*(L* ().

iii) Fir « € \P W* und g € A7 W* hat man die Formel
L*(a A B) = L*(a) A L*(B).

iv) Esseien V =R™, W =R",

A =(O[j) i=1,.m

J=l...n

1Sie ist nicht kommutativ im Ublichen Sinne. Es gilt ein ,Kommutativgesetz mit Vorzeichen™: Fur
ein Element « vom ,Grad" p und ein Element 3 vom Grad ghat man A a=(— 1)P"9a A 8.
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eine (m x n)-Mafrix und

L:R" — R
vV — VA
Farl=(h,....io) € 2o.m und J =(j1.....Jpo) € Pp.n S€I
Qnp -0 Qi
Ay = :
Qi =+ G
Damit gilt
L*(dyy) = > Det(Ay) - dx.

i Eqp,m

Beweis. Die Teile i) bisiii) verifiziert man ohne groBe Muhe mit den Definitionen.
Iniv) gilt far I =(iy, ..., Ip) € Zp,m und J =(j1.....Jp) € Zon

L*(dyy)(ey....e,) = dys(L(ey).....L(e))

Tiyjy Tijo
= Det :
ofph ofpfp
= DeT(A,J)
nach Definition von dy, in Beispiel 5.1.3, iv). O

5.2 Differentialformen

Eine Differentialforrn vom Grad p auf einer offenen Teimenge U c R" ist
eine Familie von alternierenden p-Formen w(x), x € U, die (hinreichend oft)
differenzierbar von x abhdngen. Den Kalkdl fur Differentialformen erhdailt
man, indem man die multilineare Algebra aus dem vorigen Abschnitt mit
den Differentiationsregeln aus der Analysis Il (z.B. (18)) kombiniert. Firn=3
gewinnt man den in der Physik gebrduchlichen Formalismus von Gradient,
Rotation und Divergenz.

5.2.1 Definition. a) Es seien p € N und U c R" eine offene Teilmenge. Eine
glafte Differentialform vom Grad p (kurz: eine glafte p-Form) auf U ist eine
unendlich oft differenzierbare Abbildung

p
w: U— AR,
d.h. fUr jedes Indextupel | =(ii, ..., Ip) € p.n sOIl die Funktion
p
a:U = AR — R
¢ — (& 8))

unendlich oft differenzierbar sein.
Schreibweise: w = » ~ a/dx.
/eqp,n
) Mit 2P(U) bezeichnen wir den Vektorraum der glatten p-Formen auf U.
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5.2 Differentialformen

5.2.2 Bemerkung. Allgemeiner kbnnen wir fur k > 1 auch k-mal stetig differen-
zZierbare Abbildungen

P
wi U— \(R")*

zulassen. Wir sprechen dann von einer k-mal stetig differenzierbaren p-Form.

Das duBere Produkt

5.2.3 Definition (vgl. Definition 5.1.7). Es seien p,g € N, U c R" eine offene
Teilmenge, a € 2P(U) und g € 29(U). Das duBere Produkt oder Dachprodukt
von « und g ist die glatte (p + g)-Form

p+q
anB:U — AR

X — alx)AB(X).

Gilt p=0,d.h.ist a: U — R eine unendlich oft differenzierbare Funktfion, dann
schreiben wir auch (vgl. Bemerkung 5.1.8)

af i =a-B :=aANp.

Riicktransport

5.2.4 Definition (vgl. Definition 5.1.13). Esseienp € N, U ¢ R™und V ¢ R"
offene Mengen, f: U — V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung und
w € NP(V). Der Rucktransport von w Uber f ist die glatte p-Form

P
ffw:U — AR
X Df(x)*(w(f(x)))

auf U.

5.2.5 Satz. Esseienp € N, U c R/, V ¢ R™ und W c R" offene Teilmengen
sowie f: U— Vundg: V — W unendlich oft differenzierbare Abbildungen.
i) Die Abbildung
f:QP(V) — QPU)
w
ist R-linear.
i) Furw € QP(W) gilt
(fog)*(w) = g (f*(w)).
i) Far o, p € 2P(V) gilt

fanp)=F(a) A g (B).

iV) Es seien | =(i], ---,ip) c ‘7/:),/ und J =(j1, ,,,,jp) S 7p,m- Fury c V sei
of of;
or of o, ) )
= (gE0) =] -
u pat=Lo P 9y (x) - %(X)
axb BX,'D
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Dann gilt
(f*(dx)))(x) = ) _ Det (g—g(x)) -dx;.

/€7p,m

Beweis. Teil i) undiii) folgen sofort aus Definition 5.2.4 und Satz 5.1.14. Fur Teil ii)
bendtigt man zusaizlich noch die Kettenregel ((18), Satz 6.3.1). Beiiv) beachte
man schlieBlich, dass

vx e Uvv e R':  DF(x)(v) =V Ji(x)
gilt, und wende Satz 5.1.14, iv), an. O
5.2.6 Beispiel. Wir betrachten die Polarkoordinaten

f: Ruox(0.21) — R2\ (Rsg x {0})
(r.9) —— (r-cos(¥),r-sin(v)).

Die Jacobi-Matrix in einem Punkt (r,9) € Rsgx (0, 27) ist

_( cos(¥) —r-sin(¥)
J(r.9) -—( sin(?)  r-cos(v) )

Man berechnet:

f*(dx) = cos(¥)dr—r-sin(d)dy,
f*(dy) = sin(¥)dr+r-cos(¥)ddy,
fF(dxAdy) = r-drAdd.

Die GuBere Ableitung

5.2.7 Definition. Es seien p € N, U C R" eine offene Teilmenge und w € 2P(U).
Die duBere Ableitung von w ist die glatte (p + 1)-Form?

p+1
dw: U— AR")*

mit

O
*
>

Q

dw(X)(VL---IVpH) = (* .l)j-'-1 Vi - _‘w(X)(V1f---ij—LVj+1:---:Vp+1)

i=1

-
1]

frxevund v, =(vj,...Vjpn) eR"j=T1,...p+ 1.

5.2.8 Beispiel. Es sei f € 29(U), d.h. f: U — R ist eine unendlich oft differen-
zierbare Funktfion. Nach Definition 6.2.7 gilt fur x € Uund v =(vy,..., vVh) € R™

df(x)(v) = Z V- g—;(x) = v - Grad(f)(x)". 6.3
i=1 I
Somit gilt
L of
df(x) = a(x)dx,, x e U.

i=1

?Die Tatsache, dass dw(x), x € U, alternierend ist, wird sich in Beispiel 5.2.8 und Satz 5.2.9, i),
zeigen.
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5.2 Differentialformen

5.2.9 Satz. i) FUr p € N, eine offene Teiimenge U c R" undw = Z,Eqm adx €
QP(U) gilt:

dw = Z da; A dx,.

/eqp,n

i) (Leibniz-Regel) Fur p,q € N, eine offene Teilmenge U C R", a € 2P(U)
und g € 29(U) hat man

dlaAB)=danB+(—1P.-aAds.
i) Fur p € N, eine offene Teilmenge U c R" und w € QP(U) gilt
d(dw) =0.

iv) Es seienp,g € N, U c R™ und V c R" offene Teilmengen und f: U —
V' eine unendlich oft differenzierbare Abbildung. Dann ist fir w € QP(V) die
Gleichung

d (f*(w)) = f*(dw)

erfallf.

Beweis. i) FUr x € Uund v; =(Vj,....Vjn) € R", i =1,..,p+ 1, berechnet man
ausgehend von der Definition:

dw(X)(VL vees Vp+1)

p+1l n 9
_ 1.
= 22 ="y a_XiW(X)(VL---'Vj—1fV/'+1""'Vp+1)
j=1 i=1
p+l n
80/
= ZZZ H Vii W(X)dX/(VL---,\/1—1,\//+1,---,Vp+1)
=1 i=1 1€9%n !
1
aCI/ & i
= Z Z 8x Z — IV XV Vi1 Vi e Vo)
=1 1€9pn j=1

=(dx; AdX)) (V1. ..., Vo)

(Z ( g—( )dX/) AdX/) (V1,00 Vo)
1€9on \ i=1

528
) <Z day(x /\dX,)( Lo Vo).

qupn

i) Hier bemerken wir zundichst, dass dp: 2P(U) — 2P, w +— dw, eine
R-lineare Abbildung ist. Weiter ist das GuBere Produkt ,A" nach Satz 5.1.11,
i, bilinear. Deshalb durfen wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass a = adx; und S = bdx; fur geeignete unendlich oft differenzierbare
Funktionen a,b: U — R und Indextupel | € 795, und J € 92q,. Es gilt dann
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a A p=a-bdx Adxy. Miti) ergibt sich

d(anp) = d(a-bdx Adx)

n
o(a-b)
Z ax; dx; A dx; A dx)

i=1

" da . ob
= > a—)(i-bdxiAdX,Ade+§o- a—xidx;/\dx,AdXJ
" 9a " ob
<;=1 a—XidX,'/\dX,> A bdx+(— 1)P - adx; A (; a—Xidx,Ade>

daAp+(—=1P-aAndg.

Dabei haben wir bei der zweiten Umformung die Produktregel fur partielle Ab-
leitungen benutzt ((18), 5.1.5, i) und bei der dritten die Bilinearitdt des duBeren
Produkts (Satz 5.1.11, ).

iii) Wir beweisen zundchst zwei Spezialfdlle:

a) Fur /e 9, und w = dx; gilt offenbar
—w(X)(V1,...Vp) =0, vi,...VvpeR", i=1,..n,

oX;

und damit
dw =0.

b) Es sei f € 2°(U), d.h. f: U — V ist eine unendlich oft differenzierbare

Abbildung. Wir haben
n
d a—fdxi
i=1 0%

[~ 9 of
(Satz 5.2.9, i), und a) > dx; | Adxi

d(df)

— | = 0x 0x,
i=1 j=1
. o of 0 of
@ax;Andx;=0,i=1,...n) = p (a—xja—xid&AdXﬁa—Xia—de)quxj)
(1)€%2n
0 of 0 of
= Z (a_m_)g_a_&a_m)d“dxf“
(111)672,n

Die Behauptung folgt jetzt aus dem Satz von Schwarz ((18), Satz 5.3.4).

FUr eine beliebige glatte p-Form w = Z,e.?m a,dx; auf U gilt nach i), i), a) und
b), dass

d(dw) =d<z da,/\dX/> = ) d(da)Adx =0.

1€9p.n 1€7pn

iv) Auch hier beginnen wir wieder mit einigen Spezialfdllen:
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5.2 Differentialformen

a) Furge 29(V), x € Uund v € R™ finden wir
F(dg)(x)(v)
(6.3

(Eigenschaften der Transposition)

(Kettenregel (18), Satz 6.3.1)
6.3

dg(f(x))(v - Jr(x)")

v Ji(x)" - Grad(g)(f(x))’
v (Grad(g)(f(x)) - Js(x))’
v - Grad(go f)(x)'
d(gof)(x)(v)
d(r*(9)) () (v).

b) Esseieni € {1,...n}und g: V — R, (V1..... ¥n) +— ;. Wir schreiben
weiter f =(fi, ..., f,). Aus a) folgt

f*(dy;) = f*(dg) = d(g e f) = df.

Il 1l

c) FurJ=(ji,....Jp) € 7p folgt

d(f*(dyJ)) Satz 5.;.11,iii)

(Safz 5.2.5, iii), und b)

d(f*(dy, A---Ady,))
d(dfy A---Adfy)
= 0.

Die letzte Gleichung ergibt sich dabei aus der Leibniz-Regel und Teil iii).

Fur eine beliebige glatte p-Form w = ZJG%H b,dy; auf V kdnnen wir nun fol-
gendermaBen vorgehen:

d(F ()

d( ) f*(bm*(dm)

Jeqpﬂ

(Leibniz-Regel und ¢)

S d(r(by) A (dy))

J€‘7p,n
a = Y f(d(by) A (dys)
J€‘7p,n
(Satz 5.2.5,ii) = f*(Z de/\dYJ)
JE?Qn
Teild) = f*(dw).
Damit ist die gewunschte Identitdt nachgewiesen. O

5.2.10 Definition. Es seien p € N, U C R" eine offene Teilmenge und w € QP(U).
a) Die glatte p-Form w ist geschlossen, wenn dw = O gilt.
b) Falls p > 1 und eine glatte (p— 1)-Form ¢ auf U mit dyp = w existiert, dann
nennen wir w exakt.

5.2.11 Bemerkung. Es sei U c R" eine offene Teilmenge.

i) Wegen Satz 5.2.9, i), ist jede exakte Form geschlossen. Jede glatte n-
Form auf U ist geschlossen.

i) Die Frage, ob fUr n = 1 eine Funkfion f: U — R eine Stammfunktion
besitzt (vgl. (17), Bemerkung 5.3.4), wird zu der Frage verallgemeinert, ob fur
1 < p < njede geschlossene p-Form auf U exakt ist. Diese Frage kann z.B.
fur sternférmige Gebiete bejaht werden (Lemma von Poincaré,? s. Aufgabe

3Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), franzdsischer Mathematiker, theoretischer Physiker und Phi-
losoph.
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A.7.5, ¢). FUr andere Gebiete ist sie aber falsch (Beispiel 5.7.4, ii). Die Antwort
auf die obige Frage hdngt also mit der ,Geometrie™ des Gebiets zusammen.

i) FUr 0 < p < nseidp: 2°P(U) — 2P*1(U) die lineare Abbildung w +— dw.
Mit der offensichtlichen Definition fur d_; erhalten wir die Sequenz

0 R 221 0(U) —%5 0\(U)

Dabei gilt

d] dn—l

) 2 0.

dpode_1=0, i=0,..,n.

Die obige Sequenz heit der de Rham?-Komplex von U.
Falls jede geschlossene glatte Form auf U exakt ist, gilt

Im(dp_1) =Ker(dp), p=1,..n

In diesem Fall sagt man, dass der de Rham-Komplex von U exakt ist.

Differentialformen in Dimension 3

Wir besprechen noch den Zusammenhang mit der vor allem in der Physik ge-
bré&uchlichen Notation fur Vektorfelder auf offenen Teilmengen des R3. Nach
Beispiel 5.1.3 und Satz 5.1.5 gilt:

0
o« A(R®* =R,

1
o A(R®)* = R® Als angeordnete Basis wahlen wir (dx, dy, dz).

2
o A(R%)* = R® Als angeordnete Basis wahlen wir (dyAdz, dzadx, dxAdy).

3
o /\([R3)* =~ R. Als Basisvektor nehmen wir dx A dy A dz.

Es seien U c R® eine offene Teilmenge und

Vekt(U) = { v: U — R®| vist unendiich oft differenzierbor}

der Vektorraum der glatten Vektorfelder auf U.% Wir erkl@ren die Isomorphis-
men

a: Vekt(U) — 2Y(U)

v=(a,b,c) — «ay:=adx+bdy+cdz,

w: Vekt(U) — Q2(V)

v=(a,b,c) — wy:=adyAdz+bdzAdx+cdxAdy.

5.2.12 Bemerkung. Diese Isomorphismen induzieren den Isomorphismus

*x 2W(U) — Q%)
adx+bdy+cdz —— adyAdz+bdzAdx+cdxAdy,

der sich Hodge®-Operator nennt.

4Georges de Rham (1903 - 1990), schweizer Mathematiker.

5Ein Vektorfeld v: U — R3 soll man sich als eine (unendlich oft differenzierbare) Abbildung
vorstellen, die jedem Punkt in U einen Tangentialvektor zuordnet.

SWilliam Vallance Douglas Hodge (1903 - 1975), britischer Mathematiker.
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5.2 Differentialformen

FUr ein Vektorfeld v =(a, b, ¢) auf U gilt somit

day, = d(adx+ bdy + cdz)
oc 0b 0a Jdc ob  oda
= (a_y_E)dy/\d”(&_ﬁ)dZAdX-F(W_a_y)dX/\dy'

Damit gehort day, zu dem Vektorfeld
Rof(v)-— %,%8_07%%,8_0
“\dy 0z'0z Ox ox oy

der sogenannten Rofation des Vektorfelds v. Mit dem Vektor

o 0 0
V‘(m—y'&)

von Differentialoperatoren schreibt man formal
Rot(v) =V x v.

Dabei steht ,x" flr das Kreuzprodukt von Vektoren im R3 ((4), Abschnitt 0.5).
Weiter berechnen wir

dw, d(ady Adz + bdz A dx + cdx A dy)
oa o0b oc
(W +8_y +E> dx Ady Adz.

Der Ausdruck
Div(v) = oa + 9b + oc
T ox 9y 0oz

wird die Divergenz des Vektorfelds v genannt und formal als
Div(v)=V v

geschrieben. Hier steht - flr das Standardskalarprodukt auf R3.
Far eine differenzierbare Funktion f: U — R gilt nach Satz 5.2.9, iii), und
den obigen Rechnungen:

0 =d(df) = d(aerad(r)) = Wrot(Grad(f)) -

Rot(Grad(f)) = 0.

Ebenso findet man fur v € Vekt(U):
0 = d(day) = dwpot(v) = Div(Rot(v))dx Ady A dz,
d.h.

Div(Rot(v)) = 0.

SchlieBlich ist der Laplace’-Operator als

A QOU) — %)
02 P

f — —f+—f+

2t
ox2°  9y2  9z2

definiert. Fur f € 2°(U) gilt

7Pierre-Simon (Marquis de) Laplace (1749 - 1827), franzdsischer Mathematiker und Astronom.
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A(f) = Div(Grad(f)).

Mit dem Hodge-Operator aus Bemerkung 5.2.12 1&sst sich diese Identitat in
der Form

d(x(df)) = A(f) -dx Ady Adz

schreiben.

5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Benutzt man den Formalismus der Differentialformen, um das Integral Uber
eine Untermannigfaltigkeit zu definieren, dann muss man diese Unterman-
nigfaltigkeit erst mit einer Orientierung versehen. Dies ist der Tatsache ge-
schuldet, dass in der Transformationsformel 4.1.1 der Betrag der Determi-
nante der Jacobi-Matrix auftritt, in der Transformationsformel fur Differenti-
alformen (Satz 5.2.5, iv) nur die Determinante der Jacobi-Matrix.

Orientierte Vektorrdume

5.3.1 Definition. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zwei an-
geordnete Basen (vy, ..., vp) und (v;, ..., v},) von V sind orientierungsaquivalent,
wenn die lineare Abbildung

LV —V

mit
die Bedingung

erfullt,

5.3.2 Bemerkung. i) Es sei (v;,...,vn) eine angeordnete Basis des R-Vektor-
raums V. Dann ist

dvi: V. — R
n
Z )\j Vv Aj
j=1
eine alternierende 1-Form auf V,i=1,...,n, und der Vektor
dviA---AdV,

ist eine Basis fur A" V* (vgl. Satz 5.1.5).
FUr zwei angeordnete Basen (v, ..., vp) und (vq, ..., v},) gilt nach Satz 5.1.14,
iv), dass
L*(dvy A--- AdV)) =Det(L)-(dvy A -+ AdVp).
Mithin sind zwei Basen (vi,...,vp) und (v1,...,Vv},) genau dann orientierungs-
Aquivalent, wenn es eine positive reelle Zahl a gibt, so dass

dviA---Adv,=a-(dvy A Advy).

i) Man sieht leicht, z.B. mit der Diskussion in i), dass ,Orientierungsaquiva-
lenz® eine Aqguivalenzrelation auf der Menge aller angeordneter Basen von V
ist.
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5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

5.3.3 Definition. a) Es sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Eine Ori-
entierung von V ist eine Orientierungsdquivalenzklasse angeordneter Basen
von V.

Schreibweise. Die Orientierungséquivalenzklasse der Basis (vy, ..., Vp) wird mit
[V1...., Vo] bezeichnet.

b) Ein endlichdimensionaler R-Vektorraum V zusammen mit einer Orientie-
rung [V, ..., Va| ist ein orientierfer R-Vektorraum.

c) Esseien (U, [uy.....up]) und (V,[v1..... Vi]) orientierte R-Vektorrdume. Ein
linearer Isomorphismus L: U — V ist orientierungsfreu oder orienfierungser-
haltend, wenn die Basis (L(uy). ..., L(un)) orientierungséquivalent zu der Basis
(V1..... Vn) ist. Andernfalls ist L orientierungsumkehrend.

d) Die Standardorientierung des R" ist durch die Orientierungséquivalenz-
klasse der Basis (e, ..., en) gegeben.

5.3.4 Bemerkung. Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum hat genau
zwei Orientierungen.

Orientierte Untermannigfaltigkeiten
5.3.5 I])efinition. Es sei M c R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom
Typoe)lfline Karte fGr M ist eine Abbildung ¢: V — U, so dass gilt:

e V C RKist ein Gebiet,

e p: V — R" ist ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Fidchen-
sttick 8

o U=gy(V)C M.

b) Ein Atlas fdr M ist eine Familie (¢;: V; — U))ic; von Karten fUr M, so dass

M=Ju

iel

c) Ein Atlas (¢;: Vi — U,)jes fUr M ist orientiert, wenn fUr i,j € | und den
Kartenwechsel’

-1
— i P —

it o) (UinU) =5 Uin U = ¢ (Uin U)

gilt: Die lineare Abbildung
Dyj(y): R — R¥
ist orientierungstreu, y € <p,f] (Unuy).
d) Zwei orientierte Atlanten (¢;: V; — Uj)ig; und (¢} V] — U))jey fir M
sind orientierungséquivalent, wenn der Atlas
((p,ﬂ Vi— Ui € /,gpj-: \/j/ — U//je J)

orientiert ist.

8(18), Definition 11.3.1.
9Bei diesen und weiteren VerknUpfungen werden wir die Einschréinkungen auf den jeweiligen
Definitionsbereich der Einfachheit halber unterdricken.
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5.3.6 Bemerkung. i) In unserem bisherigen Formalismus verbirgt sich ein kleines
technisches Problem: Bisher ist jede Menge [ als Indexmenge fur einen Atlas
zugelassen. Da es aber die ,Menge aller Mengen® nicht gibt (s. (17), 1.2.2),
gibt es auch die Menge aller Atlanten einer gegebenen Untermannigfaltig-
keit M c R" nicht. Daher betrachten wir nur Atlanten der Form (py: Vy —
U)yew. fUr die & c 7(M) eine Teilmenge der Menge aller offenen Mengen
7(M) in M ist.0

ii) Es ist jetzt leicht zu sehen, dass wir in Definition 5.3.5, d), eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der orientierten Atlanten der Form (py: Vy — U)yez.
% C 7(M), definiert haben.

iii) Es sei (¢;: Vi — U))i¢ €in orientierter Atlas fur die Untermannigfaltigkeit
M c R FUrie U und x € U sei y € V; der Punkt mit ¢;(y) = x. Der Tan-
gentialraum T,M von M an x ist nach (18), Satz 11.4.3, das Bild der linearen
Abbildung

L:= Dyi(y): RK — R",

Wir erhalten die Orientierung [L(ey), .... L(ex)] von TxM. Da der Atlas als orien-
tiert vorausgesetzt wurde, hangt diese Orientierung nicht von der Wahl des
Index i € I mit x € U; ab. (Ubung.)

5.3.7 Definition. Es sei M C R"” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom
yp €'

a) Eine Orientierung von M ist eine Aquivalenzklasse eines orientierten At-
las (py: Vy — U)ycz. Dabeisei % c 7(M).

b) Die Untermannigfaltigkeit M ist orientierbar, wenn sie eine Orientierung
besitzt.

5.3.8 Bemerkung. i) Mit Bemerkung 5.3.6, iii), sehen wir, dass das Datum einer
Orientierung von M équivalent zu einem Datum folgender Bauart ist: Jedem
Punkt x € M wird eine Orientierung des Tangentialraums TyM zugewiesen.
Dabei soll es zu jedem Punkt x’ € M eine Karte ¢: V — U fur M geben, so
dass

e X' € Uund

e die lineare Abbildung Dy(y): RK — T,y»yM bzgl. der Standardorientie-

rung von R¥ und der festgelegten Orientierung von T, ()M orientierungs-
freuist, y € V.

il Eine zusammenhdngende orientierbare Untermannigfaltigkeit I&sst ge-
nau zwei Orientierungen zu: Es seien (¢;: V; — U))je) €in orientierter Atlas fur
M und 7: R — RX eine orientierungsumkehrende lineare Abbildung, z.B.
(X1, X0, oo X)) —>( — X7, X0, ... Xi). Wir definieren

o Vii=r (V). i€l

e i ViEL Uiel
Dann sind die Atlanten (y;: Vi — U)ic; und (g;: V; — U)ie Nicht orientie-
rungsdquivalent. Der Atlas (g;: V; — U;)igs iInduziert in TuM, x € M, die Orien-
tierung. die derjenigen, die durch (p;: V; — U));¢; induziert wird, entgegen-
gesetzt ist.

iii) Es gibt nicht orientierbare Untermannigfaltigkeitenin R" (s. Beispiel 5.3.9,
iv).

19Dabei sei daran erinnert, dass U ¢ M nach Definition offen ist, wenn es eine offene Teilmenge
W c R" gibt,sodass U=W N M.
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5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

5.3.9 Beispiele. i) Jede Untermannigfaltigkeit M c R", die einen Aflas (p:
V — U) mit nur einer Karte besitzt, ist orientierbar. Insbesondere ist jede of-
fene Teilmenge U C R", als n-dimensionale Untermannigfaltigkeit aufgefasst,
orientierbar.

i) Wir versehen den Einheitskreis

S! :={(x,y)e[R2]x2+y2=1}

mit dem Atlas

pr1:(—mm) — S\ {(-10)}
t —  (cos(t),sin(t)).
02 (0,27) — S\ {(1.0)}
t —  (cos(t),sin(t)).

Der Kartenwechsel ist

P12 = <p2_] opy: (—m0U@O,7) — (0,m)U(r,27)

PN t, falls t €(0,7)
t+2n, fallste(—x,0)

Offenbar gilt:
oo (1) =(1), T €(—m.0)U(0, 7).

Der angegebene Atlas ist orientiert, und S' ist orientierbar.
i) (HyperflGchen) Es seien f: R” — R eine stetig differenzierbare Abbil-
dung und

M = {xe R"| £(x) =0}.
Es wird vorausgesetzt, dass
Vx e M: Gradf(x) # 0.

Nach (18), Satz 11.3.4, ist M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1
vom Typ &'. Wir definieren das Einheitsnormalenfeld

nM — R
Gradf(x)

X [Cradfx)]’

Essei p: V — U eine Karte fur M. Da V nach der Definition einer Karte (Defi-
nition 5.3.5, a), und (18), Definition 11.3.1) zusammenhd&ngend ist, ist das Vor-
zeichen der stetigen Abbildung

A,V — R

y — De’r(n\jﬁ(yy; )

konstant auf V. Es sei (g; LV U)ie; ein Atlas fur M. Wir fixieren

R — R

V1Yo, ¥no1) — (= V1.Y2. e V1)

und definieren einen neuen Atlas (¢;: V; — U;);e) wie folgt: Es sei i € [. Falls
das Vorzeichen von Ag auf V; positiv ist, dann seien V; = V; und ¢; = o
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Andernfalls seien V; := 7! (V,) und ¢, := ¢;. In diesem Aflas ist das Vorzeichen
von A, auf V; positiv, i € |.

Wir méchten nun Uberprifen, dass der Atlas (p;: Vi — Uj);¢; orientiert ist.
Gegeben seien i,j € | und weiter

o W= gaf](U,' nuy).

o W= <pj_1 (undu),

° ;= gpjf] o W — W,
AuBerdem seien x € U; N U; und

o yi=p (X)W,

oy =y (X)€W,
Wegen ¢, = gj o ¢ gilt p;(y) = ¥ und nach der Kettenregel ((18), Satz 6.3.1):

J@i(y) = J«Pj(@fj(y)) ! J@y(y) = JkPj(y/) : JLPU(Y)'

so dass

und daher

A,(Y) =De’r( é qu?y)f >.A<p,(y').

Der Atlas (¢;: Vi — U);e wurde so konstruiert, dass A, (y) > Qund A, (y') > 0.
Deshalb folgert man

Det(Jy,(y)) > 0.

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Einheitssphdre (vgl. (18), Bei-
spiel 11.3.5) "~ ¢ R” orientierbar ist.
iv) (Das Mdbiusband'") Sei I :=( — 1, 1). Hier betrachten wir die Abbildung

»:Rx| — R
(p.1) — (cos(ga) (/?+ tcos (g)) ,SiN(y) (/?+ tcos (g)) ,1sin (g)) .

Die Geometrie dieser Abbildung versteht man leicht mit den Polar- und Ku-
gelkoordinaten (vgl. (18), Beispiel 3.2.4, iv), und 10.2.5, iii):

1 August Ferdinand Mébius (1790 - 1868), deutscher Mathematiker und Astronom.
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5.3 Orientierte Untermannigfaltigkeiten

FUr jedes offene Intervall J C R der Lange 2 ist ¢, injektiv, und fur ein offenes
Intervall J' einer Lange | < 2 ist &y, J' x| — R3 ein glattes parametrisiertes
FldchenstUck. Damit ist

M = &(R x I)

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.

Es ist unser Ziel nachzuweisen, dass M nicht orientierbar ist. Wé&re M orien-
tierbar, so musste es ein stetig differenzierbares Einheitsnormalenfeld (vgl. Teil
i)

nM—R

geben, d.h.
e Vx e M:n(x) L T,M,2"?
e VxeM:|nx)|=1.

Die Existenz dieses Einheitsnormalenfelds weist man z.B. leicht mit dem Kreuz-
produkt fir Vektoren im R3 ((4), Abschnitt 0.5) nach. Eine allgemeinere Aussa-
ge findet manin (5), §20, Satz 2, a). Wir verfolgen dieses Normalenfeld entlang
des Kreises

{ ®(p,0) ‘ p € [—m, 7] }

Fur ¢ € [—m, 7] bilden wir

® V= a—¢(<p,0) =(—R-sin(y). R - cos(y),0),

o Vo= %—f(w,O) = (COS((p) - COS (%) ,8iN(¢p) - CcOos (%) ,Sin (g))

Wir legen das Vorzeichen ¢ € {£1} so fest, dass

1
n(0,0)=63=—ﬁ-V0] X Voo, Ni=¢e-N.

Mit dem schon erwdhnten Kreuzprodukt und der Stetigkeit berechnet man
fur—r<p<nw

n(®(¢.0)) _ll? Vg1 X Vo
(COS((,D) - COS ((p;ﬂ) ,SiN(p) - COS (%ﬂr) ,Sin ((‘D;W)) .

Insbesondere ergibt sich

° n((b(w,O)) =€,
° n(<1>( — 77‘,0)) =—e.

Wegen
¢(—7,0)=o(n,0)

ist das jedoch unmoglich, so dass M nicht orientierbar sein kann.

12Das bedeutet, dass (A(x). v) = 0 fur jeden Vektor v € TM gilt.
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5.4 Teilungen der Eins

Nach Satz 3.2.1 kann man eine stetige Funktion auf R”, deren Tréiger in ei-
ner kompakten Menge enthalten ist, integrieren. Damit kbnnen wir hoffen,
eine glatte p-Form mit .kompaktem Tager® Uber eine Untermannigfaltig-
keit der Dimension p zu integrieren. Der Ansatz dabei ist, Karfengebiete zu
verwenden. Wir mUssen dazu die gegebene p-Form so als Summe von p-
Formen schreiben, dass jeder Summand einen kompakten Trager hat, der
in einem Kartengebiet enthalten ist. Die M&glichkeit hierzu wird durch die
Teilung der Eins erdffnet.

5.4.1 Satz (Teilung der Eins). Es seien M C R" eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension k vom Typ €> und (U;);c; eine offene Uberdeckung von M. Dann
existieren unendlich oft differenzierbare Funktionen &: R" — R, | € N, mit
folgenden Eigenschaften:

e VIeNVXeR":0<¢&(x) < 1.

e FUrl € N ist die Menge supp(&)) kompakt, und es gibt einen Index i € |

mif (supp(&) N M) C U

e FUr jede kompakte Teilmenge K C M existieren ein Index Ly € N und fdr
jedes L > Ly eine offene Teilmenge U, ¢ M, so dass K c U, U, kompakt
ist und

L
—VXGK:Zg,(x)=1,

I=1

L
- vxe M\ U ) g(x) =0,

I=1

Wir unterteilen den Beweis des Satzes in kleinere Stucke und beginnen mit
dem

5.4.2 Hilfssatz. Es seien K C R" eine kompakte Teiimenge und V c R" eine
offene, so dass K c V. Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare Funk-
tion f: R" — R mit folgenden Eigenschaften:

e VXeR": 0L f(x) < 1.

e VxeK:f(x)=1.

e VX e R"\ V:f(x)=0.
Beweis. Die Funkfion

MR — R
0, fallsx <0

X = {exp(—%), falls x > 0

ist nach (17), Aufgabe 6.17.5 und Beispiel 5.7.12, unendlich oft differenzierbar.
Fur reelle Zahlen a < b definieren wir damit

Ygp: R — R
X — Ax—a)-A(b-X),
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5.4 Teilungen der Eins

d.h.

1
Yap(X) = { =P <a " m) , falls x €(a.b)
0, falls x £(a.b)

Mit dieser Funktion konstruieren wir wiederum

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ((17), Satz 5.3.1)
ist «» unendlich oft differenzierbar. Die Funktion ¢ hat folgende Eigenschaften:

® VX< aipgp(X)=1.
e VX €(a,b) 0 < pgp(x) <T.
® VX 2>D:pgp(X)=0.

a) Wir untersuchen zundchst folgende Situation: Es gebe ein y € R" und
reelle Zahlen a < b, so dass

K

{xe[R”|||x—yH So},
{xe[R”]Hx—yH <b}.

%

In dieser Situation hat die Funktion

ffR — R

X ‘Po,b(HX_YH)

die gewUnschten Eigenschaften.
b) Im Allgemeinen arbeiten wir folgendermaBen: Da K kompakt ist, exis-
tieren reelle Zahlen a; < by,....0m < by und Punkte y;.....ym € R", so dass

m
Kcl|JB. B :={xeR”\|\x—w||<a/}, i=1,...m,
i=1

und

Vii=B(y,b)cV, i=1,..m
(Nach (18), Lemma 3.4.4, ist d := dist(K.R" \ V) > 0. Sei a :=(1/2) - d. Da K
kompakt ist uDd K C Uyek Bly. a) finden wir yy,....ym und ., ..., am. Ebenso
gilt g; := dist(B(y;. ¢;),R"\ V) > 0, so dass wir weiter b; €(a;, a; + d;) wdhlen
kbnnen,i=1,...,m.)

Es sei fi: R” — R die in a) zu den Mengen B, ¢ V; definierte Funktion,
i=1,...m Wirsetzen

ffR" — R

m

x — 1=TJ( -fix)

i=1

und erhalten somit die verlangte Funkfion. O

119



Kapitel 5 Defferentialionmen wnd der Sary von Stabes

Beweis von Satz 5.4.1. Schritt 1. Wir erkldren zundchst, dass wir [ = N voraus-
setzen dUrfen, d.h. dass die Uberdeckung abzdhloar ist. Es sei

lﬂ:{WxneQ”wa]&%OMﬂW¢®}
Dies ist eine abzdhlbare Menge, und wir wéhlen eine Bijektion
Q. N — /1.

Dann ist (W))ieny mit W; := B(a1(i)) N M, i € N, eine abzdhlbare Basis der Topo-
logie von M, d.h. fUr eine offene Menge U c M gilt

U=U\M

iw,cu

Zu einer beliebigen Uberdeckung (U))ic/ gibt es deshalb eine Uberdeckung

(Unien und eine Abbildung v: N — I mif U; C U, ;). i € N. FUr unser Argument

darfen wir (U);e; durch (U;)en ersetzen und deshalb / = N voraussetzen.
Schritt 2. Die Menge

b :={(i,y,o)€[NXQkXQ>o\§(V,0)ﬁMC U,}

ist ebenfalls abzdhlbar. Es sei
Q9. N — l2

eine Abzd&hlung. Fur I € N und ax (/) =(i, y, a) seien

A/ = B (y,% . G> .
B, = B(y.a).
Man beachte, dass
Mc [JA. (5.4)
leN

Nach Hilfssatz 5.4.2 gibt es eine Funktion f;: R" — R mit

o fily)=1.y €A,

e fily)=0.y¢B.leN
Mit

& o= T
§ar = (1 =1o) o (1=1)fa. 1€N,
erhalten wir weitere unendlich oft differenzierbare Funktionen. Dabei gilt:
VieNvx ¢ B : ¢&(x)=0.
Nach Konstruktion gilt fur I € N und «ax (/) =(i, y, n), dass
(BN M) C U,

Damit haben wir die ersten beiden behaupteten Eigenschaften der Funktion
& Uberpruft, I € N.

Behauptung. Vie N: 1—({g+---+&)=(1—fh)----- (1—1£).
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5.5 Integration von Differentialformen iiber Untermannigfaltigkeiten

Diese Behauptung verifizieren wir durch Induktion Uber /[. Far | = O gilt sie
nach Definition. Fur | + 1 berechnen wir mit der Definition und der Induktions-
voraussetzung:

(ot +Em) = T—(Eo+ &)~ &n
(1= f) (D= B)=(1 = o) o1 = F) - iy
(1= f) (1 = ).

Dies ist die Behauptung. V
Da K kompakt ist, gibt es wegen (6.4) einen Index Ly, so dass

Lo
Kc|JA.
1=0
Die Behauptung zeigt, dass far L > Ly gilt:

L L
el JA: D g =1
=0

=0

Ferner qilt fur L > Lg

L L
KclJAanm cu = JBnm).
=0 =0

Nach Konstruktion ist U, kompakt. Da &(x) = 0 fir x ¢ By und | € N gilt, folgt
auch

VL> [Vl € {0,...L}¥xe M\ U, :  &(x)=0.

Damit sind alle Behauptungen des Satzes gezeigt. O

5.5 Integration von Differentialformen tGber
Untermannigfaltigkeiten

Es seien M c R” eine orientierte Untermannigfaltigkeit der Dimension p
und w € 2°(R") eine glatte p-Form, so dass

K :=supp(w) N M
kompakt ist. Dabei ist
supp (w) := {x €R"|w(x) # 0}
der Trager von w. Wir wollen in dieser Situation das Integral

e

definieren.
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Fall 1. Die Menge K ist in einem Kartengebiet enthalten

In diesem Fall nehmen wir an, dass es eine ,orientierte™ '3 Karte p: V. — U fur
M gibt, so dass

K :=supp(w)nMc U.

Far solch eine Karte p: V — U existiert eine unendlich oft differenzierbare
Funktfion f: V — R mit

©*(w) =fdy; A--- Adyp.

Der Tré&iger der Funktion f ist in der kompakten Teilmenge ¢~ '(K) ¢ V enthal-
ten, so dass f als stetige Funktion nach Satz 3.2.1, ii), Uber V integrierbar ist

und wir
M. \%

5.5.1 Satz. In der obigen Situation seien p: V — U und¢': V' — U’ orientier-
te Karten far M, so dass

setzen konnen.

supp(w)NMc UnU.

/ ws= / .
M. M.’

Beweis. Schritt 1. Wenn U’ c U, V' = o~ '(U) und ¢’ = @y gilf, dann ist nichts
ZU zeigen.
Schritt 2. Im Allgemeinen kénnen wir auf Grund von Schritt 1 zu

Dann gilt

Clounuy e (UNU) — UNU,
oyt @ (UNY) — UNU
Ubergehen und deshalb ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit U = U’ vor-

aussetzen.
Schritt 3. Es seien

bV 2 Ut v
die Kartenwechselabbildung und
e (w) = fdy;A---Adyp,
¢ (w) = fdyy A Adyp.
Wegen ¢ = ¢’ o ¢ gilt nach Satz 5.2.5, i) und iv),

e w)(y) = ¥ (" (W)(y)
(fo)(y)-Det(Jyp(y))dyr A---Adyp, yeV. (65

Da ¢ und ¢’ mit der Orientfierung von M vertraglich sind, gilt

vy e Vi Det(Jy(y)) >0,

vyeV: |Det(u(y))| = Det(du(y)).

3kurz fur: mit der Orientierung von M vetragliche
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Damit folgt aus (6.5) und der Transformationsformel 4.1.1

/' F(y)Gpp(y) = / (F o) (y) - Det(Jy(y)) dup(y) = / F (Y )up(y').
4 Vv 4

Das ist genau die behauptete Gleichung. O

Wegen dieses Satzes schreiben wir fUr eine orientierte Karte ¢: V — U, so

dass supp(w) N M in U enthalten ist,

ot o

Fall 2. Der aligemeine Fall

Es sei (pi: Vi — U))je) ein Aflas, der zu einem Atlas aus der Orientierung von
M orientierungséquivalent ist. Dann ist (U;);, eine Uberdeckung von M. Dazu
erhalten wir nach Satz 5.4.1 gewisse unendlich oft differenzierbare Funktionen

&:RT— R, keN,
so dass
e VX e R":0<&(x) <1,
e sUPP(£x) N M kompakt ist, k € N,
e zUu k € N ein Index i e | mit supp(&) N M c U; existiert.
Zu der kompakten Menge
K :=supp(w) N M
gibt es weiter einen Index L € N, so dass
o VX EK: LX)+ - +&(X)=1.
Damit definieren wir die glatten p-Formen
wii=& w, =0,..,L
auf R". Man beachte, dass

o Vx e M:w(X)=wo(X)+ - +wi(X),

e sSUpPP(w)NM = supp(&)Nsupp(w)NM kompakt und in einem Kartengebiet
enthaltenist, i=0, ..., L.

Mit Fall T kbnnen wir jetzt

definieren.

5.5.2 Satz. Fur Funktionen (&x)ken BzZW. (§,)ken SOWiE Indizes L bzw. L' mit den
oben genannten Eigenschaften gilt

/ w= / w.
M.&g.. .1 Mg €],
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Beweis. Schritt 1. Falls es eine orientierte Karte ¢ V — U mit supp(w)NM c U
gibt, dann folgt auch supp(§;-w)NM c U, i=0,....L, und supp({; -w) NnM c U,
j=0,....L. Wirfolgern

s [ [om [ grues [ o

aus der Linearitdt des Rucktransports (Satz 5.2.5, i) und des Integrals.
Schritt 2. Hier erhalten wir unter Verwendung von Fall 1 fur die Formen &; - w,
i=0,..Lbzw. & w,j=0,...L,

;//\./lgi.w=iLZ///\./l§jfj'W:LZ/i/M&'gJ{'w:j:Z;/Mff-w

i=0 j=0 j=0 =0
und damit die behauptete Gleichheit. O

Zu Funktionen (& )ken Und einem Index L € N mit den oben aufgelisteten
Eigenschaften definieren wir
/ o= / o
M M.£o. 6L

5.5.3 Bemerkung. Ebenso definieren wir [, w fur eine offene Teilmenge U c R"
mit M c U und eine glafte p-Form w auf U.

5.6 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (17), Satz 56.3.1, ge-
stattet fur eine stetig differenzierbare Funktion F: [a,b] — R die Berech-
nung des Integrals ff F’(x)dx durch Auswertung der Funktion F an den
beiden Randpunkten von [a, b]. Untermannigfaltigkeiten mit Rand sind in-
teressante und weitreichende Verallgemeinerungen eines abgeschlosse-
nen Intervalls [a, b], die man flr die Formulierung des Satzes von Stokes
bendtigt.

5.6.1 Definition. Eine Teilmenge H ¢ R" heiBt Halbraum, wenn es eine nichttri-
viale lineare Abbildung
I'R"— R

gibt, so dass
Hi={xeRr|Ix) <0},

5.6.2 Bemerkung. Der Rand von H ((18), Definition 1.6.1) ist durch
OH = {xe R” | /(x) =0}

und der offene Kern ((18), Definition 1.6.4) durch
ISI={xe[R”]/(x)<O}

gegeben.
5.6.3 Beispiel. Der Standardhalbraum in R" ist

H_ = {x=(x1,...,xn) |x < O}.
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OH_

\\

5.6.4 Definition. Ein Parametergebiet mit Rand ist eine zusammenhdngende
Teilmenge P C R", so dass eine offene Teiimenge U ¢ R" und ein Halbraum
H c R mit

H_

e UNOH # @,
e UNH=PFP
existieren.

5.6.5 Bemerkung. FUr ein Parametergebiet P mit Rand gilt

OP = OHNP,

P = HnP.

5.6.6 Definition. Esseien k e Nund /e NU {oc},so dass k, [ > 1.
a) Ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Fibchenstiick mit Rand vom
Typ €' ist eine Abbildung ¢: P — R”, so dass

e P c R¥ ein Parametergebiet mit Rand ist,

e ein k-dimensionales glattes parametrisiertes FiGichenstick ¢: P— R"
vom Typ €' existiert mit

-PCP,
- Qp =

b) Eine Teiimenge M c R" heiBt k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand vom Typ €', wenn es zu jedem Punkt x € M ein k-dimensionales glattes
parametrisiertes Fi&ichenstiick ¢: P —s R” mit oder ohne Rand vom Typ &' mit
X € o(P) c M gibt.

c) Es sei M c R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Ein
Punkt x € M heiBt innerer Punkt, wenn es ein k-dimensionales glattes parame-
trisiertes Fidchenstick ¢: P — R” ohne Rand mit x € ¢(P) ¢ M gibt. Andern-
falls heiBt x Randpunkt von M. Der Rand von M ist die Menge

oM = {x € M| x ist Randpunkt von /\/I}
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und das (relative) Innere von M die Menge

M = M\ oM.

5.6.7 Warnung. Fur k = n stimmen die Begriffe aus obiger Definition mit denen
aus (18), Definition 1.6.1 und 1.6.4, Uberein. Fr k < n ist das aber nicht mehr
so: Fur eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M < R" mit Rand gilt im
Sinne von (18), Definition 1.6.1, dass

oM = M.
Im Sinne von Definition 5.6.6, ¢), gilt z.B.
oS =g,

5.6.8 Beispiele. i) Jede Untermannigfaltigkeit M c R" im Sinne von (18), Defini-
tion 11.3.3. kann auch als Untermannigfaltigkeit mit Rand angesehen werden.
Allerdings gilt dann oM = &.

i) Jeder Halbraum H c M ist eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dabei

sind 9H und H wie in Bemerkung 5.6.2 beschrieben.
i) Fra e R"und r > O ist

maxy={xeknmx_angr}
eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dabei gilt

0B(a,r)

aaxy={xeknmx_an=r}

B(a,r) = B(a,r).
5.6.9 Lemma. Es sei M c R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand vom Typ €'. Dann ist inr Rand OM eine (k — 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit vom Typ €', und es gilt

(OM) = 2.
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5.6 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Beweis. Esseix € M. Dann gibt es ein glattes parametrisiertes Fiichensttick '
¢: B(0,r) — R"
vom Typ &' mit
e (B0, r)NH_)C M,
e X € IMN(Bk(0,r)) = ¢(Bk(0,r) N OH-).

Es sei
?: B_1(0,r) — By (0,r) < R”
(Voo Vi) — (0.2, Vi)
Die Abbildung p ist ein (k — 1)-dimensionales glattes parametrisiertes Fidchen-
stlick vom Typ @', so dass x € B(B,_1(0, r)). Wir erkennen, dass oM eine (k — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit vom Typ &' mit leerem Rand ist. O

Alle Definitionen und S&tze aus den Abschnitten 5.3, 5.4 und 5.5 lassen sich
ohne groBe Muhe auf Untermannigfaltigkeiten mit Rand Ubertragen.

5.6.10 Lemma. Es sei M C R" eine k-dimensionale orientierte Untermannigfal-
tigkeit mit Rand. Dann ist ihr Rand OM orientierbar.

Beweis. Es sei (p;: Vi — U)je ein orientierter Atlas'™ fir M, der orientierungs-
daquivalent zu einem Aflas aus der Orientierung von M ist. Wir nehmen an,
dass es zu jedem Index i € | eine Zahl r; € Ry gibt, so dass

e V;=By(0,r;) oder
e V;=B,(0.n) := B¢(0.r)NH_ und ein glattes parametrisiertes Fidchenstick
@it Be(0,r) — R mit %B;(o,r,) = p; existiert.
Es seien
Ji={iclUynom o}

und furj e J

%:B1(0.) —  B(Q) L R

(Yo, Vi) > (0.Y2, 0 Vi)

Dannist (;: Bk (0. 1) — L~/j = U; N 0M)jey €in Atlas far OM, und wir behaupten,
dass dieser Atlas orientiert ist. Wir fixieren i,j € J und betrachten die Karten-
wechsel

b (Uinl) — o '(UNU),
G:E (UnunaM) — g '(UinUnaMm).
Weiter schreiben wir

(P vee )
(1.2, n)

< <
I

und beobachten

vy e ((UnUnaM): y1(0.y) =0, 0.y) =4(y), I=2...n.

14Wir schreiben By (0, r), um anzudeuten, dass der Ball in R betrachtet wird.
15Der Leser bzw. die Leserin mdge diesen Begriff fir Untermannigfaltigkeiten mit Rand entwi-
ckeln.
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Somit gilt
o
— 0 0
oy, 0Y)
Jy(0,y) = * . yew (UnUnoMm).
: J5(y)
*
Damit ist

0
vy ez (UnUnam) ; 8—151(0,)/) >0
1
zu Uberprdfen. Nach Definition gilt
o _ i 01(ByY) =1 Qy) o a(ty)
oy ©y)= lm, t =M
Da .
Y(t,y)e H-
fir Werte von t < 0, so dass (t,y) € ¢ ' (Uin U)), folgt
Pi(ty) <0
und daher ;
1/)1( ’ y) > 0.
t
Der obige Grenzwert ist also nichtnegativ und damit positiv, weil null fur ihn
nicht in Frage kommt. O

5.6.11 Definition. Die durch den Aflas (z;: B(O.r) — Dj)jeJ bestimmte Orien-
tierung von oM ist die induzierfe Orientierung.

5.6.12 Bemerkung. Der obige Beweis zeigt, dass fur eine zusammenhdngende
orientierbare Untermannigfaltigkeit M mit nichtleerem Rand die Orientierung
von M durch diejenige des Rands festgelegt ist und umgekehrt.

5.7 Der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir endlich den beruhm-
tfen Satz von Stokes. Er verbindet das Integral der duBeren Ableitung ei-
ner glatten (p — 1)-Form mit kompaktem Tr&ger Uber eine orientierte p-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit dem Integral ebendieser Form Uber den
Rand der Mannigfaltigkeit.

5.7.1 Satz (Der Satz von Stokes'®). Es seien M c R” eine orientierte p-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit mit Rand vom Typ €. Der Rand OM werde mit
der induzierten Orientierung versehen. Dann gilt

/dw=/ w
M oM

far jede offene Menge U c R" mit M c U und jede glatte (p — 1)-Form w auf
U, so dass
supp(w) N M

kompakt ist.
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5.7 Der Satz von Stokes

5.7.2 Bemerkung. Wir betrachten reelle Zahlen a < b und das Intervall [a, b].
Dann ist der Rand d/ = {a} U {b}. Der Formalismus der Orientierungen I&sst
sich nicht direkt auf O-dimensionale Mannigfaltigkeiten anwenden. Allerdings
kdbnnen wir einem Punkt einfach eine positive oder negative Orientierung zu-
weisen. Entsprechend den bisherigen Konventionen sollte die rechte Intervall-
grenze positiv und die linke negativ orientiert sein. Das Intervall / ist eindimen-
sional. Wir sprechen deswegen von einer glatten 0-Form, also einer unend-
lich oft differenzierbaren Funktion F: I' — R, I' ein offenes Intervall, das [a, b]
enthdlt. Wir mussen dann

F=F(b) - F(a)
al

lesen. Mit dF = F'dx lautet der Satz von Stokes
/F’dx = F(b) — F(a).
i

In diesem Fall folgt der Satz von Stokes aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ((17), Satz 56.3.1). Den héherdimensionalen Fall werden
wir darauf zurGckfUhren.

Beweis von Satz 5.7.1. Wir wahlen einen Atlas (¢;;: Vi; — Uij)ijeq1.21xn. SO
dasseszu (i,j) € { 1,2} x N eine Zahl g;; € R- ¢ gibt mit

o Vij=(—aya)¥

o Vo =(— 0. 0]x(— 0y, )1,

. 902,/'({0}><( - 02,j102,j)x(k*])) Cc oM, jeN.

i) Wir nehmen zun&chst an, dass es einen Index j € N mit

supp(w)NMc Vi,

/ w=0.
aMm

A= gp(j (supp(w) N M)

gibt. Dann gilt offensichtlich

Die Menge

ist kompakt. Mit
-min{ a1, dist(A,0V1) } >0

N —

gt
AC(— G]J+E,G]J—E)Xk.

Weiter sei

k
=3 (= D)*Mdyy A AdYiZy Adyi A A

i=1

Es gilt dann (Satz 5.2.9, iv)

K
. of;
<P1,/(dw) <P1/ Za— A Adyg.
i=1

16Sir George Gabriel Stokes (1819 - 1903), irischer Mathematiker und Physiker.
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Mit dem Satz von Fubini 3.1.1 integrieren wir folgendermaBen:

of;
—d A---ANd
v, ay, 4 Yk

ayj—¢ 8ﬁ
) / / oAV | A1 (V1o Vie 1 Vier s i)
(—anre.arj—e)* k=D \ J—ay+e ay;

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (17), Satz 5.3.1, er-
mitteln wir

o= of,
/awaa—)/ljd)/i = (Vi Vi1, Oy — € Viet o Vi) —
—fi(Y1, o Vi1, —Qr e, Vier o Vi)

= 0,

denn die Intervallgrenzen liegen auBerhalb des Tragers von f;, i = 1,.... k. Das
zeigt den Satz von Stokes in dem geschilderten Spezialfall.
i) Jetzt setzen wir voraus, dass es eine Zahl j € N gibt, so dass

supp(w)NMc Vy,.

Es sei
A= g5 (supp(w) N M).

Die Menge
AN ({0} x (= 0y, apy)* K71

ist kompakt. Insbesondere folgt
d:= dis’r(A, (V) \ {0} x(— ag,j,ag,j)X<k—1>))> 0.

Wir setzen ¢ :=(1/2) - min{ a,;, d } und benutzen ansonsten zu Teil i) analoge
Bezeichnungen. Wie in Teil i) folgt

of; .
—dy;A---Ady, =0, i=2,....n
v, ay, 13 Yk

Mit dem Satz von Fubini 3.1.1 berechnen wir auch

/ dw def(w)
M Vo,

O a1
/ / ——dyy | duk—1(Y2, .0 Vi)
(=@ .ap )X k=1 —apjte oy,

/ f(0. Y2, Vi) A1 (V2. s Vic)
(~an02) %6

[ w
oM

Dabei haben wieder den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
((18), Satz 6.3.1) und die Tatsache f( — ax; + €, yo.....Yn) = 0, (Yo,.... Vi) €( —
ayj. ag)* =1, angewendet.

iii) Im Allgemeinen kénnen wir eine Teilung der Eins benutzen (Satz 5.4.1),
um
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5.7 Der Satz von Stokes

zu schreiben. Dabei ist &: R" — R unendlich oft differenzierbar, und es exis-
tiert ein Index (is. js) € { 1.2} x N mit

supp(&s-w)NMc Uy, s=0,..,L
Nach der Leibniz-Regel 5.2.9, i), gilt

L

Z(dfs Aw+Es - dw)

s=0

L L
D &-dw+ <Zd(§o+"'+&)> Aw.
s=0 =0

Nun gibt es nach Konstruktion der Teilung der Eins eine offene Menge U c R,
so dass

dw

e SUpp(w)NMcC U,
o VX e U:i&(X)+ - +&(x) =1.
Damitist d(& + - - - + &) null auf U. Nach i) und i) gilt

. L
L = 2,6

L
;/M(fs~dw+dfs/\w)

/de+/Md(§o+m+§L)/\w

= /dw.
M

Dies beweist den Satz von Stokes. O

5.7.3 Folgerung. In der Situation von Satz 6.7.1 gelte 0M = @. Dann hat man

/dw=0.
M

5.7.4 Beispiele. i) Es sei
n n
w=Y (= D*xdxg A AdXio AdXy A AdX,
i=1

Das ist eine glatte (n— 1)-Form auf R", die
dw =ndx; A --- AdXp.

erfUllt. FUr jede kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ¢ R” mit
Rand gilt nach dem Satz von Stokes

vO|,,(M)=ln./ w.
oM

Insbesondere gilt in Beispiel 5.6.8, iii),

Vol (B(0, 1)) = Vol (B(0, 1)) =%/ w.
gn—1

131



Kapitel 5 Defferentialionmen wnd der Sary von Stabes

i Jetzt seien U := R"\ {0} und
n (7 '|)i+1 X
o(x) = Z Wn‘dx] A ANAX_y ADX A AdXn, X =(X,.xp) € U
i=1
Das ist eine glatte (n — 1)-Form auf U, und man berechnet
do =0.

Die Form ¢ ist also geschlossen. Auf der anderen Seite kann sie wegen

/ a=/ w2 n Vol,(B0,1)) >0
Sn—1 Sn—1

und Folgerung 5.7.3 nicht exakt sein. Auf U gibt es also geschlossene Formen,
die nicht exakt sind (vgl. Bemerkung 5.2.11).
i) Es sei a > 1. Durch Rotation der Kreisscheibe

K:={(X1'0:X3) eR|(a —af +x < ]}

um die x3-Achse entsteht ein Volltorus M. Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ((18),
Beispiel 10.2.5, iii) sehen wir, dass M das Bild der Abbildung

: [0,1] x [0,27] x [0,27] — R
(r,u,v) —s ((o+ r-cos(v)) -cos(u), (a+r-cos(v)) -sin(u),r - sin(v))
ist. Weiter ist
¢: (0,2m)x(0,27r) — R®
(uv) — ((o+cos(v)) -cos(u), (a+cos(v)) -sin(u),sin(v))

ein zweidimensionales glattes parametrisiertes FiGichenstlick vom Typ €. Das
Bild von ¢ ist der Rand T := 9M ohne die Kreislinien ,Nullmeridian™ und ,duBe-
rer Aquator™. Es fehlt also nur eine Nullmenge in T. Deshalb gilt

/w =/ " (w).
T (0.2m) %2

w = X1dXp A dx3 — XodX; A dXz + X3dXx; A dXo.

Wie in Teil i) sei

Man berechnet (Ubung)

¢*(w) = (a+cos(v)) - (1+a-cos(v))duAdv.

Es folgt
2n  p2w
/w = / / (a+cos(v)) - (1+a-cos(v))dudv
T o Jo
2w
= 277-/ a- (1+cos?(v))+(1+a?) - cos(v)dv
0
2w
= 27r-/ a- (1+cos?(v))dv
0
2w
= 4772-CI+27T-O-/ cos?(v)dv
0
= 6r%- Q.
Aus i) folgt

Vols(M) = 672 - a.
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5.8 Das Volumen einer kompakten Hyperfléiche

5.8 Das Volumen einer kompakten Hyperflache

Es seien f: R” — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion und
M:={xe [R”yf(x)=o}.

Es wird vorausgesetzt, dass
VxeM: Grad(f)(x) #0

und dass M kompakt ist. Unter diesen Voraussetzungen ist M eine Unter-
mannigfaltigkeit vom Typ @>°, und wir wollen mit dem zuvor entwickelten
Formalismus

Vol,_1 (M)

erkldren. Als Beispiel werden wir die Oberfldche der (n — 1)-dimensionalen
Einheitssphdre bestimmen.

In der gerade beschriebenen Situation sei weiter

U= {x € R"| Grad(f)(x) # 0 }
Dies ist eine offene Menge, die nach Voraussetzung die Untermannigfaltigkeit
M enthdalt. Auf U definieren wir das Einheitsnormalenfeld

viU — R
Grad(f)(x)
IGrad(f)(x)|I
5.8.1 Bemerkung. Die folgenden Betrachtungen verlaufen analog zum Studi-
um der dreidimensionalen Situation, Seite 110f. Nach Satz 5.1.5 gilt

X

n—1
A\ (R")* = R,
Als Basis wahlen wir
(= D*dxy Ao AdX_y ADXpr A= AdX, i=1,...0
Weiter sei
Vekt(U) = { v: U — R"| v ist unendlich oft differenzierbor}
der Vektorraum der glatten Vektorfelder auf U. Damit definieren wir den Iso-
morphismus
w: Vekt(U) — 2" 1(U)

n
(Vi Vi) — wy = Z(— DF L vidxy A Adxi_y AdXiy A A dxp,

i=1

4

133



Kapitel 5 Defferentialionmen wnd der Sary von Stabes

Mit dem in der Bemerkung erkldrten Isomorphismus ordnen wir dem Ein-
heitsnormalenfeld v =(v,, ..., vy) die Differentialform

n
Wy = Z(* ])H] cvidxy Ao AdXZ1 AdXp A - AdXp
i=1

ZU.

5.8.2 Definition. Fur die oben eingefluhrte kompakte Untermannigfaltigkeit M
ist ihr (n — 1)-dimensionales Volumen als

Vol (M) = / o

M

definiert.

5.8.3 Bemerkung. i) Als Teiimenge von R" ist M eine Nullmenge. (Das folgt aus
der Existenz einer abzdhlbaren Basis der Topologie, (18), Bemerkung 11.3.9,
Lemma 1.5.6 und Lemma 1.5.2, ii).)

i) Wie in Beispiel 5.3.9, iii), erklart wurde, definiert das Vektorfeld v eine
Orientierung von M. FUr eine Karte ¢: V — U fUr M sei

Ap(y) = De’r( VJ;D((yy)) ) . yev.

Wenn ¢ orientiert ist, gilt
VyeV: A,y)>0.

Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz fur Determinanten (4), Abschnitt 4.3.
5,und Satz 5.2.5, iv), folgert man

(p*(wy) = A@dY] A A dyn_1.

Nach Beispiel 4.4 ist A,(y) das Volumen des Parallelotops, das von v(p(y))
und den Zeilen von J@(y)’ aufgespannt wird, y € V. Da

. y((p(y)) L T,M,
o [[plerll=1.
e und T,(,)M der von den Zeilen von J,(y)! erzeugte Unterraum ist,

stimmt A, (y) auch mit dem (n — 1)-dimensionalen Volumen des von den Zei-
len von J@(y)’ im R"~! aufgespannten Parallelotops Uberein, y € V.

Die Zahl A, (y) ist also der Faktor, um den sich das Volumen des infinitesi-
malen Einheitswdrfels in R"~! unter der Abbildung ¢ vergréBert. Das motiviert
anschaulich die Definition des Volumens.

Man vergleiche Definition 5.8.2 mit der Bogenldnge eines stetig differen-
zierbaren Wegs (in R?) in (18), Satz 4.3.2.

5.8.4 Beispiel. Es sei
g1 :={(X1,...,Xn) ERM| X+ +x2=1 }

die (n— T)-dimensionale Einheitssphdre. In diesem Fall gilt U = R™\ {0}, und fur
X =(X1,....Xn) € Uhat man

(= DRk
wu(x)=Zde1 A AdX AdXier A A dXn

i=1
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5.9 Der Igelkdmmungssatz

Mit der Form w aus Beispiel 8.7.4, i), sehen wir

Vol,_1(S7") = /Sn_1 Wy = /sn_] w=n-Voln(B(0,1)).

Das Volumen Vol,(B(0, 1)) wurde in Beispiel 3.3.5, ii), bestimmt. Fur kleine Di-
mensionen ergeben sich folgende Werte:

Umfang(S') = 2r,

Oberflidche(S$?) = 3. gw =4r,
Volumen($®) = 4. %H = 2n2,

5.9 Der Igelkdmmungssatz

Wir beschlieBen die Ausfuhrungen zur Infegralrechnung mit einer klassi-
schen Anwendung des Satzes von Stokes:

Igelkémmungssatz. Jeder stetig gek&Gmmte Igel hat einen Glaiz-
punkt,

Beim obigen Satz stellt man sich den Igel zur Kugel zusammengerollt vor. Die
K&dmmung bedeutet, dass jeder Stachel fangential an den Igel, d.h. die Ku-
gel, anliegt. Deshalb lautet die mathematische Formulierung des Igelké&m-
mungssatzes:

5.9.1 Satz. Essei
v:§? 4 RS

eine stetige Abbildung, so dass
vxe$?:  x L v(x)

Dann existiert ein Punkt xg € S mit

v(Xp) =0.

135



Kapitel 5 Defferentialionmen wnd der Sary von Stabes

5.9.2 Bemerkung. Die Bedingung x L v(x) besagt, dass v(x) im Tangential-
raum T,$? an 2 im Punkt x liegt, x € §%. Eine Abbildung v: M — R", die
jedem Punkt aus der Untermannigfaltigkeit M c R"” einen Tangentialvektor
v(x) € TxM zuordnet, nennt man ein Veektorfeld auf M. Der Satz besagt also,
dass jedes stetige Vektorfeld auf $? eine Nullstelle hat, Wir werden den Satz
weiter unten unter der zusatzlichen Annahme beweisen, dass v unendlich oft
differenzierbar ist.

Diffeotopie von Abbildungen

5.9.3 Definition. Es seien U ¢ R™, V c R" offene Mengen und f;: U — V,
i = 0,1, zwei unendlich oft differenzierbare Abbildungen. Wir sagen, dass f;
und f, diffeotop sind, wenn es eine unendlich oft differenzierbare Abbildung

FrUxR—V
mit
Fuxgoy =T und Fyxqy =h
gibt.’” Man nennt F in diesem Fall eine Diffeotopie zwischen fy und fi.

Es soll also eine einparametrige Familie f; := F(t,-): U — V., f € R, von
unendlich oft differenzierbaren Abbildungen von U nach V geben, in der f
und f; vorkommen. Dabei hdngen die Abbildungen dieser Familie unendlich
oft differenzierbar von dem Parameter f € R ab. Die Abbildung f; I&sst sich
also in die Abbildung f; .deformieren™ und umgekehrt.

5.9.4 Bemerkung. Diffeotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
unendlich oft differenzierbaren Abbildungen f: U — V.

5.9.5 Beispiel. Jede unendlich oft differenzierbare Abbildung f: U — R" ist
zur Nullabbildung diffeotop. Eine mégliche Diffeotopie ist

F:UxR — R"
(x, 1) — t-f(x).

5.9.6 Satz (Diffeoctopieinvarianz des Integrals). Es seien M ¢ R™ eine orientier-
te p-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit onne Rand vom Typ €.
U c R™, V C R" offene Teilmengen, so dass M C U, w € 2P(V) eine ge-
schlossene glatte p-Form auf V und fi: U — V, i = 0,1, zwei unendlich oft
differenzierbare Abbildungen. Wenn fy und f, diffeotop sind, dann gilf

| 5= [ fw

Beweis. Wir betrachten M x [0, 1] ¢ R™!. Das ist eine orientierbare kompakte
(p + 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand M x {0} UM x {1}. Wenn
wir M x [0, 1] mit einer Orientierung versehen und M x {0} und M x {1} auf
die kanonische Art mit M identfifizieren, dann sind die auf M x {0} und M x {1}
induzierten Orientierungen entgegengesetzt zueinander. Wir orientieren M x
[0, 1] so, dass auf M x {1} die Orienfierung von M induziert wird.

Es sei

F:UxR—V

7Dabei werden U x {0} und U x {1} auf die offensichtliche Art und Weise mit U identifiziert.
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5.9 Der Igelkdmmungssatz

eine Diffeotopie zwischen fy und f;. Da w als geschlossen vorausgesetzt wird,
gilt

/ d(F()) Satz 6.2.9, v) F*(cw) = 0.
Mx[0,1] Mx[0,1]

Auf der anderen Seite gilt nach dem Satz von Stokes 5.7.1

/I\/lx[O,]]d(F*(w)) =/M><{1}F*(w)+/l\/l><{0} F*(w) =/Mf1*(w) —/Mfo*(w).

Die Kombination der beiden Gleichungen liefert die Behauptung. O

Beweis des Igelkdmmungssatzes

Wir zeigen folgende Aussage, die den Igelk&mmungssatz fur unendlich oft
differenzierbare Vektorfelder verallgemeinert.

5.9.7 Satz. Esseien k > 1 und
V! SQk N [R2k+1
eine unendlich oft differenzierbare Abbildung, so dass
vx e S x L v(x).
Dann existiert ein Punkt xg € S?¢ mit
v(Xp) =0.
5.9.8 Bemerkung. FUr k € N ist

V. G2k R2Kk+2
(X1, X0 os Xos s Xouw2) > (X2, — X4, X2 —Xok+1)

ein unendlich oft differenzierbares Vektorfeld ohne Nullstelle.
Wir fiuhren den Beweis in mehreren Schritten.

5.9.9 Hilfssatz. Es seien k > 1 und U c R?*1\ {0} eine offene Menge, die S
enthdlt, Dann sind die Abbildungen v: U — R?*1\ {0}, x — x, und — nicht
diffeotop.

Beweis. FUr jede glatte (2k)-Form w auf U, jeden Punkt x € U und Vektoren
Vi Vor € R2H gilt

(=) (W)X (Vs ees Vg )

W( = X)( = Vi, —Vay)
(= D2 w(=X) (Vi Vig)
w( = X) (V1. Vak).

Die Form o € Q%K (R¥*1\ {0}) aus Beispiel 5.7.4, ii), mit

2k i+1
(_ 'l)H' X
O’(X) = E Wk-ﬂldx] A ANAX_1 AdXy Ao AdXopsr, X =(X1,...,X2k+1) eV,

ist geschlossen und erfullt

o(—x)=(=1)* . 5(x) = —o(x), xeU.
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Wdéren . und —. diffeotop, so musste nach Satz 5.9.6

/SZko=/52ka*<o>=/32k<—b>*<o>=/52k<—a>=—/52ka

gelten. Da aber nach Beispiel 5.7.4, 1),
/ o =(2k + 1) - Voly1 (B(0, 1)) > 0,
2k

ist das offenbar unmoglich. O

5.9.10 Hilfssatz. Es seien k,m,n > 1, M c R™ eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit und v: M — R" eine unendlich oft differenzierbare Abbildung.
Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare Abbildung v: R™ —; R" mit
VimMm=V.

Beweis. Der Begriff einer unendlich oft differenzierbaren Abbildung v: M —
R" wurde in (18), Definition 11.5.3 und Bemerkung 11.5.6, definiert. Aus (18),
Bemerkung 11.3.9, ii), und Hilfssatz 5.4.2 folgt, dass es zu jedem Punkt x € M
eine offene Umgebung x € U ¢ M gibt, so dass sich v|y zu einer unendlich
oft differenzierbaren Abbildung v,: R™ — R" fortsetzen Idsst. Mit Hilfe einer
Teilung der Eins 5.4.1 kann man aus den lokalen Fortsetzungen eine unendlich
oft differenzierbare Abbildung v: R™ — R" konstruieren, die v fortsetzt. O

Beweis von Satz 5.9.7. Wir nehmen an, es gdlbe eine Abbildung v: ¢ —;
R?*1 mit den genannten Eigenschaften. Nach Hilfssatz 5.9.10 gibt es eine
Fortsetzung v: R%*! — R?*1, Nun definieren wir

7_—: R2k¥2  __, R2k+
(x.1) = cos(m-1)-x+sin(m-1)-v(x).
Fir x € S und t € R gilt F(x,t) € $?. Damit ist U := F~(R2*1\ {0}) eine

offene Teilmenge, die die kompakte Untermannigfaltigkeit $%¢ x R = $%K x
[—1,1] enthdlt. Es seien

e = dlist( (8% x [-1,1]), (R*'\ 1)) >0

und
U:= {x € R¥*1| dist(x, 5%) < e }

Nach Konstuktion ist U x R in U enthalten. Die Abbildung
F = Fuxgr: Ux R — R\ {0}

stellt eine Diffeotopie zwischen der Abbildung ¢: U — R?*1\ {0}, x — x, und
—¢ dar, die es nach Hilfssatz 5.9.9 nicht geben kann.
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Aufgabe A.1.1 (Treppenfunktionen I).

a) Es sei ¢: R — R eine Treppenfunktion. Unter welchen Voraussetzungen ist
) X — sin(p(x)) bzw. i) x — p(sin(x)) eine Treppenfunktion?

b) Geben Sie eine Folge (¢« )ken VON Treppenfunktionen ¢,: R — R, k € N,
an, die punktweise gegen Null konvergiert, und

lim 1(px) = o0

k— 00

erfullt,

Aufgabe A.1.2 (Treppenfunktionen II).

Es seien a < breelle Zahlen und f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen
Sie, dass es eine Folge von Treppenfunkfionen (ox)ken. vx: R — R, k € N,
gibt, die monoton wdachst, d.h. ¢, < ¢re1. k € N, und auf [a, b] gleichméBig
gegen f konvergiert.

Aufgabe A.1.3 (Treppenfunktionen und angepasste Zerlegungen).
a) Es seien p: R" — R eine Treppenfunktion und Z;, Z, zwei an ¢ angepasste
Zerlegungen. Beweisen Sie, dass

die Gleichung
(p.Zy) = I(¢.£)

impliziert.

b) Es seien ¢: R" — R eine Treppenfunktion, Z eine an ¢ angepasste
Zerlegung und Z' < Z eine Verfeinerung von Z. Zeigen Sie, dass Z' ebenfalls an
@ angepasst ist.

Aufgabe A.1.4 (Halbnormen und das Hausdorff-Axiom).

Es seien V ein Vektorraumund || - ||: V — R eine Halbnorm auf V. Der Raum
V wird mit der durch || - || induzierten Topologie versehen. Es seien v; # v, zwei
Punkte, so dass | v; — v»|| = 0. Zeigen Sie, dass fur jede offene Teiimenge U C V
gilt:

viel = wel.

SchlieBen Sie, dass V kein Hausdorff-Raum ist.
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Aufgabe A.2.1 (Das Minkowski'8-Funktional).
Es seien V ein reeller Vektorraum und A ¢ V eine Teilmenge. Wir definieren'?

PA: vV — R
vV o— inf{)\eR>0H-veA}.

Die Teilmenge A heit absorbierend, wenn pa(v) < oo flr alle v € V gilt.
a) Die Menge A sei absorbierend und konvex. Zeigen Sie, dass p, folgende
Eigenschaften hat:

o Vi€ RxoVV € Vipa(p- V) = - pa(V).
e Vv, we V:pa(v+w) < pa(Vv)+palw).

e Falls fir alle a € Aund alle A € [-1,1] auch - a € A folgt,® dannist pa
eine Halbnorm.

b) Geben Sie ein Beispiel fur einen Vektorraum V und Teilmengen A;, A, C
V an, die absorbierend, konvex und kreisférmig sind, so dass p,, eine Norm
ist und pa, nicht.

Aufgabe A.2.2 (Hdllreihen fur xq).
Zeigen Sie, dass es zu jedem ¢ > 0 offene Infervalle Iy C R, k € N, gibt, so dass

e Qc|Jh

k=0

. i/(/k) <e
k=0

Sie durfen nur die Abzdhlbarkeit von Q und Aussagen Uber Reihen aus der
Analysis | verwenden.

Aufgabe A.2.3 (£'-Halbnormen).
Q) Es sei

ffR — R
L falls0 < x < 1

X so, falls x =0

0, fallsx <0Ooderx > 1

Beweisen Sie ||f||; < oco.
b) Die Funkfion f: R — R sei monoton wachsend oder fallend. Zeigen Sie,
dass genau dann [|f||; < oo gilt, wenn f =0.

Aufgabe A.2.4 (Eine Uberabzdhlbare Nullmenge).
Es sei A C [0, 1] die Menge aller Zahlen, die eine Dezimalbruchentwicklung
ohne Null nach dem Komma haben., i.e.

A={ ]Ok‘okeﬂ ...,9}}
k=

18Hermann Minkowski (1864 - 1909), deutscher Mathematiker und Physiker

19Hier benutzen wir inf(2) =

20Man nennt A dann kreisférmig. Wenn A wie hier konvex ist, gentigt es zu fordern, dass aus
a e Aauch —a € Afolgt.
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a) Zeigen Sie, dass A Uberabzahlbar ist,
b) Es seien By := {0},

n

a

anz{g ]—&‘Oke{],,o}}, HZL
k=1

und -
B:= U B,.
n=0

Weiter sei fur n e N und x € B,

. 1
I=x,x+ TomT )

Uberprufen Sie folgende Eigenschaften:
e FUrm=#ngqilt BhnB,= .
o FUrx,y e Bmitx =y qgiltknl, = 2.
e FUrxe Bgilt knA=g.

C) Zeigen Sie, dass
n
Co=[0.1\J U &
k=0 x€By

fur jedes n > 0O die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Intervalle ist
und
AcC C,

gilt. Beweisen Sie

lim. (1 - zn: > /(/X)) =0.

k=0 x€By

Blatt 3

Aufgabe A.3.1 (Gleichmd&Bige Konvergenz).

Es seien M C R” eine Teilmenge, so dass xy, intergrierbar ist, und (fy: M —
R)ren €ine Folge von Uber M integrierbaren Funktionen. Die Folge (fi)ken koN-
vergiere gleichmaBig gegen die Funktion f: M — R. Zeigen Sie, dass f eben-
falls Uber M integrierbar ist und

/fdun= lim / f.din
M k—o0 Jpm

qilt.
Aufgabe A.3.2 (Reihen integrierbarer Funktionen).
Gegeben seien integrierbare Funktionen f,: R” — R, k € N, so dass

o0
> lfelh < o
k=0

Zeigen Sie, dass eine integrierbare Funktion f: R" — R existiert, so dass
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. /fdun=2/fkdun,
k=0

o fast Uberall f = " £, gilt.

k=0

Aufgabe A.3.3 (Hyperebenen als Nullmengen).
Zuie{1,...n}und a < R definieren wir die Hyperebene

H(i, Q) = { (X, %) € R | = o}.

a) GebenSiezuic {1,...n},ac Runde > 0 eine Folge (&)xen VON offenen
Quadern an, so dass

> Volp(Q) <& und H(i.a) c | .
k=0 k=0
b) Es seien (ix. Ax)ken €iNe Folge mitiy € {1....n}, ax € R, k € N, und

N := | Hlir. o).
k=0

Zeigen Sie, dass es zu gegebenem ¢ > 0 eine Folge (&)ren VON offenen
Quadern mit

D Voln(&) <e und Nc| )&
k=0 k=0
gibt.
Aufgabe A.3.4 (Fast Uberall null).

Essei f: R" — R eine stetige Funkfion, so dass f(x) = O fur fast alle x € R” qilt.
Zeigen Sie, dass f die Nullfunktion ist.

Aufgabe A.3.5 (Bilder von Nullmengen).
a) Es seien N ¢ R" eine Nullmenge, f: N — R" eine Abbildung und C > 0. Es
wird angenommen, dass f die Lipschitz-Bedingung zur Lipschitz-Konstanten C
erfullt, d.h.?’

vx.y e Nt [If(x) = f(y) < C-lIx—yl.
Beweisen Sie, dass f(N) eine Nullmenge ist.
b) Es seien U C R" eine offene Teilmenge und f: U — R" eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung. Zeigen Sie, dass f(N) fur jede Nullmenge N C U eine
Nullmenge ist.
Aufgabe A.3.6 (Messbare Mengen).
Gegeben seien Teilmengen M, C R", so dass xy, integrierbarist, k € N, und

D Voln(Mi) =Y llxmllh < oo
k=0 k=0
Zeigen Sie, dass fur fast alle x € R”
Ex :={ke [N\xeMk}

eine endliche Menge ist.

21Dabei steht || - || wie Ublich fir die euklidische Norm auf R".
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Aufgabe A.4.1 (Integrierbarkeit).
Es seien f, g € £'(R"). Zeigen Sie, dass auch die Funktionen

max{f,g} und min{f, g}

in.£'(R") liegen.
Aufgabe A.4.2 (Zum Satz von Beppo Levi).
a) Es sei (f)ren €ine Folge in £'(R"), so dass

e fUr k € N fast Uberall f, > 0O gilt,
> / fdun konvergiert.
Beweisen Sie die Existenz einer Funktion f € £'(R"), so dass

Z f.(x) flr fast alle x € R gilt,

/ Foln = / el

b) Es sei (f)ken €ine Folge in £'(R"), so dass

Z / |fi|dpin
k=0

konvergiert. Weisen Sie die Existenz einer Funktion f € £'(R") nach, so dass

Z f.(x) flr fast alle x € R gilt,

. /fdun=2/fkdun.
k=0

Aufgabe A.4.3 (Zum Lebesgueschen Konvergenzsatz).
a) Gegeben seien eine Folge (fi)ken VON Funktionen in £'(R") und eine Funk-
tion f: R" — R. Far fast alle x € R" gelte

f(x) = lim f.(x),

und es gebe eine Funktion g € £'(R") mit
[f(x)| < g(x) farfastalle x € R".

Zu zeigen ist, dass f € £ (R") folgt.
b) Worin unterscheidet sich die Aussage in a) vom Lebesgueschen Konver-
genzsatz?

Aufgabe A.4.4 (Anwendungen der Konvergenzsatze).
a) Es ist zu UberprUfen, dass die Funktion

ffR — R

log(x), fallsO< x <1
X —
0, sonst
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Lebesgue-integrierbar ist.
b) Untersuchen Sie die Funktion

frR — R
1 , 1
N { W-5|n<;>, falls0 < x < 1

0, sonst

auf ihre Lebesgue-Integrierbarkeit.
C) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Riemann-Integral

/OO sin(x?)dx
0

existiert, die Funktion f: [0,00) — R, x — sin(x?), aber nicht Lebesgue-
infegrierbar ist.

Blatt 5

Aufgabe A.5.1 (Nullmengen und integrierbare Funktionen).

a) Geben Sie fur jedes m > 0, n > 0 nichtleere Nullmengen A, Bin R™" an,
so dass i) Ay = m(AN(R™ x {y})) fur jedes y € R"” eine Nullmenge ist und ii)
Punkte y € R” existieren, so dass B, := m1(BN(R™ x {y})) keine Nullmenge ist.
Dabei ist ;: R™" — R™ die Projektion.

b) Warum ist jede Nullmenge endlich messbar?

C) Zeigen Sie: Es seien f,g € £'(R"). Wenn g beschrdnkt ist, dann ist auch
f-ged'(R").

Aufgabe A.5.2 (Der Satz von Fubini fur Treppenfunktionen).

Beweisen Sie den Satz von Fubini fur Treppenfunktionen. (Sie durfen naturlich
nur diejenigen Aussagen aus der Vorlesung verwenden, die vor dem Satz von
Fubini bewiesen wurden.)

Aufgabe A.5.3 (Graphen von Funktionen).

Eine Teilmenge A c R" ist messbar, wenn AN K fur jede kompakte Teilmenge
K von R" endlich messbar ist.

Q) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge A ¢ R” genau dann messbar ist, wenn
AN Q flr jeden kompakten Quader & ¢ R" endlich messbar ist.

b) Es sei f: R™~! — R eine Funktion, so dass ihr Graph

I :={(x,f(x)) |x e R } CR"

messbar ist. Beweisen Sie, dass s eine Nullmenge ist.

Aufgabe A.5.4 (Integration mit Fubini).
a) Erkiéren Sie in den folgenden Beispielen, warum f Uber A integrierbar ist,
und berechnen Sie jeweils das Integral.

A= (o,%) x (o,g), frA— R, (X,y) — sin(x +2y).

i) A={(x.y) eR?|0<x <1, x3<y<x?}, f1A— R, (X.y) — x2 - y2
i) Ai={(x.y.2) eR¥ x>0,y >0, x2+y2<z<2},f1 A— R, (X.y.2) —>

\Z—Vy2,
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) Es seien A :=(0,1)x(0,1) c R? und
frA — R
exp(y?), fallsx <y
xy) — { 0, fallsx>y °

Zeigen Sie, dass f Uber A integrierbar ist, und versuchen Sie mit den beiden
maoglichen Integrationsreihenfolgen das Integral auszuwerten.

Blatt 6

Aufgabe A.6.1 (FiGchenberechnung mit Cavalieri).
a) Es seien a, b € R, positive reelle Zahlen und

e {on s (2 () <1

e Warum ist A endlich messbar?

2

o Skizzieren Sie A fur die Werte a=1und b =2.
e Bestimmen Sie flr y ¢ Rdie Menge A, = {x e R|(x.y) € A}
e Berechnen Sie den Fldcheninhalt Vol,(A) mit dem Satz von Cavalieri.

b) Es sei
A;:{(x,y)e[R2|x2+y2§1/\(X§O\/|y|§x)}.

e Warum ist A endlich messbar?

o Skizzieren Sie A.

e Bestimmen Sie flr x € R die Menge A, ={y e R|(x,y) € A}

e Berechnen Sie den Fldcheninhalt Vol,(A) mit dem Satz von Cavalieri.

Aufgabe A.6.2 (Rotationskdrpen).
a) Es seien a < b reelle Zahlen und f, g: [0, b] — R stetige Funktionen mit

0<f<g.

Zeigen Sie, dass die Menge

A={(xy.2) eR|f(2) < VY2 < g2). a<z<b)

endlich messbar ist und das Volumen
b
Volz(A) = 7 - / (9(2)? - f(2)?)dz

a

hat.
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b) Es seien s € R eine positive reelle Zahl und
A:={(x,y,z)e [RS‘\/x2+y2§ % 1 gz}.

e FUr welche Werte von sist A endlich messbar?
e Bestimmen Sie fur diese Werte Vol3(A).

Aufgabe A.6.3 (Volumenberechnung mit Cavalieri).
Q) Es sei

A:={<X,y,z>em¢(x_cos(g))2+(y_sm(g))2g n oSZSM}.

Skizzieren Sie A, und bestimmen Sie das Volumen von A mit dem Prinzip von
Cavalieri.
) Es seien

A:={(x,y,z)e[R3|x2+y2+22§1}

und :
B:={(X,y,z)e[R3\X2+y2§§}.

Skizzieren Sie ANB, und berechnen Sie Vol; (ANB) mit dem Prinzip von Cavalieri.
Aufgabe A.6.4 (Integration).
Q) Es sei

f:[0,1]x[0,1]] — R

2 2

) ﬁ falls (x, y) #(0,0)
0, falls (x.y)=(0,0)

Bestimmen Sie die beiden Integrale

/o] </0] f(x, y)dx) dy und /0] (/o] f(x, y)dy) dax,
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und interpretieren Sie das Ergebnis.
b) Untersuchen Sie die Funktion

fr[-1.1]x[-1,1] — R
X.y) {szfyyz falls (x,y) #(0,0)
0, falls (x,y) =(0.0)

auf Integrierbarkeit.
¢) Benutzen Sie den Satz von Tonelli, um zu zeigen, dass

ffRZ — R
x.y) — {

x?-exp(—xy), fallsO<x<y
0. andernfalls

infegrierbar ist.

Blatt 7

Aufgabe A.7.1 (Charakterisierungen alternierender Formen).
Es seien p € N, V ein R-Vektorraum und

w: VPSR

eine multilineare Abbildung.
a) Zeigen Sie, dass w genau dann alternierend ist, wenn gilt:

VWi Vpe Vi F<i<j<pivi=v, = w(v,..Vp) =0
b) Beweisen Sie, dass w genau dann alternierend ist, wenn gilt:
Yy, Vpe Vi vy, .,V linearabhdngig = w(vy,..,Vp) =0.

Insbesondere gibt es fUr p > dimg(V) keine alternierenden p-Formen auf V.
Aufgabe A.7.2 (Rechnen mit Differentialformen).
a) Bestimmen Sie a A s fur die Formen

«

B

ydx A dy + xzdy A dz,
dx + ydy + Z°dz

auf R3,
b) Berechnen Sie dw fUr die folgenden Differentialformen auf R3 bzw. R

e w:=(x?+ y?)dx +sin(z)dz,

e w:=x3dx Ady — xcos(z)dy A dz,
. w:=Z(— DX - dxy Ao AdXi_y AdXi A< A dXn,

Aufgabe A.7.3 (Ruckiransport von Differentialformen).
Q) Es sei

f:[R>O><(O,27r)><<f ) — R%\ (Rsg x {0} x R)

2'2
(r..9) — (rcos(p)cos(¥),rsin(y) cos(v),rsin(v)).
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Zeigen Sie
f*(xdy A dz+ ydz A dx + zdx Ady) = - cos(d9)dyp A dY.
b) Gegeben sind

fTR> — RS

(V) — (uv,u?.3u+V)
und

w = xydx + 2zdy — ydz.

Berechnen Sie
f*(dw) und d(f*(w)).

C) Es seien

fR® — RS

(uv,w) — (U, v—uw,vw)
und
w=xdy Adz+sin(y)dz A dx — cos(z)dx A dy.

Geben Sie

f*(dw) und d(f*(w))
an.

Achtung. Gehen Sie in b) und ¢) die beiden naturlichen Rechenwege, d.h.
berechnen Sie einmal zundchst f*(w) und dann d(f*(w)) und einmal zuerst
d(w) und dann f*(d(w)).

Aufgabe A.7.4 (Partielle Differentiation und Integration; 3+4+3 Bonuspunkte).
Es seien U c R™ eine offene Teilmenge und f: U x R" — R eine Funktion. Fur
u e Usei

JR" — R
X — f(u,x),
und fur x € R"” sei
U —
u — f(u,x).
SchlieBlich sei
F:U — R
u — / uf(X)Aun(x).
Es wird vorausgesetzt, dass ,f fur alle u € U integrierbar ist.
Q) Zeigen Sie:
Es sei ug € U, so dass die Funktion xf fur fast alle x € R" in ug stefig ist. Weiter sei
die Familie (yf, u € U) L-beschréankt. Dann ist F in ug stefig.

b) Beweisen Sie:
Esseije {1,...m}, so dass die Funktion f partiell nach u; differenzierbar ist,

und die Familie of
<8—uj(u,-), ue U>
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sei L-beschrankt. Dann ist F partiell nach u; differenzierbar, und es gilt

F ()= / O (1, x) ().

ay; oy;

¢) Folgern Sie aus a) und b) die Behauptung:

Es seien U c R™ eine offene und K c R" eine kompakte Teilmenge so-
wie f: U x K — R eine Funktion. Die Funktion ,f sei fur jedes u € U Uber K
integrierbar, und f sei nach u,.....un stetig partiell differenzierbar. Dann ist

FrU — R
U%/ X)dpn(x

stetig partiell differenzierbar mit

oF of

509= | 7

o —(u.xX)dun(x), uel j=1,..m.

Bemerkung. Diese Aussage wird in der folgenden Aufgabe bendtigt.
Aufgabe A.7.5 (Das Lemma von Poincaré; 2+6+2 Bonuspunkte).
Eine offene Teilmenge U C R" ist sternférmig bzgl. xo, wenn gilt:

Vxe WA [0,1]: X-xp+(1—-))-xeU,

d.h. mit x ist auch die Verbindungsstrecke von x und xg in U enthalten.
Es seien U c R" ein bzgl. 0 sternférmiges Gebiet, 1 < p < nund

w(x)= > a(x)dx

/€7p,n

eine Differentialform auf U. Weiter sei

> Lo Txdfz T A AdXg A, A AdX,

a) Geben Sie P(w) fur eine 1-Form w = a,dx; + a,dx, + a3dx; und eine 2-Form
w = O120x7 A dXo + O13dX7 A dX3 + A3dX> A dXz Auf R3 an.
b) Es seien U ein bzgl. 0 sternférmiges Gebiet, 1 < p < nund w eine p-Form
auf U. Beweisen Sie:

= P(dw) + dP(w).

c) SchlieBen, dass auf einem sternférmigen Gebiet jede geschlossene Form
exakt ist.
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