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Voraornt

Das vorliegende Skript enthdlt den Stoff aus der Vorlesung ,Analysis II" aus
dem Sommersemester 2010 und Teilen der Vorlesung ,Analysis III" aus dem
Wintersemester 2010-2011. Es basiert im Wesentlichen auf den Lehrblchern
(3), (6) und (7) und soll diese nicht ersetzen.

In der Analysis | haben wir uns vornehmlich mit Funktionen f: | — R,/ C R
ein offenes Intervall, beschdftigt. Zwei Schwerpunkte waren dabei stetige und
differenzierbare Funktionen. In vielen Anwendungen ist man gezwungen, Ab-
bildungen f: R™ — R" zu betfrachten. In der Analysis Il wollen wir Stetigkeit
und Differenzierbarkeit fur solche Abbildungen definieren und untersuchen.
Eine Quelle fur viele Anwendungen ist die Physik. Wir betrachten zwei Beispie-
le.

a) Eine Abbbildung

f'R'" — R®
to— (A1), (), (1))

kann z.B. die Position eines Teilchens im R3 zum Zeitpunkt t beschreiben.
Die Schraubenlinie: Es seien r > 0 und ¢ = 0O fest gewdhlte reelle Zahlen.
Die Abbilung

ffR'" — R
t = (r-cos(f).r-sin(t),c-t)

liefert z.B. die folgende Kurve:

1,0 1,0



Vorwort

Fur ¢ = 0 erhdlt man einen Kreis in der (x;, x2)-Ebene.

b) Die Wurfparabel: Ein Gegenstand wird mit der Geschwindigkeit vg unter
dem Winkel o gegen die Horizontale abgeworfen. In welchem Abstand trifft
der Korper auf dem Boden auf?

(@

W (v, )

Die Wurfweite W = W(a, vo) hdngt von zwei Parametern, ndmlich a und vy,
ab. Die genaue Formel (unter idealisierten Bedingungen) lautet:

V2 -sin(2 - )
g

Die Analysis basiert auf den Begriffen der Konvergenz und des Grenzwerts.
In der Analysis | haben wir diese Begriffe mit Hilfe des Absolutbetrags auf den
reellen Zahlen erklart. Allgemeiner sind sie in jedem metrischen Raum defi-
niert. Das erste Kapitel fuhrt in die Theorie der metrischen Rdume, der nor-
mierten Vektorrume und verwandter Konzepte ein.

Das zweite Kapitel bespricht Konvergenz und Grenzwerte in metrischen
R&umen. Fur die Vorlesung sind die normierten Vektorrdume besonders rele-
vant. Dabei ist interessant, dass alle Normen auf R” zum selben Konvergenz-
begriff flhren, wdhrend auf unendlichdimensionalen Vektorrumen der Be-
griff der Konvergenz wirklich von der Norm abhdngt.

Sobald man von Grenzwerten sprechen kann, kann man stetige Funktio-
nen wie in der Analysis | definieren. Die grundlegenden Eigenschaften stetiger
Funktfionen werden im dritten Kapitel entwickelt.

Als erste Verallgemeinerung einer Funktion f: | — R betrachten wir eine
Abbildung F: I — R", Weg genannt, | C R ein offenes Intervall. Wir kbnnen
F=(FR.,..FR)mit ;| — R, i=1,...,n, schreiben. Wir sagen, dass F differen-
Zierbar ist, wenn jede Komponentenfunktion F;, i = 1,..., n, differenzierbar ist.
Interessant ist hier die Lingenmessung solcher Wege.

In funften Kapitel beginnen wir mit der Differentialrechnung einer Funktion
f: R" — R. Wir benutzen daflr zundchst Techniken aus der Analysis |, indem
wir f auf eine Gerade G C R" einschrdnken. Dieser Ansatz fuhrt zum Begriff
der partiellen Differenzierbarkeit.

Kapitel 6 enthalt den Begriff der Differenzierbarkeit, der durch Ubertra-
gung der Definition aus der Analysis | in den Kontext von Funkfionen mehrerer
Verdnderlicher unter Verwendung von Normen entsteht. Er wird mit dem Be-
griff der partiellen Differenzierbarkeit verglichen.

Im siebten Kapitel wird die Differentialrechnung benutzt, um Extremwerte
differenzierbarer Funktionen zu untersuchen. Es werden auch Extrema unter
einer Nebenbedingung betrachtet.

Das achte Kapitel enthdlt den Banachschen Fixpunktsatz, eine Aussage
Uber gewisse Selbstabbildungen eines metrischen Raums, in dem jede Cau-
chy-Folge konvergiert. Eine erste Anwendung ist das Newton-Verfahren fur
Funktionen mehrerer Variablen.

In der Theorie der Differentialgleichungen versucht man, eine hinreichend
oft differenzierbare Funktion einer Verdnderlichen aus gewissen Gleichungen,

W(a, vg) = g die Erdbeschleunigung.
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die die Funktion und ihre Ableitungen enthalten, und Startwerten zu bestim-
men. Differentialgleichungen treten in zahlreichen Anwendungen, z.B. in der
Physik, auf. Das neunte Kapitel entwickelt die Grundlagen dieser Theorie. Der
Banachsche Fixpunktsatz wird dabei in einem unendlichdimensionalen Kon-
text angewandt, um eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fur die Ldsun-
gen gewisser Differentialgleichungen zu erhalten.

In Kapitel 10 wird untersucht, wann sich eine (stetig differenzierbare) Abbil-
dung f: R" — R"” zumindest lokal umkehren I&sst. Der sogenannte Umkehr-
satz ist eine weitere Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes, diesmal in
einer endlichdimensionalen Situation.

Im elften Kapitel werden Gleichungssysteme studiert, in denen die Glei-
chungen durch differenzierbare Funktionen gegeben sind. Als Anwendung
des Umkehrsatzes erhdlt man den Satz Uber implizite Funktionen, der die lo-
kale Struktur der Losungsmengen solcher Gleichungssysteme unter geeigne-
ten Voraussetzungen beschreibt. Der Satz Uber implizite Funktionen fuhrt auf
das wichtige Konzept einer Untermannigfaltigkeit des R". Mit diesem Kon-
zept kann man die Theorie der Extremwerte differenzierbarer Funktionen unter
Nebenbedingungen wesentlich besser verstehen. In einem Anhang wird die
Theorie der abstrakten Mannigfaltigkeiten angerissen.

Die Aufgabenbldatter zur Vorlesung befinden sich am Ende des Textes.

Ilch danke Herrn Nikolai Beck, Herrn Romnan Kemmler und Herrn Dr. Norbert
Hoffrnann fUr das Korrekturlesen.

Alexander Schmitt
Berlin 2011






Kapitel 1

1.1 Metrische Rdume

In der euklidischen' Geometrie der Ebene R? verfligen wir Uber eine Ab-
standsmessung: Es seien py =(Xo, yo) und py =(x1, y1) Punkte in R?, Der Ab-
stand zwischen pg und p; ist

d(pr.po) = /(51 — 302+ (1 — Yo

Po X1 — Xo

1.1.1 Eigenschaften. i) vpo,g e R?: d(p,.q) =0 < p=q.
iVp.geR?: d(p.qg) = d(q.p). (Symmetrie)
iy Vo, g.re R?: d(p.r) < d(p,q) +d(q.r). (Dreiecksungleichung)

Wie so oft in der Mathematik geschieht nun Folgendes: Nach dem man
hinreichend viel Erfahrung, in diesem Fall mit der euklidischen Geometrie
der Ebene, gemacht hat, untersucht man kritisch, welche Eigenschaften
man wesentlich in den Beweisen benutzt hat. Viele Beweise, vor allem sol-
che, die Konvergenzfragen betreffen, kommen mit den oben aufgeliste-
ten Eigenschaften i) - iii) aus. Aus diesen Eigenschaften macht man dann
eine Definition, in unserem Fall die des metrischen Raumes. Man findet
viele neue Beispiele von metrischen Rumen. Dabei passieren zwei inter-
essante Dinge: Zum einen gelten alle GesetzmdaRBigkeiten aus der euklidi-
schen Geometrie, die sich nur auf die Eigenschaften i) - iii) stUfzen, in ei-
nem beliebigen metrischen Raum, ohne das man sie heu beweisen muss.
Zum anderen weisen einige Beispiele metrischer Rume verblUffende Ei-
genschaften auf, die sich unserer ,euklidischen™ Anschauung entziehen.

TEuklid von Alexandria (ca. 360 v.u.Z. - ca. 280 v.u.Z.), griechischer Mathematiker.
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Das Herauskristallisieren einer guten Definition ist dabei eine der wichtigs-
ten Leistungen in der Mathematik.

1.1.2 Definition. a) Sei X eine Menge. Eine Metrik (Abstandsfunktion) auf X ist
eine Abbildung
adXxX—R

mit folgenden Eigenschaften:

Dvx,ye X: dx,y)=0<=x=y.

iDVvx,y e X: d(x.y)=d(y.x).

iDvx,y,.ze X: d(x,z) <d(x.y)+d(y.z).

b) Ein Paar (X, d), das aus einer Menge X und einer Metrik d: X x X — R
besteht, heiBt metrischer Raum.

1.1.3 Beobachtung. Essei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt d(x,y) > O far
allex,y € X.

Beweis. FUr Punkte x,y € X haben wir
O0=d(x.x) <dXx.y)+d(y.x)=2-d(x.y).

Die erste Gleichung ist in Definition 1.1.2, ), enthalten, die Absch&tzung folgt
aus i) und die letzte Gleichung aus ii). O

1.1.4 Beispiele. i) Die Abbildung

dRxR — R
X.y) — [x—vV]

ist eine Meftrik auf R.
i) Es sei X eine Menge. Dann ist

Ay XxX — R

Xy) — 0, fallsx=y
24 1, fallsx #y

eine Metrik auf X. Die Metrik dy heiBt triviale Metrik.
iii) Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann ist

d‘A!AXA — R
(a,b) — d(a.b)

eine Metrik auf A, die durch d auf A induzierte Metrik.

1.2 Normierte Vektorrdume

Ist die zugrundeliegende Menge mit der Struktur eines reellen Vektorrau-
mes ausgestattet, dann betrachtet man meist Lingenmessungen, die der
Vektorraumstruktur besser angepasst sind, sogenannte Normen.

1.2.1 Definition. a) Es sei V (ein mdglicherweise unendlichdimensionaler) R-
Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung

l-1:vV — R
v o= V.



1.2 Normierte Vektorrdume

so dass gilt:

DVweV:|v|=0 < v=0.

NDVYAeR, ve V. [|Xx-v|=|A-]|V].

ivv,we V: ||v+w| <|V|]+]w].

b) Ein normierter Viekforraum ist ein Paar (V, || - ||). das aus einem R-Vektor-
raum V und einer Norm || - ||: V — R besteht.

Mit den Definitionen 1.1.2 und 1.2.1 Uberpruft man sofort:

1.2.2 Lemma. Essei (V.| - ||) ein normierter Vektorraum. Dann ist

d:VxV — R
(v.w) — J[v—w|
eine Metrik auf V.

1.2.3 Bemerkung. i) Die Metrik d zu einer Norm || - || liefert die Norm Uber ||v|| =
d(v,0), v e V, zurlck.

i) Es sei V ein R-Vektorraum. Nicht jede Metrik auf V kommt von einer Norm.
Z.B. ist die triviale Metrik dy auf einem nichtirivialen Vektorraum nicht durch
eine Norm induziert, weil Eigenschaft ii) in Definition 1.2.1 nicht erfullt sein kann.

1.2.4 Beispiele. i) Die euklidische Norm auf R" ist wie folgt definiert:
I-I'R" — R
(X1, Xn) > /X2 + X2
Die euklidische Norm induziert die euklidische Metrik
d:R"xR" — R
(e X0), Ve Vn) (0= V)2 4400 — )2

i) Die Maximum-Norm auf R" ist durch

I-Im:R" — R

(X1, Xn) > max{ |xi],.... [Xn| }.
festgelegt. Die zugehdrige Metrik ist
dy:R"xR" — R
(o X0), (V1o V) MOX{ X3 = Vil [Xn = Vil }

1.2.6 Bemerkung. Man kann die euklidische Norm und die Maximum-Norm
miteinander vergleichen: Fur alle p € R" gilt

IPllv < el < V- lIplm.

Wir werden spdter sehen (Satz 2.3.3), dass man zwei beliebige Normen auf
R"™ auf dhnliche Art und Weise miteinander vergleichen kann.

1.2.6 Ein unendlichdimensionales Beispiel. Es sei X eine Menge. Eine Funktion
f: X — R heiBt beschrdnkt, wenn ein ¢ € R>p := {r € R|r > 0} existiert, so
dass

weX: |fx)|<c

Dann ist
B(X)={f: X — R|fbeschrankt }
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ein R-Vektorraum. Dabei sind die Addition ,+" und die Skalarmultiplikation ,,-*
wie folgt erklért: Fur f,g € &(X) und X € R seien

f+g X — R

X — f(xX)+9(x)
A X — R

X — A f(X).

Bemerkung. Wenn X unendlich viele Elemente enthdlt, dann ist &(X) ein un-
endlichdimensionaler R-Vektorraum. In der Tat sind die Funktionen

dy: X — R
1, falsx=y
X = {O, sonst - yEX
in &(X) enthalten und R-linear unabhdngig.
Man setze
I-1:8X) — R
f— sup{|f(x)||xeX}.
Wir weisen nun nach, dass || - | eine Norm auf &(X) ist. i) Die Implikation

f =0 = |If|| = Oist klar. Wenn ||f|| = O gilt, dann folgt |f(x)| = 0, x € X, und f ist
die Nullfunktion.
i) Hier argumentieren wir auf folgende Weise:

sup{ |X-f(x)||x € X}
sup{ A< [f(x)| | x € X}

AL sup{ 17| [ x € X }
AL

1A~ 1

i) Wir haben

If+ gl sup{|f(x)+g(x)|]xeX}
sup{ [F(0] +1g(0)l | x € X }

sup{ If(x)|| x € X} +sup{ l9(x)| | x € X}
Il +1all-

IN

IN

1.3 Offene Mengen

Wie wir spater sehen werden (Aufgabe A.4.1, b), muss man nur wissen,
was die offenen Mengen in einem metrischen Raum sind, um etwa ste-
tige Funktionen zu kennzeichnen. Daher werden wir dieses Konzept jetzt
ausfuhrlich erldutern.

1.3.1 Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Fir a € X und r > QO ist
Bla.r):={xeX|d(a.x)<r}

der offene Ball vom Radius r um Q.



1.3 Offene Mengen

1.3.2 Beispiele. i) Im R? mit der euklidischen Norm || - || sind die offenen Bdlle
die offenen Kreisscheiben (s. Abbildung 1.1).

i) In R? mit der Maximum-Norm || - ||, sind die offenen Bdlle (offene) Qua-
drate (s. Abbildung 1.1).

(RoA-1D) (R~ [lm)

Euklidische Norm Maximum-Norm

Abbildung 1.1: Bdlle in der Ebene bzgl. verschiedener Normen

i) In einem metrischen Raum (X, dy) mit trivialer Metrik dy sind auch die
offenen Bdlle nicht besonders interessant: Fur a € X hat man

_ [ {a}, fallsr<1
B(C”)‘{ X, fallsr>1

1.3.3 Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) Esseien U c X eine Teiimenge und a € X. Die Menge U heiBt Umgebung
von a, wenn eine reelle Zahl r > O existiert, so dass

B(a.r) c U.

b) Eine Teilmenge U c X heilt offen, wenn U fur jeden Punkt a € U eine
Umgebung von aist, d.h., wenn zu jedem Punkt a € U einr > 0mit B(a,r) c U
existiert.

¢) Eine Teilmenge Z c X heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement X\Z
offen ist.

1.3.4 Beispiele. i) In jedem metrischen Raum (X, d) sind @ und X sowohl offen
als auch abgeschlossen.

i) Es sei (X, dp) ein metrischer Raum mit trivialer Metrik dp. Dann ist jede
Menge U c X sowohl offen als auch abgeschlossen. (In der Tat gilt fur jede
Teilmenge U C X und jeden Punkt a € U, dass B(a,1/2) = {a} ¢ U. Nach
Definition ist U offen.)

ii) Wir betrachten (R, | - |), die reellen Zahlen mit dem Absolutbetrag.

eEsseien a,b € Rmita < b.Dannist (a,b)={x e R|a < x < b} offen. (Zu
x €(a, b) wahlen wir0 < ¢ < min{ |a—x|.|b—Xx| }. Aus der Dreiecksungleichung
folgt B(x,e) =(x —e, X +¢) C(a,b).)

e Es sei a € R. Dann sind die Teilmengen (a, «), ( — oo, ) offen.

e Esseien a.b € Rmit a < b. Dann ist [a.b] = {x € R|a < x < b}
abgeschlossen. (Das Komplement X\[a, b] =( — oo, a)U(b, co) ist offen.)

e Es sei g € R. Dann sind die Teilimengen ( — oo, @] und [a, o) abgeschlos-
sen.

iv) Es seien (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r > 0. Wir behaupten,
dass B(a,r) eine offene Teiimenge von X ist. Sei x € B(a.,r). Wir sefzen ¢ =
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r—d(a, x). Wir zeigen
B(x.e) Cc B(a.r).

X@

Q@

Sei y € B(x,¢e). Wir finden mit der Dreiecksungleichung
da,y) <d(a.x)+d(x.y) <d(a,x)+e=r.

Es folgt y € B(a.r).

1.3.5 Sprechweise. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, x € X und e > 0. Dann
nennt man B(x, e) auch e-Umgebung von x.

Wir fassen einige wichtfige Eigenschaften offener Mengen in einem metri-
schen Raum zusammen:

1.3.6 Beobachtung. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Die Teilmengen & und X sind offen.

i Sind U,V c X offene Teilmengen, dann ist auch U N V eine offene Teil-
menge.

iii) Es seien | eine Indexmenge und U; C X, i € |, offene Teilmengen von X.
Dann ist auch die Veereinigungsmenge

Uu
iel
eine offene Teilmenge von X.

Beweis. Teil i) haben wir schon gesehen.
Teil ii). FUr einen Punkt x € UnN V existieren positive reelle Zahlen ¢; und e,,
so dass B(x,e1) C Uund B(x,ep) C V. FUr e :=min{ey, e} gilt

B(x,e) =B(x,e1) N B(X,e0) cUN V.

Teiliii). Es sei x € U, U, d.h. es existiert ein iy € I mit x € U,. Weil U, offen ist,
finden wir ein ¢ > 0, so dass

B(x.e) c U, c | J U
i€l
Damit ist (J,, U; als offene Menge nachgewiesen. O

1.3.7 Bemerkung. Durchschnitte unendlich vieler offener Mengen sind im All-
gemeinen nicht offen. Man betrachte z.B.

N(4a)-o

Die Intervalle (- 1/n,1/n), n > 1, sind offen, die Menge {0} aber nicht.
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In metrischen Rumen hat man zusdtzlich die folgende ,Trennungseigen-
schaft":

1.3.8 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und x # y € X zwei verschie-
dene Punkte. Dann existieren offene Umgebungen U bzw. V' von x bzw. y mit

Unvs=go.

b J

Beweis. Es seie :=(1/2) - d(x.,y). Nach Beispiel 1.3.4 sind U := B(x,¢) bzw. V :=
B(y.e) offene Umgebungen von x bzw. y. Wir nehmen an, es gebe einen
Punktze Xmitze Un V.

Dann erhalten wir

2-e=dXxy)<dXx.z2)+d(y.z) <e+e=2-¢.

Dies fuhrt zu der unmoglichen Ungleichung e < e. Damit muss UN V = &
gelten. O

1.4 Topologische Rdume

Es stellt sich heraus, dass die in Beobachtung 1.3.6 vorgestellten Eigen-
schaften offener Mengen in einem metrischen Raum eine gute Definition
fur eine viel allgemeinere Struktur liefern, die in vielen Bereichen der Ma-
thematik eine groBe Rolle spielt.

Wir erinnern daran, dass die Pofenzmenge einer Menge X die Menge
PX)={W|WcX}
ist.

1.4.1 Definition. a) Es sei X eine Menge. Eine Teilmenge 7 c 2(X) der Potenz-
menge heiBt Topologie (= System von offenen Mengen) auf X, wenn gilt:
Doe7.Xe7.
Dvue?.Ve7: UnVe?.
iii) FUr jede Indexmenge | und jede Familie U; € 7, i € |, qilt

U U e 7.
iel
b) Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7), das aus einer Menge X und
einer Topologie 7 auf X besteht.
c) Es sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U C X heiBt offen,
wenn U € 7. Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn (X\A) € 7.
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1.4.2 Beispiele. i) FUr jede Menge X ist 7 = { &, X } eine Topologie auf X. Man
nennt 7 die Klumpentopologie auf X.

i) FUr jede Menge X ist 7 = P(X) eine Topologie auf X, die sogenannte
diskrete Topologie.

iii) In einem metrischen Raum (X, d) ist

7 = { U c X|Uist offen im Sinne von Definition 1.3.3 }

eine Topologie auf X.
iv) Es seien (X,7) ein topologischer Raum und A c X eine Teilmenge. Die
Menge

7a={AnU|UE7}

ist eine Topologie auf A, die Teilraumtopologie.

1.4.3 Bemerkung. a) Nach Beispiel 1.3.4, ii), ist ii) ein Spezialfall von iii): Die
Topologie zur trivialen Metrik auf X ist die diskrete Topologie.

b) Verschiedene Metriken auf einer Menge X kdnnen dieselbe Topologie
definieren (s. Aufgabe A.1.4).

1.5 Das Hausdorff-Axiom

Allgemeine topologische RGdume kdnnen sehr merkwurdig aussehen. Sie
kénnen Phdnomene aufweisen, die sich ganzlich unserer euklidisch ge-
pragten Anschauung entziehen. Daher freut man sich, wenn ein gegebe-
ner topologischer Raum zumindest einige vertraute Eigenschaften hat. Z.B.
haben wir in Satz 1.3.8 gesehen, dass in einem metrischen Raum eine ge-
wisse Trennungseigenschaft gilt. Wegen ihrer Berihmtheit wollen wir sie in
einer Definition festhalten.

1.5.1 Definition. Ein topologischer Raum (X,7) heiBt hausdorffsch,>wenn es zu
je zwei Punkten x # y € X offene Mengen U,V ¢ X mit x € U, y € V und
UnV =g gibt.

1.5.2 Beispiel. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und 7 die zugehdrige To-
pologie. Der topologische Raum (X, ) ist ein Hausdorff-Raum.

1.6 Rdnder von Mengen

In der reellen Analysis einer Verdnderlichen haben wir es fast nur mit of-
fenen, abgeschlossenen bzw. halboffenen Intervallen zu tun gehabt. In
hoéherdimensionalen RGumen begegnen wir einem viel grbBeren Vorrat
an wichtigen offenen und abgschlossenen Mengen und ,Dingen dazwi-
schen®. Deshalb beginnen wir hier mit dem Studium der ,Feinstruktur® von
Mengen in einem topologischen Raum.

1.6.1 Definition. a) Es seien (X,7) ein topologischer Raum und Y C X eine
Teilmenge. Ein Punkt y € X heiBt Randpunkt von Y, wenn fur jede Umgebung
U von y die Bedingung

UnY=#o und UNX\Y)#o

2Felix Hausdorff (1868 - 1942), deutscher Mathematiker. Er wurde von den Nationalsozialisten
in den Selbstmord getrieben.



1.6 Rander von Mengen

erfullt ist.
b) Der Rand von Y ist die Menge

dY = { x € X|x st ein Randpunkt von Y }.

Beispiele fUr Randpunkte einer Menge

Lo

X

1.6.2 Beispiele. i) In dem normierten Vektorraum (V.|| - ||) sei Y := B(a, r) fdr ein
a € V und ein r > 0. Wir behaupten

Y ={xeX|d(x.a)=r}.

Die Inklusion ,c" folgt, da ein Punkt y € B(a,r) eine offene Umgebung U
mit U C B(a.,r) besitzt (Beispiel 1.3.4, iv) und damit kein Randpunkt sein kann.
Ein Punkt y € V mit p := d(a.y) > r ist ebenfalls kein Randpunkt. Wir setzen
e = p—r. FUr jeden Punkt z € B(y,¢) gilt nach der Dreiecksungleichung

p=d(a,y)<d(a.z)+d(z,y) <d(a,z)+e, sodassd(a.z)>p—ec=r.
Damit gilt B(y.e)n B(a.r) = @.

FUr einen Punkt y € V mit d(a.y)=runde > 0gilt y e(V \ B(a.r)) N B(y.e).
Es sei z ein Punkt auf der Gerade

L={X-a+(1-X)-y|xe[0.1]},

die a und y verbindet. Sei \g € [0,1]. so dass z = A\g - a+(1 — Ag) - y. Dann
berechnen wir

d(a.2)=||(1 =X0)-a=(1=20) - ¥|| =(1 = Xo) - [[a =y =(1 = Xo) - d(a.y)

und
dizy)=lX -a=X-Yl=X-[la-yl]=X- day).

Wdhlen wir Xg €(0, 1], so dass
O <) -d(a.y) <e,

dann gilt z € B(a.r) N B(y.e). Wir haben gezeigt, dass y ein Randpunkt von
B(a.r)ist. Man beachte dY nY = .

i) Wir betrachten den metrischen Raum (R, | - |) und die Teilmenge Y = Q.
Dann gilt 9Y = R. Denn fur jeden Punkt a € R und jedes ¢ > 0O gilt

(a—c,a+e)NQ # @
(a—c,a+e)N(R\Q) # .
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1.6.3 Satz. Es seien (X,7) ein topologischer Raum und Y c X eine Teilmenge.
i) Die Menge Y\0Y ist offen.
i Die Menge Y U 0Y ist abgeschlossen.
i) Die Menge 9Y ist abgeschlossen.

Beweis. i) Seiy € Y\oY.Da y ¢ 9Y, existiert eine offene Umgebung U von y,
sodass a) UNY = g oder b) UN(X\Y) = @. Wegen y € Y ist @) unmodglich. Es
gilt b), d.h. U c Y. Esist noch zu zeigen, dass UN9dY = @. Firz e Un oY ist U
eine offene Umgebung von z. Wegen z € 9Y folgt Un(X\Y) # @. Das hatten
wir bereits ausgeschlossen.

i Sei Y = X\Y. Es qgilt offenbar oY’ = 9Y. Nach i) ist Y'\oY’ offen. Daher ist

X\(Y\OY) = YUY = YUY

abgeschlossen.

iii) In jedem topologischen Raum gilt wegen Definition 1.4.1, @), iD): Sind A
und B abgeschlossen, dann ist auch A N B abgeschlossen. (Denn man hat
X\(ANB) =(X\A)U(X\B), und diese Menge ist offen.) Wieder sei Y’ := X'\ Y. Die
Mengen YU dY und YUY’ = Y U dY sind nach ii) abgeschlossen. Deshalb
ist auch

(YuaY)n(Yuay)=aY

abgeschlossen. O

1.6.4 Definition. Es seien (X,7) ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-

menge.
a) Die Menge
Y:=Y\oY
ist der offene Kern von'Y.
b) Die Menge _
Y:=YUoY

heiBt der Abschluss von Y.

10



Kapitel 2
Ranvergeny cn metrnisctien

R amen

2.1 Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen

In einem metrischen Raum lassen sich die Begriffe der konvergenten und
der Cauchy-Folgen wie in R formulieren. Die Konvergenz einer Folge in
R” mit der euklidischen Metrik kann in Termen konvergenter Folgen reel-
ler Zahlen beschrieben werden. In einem allgemeinen metrischen Raum
bestehen interessante Verbindungen zwischen den topologischen Eigen-
schaften von Teilmengen und der Konvergenz gewisser Folgen.

2.1.1 Definition. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, (X, )xen €ine Folge von
Punkfen in X und a € X. Wir sagen, (xx)xen konvergiert gegen a oder a ist
Grenzwert der Folge (Xi)ken. Wenn gilt:

Ve >03K e Nvk > K:  d(a,x) <e.
Schreibweise. a = Im x;.
k— 00

2.1.2 Bemerkung. Die Folge (xx)ren kONnvergiert genau dann gegen a, wenn
es fur jede offene Umgebung U von a ein K € N gibt, so dass

vk >K: x.eU.

2.1.3 Satz. Es seien X = R", || - || die euklidische Norm und d die zugehdrige
Metrik. Eine Folge von Punkten (Xi)ken in X mit

X = (X Xk), KEN,
konvergiert genau dann gegen a =(ay, ..., an) € R?, wenn
klirgo Xe=aq;, i=1,...n
Damit haben wir Konvergenz von Folgen in R" bezlglich der euklidischen Me-

trik auf die Konvergenz von Folgen in R zurlickgefUhrt, mit der wir unsim letzten
Semester ausfUhrlich bescha&ftigh haben.

Beweis. a) Wir nehmen an, dass die Folge (Xx)ken gegen a konvergiert. Fur
e > 0 existiert ein K € N, so dass

e>d(a, x) = \/|o1 — X2+ O = X2 > |0 — Xl i=T1....n, k>K.
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Es folgt, dass (xi)ken 9€QEN q; konvergiert, i=1,...,n.
b) Es gelte
im x,=0q;, i=1,....n

k—o00

FUr e > 0 finden wir ein K € N mit
19

|ai — Xi| < 75 i=1,....n, k>K.
Damit gilt
n
d(a, x) = Z|a, —Xil2 < vn- mox{ |ai — X ]i: 1,...,n} <e, k>K.
i=1
Also gilt limy_, o X = a. O

In metrischen RGumen |&sst sich die Abgeschlossenheit einer Menge Uber
Folgen charakterisieren:

2.1.4 Satz. Es seien (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

i) Die Menge A ist abgeschlossen.

i) Fdr jeden Punkt x € X und jede Folge (Xx)ken in X. so dass x, € A, k € N,
undlimy_o X = X, gilt x € A.

Beweis. i) = ii): Die Menge X\ Aist offen. Seien x € X\ Aund (Xx)ken €ine Folge
mit x, € A, k € N, und lim,_,., Xk = x. Es gibt ein e > 0 mit B(x,e) c X\A, d.h.
B(x,e) N A = @. Auf der anderen Seite gibt es ein K mit x, € B(x,¢) fur k > K, so
dass x, ¢ A far k > K. Das ist aber unmoglich.

i) = D: Nach Satz 1.6.3, i), mUssen wir A C Azeigen. Sei x € dA. Wir wdhlen
Punkte

xkeB(X,l) NA kel.

k
(Die Durchschnitte sind nicht leer, weil x ein Randpunkt von A ist.) Offenbar
haben wir limy_, -, X, = x. Nach Voraussetzung ii) gilt somit x € A. O

2.1.5 Bemerkung. Die Punkte in A = AUJA sind also die Grenzwerte von Folgen
inA.

Die in Beispiel 1.6.2, i), beobachtete Gleichung Q = R sagt also nur aus,
dass man jede reelle Zahl als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen erhalten
kann.

2.1.6 Definition. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (Xk)ken in X heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
K € N existiert, so dass
Yk, I > K: d(Xk,X/)<€.

) Der metrische Raum (X, d) heiBt volistdndig, wenn jede Cauchy-Folge
in X konvergiert.

c) Ein normierter R-Vektorraum (V.|| - ||) heiBt vollstdndig, wenn der zu-
gehdrige metrische Raum vollstandig ist.

d) Ein vollstdndiger normierter R-Vektorraum heiBt Banach-Raum.

2.1.7 Beispiele. i) Der metrische Raum (R, d) mit der Metrik d(x, y) = |x — y| ist
vollsténdig. Dies wurde in Analysis | ((12), Satz 2.3.12) nachgewiesen.

i) Der metrische Raum (Q, d|q) ist nicht vollstandig.

i) Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-
Folge. (Es sei x = limy_, o, Xx. FUr ¢ > 0 gibt es ein K mit d(x,xx) < ¢/2, k > K. FUr
k.1 > K gilt daher d(xx. X)) < d(Xxe, x)+d(x. X)) = d(X. X )+d(X, X)) < e/2+e/2=¢.)

12



2.2 Kompakte Mengen

2.1.8 Satz. Der Raum (R", || - ||). || - || die euklidische Norm, ist vollstandig.

Beweis. Es sei (Xy)ken €ine Cauchy-Folge in R". Wir schreiben X, =(X1x, ... . Xnk).
k € N. Seie > 0. Dann gibt es ein K € N, so dass

Vi=1,..nvk,I>K: [Xe—Xi| < X — X[l <e.

Folglich ist (xi)ken €ine Cauchy-Folge in R und konvergiert somit gegen
einereelle Zahl x;, i =1, ..., n. Aus Satz 2.1.3 folgt

lim X =(X7. ..., Xn).
k—o00

Die Folge (Xx)ken ist daher konvergent. O

2.2 Kompakte Mengen

Die kompakten Mengen in einem metrischen Raum spielen vom Stand-
punkt der Konvergenz von Folgen dieselbe Rolle wie abgeschlossene In-
tervalle [a, b] C Rin den reellen Zahlen.

2.2.1 Definition. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmen-
ge. .
a) Eine Familie (U;);e; von offenen Teilmengen in X heiBt (offene) Uberde-
ckung von A, wenn
Acl u.
iel

b) Die Teilmenge A heiBt kompakt, wenn es zu jeder Uberdeckung Uic/ Ui

von A eine endliche Teilmenge { ;. ..., in } C I gibt, so dass

m
j=1

2.2.2 Bemerkung. Es seien (X,7) ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Eine (offene) Uberdeckung von A definiert man genau wie in De-
finition 2.2.1, a). Erflllt A die Bedingung aus Definition 2.2.1, b), dann nennt
man A quasi-kompakt. Wenn (X, 7) zusdizlich ein Hausdorff-Raum ist (Definiti-
on 1.5.1), dann sagt man, dass A kompakt ist.

2.2.3 Beispiele. i) Das abgeschlossene Intervall | = [0,1] ¢ R? ist kompakt (.
Satz 2.2.4).

|

i) Das halboffene Intervall I = [0, 1) ¢ R? ist nicht kompakt.
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iii) Es seien (X, d) ein metrischer Raum und (Xx)ken €ine konvergente Folge
in X mit Grenzwert a. Dann ist

{xc|[keN}u{a}=1A

kompakt, )
Beweis. Es sei (U))ie; eine Uberdeckung von A. Dann existiert ein i, € [ mit
a € U;,. Weiter gibt es ein K € N, so dass

Vk>K+1: xceU,.
AuBerdem gibt es iy, ... , ix. SO dass
x €U, j=0,..K,

also
AC U/* U Uio U U,'1 U..u U,'K.
iv) Die Teilmenge

A::{%\kew\m}}

ist nicht kompakt. (Der Grenzwert 0 fehlt. Mann kann also in Beispiel iii) den
Punkt a nicht weglassen.)
Beweis. Seien

Ui

0
7N
N —

N
N———

Uk

1 1
(mm) k=2

Dann gilt 1/k € Uy, k € N\{0}, so dass

Ac U
k>1
Wegen
UnNnA= {lk} und #A=o0
besitzt die Uberdeckung (Uk)k>1 keine endliche Teillberdeckung.
2.2.4 Satz. Gegeben seien a;,b; € R mit a; < b;, i = 1,...,n. Dann ist der

abgeschlossene Quader
Q={(x1...5n) eR"|q; <X, < bj.i=1,..n}

X3 / X

kompakt.

by =~ -

az 4+ — — -
a2

X

[o) I
o)

14



2.2 Kompakte Mengen

Vorbereitungen

2.2.5 Definition. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmen-

ge.
a) Die Zahl

diam(A) :=sup{ d(x,y)|x,y € A} € RU {0}

heiBt der Durchmesser von A.
b) Die Menge A heit beschrdnkf, wenn

diam(A) < oo
qilt.
2.2.6 Beispiel. Aus der Dreiecksungleichung folgt
diam(B(x.r)) <2r, xe X, r>0.

Fur die euklidische Metrik des R” gilt ,=".

2.2.7 Bemerkung. Die Menge A ist genau dann beschrdnkt, wenn x € X und
r> 0 mit A C B(x, r) existieren (vgl. Beispiel 2.2.6).

2.2.8 Satz (Schachtelungsprinzip). Es seien (X, d) ein vollstGndiger metrischer
Raum und (Ax)k>0 eine Familie beschrdnkter, nichtleerer abgeschlossener
Teilmengen, so dass fur k > 0

A1 C Ak
gilt,dh.AgD A D - DAD A D---.und
lim diam(Ay) =0. .1
k— 00
Dann existiert ein x € X mit
{x} = Ax = [) A
k>0

Beweis. Schritt 1. Wir zeigen zundchst, dass A, hdchstens ein Element enthdilt,
Seien x,y € A.. Es reicht zu zeigen, dass fUr alle e > 0

dix,y)<e
gilt. Wegen (2.1) gibt es ein K mit diam(Ay) < e, k > K. Da x,y € A, C A,
k > K, haben wir
d(x.y) <sup{d(a.b)|a.be A} =diam(As) <e, k>K.

Schritt 2. Es ist noch zu zeigen, dass A, nicht leer ist. Sei (xi)xen €ine Folge
in X mit x, € A, k € N. Wir beweisen, dass (xx)en €ine Cauchy-Folge ist. Seien
dazue > 0und K € N, so dass

diom(Ay) <e, k>K.
Far k, 1 > K qilt
X € Ak C A und x € A C Ak.

Daher findet man
d(xg. %) < dioam(Ak) < e.

Da X vollstandig ist, konvergiert die Folge (X )ken- S€i X = limy_ o X Wir
mussen x € A, zeigen, d.h. x € A, far alle k € N. FUr k € N konvergiert die
Folge (xk)«>, ebenfalls gegen x. Da x, € A, fur k > x und A, abgeschlossen
ist, folgt x € A, aus Satz 2.1.4. O

15
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Beweis von Satz 2.2.4. Wir nehmen an, dass der Quader & nicht kompakt ist.
Dann existiert eine Uberdeckung (U;);¢; von Q, die keine endliche Teillberde-
ckung zulésst,

Behauptung. Unfer der obigen Annahme existiert eine Folge
Q=D& D - DEDEy 1 D"

von abgeschlossenen Quadern, so dass fur alle k € N gilt:
e Die Uberdeckung (U)ier von Qy besitzt keine endliche Teiliberdeckung.
diam(&y)
2k '
Diese Behauptung fuhrt sofort zum Widerspruch: Nach dem Schachte-
lungsprinzip gibt es einen Punkt x € @ mit

{x}=) Q

k>0

o diom(&) <

Seilp € I,s0 dass x € U, Es gibt ein e > 0, so dass
B(x.,e) C Uy.

Sei k, so dass diam(Q)) < e. (Das existiert wegen lim,_, ., diam(&y) = 0.). Dann
gilt
& C B(x,e) C Uy,

Das ist ein Widerspruch zu der ersten Eigenschaft der Folge (€ )ken-
Beweis der Behauptung. Wir konstruieren die Folge (Qy)xen durch Rekursion:

° QO = Q.

e &4..... Q seien bereits konstruiert. Wir finden abgeschlossene Intervalle
howo.lhnCc R, sodass & =5 x -+ X In.

Wir unterteilen /; in zwei gleichgroBe Intervalle:

/j=/j(O)Ulj(1): j=1,...n.

Seien
K={v=(,...vn)|y;€{0,1},j=1,...n}

und
Q, =" x o ox IV, y=(1, .., vn) €K

|
Qo) ! ) } g
Ly o= ===s ==mm=m=m=m===
Qoo 1 Qo) } ©
1
h
Nach Konstruktion gilt
Q=] a.
vek

Es muss ein Indextupel v, € K geben, so dass die Uberdeckung (Up)ier von &,
keine endliche Teillberdeckung besitzt.

16



2.2 Kompakte Mengen

Wir sefzen Q41 = €. Offenbar gilt

i [ 1 diam(&
diam(&y41) < 5 diam(&y) < 5" %.
Die so erhaltene Folge (& )ren hat damit die geforderten Eigenschaften. O

2.2.9 Bemerkung. Einen alternativen Beweis fur die Kompaktheit von Quao-
dern, der sich auf die Charakterisierung von Kompaktheit in Satz 2.2.14 stltzt,
sollen Sie in Aufgabe A.3.3 fuhren.

Unser ndchstes Ziel ist die Charakterisierung kompakter Mengen im R”
nach Heine'! und Borel. Diese Charakterisierung beschreibt die schwer zu
Uberprufende Eigenschaft der Kompaktheit mit zwei einfachen Eigenschaf-
ten.

2.2.10 Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine kompakte Teilmenge A C X
ist abgeschlossen und beschrdnkt.

Beweis. Beschrénktheit. Es sei a € A. Offensichtlich gilt

Ac | JB(a.k).
k=1

Damit ist (B(a. k))xen €ine offene Uberdeckung von A. Es gibt natirliche Zah-
len ky < -+ < km, SO dass

AcC B(a.ky)yu---uUB(a, km) = B(a,kn) (s.Bemerkung 2.2.7).

Abgeschlossenheit. Wir zeigen, dass das Komplement X \ A offen ist. Sei
x € X\ A. Wir setzen

1
Uk:={yeX|d(x,y)>E}, k> 1.

Die Folge (Uk)«>1 hat folgende Eigenschaften:

e Uy ist offen, k € N.

e U1 Ue =X\ {x} D A

elU,Cc U . k<l

Damit ist (U )ken €ine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, gibt
es naturliche Zahlen ky < - -+ < Ky, SO dass

AC Uk1 U"'UUkm=Ukm-
Wir sehen, dass B(x, 1/km) C X'\ A O

2.2.11 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, K C X eine kompakte und
A C X eine abgeschlossene Teilmenge. Wenn A C K gilt, dann ist A ebenfalls
kompakt.

Beweis. Essei (U eine offene Uberdeckung von A. Die Menge X\ Aiist offen,
und wir haben
X\A Ul JU=x>K
i€l
Weil K kompakt ist, gibt es Indizes iy, ..., im € 1, so dass
KcX\AUU,U---UU,.

THeinrich Eduard Heine (1821 - 1881), deutscher Mathematiker.
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Ferner haben wir A ¢ K und An(X '\ A) = @. Daher ergibt sich
AC U,'1 U"'UU;m,
und der Satz ist bewiesen. O

2.2.12 Satz (Heine-Borel). In dem normierten Vektorraum (R”, || - |). || - || die
euklidische Norm, gilt: Eine Teilmenge A c R" ist genau dann kompakt, wenn
sie abgeschlossen und beschrdankt ist.,

Beweis. Auf Grund von Satz 2.2.10 ist lediglich zu zeigen, dass eine abge-
schlossene und beschrénkte Teilmenge kompakt ist.
Sei
d = diam(A).

Da A beschrénkt ist, ist d eine nichtnegative reelle Zahl. Wir fixieren a =(a, ...,
ap) € A. FUr jeden Punkt x =(x;, ..., x,) € A folgt

jai x| < /lar —xi)2+ -+ lon —xa2=d(ax) < d, i=1,..n.
Damit erkennen wir, dass
ACcQ:=[a-daoa+d]x---x[a,—d.an+d].
GemdB Satz 2.2.4 ist Q kompakt, so dass A nach Satz 2.2.11 kompaktist. O

2.2.13 Bemerkung. i) Der Satz von Heine-Borel gilt nicht in jedem metrischen
Raum. Seien X eine Menge mit unendlich vielen Elementen und g die triviale
Metrik auf X. Fur jeden Punkt x € X gilt X = B(x,2). Die Menge X ist daher
abgeschlossen und beschrénkt. Wir wissen bereits (Bemerkung 1.4.3), dass
jede Teilmenge von X offen ist. Also ist (Uy)xex mit Uy = {x}, x € X, eine offene
Uberdeckung von X. Sie hat keine endliche Teillberdeckung, weil wir #X = oo
vorausgesetzt haben.

i) In einem normierten Vektorraum (V.| - ||) gilt der Satz von Heine-Borel
genau dann, wenn V endlichdimensional ist (s. Aufgabe A.3.4).

SchlieBlich charakterisieren wir die Kompaktheit einer Menge Uber Folgen-
konvergenz.

2.2.14 Satz. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Die Menge A ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (Xi)ken Mit X € A,
k > 0, eine konvergente Teilfolge besitzt.

2.2.15 Bemerkung. Die Implikation ,Ist A kompakt, dann besitzt jede Folge in A
eine konvergente Teilfolge.” ist auch als Satz von Bolzano-Weierstral bekannt.
Man vergleiche Satz 2.3.9 in (12).

Beweis. Wir nehmen an, dass A ¢ X eine kompakte Teilmenge ist und dass
(Xx)ken €ine Folge in A ist, die keine konvergente Teilfolge besitzt. (Man be-
achte, dass #{ x|k € N} = oo gelten muss.) Fur jeden Punkt a € A gibt es
dann eine offene Umgebung U, von a, die nur endlich viele Glieder der Fol-
ge (Xk)ken €Nthalt. Wegen a € Ug, 0 € A, gilt

Ac | U

acA

Nun ist A kompakt, so dass es Punkte ay,....am € A mit

ACUg U U Ug,
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2.2 Kompakte Mengen

gibt. Insbesondere folgt
{x|keN} C Uy U-UUg,.

Unsere Wahl der offenen Mengen Ug, a € A, impliziert allerdings
#({ %k eN}N (Usy U UUg,) ) < oo,

Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war und jede Folge in
A eine konvergente Teilfolge hat.

Jetzt sei A C X, so dass fur jede Folge (xk)keny Mit X, € A, k € N, eine
konvergente Teilfolge (X, )en existiert. Weiter sei (U);) eine Uberdeckung von
A.

Behauptung. Es gibt ein e > 0 mit der Eigenschaft:
Vx € AJi(x) el B(X,e) C Uy

Diese Behauptung begrinden wir folgendermaBen: Wenn die Behaup-
tung falsch ware, dann gdibe es zu k > 1 einen Punkt x, € A mit

B(xk,%) ¢ U, el

Wir bilden die Folge (xx)«>1 In A. Nach Voraussetzung besitzt diese Folge eine
konvergente Teilfolge (X, )en. Sei

x = lim Xy,
|—o00
Wir fixieren einen Index iy € I mit x € U, und ein r > 0 mit B(x,r) C U,.
Da die Folge (xi)en konvergiert, gibt es ein L € N mit:
X, €B(x.r/2),1>L,
o l/k<r/2,1>L
FOr /> Lund y € B(xy, 1/k;) schatzen wir ab:

1
d(x,y) < d(x.x,) + d(x, y) < % po<r
/

Wir folgern
1
B (X"”F) C B(x.r) C U.
|

Dies widerspricht der Konstruktion der Folge (xx)«>1. Damit ist der Beweis der
Behauptung gefuhrt. V
Wir argumentieren weiter durch Widerspruch und nehmen an, dass die
Uberdeckung (U;);c; keine endliche Teiliberdeckung hat.
Sei e > 0 wie in der Behauptung. Dann ist auch (B(x.¢))xca €ine offene
Uberdeckung von A, die keine endliche Teillberdeckung zulésst. Ein Element
Xg € X k&dnnen wir somit zu einer Folge (Xi)ken €rgéinzen, so dass

k
X1 € X\ JB(X.e), k=1,

i=1

Es sei (x4 )ien €ine konvergente Teilfolge von (xi)wen. Eine konvergente Folge
ist eine Cauchy-Folge (Beispiel 2.1.7, iii), so dass ein L € N mit

d(Xkl,ka) <e, I.m>1L,
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existiert.
FUr [ > L haben wir daher

Xi, € B(Xk, , E).

Wegen k.1 > k widerspricht dies der Bedingung Xy, ¢ Uﬁ*{’] B(x;.€). O

2.3 Normen auf R"

Wir wollen Analysis auf dem R" betreiben. FUr uns wird die Abstandsmes-
sung durch eine Norm gegeben sein. Die Norm fUhrt zu einer Metrik und
damit zu einem Konvergenzbegriff. Wir haben bereits Beispiele fur verschie-
dene Normen auf R” gesehen. Uberraschenderweise flhren alle magli-
chen Normen zu demselben Konvergenzbegriff. Zu diesem Resultat ge-
langt man Uber das Konzept der Aquivalenz von Normen.

2.3.1 Definition. Es sei V ein reeller Vektorraum. Zwei Normen || - ||; und || - ||2
auf V sind dquivalent, wenn es positive reelle Zahlen ¢, C gibt, so dass

VeV c vl <|vlz<C-vlh.

Schreibweise. || - || ~ || - ||2.

2.3.2 Bemerkung. i) Der Sinn und Nutzen dieser Definition ist unmittelbar ein-
leuchtend: Es seien | - ||l; und || - |2 zwei dquivalente Normen auf V. Wenn
(Vi)ken €ine Folge von Elementen in V ist, dann ist diese Folge genau dann
eine Cauchy-Folge bzgl. der Norm || - [|;, wenn sie eine Cauchy-Folge bzgl.
der Norm || - ||, ist. Dasselbe gilt fur die Konvergenz dieser Folge.

Damit sind (V.|| - ||1) und (V.| - ||2) im Hinblick auf Konvergenzfragen unun-
terscheidbar. Insbesondereist (V, ||-||1) genau dann vollstandig, wenn (V. ||-]2)
es ist.

SchlieBlich liefern dquivalente Normen auch dieselbe Topologie (s. Aufga-
be A.1.4).

i) FUr ,~" gelten die Axiome einer Aquivalenzrelation: a) Fir jede Norm || - ||
it |- | ~|-|I. Mannehme c=C=1.)

b) Fur je zwei Normen || - [y und || - [l Gilt: || - Iy ~ [| - 2 = || - llz ~ | - [I1. (Mit
¢’ :=1/Cund C" :=1/c haben wir

1
c-Vlzsc-Clivih=lIvih < 2 - [IVI2 = C"-|IV]2
furve V)
c) Fardrei Normen |- [l1. || - [lo und [| - [|ls Qilf: [| - [y ~ || - [lo und [[ - fl2 ~ || - [[3 =
-1y ~ || - lls. Es seien ¢y, Cy, c,, C, positive reelle Zahlen, so dass ¢ - ||v||; <
V2 < Cy-|[v]iund ¢z - |[V]2 < |IV][s < Co - ||V|2 fUr jeden Vektor v € V gilt. Mit

C3:=C; - und Cs := C; - G, erhalten wir

Cy-[Vi=co-cr-|vi <co-[[VI2 S IVIs < G- [V £ Co- Gy - ||V = Ca - |V

farve V)

2.3.3 Satz. Je zwei Normen || - ||y und || - ||, auf R" sind aquivalent.

Beweis. Wir zeigen, dass jede Norm ||| - ||| auf R zur euklidischen Norm &qui-
valent ist.
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2.3 Normen auf R”

Schritt 1. Es sei ¢; =(0,...,0,1,0,...,0) € R" der i-te Standardbasisvektor, i =
1,....n. Wir setzen
C=llell+---+llenll.

Forv=vi-e+---+Vvy- e, R gilt

A

vl llvi-enlll+---+l[vn-enlll = [val - [[ellf +- -+ |val - [l[en]]] <

mox{|v/|\i= 1,...,n}-c= C-|Vllw< C-|VI.

IN

Schritt 2. Wir nehmen an, dass es keine positive reelle Zahl ¢ gibt, so dass
c-[lv] < ||v|| far alle v € V gilt. In diesem Fall kdbnnen wir eine Folge (vi)k>1
mit

1
[I[Vielll < ra IViell. k>1,

wdhlen.
Wir sefzen
Wy = Yk 1
K= T .
[ Viell

Fur diese Zahlen gilt:

o Wil =(1/[1Viell) - [[Viell = 1, k > T,

o il =1 /1[vaell) - llvaelll < 17k, k= 1.

Man beachte, dass (Vi )ken €ine Nullfolge beztglich der Norm ||| - ||| ist.

Auf Grund der ersten Eigenschaft ist die Folge (wy)ken in der euklidischen
Norm beschrdnkt. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB 2.2.14 besitzt diese
Folge eine bezuglich der euklidischen Norm konvergente Teilfolge. Es gibt also
eine in der euklidischen Norm konvergente Folge (u))en mMit

e fjull=1.1€eN,

o limy_,. [|uif] = 0.

Behauptung. Fir den Grenzwert u := lim_,. U, bzgl. der euklidischen Norm
gilt||uf| =0, d.h. u=0.

Diese Behauptung sehen wir wie folgt ein: Sei ¢ > 0. Es gibt ein L € N, so

dass
13

13
u-—u —, U —, I>L
lu—ul < 5= lull<z 1=
Wir fixieren [y > L. Dann sehen wir
€ e g
llulll=lllu = up + Uglll < fllu = dplll + luglll < € lu—Upl[ +5 < 5+ 5 =e.

Damit gilt || u|l| < e fUr jedes positive e. Das impliziert ||u]|| = O. vV

Die obige Behauptung ergibt einen Widerspruch: Da (u)),en in der euklidi-
schen Norm gegen 0 konvergiert, gibt es z.B. flre = 1/2 ein L, so dass

1

2

Das ist offenbar Unsinn. O

> lu—ull = llu =0l = [lul = 1.

2.3.4 Bemerkung. i) Es folgt, dass der Satz von Heine-Borel 2.2.12 ebenso fur
(R™ -0 111l eine beliebige Norm auf R", gilt. In der Tatist ||| - ||| nach Satz 2.3.3
zu || - || dquivalent. In Aufgabe A.1.4 wird gezeigt, dass beide Normen diesel-
be Topologie auf R" induzieren. Damit sind die Begriffe ,kompakt™ und ,ab-
geschlossen™ fur beide Normen gleich. Dass A genau dann bezuglich ||| - ||
beschrdnkt ist, wenn es dies bezuglich || - || ist, ergibt sich sofort aus der Defini-
tion der Aquivalenz von Normen.

i) In unendlichdimensionalen Vektorrdumen gibt es nichtdquivalente Nor-
men (s. Aufgabe A.5.1).
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Kapitel 3
Stetige A bbldungen

3.1 Definition der Stetigkeit

Wie in der Analysis einer Verdnderlichen ist die Stetigkeit einer Funktion eine
notwendige Voraussetzung fUr die Differenzierbarkeit. Wir erkléren jetzt kurz
den Begriff einer stetigen Abbildung zwischen metrischen R&umen.

3.1.1 Definition. Es seien (X, dy) und (Y, dy) metrische Rdume und a € X ein
Punkt.
a) Eine Abbildung f: X — Y heiBt stetig in a, wenn fur jede Folge (Xi)ken
in X mit
lim x, =a
k—o00
auch die Folge (f(xx))ken kONvergiert und
lim f(x) =f(Q)
k—o00
gilt.
b) Die Abbildung f: X — Y ist stfetig, wenn sie in jedem Punkt a € X stetig
ist.

3.1.2 Beispiele. i) Es seien (X, d) ein metrischer Raum und X3 € X. Dann ist die
Abbildung

f:X — R
X — d(Xg.X)

stetfig. Dazu seien a € X und (Vx)ken €ine Folge in X, die gegen a konvergiert.
Nach Definition heit das
klim d(a.yx) =0.
— 00

Wegen der Dreiecksungleichung gilt
VkeN: 0<|d(x.a)—d(x.ye)| < d(a,y).

Es folgt
kli_r)r; |d(x0.a) — d(x0. y«)| =0,

SO dass limy_. d(Xg. Vk) = d(Xg. Q).
i) Far einen normierten Vektorraum (V, || - ||) folgt, dass die Abbildung

-1V —R
stetig ist.
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Auf R verwenden wir die Metrik dr mit dr(x,y) = |x — y|. X,y € R. FUr eine
Teilmenge D C R erhalten wir die Metrik dp := dg|p durch Einschrdnkung (s.
Beispiel 1.1.4, iii). Wenden wir die obige Definition auf die metrischen RGume
(D.dp). (R, dr). eine Funkfion f: D — R und einen Punkt a € D an, dann
erhalten wir denselben Begriff, der in (12), Definition 3.4.6, formuliert wurde.
Damit liefert die Vorlesung aus dem vorigen Semester eine Fulle von inter-
essanten Beispielen fur stetige Abbildungen.

Nun betrachten wir einen metrischen Raum (X, d) (z.B. eine Teilmenge X C
R™ mit der durch die euklidische Metrik induzierten Metrik—s. Beispiel 1.1.4, iii)
und R” mit der euklidischen Metrik.! Wir untersuchen eine Abbildung

fi X — R".
Die Komponentenfunktionen von f sind wie folgt gegeben:

fir X LN R" — R
X — f(x) . =100

Damit kbnnen wir

schreiben.

3.1.3 Lemma. In der obigen Situation ist die Funktion f genau dann in a stetig,
wenn samtliche Komponentenfunktionen f,,....f, in a stetig sind.

Beweis. Es sei (X )ken €ine Folge in X, die gegen a konvergiert. Nach Satz
2.1.3 konvergiert die Folge

genau dann gegen f(a) =(f1(q).....fa(a)). wenn die Folge (fi(xx))ken fUr i =
1,....ngegen fi(a) konvergiert. Damit ist die Behauptung sofort ersichtlich. O

3.2 Neue stetige Abbildungen aus alten

Durch Addition, Multiplikation usw. kann man neue stetige Funktionen aus
bereits bekannten herstellen. Dies werden wir kurz erldutern und danach
einige interessante Abbildungen und Funktionen vorstellen, von denen uns
einige mehrmals als nutzliche Hilfsmittel wiederbegegnen werden.

3.2.1 Satz. Es seien (X,dx), (Y.dy) und (Z,d;) metrische Rdume, f: X — Y
und g: Y — Z Abbildungen, a € X ein Punkf und b := f(a) € Y. Wenn die
Abbildung f in a stetig ist und die Abbildung g in b, dann ist die Vlerkntpfung

gof: X —Z
in a stetig.

Beweis. Der Beweis ist eine leichte Ubungsaufgabe. O

Statt mit der euklidischen Metrik kdnnen wir auch mit der Metrik zu einer beliebigen Norm auf
R™ bzw. R" arbeiten. Dies ergibt sich aus Safz 2.3.3.
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3.2 Neue stetige Abbildungen aus alten

3.2.2 Satz. Die folgenden Abbildungen sind stetig:

Aid:R — R
X — XX, MAeER,
add:R?=RxR — R
xX.y) — X+vy,
mult: R°=RxR — R
(X.y) — X-y.
diviRxR\{0} — R
x.y) — 5.
y

Beweis. Das Resultat folgt aus den Grenzwertsdtzen der Analysis (s. (12), Satz
2.2.16). Wir betrachten z.B. die Abbildung div. Es sei (zi)xen €ine Folge in R x
R\ {0} mit zc =(Xk. yx). k € N, die gegen ¢ =(a.b) € R x R\ {0} konvergiert.
Nach Satz 2.1.3 bedeutet dies, dass (xx)xen gegen a konvergiert und (Yi)ken
gegen b. Wir finden

X klim Xy
i i = |j _— = — 0 = — = i
klmo div(z,) = kl|_r>rgo v~ Im e b div(c).
k— o0
Daher ist div in ¢ stetig. O

3.2.3 Folgerung. Es seien (X, d) ein metrischer Roum, f,g: X — R zwei Abbil-
dungen, A € R und a € R. Wirnehmen an, dass f und g in a stetig sind. Dann
sind auch die folgenden Funktionen stetig in a:

A-f: X — R
X — A-f(x),
f+g X — R
X — f(x)+g(x),
f-goX — R
x — f(x)-gx).
Falls zusatzlich g(x) # 0, x € X, dann ist auch die Funktion
i: X — R
g
X +— m
9

in a stetig.
Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.1.3 sieht man, dass die Abbildung
(f.9): X — R?
x —  (f(x).9(x))
in a stetig ist. Wir schreiben
frg: x MY R2 99 R

Die Behauptung folgt jetzt aus Satz 3.2.2 und 3.2.1. O
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3.2.4 Beispiele. i) Eine Funktion f: R" — R heiBt monomiale Funktion vom
Grad d, wenn es naturliche Zahlen k;,....k, mit ky + - - - + k, = d gibt, so dass

V(X1 Xn) € RT 0 f(Xq, 0 Xn) = xf‘ o xko,
Eine monomiale Funktion ist stetig.
i FGrn,d € N sei
K(n,d) = { (Koo k) [ K€ NSi= 1,0, by 4tk < d}.

Sei d > 1. Eine Funktion f: R" — R ist eine polynomiale Funktion vom Grad
d, wenn reelle Zahlen ¢y, k € K(n, d), existieren, so dass

V(X1 Xn) €R D F(X), 0 Xn) = > Ci- X[ xka
k=(ky....kn)EK(n,d)

und es mindestens einen Index k € K(n,d) \ K(n,d — 1) mit ¢, # 0O gibft. Poly-
nomiale Funktionen sind stetig.

i) Wir betrachten (R”, || - ||). || - || die euklidische Norm. Die Inversion an der
Einheitssphdre ist die Abbildung

fiR"\ {0} — R
X

X112

Eigenschaften.
e Die Funktion f ist stetig (Beispiel 3.1.2, i), und Folgerung 3.2.3).
o FUrjedes x € R™\ {0} liegen x, f(x) und der Ursprung 0 auf einer Gerade.
e FUr jeden Punkt x € R™\ {0} gilt || f(x)|| = 1/]|x]|.
e FUr jeden Punkt x € R"\ {0} gilt f(x) € R"\ {0}, so dass wir f o f bilden
konnen. Dabei gilt f o f = idgn\ (0. Man sagt, dass f eine Involution ist.

Die zweite und die dritte Eigenschaft bestimmen offenbar die Abbildung
f. Die Einheitssphdre in R" ist

Sli={XxeR X2+ +x2=1}.

Die Abbildung f hdlt die Punkte auf -1 fest, bildet das Innere von S, d.h.
B(0, 1), auf das AuBere von S"-1, d.h. R”\ B(0, 1), ab und umgekehrt.

In der Ebene kann der Funktionswert f(x) aus x mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden. Dazu brauchen wir zwei klassische Satze aus der Geometrie.

Satz des Thales?. Wenn fir ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C € R? der
Punkt C auf dem Kreis mit der Stecke zwischen A und B als Durchmesser liegt,
dann hat dieses Dreieck bei C einen rechten Winkel.

2Thales von Milet (um 624 v.u.Z. - um 546 v.u.Z.), griechischer Naturphilosoph, Staatsmann, Ma-
thematiker, Astronom und Ingenieur.
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3.2 Neue stetige Abbildungen aus alten

Damit kdnnen wir in der Ebene die Tangenten von einem Punkt x € R? an
einen Kreis K konstruieren, wenn x nicht auf der durch K begrenzten Kreis-
scheibe liegt.

Der Kathetensatz des Euklid. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der
Hypotenuse ¢ und den Kathefen a und b. Die Hohe h Uber der Hypotenuse
teilf ¢ in die Abschnifte p bzw. q Uber a bzw. b. Es gelten dann folgende
Identitaten:

ed’=p-cC.

eb?=qg-c.
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c=p+q

Beweis. Aus dem Satz des Pythagoras ergeben sich folgende Gleichungen:

+b? = & = pP+2pg+ QP 3.1
p’+h? = @ 3.2
g+ = b (3.3)

Addition von (3.2) und (3.3) ergibt a® + b? = p? + g% + 2h?. Durch Vergleich mit
(3.1) schlieBt man

R = pq.
Setzt man dies wiederum in (3.2) bzw. (3.3) ein, dann berechnet man
a’=p’+pg=p(p+q)=pc bzw. b’=pg+qg’=qg(p+q)=qc

und zeigt somit die Behauptung. O

Damit erkennen wir, dass die folgende Zeichnung die Inversion am Einheits-
kreis darstellt.
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3.2 Neue stetige Abbildungen aus alten

§rﬁe/x
-l

/ K
f(X)

f: Rygx[0,2r) — R?
N———
=D

(r.o) — (r-cos(yp),r-sin(ye)).

iv) Polarkoordinaten. Es sei

Die Funktion f ist nach Lemnma 3.1.3 und Folgerung 3.2.3 stetig.

Behauptung. Die Funktion f bildet D bijektiv auf R? \ {0} ab.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass f injektiv ist. FUr x =(r, ¢) berechnen wir

cos? (p)#sir? (p)=1

IF0ll = /72 - (cos?(i) +sin?())

Damit kénnen wir r aus f(x) zurickgewinnen.
Eigenschaften des Sinus und des Kosinus.

e Der Kosinus ist auf den Intervallen [0, 7] bzw. (7, 27) umkehrbar.

o FUr ¢ € [0, 27) qilt

sin(p) >0 < ¢ e[0,7]
sin(p) <0 <= ¢ €(m 2n).

Folglich Iasst sich ¢ aus cos(y) und dem Vorzeichen von sin(yp) rekonstruieren.
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r:(cos(p) sin())

sin(yp)

Seinun (x,y) € R2\{0}. Danngilt (x, y) = r-(u, v) mit r := ||(x, y)||, u := x/rund
v := y/r. Wir haben weiter u? + v2 = 1. Falls v > 0, dann definieren wir ¢ € [0, 7]
als die eindeutig bestimmte Zahl mit cos(¢) = u. Da v? =1 ? = 1 — cos?(p) =
Siﬂ2(<p), sehen wir v = |v| = |sin(y)|. Wegen ¢ € [0, 7] folgt sin(¢) > 0, so dass
v = sin(p). Analog legen wir ¢ im Fall v < 0 als die eindeutig bestimmte Zahl
im Intervall (7, 27) mit cos(p) = u fest. Wieder Uberprufen wir v = sin(y).

In jedem der betrachteten Fdlle haben wir f(r, p) =(x, y). Damit ist die Sur-
jektivitét von f nachgewiesen. O

3.2.5 Definition. Es seien a € R", U c R" eine offene Umgebung von a und
f: U\ {a} — R eine Funktion. Wir sagen, dass der Grenzwert

Jm 100

existiert, wenn es eine Zahl b € R gibt, so dass fUr jede Folge (X )ken Mit X €
U\ {a}. k € N,und limy_, ., xx = a die Gleichung

lim f(x) = b
k—o00

erfallt ist.
Schreibweise. im f(x) = b.

X—a

3.2.6 Bemerkung (Stetige Fortsetzung). Falls f stetig ist und limy_.4 f(x) = b gilt,
dann ist auch die Funktion

U — R

f(x), fallsx #a
x = { b, fallsx=a

stetig.
3.2.7 Beispiele. i) Es sei

f:R?2\ {0} — R

x2.y

(X,)/) x2+y2'

(Das folgende und andere Bilder wurden erstellt mit ,surfer™.3)

Shttp://wwv. i magi nary2008. de/ sur f er. php
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3.2 Neue stetige Abbildungen aus alten

Wir behaupten

(x!lfr)lo f(x.y)=0.

Wir benutzen Polarkoordinaten: FUr (x, y) =(r - cos(p), r - sin(y)) berechnen wir

_ - cos?(yp) -sin(y)

f(x.y) 2

=r-cos?(y) - sin(p).

Damit gilt

[F(x,¥)| = r-|cos?(¢)| - |sin(p)| <.

Wenn (x,y) gegen 0 strebt, dann strebt auch r gegen 0, und unsere Behaup-
tung folgt.

i) Diesmal untersuchen wir die Funktion

fiR?\{0} — R

(X.Y) Xy

X2+5.y2'
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Fir m € R haben wir

m- x? m

I em-X) = I s e = 145 e
Fur m = 0 finden wir 0 als Grenzwert und fur m = 1 den Wert 1/6. Damit existiert
|im(X,y)_>0 f(x,y) nicht.*

3.3 Die e-4-Formulierung der Stetigkeit

Analog zu Ergebnissen in der Analysis | beweisen wir nun die Charakterisie-
rung der Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen RGumen durch
das e-§-Kriterium. Es ermodglicht, Stetigkeit ganz in Termen der zugehoérigen
Topologien zu formulieren. Darauf wird in den Ubungsaufgaben eingegan-
gen.

3.3.1 Satz. Es seien (X,dx). (Y,dy) mefrische Rdume, f: X — Y eine Abbil-
dung und a € X ein Punkt. Die Abbildung ist genau dann in a stetig, wenn
das folgende Kriterium erfdllt ist:

Ve>036 >0vxe X: dx(a.x)<d = dy(f(a).f(x)) <e.

Beweis. Der Beweis ist eine Ubersetzung des Beweises von Satz 3.4.8 in (12) in
die Sprache der metrischen Rdume.

4lm Bild des Funktionsgraphen kann man gut die Gerade erkennen, auf der die Grenzwerte
limy_.q f(x. m- x) far verschiedene Wahlen von m € R liegen.
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3.3 Die e-§-Formulierung der Stetigkeit

Wir nehmen an, dass f in a stetig ist und das e-§-Kriterium versagt. Dann
gibt es eine > 0, so dass fur alle § > 0 ein x € X mit

dx(a,x) < § A dy(f(a), f(x)) > e
existiert. Insbesondere gibt es fur jedes k > 1 ein x, € X mit

dy(a, xg) < % A dy(f(a).f(x)) > e.

Die Folge (xx)k>1 konvergiert dann gegen a. Nach Beispiel 3.1.2, i), ist y —
dy(f(a).y) eine stetige Funktion, und nach Satz 2.2.18 aus (12) gilt

0= dy(f(a). f(a)) = dy(f(a). im f(x) = lim dy(f(a).f(x)) > e.

Das ist offenbar unmoglich, so dass die Annahme falsch war und das e-6-
Kriterium gilt.

Jetzt wird vorausgesetzt, dass das e-d-Kriterium erflllt ist. Es sei (X )ren €inE
Folge in X, die gegen a konvergiert. Um zu zeigen, dass die Folge (f(Xk))ken
gegen f(a) konvergiert, mussen wir Uberprifen, dass es zu jedem ¢ > 0 ein
K € N gibt, so dass

vk > K : dy(f(O),f(Xk)) <e. 3.9
Seien e > 0und § > 0, so dass
VxeX: dx(a.x)<d = dy(f(a).f(y)) <e. 3.5)

Wegen der Konvergenz der Folge (x«)«>1 gegen a existiert ein K € N mit der
Eigenschaft:
Vk > K: dx(a.x) <. Q.6

Die Aussagen (3.5) und (3.6) implizieren zusammen Aussage (3.4). O

3.3.2 Definition. Es seien (X, d) ein metrischer Raum, A C X eine nichtleere
Teilmenge und x € X. Die Zahl

dist(x,A) :==inf{ d(x.y) |y € A}

heiBt der Abstand von x zu A.
3.3.3 Lemma. Die Funktion

dist(-,A): X — R

x +— dist(x, A)
ist stetig.
Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus:
vx,x' € XVe>0: d(x,x)<e = |dist(x,A)—dist(x’, A)| <e. @G.7)
FUr x, x" € X mit d(x,x’) < e wéhlen wir eine Folge (Yi)ken in A mit

kl|_>rrgo dist(x’, y,) = dist(x’, A).

Fur jedes k € N gilt dann
dist(x, A) < d(x.yi) < dx, x")+ d(X, yi).
Durch den GrenzUbergang k — oo wird daraus
dist(x, A) < d(x,x') + dist(x’, A) < dist(x’, A) + <.

Ebenso erhdlt man
dist(x’, A) < dist(x, A) + .

Daraus folgt die behauptete Abschatzung |dist(x, A) — dist(x’, A)| < e. O
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Kapitel 3 Stezege A bbildungen

3.4 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass stetige Funkfionen auf kompakten
Mengen ein Minimum und ein Maximum annehmen.

3.4.1 Satz. Es seien (X,dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume und f: X — Y
eine stetige Abbildung. Wenn K c X kompakt ist, dann ist auch das Bild f(K) C
Y kompakt.

Beweis. Wir verwenden die Definition der Kompaktheit durch die Uberde-
ckungseigenschaft (2.2.1). Es sei (V));c; eine offene Uberdeckung von f(K).
Da f stetigist, ist U; := f~1(V}), i € I, eine offene Menge (Aufgabe A.4.1, a). Wir
haben

Kc ' (f(K) cl (v =JU.

iel iel

Da K kompakt ist, gibt es Indizes i, ..., im € I, SO dass
KcU,u---ul,.
Dann gilt auch
f(K)ycf(U)u---Uf(U,) c V,u---UV,,
und die Behauptung ist gezeigt. O

3.4.2 Folgerung. Es seien (X, d) ein kompakter metrischer Raum und f: X —
R eine stetige Abbildung. Dann nimmt f auf X ein Minimum und ein Maximum
an, d.h., es gibf Punkte a und b in X, so dass

Vxe X: f(a)<f(x)<f(b).

Beweis. Auf Grund des voherigen Satzes ist die Bildmenge A := f(X) kompakt.
Nach Satz 2.2.10 ist A abgeschlossen und beschrdnkt. Es seien inf(A) € R bzw.
sup(A) € R das Infimum bzw. Supremum von A. Wir finden Folgen (X )xen Und
(Vi )ken it

ex, c Aundy, € A keN,

. klim X, = inf(A) und klim Vi = SUP(A),

— 00 — 00

Da A abgeschlossenist, folgt aus Satz 2.1.4, dass inf(A) € Aund sup(A) € A.
Das bedeutet, dass es Punkte a, b € X mit f(a) = inf(A) und f(b) = sup(A) € A
gibt. O

3.4.3 Definition. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X nichtleere
Teilmengen. Der Abstand von A und B ist

dist(A, B) := inf{ dist(x,B) | x € A }.
3.4.4 Lemma. Wenn A kompakt und B abgeschlossen ist, dann folgt
dist(A,B)=0 <— AnB=#w.
Beweis. Wenn AN B # @, dann gilt sicherlich dist(A, B) =0.
Nun nehmen wir An B = @ an. Die Funktion x — dist(x, B) ist nach Lemma

3.3.3 stetig und nimmt wegen Aufgabe A.3.1 nur positive Werte auf A an.
Wegen Folgerung 3.4.2 gibt es ein ag € A mit dist(A, B) = dist(ag. B) > 0. O
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3.5 GleichmdBige Stetigkeit

3.4.5 Beispiel. Falls A und B nicht kompakt sind, stimmt die Aussage des Lem-
mas nicht mehr. Wir betrachten z.B. die Funktion

f:R> — R
(xX,y) — X-Vy.

Da f stetig ist (Beispiel 3.2.4, i), sind die Teilmengen
A=f10)={(x.y)eR*|x-y=0}

und
B=f"'M={(x.y) eR?|x-y=1}

abgeschlossen (Aufgabe A.4.1, a). Man sieht sofort

AnB=g2 und dist(A,B)=0.

3.5 GleichmaBige Stetigkeit

In diesem Abschnitt stellen wir eine Verschdrfung des Begriffs der Stetigkeit
vor. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen erflllen diese Verschar-
fung jedoch automatisch.

3.5.1 Definition. Es seien (X, dy) und (Y, dy) metrische Rume. Eine Abbildung
f: X — Y ist gleichmdBig stefig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > O existiert, so
dass

vx. X' e X dx(x.x)<d = dy(f(x).f(x)) <e.

3.5.2 Bemerkung. i) Man vergleiche Behauptung 1im Beweis von Satz 5.1.9in
(12).

i) Das e-§-Kriterium fUr Stetigkeit 3.3.1 fordert, dass wir fUr ¢ > 0 zu jedem
x € X ein ¢(x) > O finden kénnen, fdr das

VX' e X dx(x.x')<d(x) = dy(f(x).f(X')) <e
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qilt.
Die gleichmd&Bige Stetigkeit fordert, dass ein § > 0 existiert, das fur alle
x € X funkfioniert.

3.5.3 Beispiel. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine nichtleere
Teilmenge. Wie (3.7) zeigt, ist dist(-, A): X — R, x — dist(x, A), gleichmd&Big
stetig.

3.5.4 Satz. Esseien (X, dy) und (Y. dy) mefrische Rdume. Wenn X kompakt ist,
dann ist jede stetige Funktion f: X — Y auch gleichmdBig stetig.

Dieser Satz verallgemeinert Behauptung 1 im Beweis von Satz 5.1.9 in (12).

Beweis. Sei ¢ > 0. Auf Grund der Stetigkeit der Funktion f existiert flUr jeden
Punkt x € X ein §(x) > 0, so dass

VX' e X: X eB(x.0(x)) = dy(f(x).f(xX")) < 3.8)

N ™

Wir haben |
xX=]J B(x,§ -6(x)) .
xeX
Da X kompakt ist, gibt es x;,..., xm € X, so dass

X=OB<X;,% -5()(;)) .
i=1

Wir definieren :
5= 5 -min{§(x;)[i=1,...m}.
FOr Punkte x, x" € X mit dx(x,x") < d,seilp € { 1,....m} mitx € B(x.(1/2)-(x;)).

Damit sch&tzen wir folgendermaBen ab:

1
Ax (X", X)) < dx (X', x) + dx(X,x,) <+ > 0(Xp) < 6(X).

so dass
X" € B(x;,.0(x;)).
Weiter sehen wir mit (3.8)

dy (f(x). f(x)) < dy(f(x).f(xp)) + Ay (f(x;,). F(X)) <

N ™
NI ™
1l
™

Damit ist gezeigt, dass f gleichmdBig stetig ist. O

3.6 Folgen stetiger Funktionen

Wir erkl@ren hier, unter welchen Voraussetzungen Folgen stetiger Funktio-
nen gegen eine stetige Funktion konvergieren. Dieses Resultat kdnnen wir
als VollstGndigkeit eines gewissen normierten Raums interpretieren. Damit
erhalten wir einen unendlichdimensionalen Banach-Raum.

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wie in Beispiel 1.2.6 fUhren wir auf
Abb(X,R):={f: X — R|f Abbildung }
die Struktur eines reellen Vektorraums ein. Auf Grund von Folgerung 3.2.3 ist
C°(X) = {f € Abb(X,R)|fist stetig }

ein Untervektorraum.
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3.6 Folgen stetiger Funktionen

3.6.1 Definition. Die Folge (f)en in Abb(X, R) konvergiert gleichmdBig gegen
die Funktion f € Abb(X,R), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein K € N gibt, fir das

sup{ I(x) — F(X)| | x € X} <e, k=K,

gilt.

3.6.2 Satz. Esseien (X, d) ein metrischer Raum, (f)ken €ine Folge von Elemen-
tfen in €°(X) und f € Abb(X,R). Wenn (fi)ren gleichméBig gegen f konver-
giert, dann ist f € @°(X), d.h. f ist stetig.

Beweis. Der Beweis von Satz 3.7.9 (12) I&sst sich wortwortlich Ubertragen. O

3.6.3 Bemerkung. Wir sagen, dass die Folge (f,)ren PUNktweise gegen f kon-
vergiert, wenn
VxeX: klim f(x) = f(x).
—00

GleichmdaBige Konvergenz impliziert offenbar punktweise Konvergenz.

Wenn (fy)ken €ine Folge stefiger Funktionen auf X ist, die punktweise ge-
gen die Funktion f: X — R konvergiert, dann muss die Grenzfunktion f nicht
stetig sein. Ein Gegenbeispiel wird in (12), Beispiel 3.7.6, gegeben.

In Beispiel 1.2.6 haben wir den Vektorraum
2(X) :={f: X — R|sup{ [f(x)||x € X} < oo}
der beschrdnkten Funktionen auf X eingefuhrt. Durch
I-:BX) — R
fos sup{ F(x)| | x € X}

ist eine Norm auf &(X) gegeben.
Sei

a2 (X) = E(X)NB(X)

der Vektorraum der beschrénkten stetigen Funktionen. Mit
Ifllgs ) = lIfll.  fe&3(X).
definieren wir den normierten Vektorraum
(@)1 llgox)-

3.6.4 Bemerkung. i) Wenn der Raum X kompakt ist, dann impliziert Folgerung
3.4.2, dass

Eo(X) = E°(X).
i) Nach Satz 2.1.4 ist @2 (X) ein abgeschlossener Unterraum von &(X).°
i) In 2(X) ist die gleichmdaBige Konvergenz einer Folge (fi)xen 9€QEN €ine
Funkfion f gleichbedeutend mit der Konvergenz dieser Folge gegen f in der
Supremumsnorm || - ||.

3.6.5 Satz. Der Raum (€2(X). || - | e (x)) ist ein Banach-Raum.

°D.h. €2 (X) ist ein Unterraum und dls Teilmenge von &(X) abgeschlossen.
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Beweis. Wir mUssen beweisen, dass jede Cauchy-Folge in €2 (X) konvergiert.
Sei also (fx)ken €ine Cauchy-Folge in @2(X). Zu e > O gibt es daher ein

K € N, so dass

e

vk 1= K sup{ 500 = 00l [ X € X } = 1= fllgg ) < 5

Insbesondere hat man
19

5 3.9

Vx e XVk, 1> K: |fi(X)=1fi(x)| <
Man erkennt, dass die Folge (fi(X))ken fUr jeden Punkt x € X eine Cauchy-
Folge von reellen Zahlen ist und damit konvergiert ((12), Satz 2.3.12). Wir defi-
nieren daher

f: X — R
X +— lim fi(x).
k—o00

Es ist nachzuweisen, dass die Funktion f stetig ist. Wegen Satz 3.6.2 reicht es
aus zu zeigen, dass die Folge (fi)ken gleichmdaBig gegen f konvergiert. Mit der
Stetigkeit von | - | und (3.9) sehen wir

VX € XYk > K:  |fi(x) — f(x)| = /”m Ifi(x) — fi(x)] < % <e
— 00

und damit
Vk > K sup{ Ifie(x) = F(X)| | x € X} <e.

Dies ist die gleichmdaBige Konvergenz. O

3.7 Stetigkeit linearer Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Stetigkeit linearer Abbildungen unter-
suchen. Es zeigt sich, dass im Fall unendlichdimensionaler Vektorrdume li-
neare Abbildungen nicht automatisch stetig sind. Die in der Analysis | ein-
gefuhrten Operationen der Ableitung und des Integrals liefern interessante
Beispiele fur lineare Abbildungen.

3.7.1 Satz. Esseien (V.| -|lv) und (W, | -||w) normierte Vektorrdume. Eine linea-
re Abbildung A: V. — W ist genau dann stetig, wenn folgende Bedingung
erfallt ist:

AC e RgVV eV JAWV)w < C-|V|v. 3.10)

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, dass A stetig ist. Weil A dann insbesondere in
0 stetig ist, existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft

YweV: |v|v<d = JJAWV)|w< 1. @11
Sei )
C = g
Far v € V'\ {0} sefzen wir weiter
1
vy <R
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3.7 Stetigkeit linearer Abbildungen

Damit berechnet man

-2 <

Ay - =\, - = _
[Av - Vilv=2Av-lIviv == = 3

Mit (3.11) finden wir schlieBlich
Av - [AMW)Iw = [IAv - AW llw = [AAY - V)lw < T=C - [[Av - VIv = Av - C-[[V]]v.

Teilen durch ), ergibt die gewlUnschte Abschd&tzung.

Jetzt nehmen wir an, dass Bedingung (3.10) gilt, und Uberprifen die Ste-
tigkeit von A mit dem e-6-Kriterium 3.3.1. Dazu seiene > 0,6 :=¢/Cund vy € V.
Wir beobachten:

weV: |v-wly<di = [AV)-AMW)lw = [AV=v)llw < C-[v-vllv <e.
Folglich ist Ain vy stetig. O

3.7.2 Bemerkung. i) Wir kbnnen den Satz folgendermaBen umformulieren: Die
lineare Abbildung A: V — W ist genau dann stetig, wenn

lAllop = sup{ AW lw | IVIlv =1} < oo.

Fur eine stetige lineare Abbildung A nennt man ||Allop die Operatornorm von
A

i) Aus dem obigen Beweis folgt, dass eine stetige lineare Abbildung gleich-
maRig stetig ist.
3.7.3 Beispiel. Jede lineare Abbildung A: R™ — R” ist stetig. (Nach Satz
2.3.3 ist die Aussage unabhdngig davon, welche Normen wir auf R™ bzw.
R™ wdhlen.) Um das mit Satz 3.7.1 einzusehen, fixieren wir die Standardbasen
von R™ und R"” und definieren

M =(mu):/==11r;,
als die Abbildungsmatrix von A. Far v =(vy,...., Vi) € RT ist w =(wq,.... W) =
A(v) somit durch
m
w=v-M, dh w=> m-v,i=1..n, 3.12)

J=1

gegeben. Nun definieren wir

Wie Ublich bezeichnen wir mit || - ||, die Maximum-Norm auf R” und R”. Mit
(3.12) erkennen wir

m m

wil <3 Imyl - 1] < (Z |mﬁ|) Wil < C IVllme i=1n,

J=1 J=1

so dass
[Wilm < C-[[VIm

furalle v =(vi....,vm) € RMund w =(wy, ..., wp) = A(v) € R" folgt.

39



Kapitel 3 Stezege A bbildungen

Fur die folgenden Betrachtungen mussen wir unsere Konventionen fur diffe-
renzierbare Funkfionen etwas modifizieren. Far ein Intervall | der Form [a, b]
oder [a,c0) nennen wir a die linke Intfervallgrenze, und fur ein Intervall | der
Form [a, b] oder ( — oo, b] ist b die rechfe Intervallgrenze. Es seien | ein Inter-
vall und - sofern existent - a die linke bzw. b die rechte Intervallgrenze. Wir
sagen, dass die Funkfion f: | — R in a bzw. b differenzierbar ist, wenn sie
dort rechtsseitg bzw. linksseitig differenzierbar ist (s. (12), Definition 4.1.1), und
setzen kurz

f'(a):=f(a) bzw. f(b):=f (b).

Wir nennen f differenzierbar, wenn f in jedem Punkt x € | differenzierbar ist. Ist
zusatzlich die Funktion

f:l — R
t— (1)

stetig, so ist f stetig differenzierbar.

3.7.4 Bemerkung. Es seien f: | — R eine Funktfion und a € | der linke Rand-
punkt. Die Funktion f sei im obigen Sinne differenzierbar mit f'(a) = c. Wir
definieren

fi(—cc,a)ul — R
NN f(x), fallsx el
c(x—a)+f(a), fallsx e(—oo,q)

Die Funkfion f ist stetig differenzieroar mit f;, = f. Analog kann man fir die rech-
te Intervallgrenze verfahren. Eine Funktion f: | — R ist mithin genau dann
(stetig) differenzierbar, wenn es ein offenes Intervall J ¢ R und eine (stetig)
differenzierbare Funktion f: J — R mit / ¢ Jund f; = f gibt.

3.7.5 Beispiele. i) Es seien | := [0,1] und (€°()). || - lleoy) der Vektorraum der
stetigen Funktionen auf | mit der Supremumsnorm. Weiter sei

E'(l) c é°(l)

der Unterraum der stetig differenzierbaren Funktionen. Er erhdlt durch Ein-
schrankung der Supremumsnorm eine Norm.
Wir behaupten, dass der Differentialoperator

D:2'() — E°)

f — f

linear aber nicht stetig ist. Die Linearitdt ist eine Folge der Ableitungsregeln
(Satz 4.2.1 in (12)). Wir betrachten die Funktfionen f: | — R, x — x¥, k € N,
Far sie qilt:

° ||fk||30(l) =1,keN,

o [[fellgoqy = Ik - fieallgoy = K. k= 1.
In Aufgabe A.5.1 werden Sie sehen, wie man dieses Problem behebt.

i) Es seien [ := [0, 17 und

Int: 2°() — R

1
f — /f(x)dx
0
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3.7 Stetigkeit linearer Abbildungen

der Integraloperator. Erist nach Satz 5.1.13 in (12) linear. Der Leser moge sich
von der Abschdatzung
1
/ f(x)dx
0

Uberzeugen. Der Integraloperator ist also stetig.

1
< /0 IF(x)[0X < | Fll g
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Kapitel 4
Wege and Kaurven én R"

4.1 Wege
Wir fihren den Begriff des Weges ein und erldutern ihn an einigen Beispie-
len.

In diesem Kapitel steht || - || immer fr die euklidische Norm.

4.1.1 Definition. a) Ein Weg (in R") ist eine stetige Abbildungv: | — R", /I C R
ein Intervall.

b) Fur reelle Zahlen a < b und einen Weg v: [a,b] — R” nennt man ~(a)
den Anfangspunkt des Weges und ~(b) den Endpunkt.

C) Ist v: | — R" ein Weg, dann bezeichnet man die Menge

Spur(y) =~() = {~(f)|Tel}
als Spur des Weges .
4.1.2 Beispiele. i) Die Spur des Weges
7:[0,207] — R?
t — (r-cos(t),r-sin(t)

ist der Kreis vom Radius r um den Nullpunkt,
i) Der Weg

7:[0,27] — R?
t s (r-cos(2f),r-sin(2t))

hat ebenfalls den Kreis vom Radius r um den Nullpunkt als Spur. Jetzt wird der
Kreis allerdings zweimal durchlaufen.
i) Far zwei Punkte a, b in R" definieren wir den Weg

v:[0,1] — R"
t — a+t(b-a0q).
Der Anfangspunkt ist v(0) = a und der Endpunkt v(1) = b.
b

o)
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Dieser Weg ist sozusagen die direkte Verbindung zwischen a und b.
iv) Es sei

[R2

R —
to— (A1)

Man verifiziert leicht
Spur(y) = { (x.y) e R?|x* = y* }.

Diese Menge nennt man Neilsche' Parabel.

’
4

3 € l

2 AL

'| AL

1 2 3

-1 +

o1

3+ .
A
\

v) Einer stetigen Funktion
f:l — R
t— f(h)

kébnnen wir den Weg
vl — R?
to— (tf(D)

zuordnen. Die Spur dieses Weges ist der Graph I(f) der Funktion f (s. (12),
Definition 3.1.1).

4.2 Langenmessung

Jetzt werden wir erkl@ren, wie man die Ladnge eines Weges messen kann,
indem man ihn durch stUckweise lineare Wege anndhert. Es soll also einem
Weg~: | — R" eine nichtnegative reelle Zahl L(v) zugeordnet werden. FUr
Punkte a,b € R” und den zuvor betrachteten Weg
v:[0,1] — R”

t — a+t(b-a).
legt man

L(y)=llb—al

'william Neile (1637-1670), englischer Mathematiker
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4.2 Ldngenmessung

fest. Dabei stehe || - || fur die euklidische Norm. Wir verfolgen nun den An-
satz, einen beliebigen Weg ~ durch solche ,Streckenzige”™ zu approximie-
ren.

4.2.1 Definition. Es seien a < b reelle Zahlen.
a) Eine Teilung des abgeschlossenen Intervalls [a, b] ist ein Tupel T =(f,
... Iy) von reellen Zahlen mit

Cl=f0<f]<"'<f/\/,]<f/\/=b.

b) Esseien~: [a,b] — R"einWegund T =(fy, ..., ) eine Teilung von [a, b].
Man setzt

N
Lr(v) =Y () = ().
i=1

c) Fur einen Weg ~: [a.b] — Riist
L(v) :=sup{ Lr(y)| T eine Teilung von [a.b] } € RU {oo}.
d) Der Weg v: [a, b] — R" heilt rektifizierbar, wenn
L() < 00

gilt. In diesem Fall ist L(~) die Ladnge von .

| |
| |
a 7"} 7"2 T3 7"4 T5 T@ 7"7 1‘8 7LQ b

(D)

4.2.2 Beispiel. Nicht jeder Weg ist rektifizierbar. Wir betrachten z.B. die Funktion

f:[0,1] — R
i
PN f-cos(ﬁ), fallst >0 .
0, fallst=0

Diese Funktion ist stetig (s. (12), Beispiel 4.8.16, iii).
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Mit dieser Funktion bilden wir den Weg

v:[0,1] — R?
to— (L(1).

Weiter benutzen wir die Teilungen Ty =(1, ..., 1) mit
1
N . N .o -
fo =0, f = INTT K k=1,.,4N, NeN.

Die folgende Wertetabelle gibt die Funktionswerte von f an den Teilungspunk-
ten wieder:

|0

f(th) \ 0

22
=

IN

b

IN

T

N
INES INE
O |wol—

\

NI —N| —

Damit berechnen wir
AN AN 2N 1 2N 1
L (v) = D2 ([ A=y AL = DD = F(H ) =2- 3 5 =D
k=1 k=1 k=1 k=1

Da die harmonische Reihe bekanntlich divergiert ((12), Beispiel 2.3.13), folgt

Jim Ly (7) = o,

so dass
L(y) = oo,

In Beispiel 4.1.2 haben wir gesehen, dass es verschiedene Wege mit dersel-
ben Spur gibt. Allerdings haben die beiden genannten Wege verschiedene
Langen. Wir beschreiben jetzt eine Konstruktion, mit der man durch ,Umpa-
rametrisieren™ aus einem Weg einen neuen macht, ohne dabei die Spur und
die Ladnge zu dndern. In Satz 4.4.4 werden wir zeigen, dass gewisse Wege be-
sonders schéne Parametrisierungen zulassen.

4.2.3 Definition. a) Es seien [a,b] und [c, d] Intervalle. Eine bijektive stetige
Abbildung
e [a.b] — [c.d]

heiBt Parametertransformation.
b) Zwei Wege ~1: [a.b] — R"und ~,: [c. d] — R" sind dquivalent, wenn
es eine Parametertransformation ¢: [a, b] — [c, d] gibt, so dass v; = y5 0 ¢.
c) Eine Kurve (in R") ist eine Aquivalenzklasse? von Wegen? in R".

4.2.4 Bemerkung. i) Offenbar haben dquivalente Wege dieselbe Spur.
i) Fur eine Parametertransformation ¢: [a,b] — [c. d] gelten folgende
Eigenschaften:
e ¢ ist sfreng monoton wachsend und ¢(a) = c und ¢(b) = d oder ¢ ist
streng monoton fallend und ¢(a) = d und p(b) = ¢. (S. (12), Aufgabe 6.10.3)
e Die Umkehrabbildung ¢~ ': [c, d] — [a. b] ist auch eine Parameter-
transformation. (Dazu muss man zeigen, dass ¢~ stetig ist. Ubung: Das folgt
aus der Kompaktheit abgeschlossener Intervalle.)

2Dabei haben wir vorweggenommen, dass es sich bei ,~" um eine Aquivalenzrelation handelt
(s. Bemerkung 4.2.4, iii).

3Hier betrachten wir nur Wege mit einem beschrénkten abgeschlossenen Intervall als Definiti-
onsbereich.
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4.2 Ldngenmessung

iii) Die Relation .~" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege in
R". Dies Uberpruft man wie folgt:

e FUr+: [a.b] — R" gilt v ~ ~. Dafur ziehen wir die Parametertransfor-
mation ¢ =id: [a,b] — [a. b]. t — T, heran.

e FUr Wege ~,: [a.b] — R"und ~,: [c.d] — R” mit 91 ~ 4o findet
man v, ~ 7. Sei dazu ¢: [a,.b] — [c, d] eine Parametertransformation mit
71 = 7 0. Esfolgt v = 77 0o~ Da ¢~ ': [c,d] — [a,b] nach Teil i) eine
Parametertransformation ist, erh&lt man 4, ~ ;.

e FUr drei Wege ~;: [a;,b] — R", i = 1,2,3, folgt aus v1 ~ 4 und
Y2 ~ 73, AASS 71 ~ 3. Seien g1 [, b1] — [O2, bo] UNd 2 [O2, Do] — [O5. bs]
Parametertransformationen mit v, = 4 o o7 uUNd v = 73 o wo. DaNN ist ¢y o
e1: [ar. b1] — [a3, bs] eine Parametertransformation mit

Y30(2 0 1) =(73 0 P2) 0 Y1 =20 V7 =1,

Damit sehen wir v7 ~ v3.
4.2.5 Beispiel. Wir betrachten den ,Viertelkreis®

v [O,z] — R?
t s  (sin(f),cos(1))

bzw.
2 [01] — R?
toe (hV1-7),

Die Wege v, und ~, durchlaufen

den Viertelkreis im Uhrzeigersinn
Die Abbildung

™
o [o,ﬂ s [0,1]

t — sin(t)
ist eine Parametertransformation. Es gilt

Yo 0! [Og] — R?

to— (sin(r),m —sin2(7‘)).

Dal- sin2(7‘) = cos?(1) ((12), Folgerung 4.8.10) und cos(t) > 0 und damit
cos?(t) = cos(t) fur t € [0, /2] gilt, folgt 41 = 72 0 o UNd 47 ~ 7».

Das folgende Lemma zeigt, warum uns die Aquivalenzrelation fur die Lén-
genmessung egal sein kann.
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Kapitel 4 Wege wund Rorven éw R"

4.2.6 Lemma. Gegeben seien zwei Wege ~;: [a;.b]] — R",i=1,2. Dann gilt:

M~y = Lm)=Ly).

Beweis. Sei: [a1,b1] — [0n. by] eine Parametertransformation mit v = yo0¢.

Wir betrachten zundchst den Fall, dass ¢ streng monoton wachsend ist
(vgl. Bemerkung 4.2.4, ii). FUr eine Teilung T =(fp,....Tx) von [ay, by] ist T, =
(¢(f). ... p(Tn)) eine Teilung von [ay, by]. Es gilt

N
ZH% —mn(fia H—ZH Y20 @)(f)—(r2o@)(fizn)]| 4.1

N
= Y he(e() =2 (e(thion) || = Lr, (v2) < Liv2).
i=1

Somit folgern wir
L(m1) =sup{ Lr(m) | T Teilung von [ar. bi] } < L(72).

Aus Symmetriegrinden folgt L(y2) < L(vy) und daher L(y1) = L(7»).

Falls ¢: [a1, b1] — [aw. by] eine streng monoton fallende Parametertrans-
formation ist, dann definiert eine Teilung T =(fg..... fy) von [ay, by] die Teilung
T, =(f5. ... 1) von [ap, bo] mit # 1= p(fn_;), i =0,...,N. Es gilt weiter

ZH'Y] 'Y] 1 1 ||—ZH'Y1 i— 1 )H

Lr(m)

N
> I tvzis) = (=] = Lr, (12)-
=

Die letzte Gleichung ergibt sich aus einer zu (4.1) analogen Rechnung. Wie
zuvor schlieBen wir auf L(yy) = L(7y2). O

4.3 Differenzierbare Wege

Fur einen differenzierbaren Weg «: [a, b] — R" kdnnen wir das physikali-
sche Gesetz ,Weg = Geschwindigkeit x Zeit" als Motivation fur die L&dngen-
messung nehmen. Genauer gesagt erhalten wir die zurickgelegte Strecke
als Integral des Betrags der Geschwindigkeit Uber das verstrichene Zeitin-
tervall. SchlieBlich ist die Geschwindigkeit die Ableitung des Weges.
Schreiben wir den Weg v =(1. .....vn) in seinen Komponenten, dann ist der
Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt t durch +/ (1) =(~}(1).....v,(1)) gege-
ben. Der Betrag der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t ist folglich ||+'(1)]].

Diese Diskussion motiviert die Definition

b
= / I (ot

4.3.1 Definition. Es seien v =(y1,....vn): | — R” ein Weg und a € I. Wir sagen,
dass v in a differenzierbar (bzw. differenzierbar bzw. stetig differenzierbar)®ist,
wenn die Funktion ~; far alle i € {1,...,n} in a differenzierbar (bzw. differen-
zierbar bzw. stetig differenzierbar) ist. Die Ableitung von ~ in a ist dann der
Vektor

v'(a) = (11(Q). ... yp(@)).

4Wir benutzen die Konventionen, die im Anschluss an Beispiel 3.7.3 erklart wurden.
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4.3 Differenzierbare Wege

Fur stetig differenzierbare Wege haben wir einen anderen Zugang zur Lan-
genmessung:

4.3.2 Satz. Ist~: [a,.b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg, dann ist ~ rekti-
fizierbar, und es gilt

b
Lo)= [ It
a
4.3.3 Bemerkung. Da der Weg ~ stetig differenzierbar ist, ist die Funktion

[a.b] — RN — R
o= (). n(h)

(X1, 00 Xn) — A/ XPH X

stetig. Das Integral im Satz existiert nach (12), Satz 5.1.9.

Beweis. Die Funkfionen ~/: [a,b] — R, i = 1,...,n, sind nach Voraussetzung
stetig und daher gleichmdBig stetig (Satz 3.5.4 oder (12), Behauptung 1 im
Beweis von Satz 5.1.9). Zu einem vorgegebenen ¢ > 0 existiert ein § > 0, so
dass

g

Behauptung. Essei T =(fy..... ty) eine Teilung mit
b=t <d, j=1,..N.

Dann gilt

b~ [ pmlr

<e.

Zum Beweis der Behauptung fixieren wir voribergehend einen Index j €
{1,....N} undsetzen

Aj =

fj
bty =601~ Il

-1
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ((12), Folgerung 4.3.5) exis-
fieren Punkte 7; €(f;_;, ;), so dass

Vi) —vi(tior) =i (m)-(h = fia), i=1...n
Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ((12), Satz 5.1.17) garantiert die Exis-
tenz eines Punkts 7 €(f;_y, ;) mit

1

/j IV (DlIdt = 17" (D)5 = fi-1).

[/

Damit erarbeiten wir die folgende Abschdtzung:

4 =MWWMW%WM}WﬂWW%WWM—Uﬂ
< || OR ) = 4. hm) = ) || = 1)
< (é i (1) = %-’(T)|) (5 = f-1)

e
< 5og =t
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FUr die lefzte Ungleichung haben wir |7, — 7| < |f; — f_1| < § und (4.2) benutzt.

Wegen
b N
L) — / V(i <34 <e
a =1

folgt die Behauptung.

Nun sei T =(fy, ..., Ty) eine beliebige Teilung von [a, b]. Durch Einfugen wei-
terer Teilungspunkte gelangen wirzu einer Teilung T' =(fg, ..., f,) mit £ -1, <4,
j=1,....N'. Die Dreiecksungleichung und die Behauptung fGhren uns zu dem
Ergebnis

b
L) < Ln(7) < / I/ (|t +¢ < oo,

Daran sehen wir bereits, dass ~ rekfifizierbar ist. Da e beliebig klein ausfallen
kann, folgt auch die Absch&tzung

b
Ly) < / MOIED

Auf der anderen Seite gilt nach der Behauptung

b
L) = Li(y) > / I (haf — e

fUr jede Teilung T =(fy, ..., ty) mit ; — t_y <6,j=1,..., N, so dass auch

b
L(y) > / I (h)at
a
folgt. O

4.3.4 Beispiele. i) Wir beginnen mit dem Kreisweg

v:[0.x] — R?
t +— (r-cos(t).r-sin(t))

vom Radius r > 0 fur x > 0. Wir berechnen

X X
L(7)=/ \/f2-Sin2(f)+r2-cos2(f)df=r-/ dt=r-x.
0 0

Damit vervollsténdigt sich endlich unser Bild von den trigonometrischen Funk-
tionen.

(cos(x),sin(x))

Dieses Bogenstuck hat Lange x

sin(x
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4.3 Differenzierbare Wege

Insbesondere haben wir bewiesen, dass der Kreis vom Radius r den Umfang
27r hat,

i) Es seien a > b > 0. Die Ellipse mit den Halbachsen a und b ist durch den
Weg

v:[0,27r] — R?
t — (a-cos(t),b-sin(t))
gegeben.
a
b x
|
|
ﬂo
Die Zahl
2 _ P2
K= a’ — b
a

ist die humerische Exzenftrizitdt der Ellipse.
Die Berechnung des Umfangs der Ellipse fUhrt zu dem Integral

27
L(vy) /O \/02 -sin?(1) + b2 - cos?(#)dt

/277 \/02—(02 — b?) - cos?(t)dt
0

2
o-/ \/1— k2. cos?(t)dt
0

40-/2 1 k2. cos2(f)dt.
0

=E(k)

Das Integral E(k) ist fur k # O nicht elementar auswertbar.
i) Die logarithmische Spirale zu dem Parameter ¢ > 0 wird durch den Weg

R — R?
t +— (exp(ct)-cos(t),exp(ct)-sin(f))
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definiert.

FUr Zahlen a < b erhalten wir

/b \/exp(QCT) - (c-cos(t) — sin(f))2 +exp(2ct) - (c-sin(t) + cos(f))Qdf

/b J(+¢2) - exp(2ctdt
Vi+c?. /b exp(ct)dt

V1i+c2
_ - - (exp(cb) — exp(ca)) =: Lap(y).
Man beachte®
il _V1+c?
dim L_ao(7) = ——=— <o

iv) Die Zykloide ist der Weg

v:R — R?
t o+ (t—sin(t),1—cos(t)).

Dieser Weg beschreibt die Bahn eines Punkts auf dem Einheitskreis beim Ab-
rollen desselben.

2__

1T t

T T

2 yivs

5Allgemein kann man mit dem Formalismus uneigentlicher Integrale die L&nge gewisser Wege
mit unbeschrdnktem Definitionsbereich messen.
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4.4 Parametrisierung nach der Bogenldnge

Wir berechnen

27
/ I/ (1)t
0

/2“ \/1 — 2. cos(t) + cos?(t) + sin*(f)dt
0
/‘2“ V3. /T=cos(fat

0

27
V2|2 sin? (1)df
0 2

27 . s
2/0 3|n(§)’df

2V / sin(u)du

o

= —4.cos(u) 0= 8.

Bei diesen Umformungen haben wir das Additionstheorem ((12), Satz 4.8.8)
cos(t/2 + 1/2) = cos?(t/2) — sinz(f/2) ausgenutzt und die Substitutionsregel
((12), Satz 5.4.1) verwendet.

4.4 Parametrisierung nach der Bogenlange

Fur einen Weg ~: [a, b] — R haben wir den Zeitparameter t € [a, b] und
die Lange L(1) := L(v|a.n) des bis zum Zeitpunkt f zurlckgelegten Wegs.
Falls ~ stetig differenzierbar und reguldr ist, kann man durch geeignete Um-
parametrisierung L(1) = t erreichen.

4.4.1 Definition. Es sei v: | — R” ein stetig differenzierbarer Weg. Ein Punkt
t e list reguldr, wenn ~/(1) # O gilt. Ansonsten heit f singuldr.

4.4.2 Beispiele. i) Der Newtonsche Knoten. Wir betrachten den Weg

v:R — R?
to— (P=1.2-1).

Man vergewissert sich, dass
Spur(y) ={(x.y) e R?|y? =x* +x? }
gilt. Man beachte
v(=1)=(0.,0) =~(1).
Ansonsten ist v injektiv, d.h. v|r\ (+1y ist injektiv. Es gilt

Y(=N=(-22), v(1)=(22)

und
/(1) =(2t.3t2 = 1) #(0.0), teR.

Jeder Punkt in R ist daher ein regul&rer Punkt far .

53



Kapitel 4 Wege wund Rorven éw R"

i) Die Lemniskate von Gerono®.

Wir wollen die Menge
Ci={(x.y) e R*|y*=x*(1-x?)}
parametrisieren, d.h. wir suchen einen Weg + mit Spur(v) = C. Fur einen Punkt
(x,y) € Cmit x # 0 haben wir
(%)2 =1-x2, dh x2+ (%) =1.
Deshalb kébnnen wir eine Zahl t € R mit

x =cos(t) und
finden. Damit erkennen wir, dass

iR — R?
t +— (cos(t),sin(t) - cos(t))
eine Parametrisierung der Lemniskate ist. Fur diese Parametrisierung ist jeder
Punkt regulér (Ubung).
i) Die Neilsche Parabel. Wir betrachten nochmals den Weg
viR — R?
to— (1)

5Camille-Christophe Gerono (1799 - 1891), franzésischer Mathematiker
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4.4 Parametrisierung nach der Bogenldnge

aus Beispiel 4.1.2, iv). Wir finden
(1) =(2t,31%).

Damit ist + = 0 der einzige singuld@re Punkt fur die Neilsche Parabel.

4.4.3 Ubung. Untersuchen Sie die Zykloide (Beispiel 4.3.4, iv) auf singuldre
Punkte.

4.4.4 Satz (Parametrisierung nach der Bogenlénge). Esseiv: [:=[a,b] — R"
ein stetig differenzierbarer Weg, der in jedem Punkt t € | regulér ist. Dann gibt
es einen zu v dquivalenten Weg

7: [0.L(y)] — R"

mit
LGion) =t t€[0,L()].

Beweis. Wir betrachten
¢:[a.b] — [0.L(7)]
f— [ (@)l
Nach (12), Satz 5.3.1, ist ¢ eine differenzierbare Abbildung mit

o) =y tel

(Man beachte Bemerkung 3.7.4 fur die Randpunkte.) Unsere Voraussetzung
impliziert
IV >0, tel
Die Funktion ¢ ist somit nach (12), Folgerung 4.3.8, iii), streng monoton wach-
send und folglich eine Parametertransformation.
Wir setzen nun
g=¢ " [0.L(1)] — [a.b]

und 5 = v o . Der Weg 7 ist nach Konstruktion dquivalent zu v und erfullt fur
t € [0, L(v)] die Gleichung

&(1h)
Lo = Loash)) = / Iy (W[du = p(F1) = 1

Dies ist die gewUnschte Eigenschaft. O
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5.1 Richtungsableitungen

Als ndchstes wollen wir fUr eine Funktion f: R” — R den Begriff der Diffe-
renzierbarkeit in einem Punkt a € R"” entwickeln.,

DafUr bieten sich uns die folgenden Mdglichkeiten:

i) Wir verwenden den bereits bekannten Begriff der Differenzierbarkeit far
reelle Funktionen einer Verdnderlichen, indem wir f z.B. auf Geraden in R”
einschrénken. Dieser Ansatz fUhrt zu den Konzepten der Richtungsablei-
tungen und der partiellen Differenzierbarkeit.

i) Wir betrachten die natUrliche Verallgemeinerung der Definition der Dif-
ferenzierbarkeit. Damit gelangen wir zu der totalen Ableitung und der fo-
talen Differenzierbarkeit der Funktion f.

Wir werden jetzt den ersten Ansatz vorstellen.

5.1.1 Definition. Es seien B c R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine Funk-
fion, a € Bund v € R"\ {0} ein Vektor. Wir sagen, dass f im Punkt a in die
Richtung v differenzierbarist, wenn der Grenzwert

im fla+t-v)—f(a)
t—0 f

existiert.'In diesem Fall heiBt der Grenzwert die (Richtungs-)Ableitung von f in
Richtung v im Punkt a.

fla+t-v)—f(a)
: .

'Da B offenistund a € B, gibt eseine > 0,sodass a+1-v € Bfiralle t €( — ¢, ¢).

Schreibweise. D, f(q) := 7[|rra
5
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Genauer gesagt betrachten wir in dieser Definition die Differenzierbarkeit ei-
ner Funktion in einer Ver&nderlichen, die wir auf folgende Weise bilden: Wir
haben den Weg

R — R
t — a+t-v.

Auf der offenen Menge U := v~ 1(B) C R erhalten wir die Funktion
g: UL B R
Wir fragen uns, ob die Funktion g in O differenzierbar ist.

5.1.2 Definition. Es seien u =(uy, ..., Un) Und v =(v4,..., V) zZwei Vektoren in R".
Die Zahl ;
V)= Z Ui v
i=1

ist das Standardskalarprodukt von u und v.

5.1.3 Bemerkung. Aus der linearen Algebra ((13), §41) sind folgende Eigen-
schaften des Standardskalarprodukts bekannt, die sich ohne groBe MUhe
nachprufen lassen:

i) (Bilinearitat) Far eine Zahl A € R und Vektoren u, U, v, v/ € R" hat man:

e (A U VY=X-(UV)=(UA\ V),
o (U+U, V)=(uvy+ (U, v), (Uv+V)={(uv)+{uVv).
i (Symmetrie) Far Vektoren u, v € R” gilt (u, v) = (v, u).
iy (Positive Definitheit) Fur u € R"\ {0} folgt (u, uy > 0.
5. 1.4 Beispiel. Wir untersuchen die Funktion
fAR" — R
X — 1 —=(x.x).

Fur v =R"\ {0} und a € R" berechnet man:

fla+t-v) —{(a+ft-v,a+t-v)
—{a,a+t-v)—(t-v.,a+1-V)

= 1—(a,a) — <c17‘ v)—t-(v,a+t-v)
—{(a.q) — <o v)y—1t-(v,a)—1t-(v.t-v)
—(a,a)—-2-t-(a,v)— 1. (v,V).

Es folgt

 fla+t-v)—f |
lim (a+ TV) (o)=m(_2.<o,v>_r.<v,v>)=_2.<o,v>.

5.1.5 Eigenschaften der Richtungsableitung. Es seien B ¢ R” eine offene Teil-
menge, f,g: B— R Funktionen, A € R, v e R"\ {0} und a € B.

i) Wenn f in a in Richtung v differenzierbar ist, dann ist dies auch die Funk-
tion X\ - f, und es gilt die Formel

Dy(XA-f)(a)=X-D,f(q).
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5.1 Richtungsableitungen

i) Sind f und g in a in Richtung v differenzierbar, dann folgt:
e Die Funktion f + g ist in a in Richtung v differenzierbar mit

Dy(f+g)(a) = D,f(a)+ D,g(q).
e Das Produkt f - g istin a in Richtung v differenzierbar, und man hat
Dy(f-g)(a) = (Dvf(a)) - g(a) +f(a) - (Dvg(a)).

e Ist weiter g(x) # 0, x € B, dann ist die Funktion f/g ebenfalls in a in
Richtung v differenzierbar, und die Richtungsableitung nimmt den Wert

f _ (Dvf(a)) - g(a) — f(a) - (Dyg(a))
Dy <Q>(o) - 9?(q)

an.
i) Falls die Funktion f in a in Richtung v differenzierbar ist, dann ist sie auch
in Richtung X - v differenzierbar mit Richtungsableitung

Dy, (@) = A+ (D,f(a)).

Beweis. Die Eigenschaften i) und ii) folgen sofort aus den Ableitungsregeln
(12), Satz 4.2.1. FUr Eigenschaft iii) wendet man die Kettenregel auf die Funk-
tionen

gR — R
to— AT
und
h:R — R
P — fla+t-v)
an. o

In der folgenden Definition bezeichne
g :=(0,...,0,1.0,....0)
T

i-te Stelle

den j-ten Standardbasisvektorvon R?, i=1,.... n.

5.1.6 Definition. Es seien B C R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine Funkfi-
onund a € B.

a)Seiie{1,..n} Wenn fin ain Richtung e; differenzierbar ist, dann
definiert man 5 oF

fu(a) = (’)_><if(o) = ox

b) Die Funktion f ist in a partiell differenzierbar, wenn f fari = 1,...,nin
a in Richtung e; differenzierbar ist. In diesem Fall ist (9f/0x;)(a) die partielle
Ableitung von f nach x;ina,i=1,....n.

c) Die Funktion f wird als partiell differenzierbar bezeichnet, wenn sie in
jedem Punkt a € B partiell differenzierbar ist.

d) Die Funktion f ist in a stefig partiell differenzierbar, wenn sie partiell dif-
ferenzierbar ist, und die Funkfionen

(a) = Dg,f(Q).

of
X — 8—f(x)
OX;
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fari=1,...,nin astetig sind.
e) Wir sagen, dass f stetig partiell differenzierbar ist, wenn f in jedem Punkt
a € B stetig partiell differenzierbar ist.

5.1.7 Bemerkung. Man beachte, dass wir von stetiger partieller Differenzier-
barkeit in einem Punkt a nur sprechen kénnen, wenn f zumindest in einer
Umgebung von a partiell differenzierbar ist.?

5.1.8 Beispiel. i) Die Abstandsfunktion
rrR" — R
X=(X1, 0 Xn) — X = /X2 4+ X3
ist auf R™\ {0} partiell differenzierbar. Aus der Kettenregel ((12), Satz 4.2.4) folgt

O XX = 2 X ] =X i=1,..n

8Xi 2. /X]2+...+Xr27_r(x)l

i) Wir behaupten, dass die Funktion

FFR" — R
falls x # 0

X r(x)2n
0, fallsx=0

partiell differenzieroar ist.

2Alternativ kdnnte man stetige partielle Differenzierbarkeit in a definieren, indem man lediglich
fordert, dass f in einer kleinen Umgebung von a partiell differenzierbar ist und die auf dieser klei-
nen Umgebung definierten partiellen Ableitungen in a stetig sind. Von dieser Moglichkeit wollen
wir aber im Folgenden keinen Gebrauch machen.
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5.2 Der Gradient

Far x =(x.....Xn) € R™\ {0} berechnen wir

or
oF X7 oo Ximy - Xigy e Xn-f(X)Qn—X1-----Xn-a—X(X)-Qn-f(X)zn_]
—(x) = i
8)(;( ) r(x)4n
_ X7 oo Ximq o Xjg v Xn72n.x].....xl.7].xi2.xi+] ..... Xn
r(X)2I'1 r(X)2n+2

Die partielle Differenzierbarkeit in O ergibt sich aus der Formel

9 o
im F(t-e) — FQO) — im 2

=0.
t—0 t—0 t

Uberraschenderweise ist die Funktion F in O nicht stetig! Dazu betrachten wir
die Folge (Ok)k21 mit

r(ag)®"

I
—
S

5
3

1)n
Fla) = @{5)”, ks,

Offenbar folgt

lim F(ay) = .

k—o00

Die Vorteile der partiellen Differenzierbarkeit liegen auf der Hand: Wir kén-

nen alle Techniken und Erkenntnisse aus der Theorie der Funktionen einer Va-
riablen anwenden, um eine Funktion auf partielle Differenzierbarkeit zu un-
tersuchen und die partiellen Ableitungen zu bestimmen. Das obige Beispiel
zeigt jedoch, dass der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit in gewisser Wei-
se ,zu schwach" ist.? Einer anderen Merkwrdigkeit werden wir in Beispiel 5.3.3
begegnen. Weiter unten werden wir sehen, dass stetige partielle Differenzier-
barkeit sehr gute Eigenschaften hat. Der Begriff der totalen Differenzierbarkeit
ist zwischen partieller und stetiger partieller Differenzierbarkeit angesiedelt (s.
Bemerkung 6.2.3, ii).

5.2 Der Gradient

Aus den partiellen Ableitungen einer Funkfion in einem Punkt bauen wir
einen Vektor auf, den sogenannten Gradienten. Anschaulich zeigt der
Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs bzw. Abfalls der Funktion in dem
fraglichen Punkt. Der Gradient stellt auch die Verbindung zwischen parti-
eller und totaler Differenzierbarkeit her.

3Die Tatsache, dass der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit von der Auswahl des Koordi-
natensystems abhdngt, sollte einen bereits zweifeln lassen.
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5.2.1 Definition. Es seien B c R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine Funkfi-
on und a € B. Die Funktion f sei im Punkt a partiell differenzierbar. Der Vektor

Gradf(a) := <§—;(o),...,§—;(o))

heiBt der Gradient von f im Punkt a.

5.2.2 Bemerkung (Der Nabla-Operator). Es sei B ¢ R” eine offene Menge. Wir
betrachten die Vektorrume

C'(B) = { f:B— R \ f stetig partiell differenzierbor}

und
C°(B,R") = { h: B—» R"| hstetig }

Dann ist

v:€'(B) — E°(BR"
f — (Vf:ix+— Vf(x):= Gradf(x))

eine lineare Abbildung. der sogenannte V-Operator.

5.2.3 Satz. Es seien B c R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine Funktion
und a =(ay,....an) € B. Die Funktion f sei partiell differenzierbar und in a stetig
partiell differenzierbar. Dann existiert fdr jeden Vektor v € R"\{0} die Ableitung
von f in Richfung v in a, und es gilt die Formel:

D.f(a) = (Gradf(a),v).

5.2.4 Bemerkung. i) Dieser Satz ist ein Spezialfall der Kettenregel, die wir in Satz
6.3.1in voller Allgemeinheit formulieren werden.

i) In Beispiel 5.1.8, i), wurde eine partiell differenzierbare Funktion F: R" —
R vorgestellt, deren Ableitung in 0 in Richtung v =(1,..., 1) nicht existiert. Auf
die Stetigkeit der partiellen Ableitung in a kann man in der obigen Formulie-
rung nicht verzichten.

Beweis. Der Beweis des Satzes beruht auf der folgenden Aussage:

Behauptung. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilf: Es seien~ =(vy,....vn):
| — B ein Weg und fy € | mit~(fy) = a. Wenn ~ in 1y differenzierbar ist, dann ist
auch die Verkndpfung f o v: | — R in ty differenzierbar, und man hat

(foy)(fo) = (Gradf(a),y(f) ).

Unter Annahme der Behauptung verfahren wir wie folgt: Wir betrachten
den Weg

v R — R”
t — a+t-v.

Da ~ stetig ist, v(0) = a € Bund B offen ist, gibt es eine > 0 mit v(( —¢,¢)) C B.
DerWed v|(—c¢): (—¢,¢) — B, T+ a+t-.v, ist differenzierbar mit 7\/(—8,5) (0) = v.
Der Satz folgt daher aus der Behauptung.

Jetzt bleibt die Behauptung zu beweisen. Wir kdbnnen B durch B(a,e) fur
ein geeignetes ¢ > 0 ersetzen. Der Ball B(q, ¢) ist konvex, d.h. fir x,y € B(a.¢)
gilt

x.y]:={(1=1H-x+t-y|te[0,1]} C B(a.e).
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5.2 Der Gradient

Denn fur t € [0, 1] berechnet man

=t -x+t-y—al| = |[0=H(x—a)+t(y—0a)

< (I=1H-lx=-af+f-]ly-af <e.
/

X

B —7

X y

Konvex Nicht konvex

Sei x € B(a,e). Wir definieren z5 := a, z; := a+(X; — Q1) - €1,....Zn = Zn_1+(Xn —
an) - en = Xx. Die Vektoren z, ..., z, sind in B(a, e) enthalten, so dass wegen der
Konvexitdt auch

(zi_1.z] C B(a,e), i=1,..n,

gilt.
Wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung ((12), Folgerung
4.3.5) auf die Funktion
hi:[0,1] — R
t — flz_+1(6—q)-€)

undi=T,...,nan. Wir kbnnen Punkte ¢;(x) € [z_7.z] mit
of
f(z) — f(z-1) = 8—)Q(Ci(x))'(xi —q)
wdhlen, i=1,...,n. Die Summation all dieser Gleichungen fuhrt zu

n

Fx) — (@)= g—; (ci(0)-(x — ).

i=1
Ferner definieren wir die Funktion

§=(0,....6n): B(a,e) — R"

o (o) - 2@ 2 et - Hen).

n

Wir fassen zusammen:

f(x) = f(a)+ (Gradf(a),x — a) + (5(x).x — a). (5.1

Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen in a garantiert

lim &(x) = 0. (5.2)

X—a

Wegen der Differenzierbarkeit von ~ in f; gibt es eine Abbildung 3: | — R"
mit
Y1) =(fo) =+ (To)-(t — fo) + B(1)-(t — To)
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Kapitel 5 Parzeelle 4 blectungen

und
lim 3(t) = 0. 5.3

f— fo

Jetzt berechnen wir

(For)(h=(for)(t) = f(3(h)-f(a)
= (Gradf(a). (1) ~(fo) ) + ((+(N).7(H) = (b))
= (Gradf(a).y/(fo)-(t = fo) + B(1)-(t 1) ) +
+(8(v(1) 7 (h)-(F = o) + B(H)-(F — 1))
= (Gradf(a).7'(fy) )~ o) +
+((Gradf(a). B(1)) + (5(y(1).7'(to) + B(1)))-(F — o).

=:h

)
)

Die Grenzwerte (5.2) und (56.3) zeigen, dass

lim h() = 0.

f— fo

Es folgt, dass die Abbildung f o~ in fy differenzierbar ist, und die Ableitung in fy
durch

(for)'(fo) = (Gradf(a).v'(f) )
gegeben ist. O

Wir betrachten wieder eine offene Menge B ¢ R” und eine Funktion f: B —
R. Die Mengen der Form

~1(c) :={xeB]f(X)=C}' ceR,

werden die Niveaumengen von f genannt.

Niveaulinie?

4Die Niveaumenge im Sinne der Definition ist die Projektion dieser Linie auf die (x, y)-Ebene.
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5.2 Der Gradient

5.2.5 Beispiel. Fur die Funktion

fR® — R
X — 1T—=(xx)

und c € R gilt

~1(c)

{X=(X1,X2,X3) eR X2+ x5 +xZ =1 —c}

@, fallsc>1
{0}, fallsc=1
Sphdre vom Radius /1 — ¢, fallsc < 1

5.2.6 Bemerkung. Wenn f: B — R stetig ist, dann sind die Niveaumengen
von f abgeschlossene Teilmengen von B (Aufgabe A.4.1).

5.2.7 Satz. Esseien B C R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine stetig parfiell
differenzierbare Funktion und a € B ein Punkt mit Gradf(a) # 0.

i) Der Gradient Gradf(a) zeigt in die Richtung, in der f am schnellsten
wdchst bzw. abnimmi®, Genauer gesagt wird das Maximum

mox{ D f(a)|||v] =1 }

in dem Vektor
Gradf(a)

|Gradf(a)]]
angenommen.
iy Der Vektor Gradf(a) steht auf der Niveaufiiche N := f~'(f(a)) senkrecht.
Das bedeutet, dass fur jedes positive e und jeden differenzierbaren Weg ~:
(—e.e) — R"mity(0)=aund~(t) e N, t e( —¢.¢),

(Gradf(a),7'(0)) =0
gilt.

Bevor wir den Beweis des Satzes angeben, erinnern wir an folgende Tatsa-
che: Der Winkel ¢ € [0, ], der von zwei Vektoren v, w € R™\ {0} eingeschlossen

wird, wird mit der Formel ( >
vV, W
o) = T w] ©D

ermittelt. Hintergrund ist der Kosinussatz:

Kosinussatz

C

(o)
<

a? = b2+ c2 — 2bc cos(yp)

5Abfall in Richtung v tritt hier als Anstieg in Richtung —v in Erscheinung (s. Eigenschaft 5.1.5, iii).
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Er wird auf die Vektoren v, w und v — w angewandt:
v = wi? = V> + [w|* =2 ||v] - [|w]| - cos().
Da weiter
v =wi?=(v—w.,v—w)=(v,v) = 2(v.w) + (w,w) = ||V|]* + |w]? =2 (v, w),

folgt Gleichung (5.4). Insbesondere stehen zwei nichttriviale Vektoren v und
w genau dann aufeinander senkrecht, in Zeichen v L w, wenn ¢ = /2, d.h.
cos(p) = (v, w) =0, gilt.

Beweis von Safz 5.2.7. i) Wir wenden Satz 5.2.3 an: Fur jeden Vektor v € R" mit
[lv] = 1 gilt demnach

D.,f(a) = (Gradf(a),v)

W Gradf(a)| - ||v| - cos(y)
= ||Gradf(a)| - cos(e).

Dieser Ausdruck wird maximal, wenn cos(y) = 1 gilt. Eingedenk der Tatsache
¢ € [0, «] schlieBen wir daraus ¢ =0, d.h. v = Gradf(a)/||Gradf(a)||.
i Da (fox)(f) = f(a), t €( —e.¢), f oy also konstant ist, folgt

0=(fo~)(0) = { Gradf(a).+'(0) ).

Die zweite Gleichung ergibt sich dabei aus der Behauptung im Beweis von
Satz 5.2.3 O

5.3 Hohere partielle Ableitungen

In der Analysis einer Verénderlichen spielen Ableitungen hdherer Ordnun-
gen eine wichtige Rolle. Sie lassen sich mit partiellen Ableitungen leicht
erkldren. Ein interessantes neues Phdnomen wird in Beispiel 5.3.3 geschil-
dert.

5.3.1 Definition. Es seien B ¢ R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine Abbil-
dung und a € B.

a) Die Funktion f ist in a zweimal partiell differenzierbar, wenn f auf B partiell
differenzierbar ist und die Funktionen

of
X of (x)
OXi

furi=1,...,nin a partiell differenzierbar sind.
d? o ([ of - d? d?
f (a—xj>(o), ije{l...n} 8—>g?f(o) = 8>qax;(o)'
i=1,..n

b) Die Funktion f ist zweimal partiell differenzierbar, wenn f in jedem Punkt
a € B zweimal partiell differenzierbar ist.

IX0x; (@)= X;

Schreibweise.
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5.3 Hohere partielle Ableitungen

c) Wir sagen, dass f in a zweimal stetig partiell differenzierbar ist, wenn f
zweimal partiell differenzierbar ist und die Funktionen

9%f
' B R
dx0x; -

*f

X 0X;0X; (x)

farallei,je {1,...n}in a stetig sind.
d) Die Funktion f ist zweimal stetig partiell differenzierbar, wenn sie in jedem
Punkt a € B zweimal stetig parfiell differenzierbar ist.

5.3.2 Bemerkung. Induktiv definiert man (stetige) partielle Differenzierbarkeit
der Ordnung n (in einem Punkf), n > 1 (s. Aufgabe A.7.3).

5.3.3 Beispiel. Wir untersuchen die Funktion
ffR° — R

X27y2
Xy) {x-y-m, falls (x.y) #0

0, falls(x,y)=0

Auf R"\ {0} gilt
of 0 (xPy—xy®
ax Y = o < X2+ Y2 )

(3x%y —y*)-( +y*)—(x°y — xy*) - 2x

(X2 +y?)?
3x4y +3x2y3 — x2y3 — y5 — 2x4y + 2x2y3
(X2 +y?)2
XAy +4x2y3 — yo
(X2 +y?)?
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Im Nullpunkt hat man

0
B — -0
8_f(010) — lim f(t,0) — £(0,0) — im 12
ox t—0

t t—o t =0

Zur Bestimmung der zweiten partiellen Ableitungen berechnen wir

of -y
a(oly)= )/4 , fGIIS)/;éO =_y, ye R.
0, fallsy=0

Damit erkennen wir, dass
o°f (0,0) = -1
ayox T
Wenn wir die Rollen von x und y vertauschen, so wird alles mit —1 multipliziert.
Dies erkennt man an der Definition von f. Daher berechnen wir ohne weitere
Muhe

5 3,2
g—f(x,y) _ X —42x y2—2xy“
y (X2 +y?)

of
dy
of
ay

(0,00 = 0,
(x,.0) = x, xeR,
und

0?f
oxaoy

(0,0)=1.

SchlieBlich sieht man ) )
o-°f o-°f
—(0,00=0=—
8x2( ) dy?
Die Funkfion ist f ist zweimal partiell differenzierbbar. Bemerkenswert ist hier vor
allem die Tatsache

(0,0).

o°f o°f
ayax(o'o) =-l=1= X0y

(0,0).

Das eben beobachtete Phédnomen tritt nicht mehr auf, wenn f stérkere An-
forderungen an die Differenzierbarkeit erfullt:

5.3.4 Satz (Schwarz®). Es seien B c R" eine offene Teilmenge, f: B —; R eine
zweimal partiell differenzierbare Funktion, a € Bundi,j € {1.....n}. Wenn die
partiellen Ableitungen 9f/9x0x; und 9f/9x0x; beide stetig in a sind, dann
folgt
*f *f
ox (9 = 5xox
0X;0X 00X

(@).

Beweis. Der Beweis ist abermals eine geschickte Anwendung des Mittelwert-
satzes der Differentialrechnung ((12), Folgerung 4.3.5). Man sieht leicht ein,
dass man ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit n=2,i=1und j = 2 voraus-
setzen darf. Wir schreiben a =(a;, a,). Weiter kbnnen wir ein e > 0 so wdhlen,
dass

[0 —e Oy +e]x[Oh—e. Op+e] CB.

SHermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), deutscher Mathematiker.
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Esseien 0 < hy < e und 0 < hy < . Wir setzen

F(h] ,h2) = f(CI] + h] , Oy + h2) — f(O] + h] , 02) — f(Cl] , Oy + hz) + f(CI] , 02).

(ar.ap+hy) (o +hy,ap+ hy)

(a7, ) (ay + hy, )

Wir fhren noch die folgenden Funktionen ein:

@:[O],G1+h1] — R
X] — f(X] , Oy + h2) — f(X] , 02)
P [02,02 +h2] — R
Xo f(G] + h],XQ) — f(G],XQ).
(Die Funktionen ¢ und ¢ sind die Z&hler der Differenzenquotienten in die bei-
den Koordinatenrichtungen.) Die Annahme Uber die partielle Differenzierbar-
keit von f impliziert, dass ¢ und ¢ differenzierbare Funktionen sind. Nach dem
bereits erwdhnten Mittelwertsatz gibt es Zahlen b € [a;,a7 + ] und € €
[02, ar + h2] mit
¢'(b) - p(ar + ) —p(ay) = F(hy, hy) (5.9
P'(c) - hy Y(a2 + hp) — () = F(hy, hy). (5.6)
(Diese Ableitungen approximieren die beiden fraglichen partiellen Ableitun-
gen in a. Dies mussen wir jetzt auf prdzise Weise zum Ausdruck bringen.) Die

Annahme Uber die zweimalige partielle Differenzierbarkeit von f zeigt, dass
auch die Funktionen

o. [CI],CI] +h]] — R

X] 6—f(X] .C)
OXo
T [02,02+h2] — R
Xo +—— a—f(b,XQ)
0Xy

differenzierbar sind. Es gibt somit Werte d € [ay, 0y + hi] und e € [ap, as + hy]
mit

o(ar+h)—o(a) = o(d)-h
(o +hy) —7(p) = 7'(e)- hy.
Jetzt qilt
, , 52f
o' (b) = 1(m+hy)—7(m)=7'(€)-hy= %0, e)-hy
O?f
Y'(b) = olar+h)—o(a)=0'(d)-h = 9% 0% c)-hy.

69



Kapitel 5 Parzeelle 4 blectungen

In Verbindung mit (6.5) und (5.6) erhalten wir die Gleichung

ial (d,c)-hy-hp =F(h h)—ﬂ(be) h - h
8X18X2 ’ ! 2- 1) (9X28X1 ’ ! 2

also
9?f 9?f
(d.e)= o
0X10Xo OXo0X,

Wenn wir nun h; und hy, gegen Null streben lassen, dann streben die Zahlen
b und d bzw. c und e gegen a; bzw. a,. Die gewlnschte Gleichung

(b,e).

*f o) = *f g
0X10X%y - OXo0Xy

folgt somit aus der Stetigkeit der beiden partiellen Ableitungen in a. O
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Kapitel 6

7:52.55 .z é.:

6.1 Differenzierbarkeit

Jetzt verallgemeinern wir den Begriff der Differenzierbarkeit fur Funktionen
in einer Variablen auf Abbildungen f: B — R", B ¢ R™ offen, und disku-
tieren einige Eigenschaften, darunter den Bezug zur partiellen Differenzier-
barkeit, sowie Beispiele.

6.1.1 Definition. Es seien B ¢ R™ eine offene Teilmenge und f: B — R" eine
Abbildung.

a) Sei a € B. Die Abbildung f ist in a (fotfal) differenzierbar, falls es eine
lineare Abbildung L: R™ — R" und eine Abbildung r: B — R" gibt, so dass
qilt:

o f(X)—f(a)=L(x—a)+r(x),xeB,

. r(x)
e |im =
x=a | x—al

Wir nennen L die Ableitung' von f in a und schreiben
Df(a) = L.

b) Die Abbildung f heiBt (tofal) differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
a € B differenzieroar ist.

6.1.2 Bemerkung. i) Es seien L;,L,: R™ — R"” zwei lineare Abbildungen und
n.r: B— R" Abbildungen, so dass

fx)=f(a)+L(x—a)+r(x), xeB,

und
ri(X)

= i=1,2.
o x—a]

Es folgt offenbar
im Liix—a)—L(x—-aqa)
x=a Ix=al

Zu einem Vektor v € R™\ {0} bilden wir die Folge (Xn)n>1 mit

=0.

1
Xp:=a+—-v, n>1.
n

'Die Eindeutigkeit der linearen Abbildung L werden wir gleich besprechen.
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Sie konvergiert gegen a. Deshalb gilt

Ly(xp—a) = La(Xn — Q) _

0 = Im = |lim
n—oo ||Xn — O” n—oo H v
1
m L) —L(v) T
= Ilmﬂ-]7=—-Lv Ly(v
A T (b= L)
n

Wir schlieBen L;(v) = L,(v). Dies gilt fur v € R™\ {0} und fur O sowieso. Daher
haben wir Ly = L,. In Bemerkung 6.1.4 wird die Eindeutigkeit nocheinmal ganz
explizit gezeigt.
i) Zu der Abbildung r in Definition 6.1.1 existiert eine Abbildung p: B — R”
mit
r(x)=p(x)-llx—all. xeB8,

und
lim p(x) =0.

X—a

iii) Die Abbildung f: B— R" ist genau dann in a € B differenzierbar, wenn
es eine lineare Abbildung L: R™ — R" gibt, so dass

im f(x)—f(a)— Lix—a)

=0
I e

gilt. (Ubung.)

iv) Es seien f =(f;,....1fh): B — R" eine Abbildung und a € B. Wir nehmen
zundchst an, dass f in a differenzierbar ist. Wir schreiben L =(L;,...,L;) und
r=(rn....rm). Dann gilt:

e [;: R" — Ristlinear, i=1,....n,

o filx)—fi(a)=L(x—a)+r(x),xeB,i=1,..n,

e lim fi(X) =0,i=1,...,n. (Dazu benutze man Satz 2.1.3.)
x>a[x—d

Damit erkennen wir, dass die Funktion f; in a differenzierbarist, i=1,....n.
Jetzt setzen wir voraus, dass f; fur i = 1, ..., nin a differenzierbar ist. Dann gibt
es lineare Abbildungen L;: R™ — R und Funktionenr;: B— R,i=1,...,n, mit

o fi(x) —fi(a)=L(x—a)+n(x), i=1,..n,

ri(x)
x=a ||x —a

=0,i=1,...n

Wirsetzen L:=(L;,....Ln): R — R"und r =(ry,....1n): B— R". Es gilt:
o Listlinear,
o f(X)—f(a)=L(x—a)+r(x),xeB,

. r(x)
e lim
x=a |lx — a

= 0. (Man benutzt wieder Satz 2.1.3.)
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Damit erkennen wir, dass f in a differenzierbar ist.

Eine Abbildung f =(f;,....f,): B — R" ist also genau dann in einem Punkt
a e B differenzierbar, wenn die Komponentenfunktionen fi, ..., f, in a differen-
zierbar sind.

Vv) Fir m = 1 und n > 1 erhalten wir den Differenzierbarkeitsbegriff aus
(12), Definition 4.1.1, und Definition 4.3.1 zurtck. (Fur n = 1 folgt das aus (12),
Bemerkung 4.1.2, und fur n > 1 aus Teil iv) dieser Bemerkung.)

vi) Es sei L =(Ly,....Lp): R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann existiert
eine (n x m)-Matrix

an - Om
A=(O[j)ji::]11 ....... n =
On Onm
SO dass
Ly (x) X
VX =(X1,.... Xm) € R™ : =A :
Ln(x) Xm

FUr eine differenzierbare Abbildung f: B — R", B ¢ R™ offen, kbnnen wir
die Ableitung von f als Abbildung

Df: R — R
X — Df(x)=(gj(x))

erkl@ren. Man beachte, dass im Fall m > 1 der Zielraum der Ableitung ein
anderer ist als der der urspringlichen Abbildung, n&dmlich R™™ anstatt R".

Das folgende Resultat verallgemeinert (12), Lemma 4.1.3, und stellt den Bezug
zum Begriff der partiellen Differenzierbarkeit her.

6.1.3 Satz. Es seien B ¢ R™ eine offene Teilmenge, f =(f;.....f5): B— R" eine
Abbildung und a € B. Die Abbildung f sei in a differenzierbar. Dann gilt:

i) Die Abbildung f ist in a stetig.

i) Die Funktionen fi.....f, sind in a partiell differenzierbar.

Beweis. i) Wir benutzen die Darstellung
f(x)=f(a)+L(x—a)+r(x), xeB,

mit einer linearen Abbildung L: R™ — R" und einer Abbildung r: B — R", so
dass limy_q r(x)/[|x — a|| = 0. Da L stetig ist (Bemerkung 3.7.3), gilt
)!@a L(x—a)=L(a-a)=L0)=0.
Weiter gilt
r(x)

=0-0=0.
Ix =

lim r(x) = lim || x — a|| -
X—a X—a

Damit erkennen wir limy_, o f(Xx) = f(Q).

i) Nach Bemerkung 6.1.2, iv), ist die Funktion f; in a differenzierbar, so dass
wir eine lineare Abbildung L;: R™ — R und eine Funkfion r;: B — R mit
limy_q ri(x)/|IX —all =0und

fi(x)=fi(a)+ L(x —a)+r(x), xe€B,
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finden kénnen, i = 1,...,n. Fur den Standardbasisvektor ¢, € R™ und f € R, so
dass a+ 1 - e; € B, berechnen wir somit

fila+t-g)=fi(a)+Li(t-g)+rn(a+t-g)="fi(a)+T-L(e)+rn(a+t-n).

Damit sehen wir sofort ein, dass

of; . fila+t-¢)—fi(a) . n(a+t-¢)

ZTia)=1| =Li(e)+Ilim——— T = |.(g

8)(/(0) fl_rg 7«. I(ej)+f|_>rTé 1. I(eJ)
git,j=1,...m,i=1,..n O

6.1.4 Bemerkung. i) Der Beweis zeigt, dass die Matrix A =(0j)i=1,..nj=1...m IN
Bemerkung 6.1.2, vi), durch

of;
aj = a—X’j(O) = Li(ey)
gegebenist,i=1,...n,j=1,...,m.
Die Matrix of of
1 1
axi (@ - 8Xm(0)
Ji(a) = ; ;
ofn ofp
ax, (@) - 8Xm(O)

heiBt Jacobi-Matrix? von f in a.
i) Farn=1 gilt

Je(a) = (5—;(0),...,%(0)) = Gradf(q),

und wir kdnnen
f(x) = f(a)+ (Gradf(a),.x —a)+r(x), xé€B,
mit einer Funktion r: B — R, fur die

r(x)
x=a|x —a

gilt, schreiben.
iii) Der Beweis von Satz 6.1.3, i), zeigt allgemeiner, dass f; an der Stelle a in
jede Richtung v € R™\ {0} differenzierbar ist, und

Dvfi(a) = Li(v)
gilt,i=1,....n. Fur n= 1 ergibt dies die Formel
D,f(a) = (Gradf(a),v).

deren GUltigkeit wir in Satz 5.2.3 fUr eine stetig partiell differenzierbare Funktion
nachgewiesen hatten.

iv) Fur eine offene Menge B ¢ R” und eine Funktion f: B — Rist der Graph
von f die Menge

Iy = { (X1, Xn,Y) € BXR|y = f(x1,...,xn)} CBxR.

2Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851), deutscher Mathematiker.
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6.1 Differenzierbarkeit

Wenn f im Punkt a differenzierbar ist, dann definieren wir die Tangentialebene
von It in (a,f(a)) als

Te(q) = { (X1, Xn, Y) € R |y = f(a)+ (Gradf(a).(x; — Qy.....Xn — Cn) ) }
Mit dem linearen Teilraum
E¢(a) = { (X1, X, y) € R™ |y = (Gradf(a), (X1, ... Xn) ) }

gilt
Tr(a) = (a.f(a)) + Es(q).

Man sieht leicht, dass der Vektor
(—Gradf(a). 1)

auf der Tangentialebene T¢(a) senkrecht steht (vgl. Seite 66).

(- Gradf(a), 1)

6.1.5 Beispiele. i) Zu einem Vektor ¢ € R" definieren wir die konstante Abbil-
dung

f:R" — R"
X +— C.

FUr Punkte a,x € R™ gilt
f(x) = f(q).

Die Abbildung fistin jedem Punkt a € R™ differenzierbar, und man hat Ds(a) =
0.
i) Essei f: R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann gilt

fx)=f(a)+f(x—a), a.xeR™.
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Die Abbildung f ist in jedem Punkt a € R™ differenzierbar, und die Ableitung
in aist De(a) =T.
i) Es sei (Q)ij=1...n €ine symmetrische (n x n)-Matrix, d.h.

At = A (<= aj=qj ij=1,..n).

Wir definieren die Abbildung

fAR" — R
X
X=(X1,..Xn) — (X1, Xn) - A :
Xn
Far a,x € R" finden wir
fix) = (a+(x—a))-A(a+(x — o))f
= a-Ad+a Ax-a)f+(x—a)-A-d'+(x—a)-A(x—a)
A2 G A a2 A(x— a)l+(x— a) - A(x — a). 6.1

Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Firzwei Vekforen v, w € R" gilt
(V. w)2 < (v, V) - (w, w).

Diese Ungleichung folgt wegen |cos(y)| < 1 sofort aus Gleichung (5.4).
Wir geben auch noch den uUblichen Beweis an, der fur alle Skalarprodukte
funktioniert. Die obige Ungleichung ist nur fUr den Fall (v, w) = 0 interessant.
(Dies impliziert insbesondere v # 0 und w # 0.) FUr jede Zahl A € R gilt

O< (VHA-W,VHA- W)= (V,V)+2-X-(V, W) + X - (W, w).

Far

<
=2

)\:=—< ’

H
S

bekommen wir die Ungleichung

(v w? | (v, w)

0<(v.v)—-2. wowy Fwowy

Das ist genau die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. vV
Jetzt qilt

|(x—a) A(x—a) (x—a,(x—a)-A)
Ix —all - [[(x —a)- A

X = all?- | Allop-

IN N

Offensichtlich haben wir

 Allop - IIx = all?
lim [ Allop - |l I
Ae T x—a]

= Iim [|Allop - X — @l =0.

Aus (6.1) folgern wir nun, dass f differenzierbar ist und fur a € R”

Df(a)=2-(a-A,-):R" — R
X — 2-(a-AXx)

gilt.
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6.2 Stetig differenzierbare Funktionen

6.2 Stetig differenzierbare Funktionen

Dieser Abschnift enthdlt ein wichtiges hinreichendes Kriterium fur die Diffe-
renzierbarkeit einer Funktion.

6.2.1 Satz. Es seien B ¢ R" eine offene Menge, f: B — R eine partiell diffe-
renzierbare Funktion und a € B, so dass die partiellen Ableitungen

of
—:'B—R
X

in a stetig sind, i =1,....n. Dann ist f in a differenzierbar.

Beweis. Im Beweis von Satz 5.2.3 haben wir gesehen, dass es eine Funktion
d: B— R mitlimy_4d(x) =0 gibt, so dass

f(x) — f(a) = (Gradf(a),.x —ay+ (6(x),x —a), xée€B.
Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt
(300 x = a)] < [lsCo]| - [Ix = afl.

so dass 5
jim X)X =) _g
o [x—d]
folgt. Wir schlieBen daraus, dass f in a differenzieroar ist. O

Wegen dieses Satzes fUhren wir folgende Terminologie ein:

6.2.2 Definition. Die Funktion f ist in a stetig differenzierbar, wenn sie dort ste-
tig partiell differenzierbar ist. Analog bezeichnen wir eine k-mal stetig parfiell
differenzierbare Funktion als k-mal stetig differenzierbare Funktion.

6.2.3 Bemerkung. In Satz 6.2.1 und 6.1.3, i), haben wir die Implikationen
stetig partiell differenzierbar = differenzierbar = partiell differenzierbbar

nachgewiesen. Die beiden Umkehrungen sind i.A. falsch: In Beispiel 5.1.8, ii),
sind wir einer partiell differenzierbaren Funktion begegnet, die nicht stetig und
daher auch nicht differenzierbar ist. In (12), Beispiel 4.9.2, wurde eine differen-
zierbare Funktion in einer Verdnderlichen vorgestellt, deren Ableitung nicht
stetig ist.

6.2.4 Folgerung. Unfer den Voraussetzungen von Satz 6.2.1 ist f in a stetig.

6.3 Die Kettenregel

Die VerknUpfung differenzierbarer Abbildungen ist wieder differenzierbar,
und die Ableitung der VerknUpfung kann aus den Ableitungen der Fakto-
ren berechnet werden.

6.3.1 Satz (Kettenregel). Es seien B c R™ und D c R" offene Teilmengen und
f: B— R"und g: D — RP Abbildungen, so dass f(B) c D. Die Abbildung
f sei in a € B und die Abbildung g in b := f(a) differenzierbar. Dann ist die
Verknupfung go f: B— RP in a differenzierbar, und die Ableitung wird durch

D(gof)(a) = Dg(b) o Df(a)

berechnet.
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Beweis. Die Strategie ist dieselbe wie im Spezialfall von Satz 5.2.3. Wir kébnnen

-
~—~
>
=
Il

fl(a)+Df(a)(x —a)+p(X)-||x—qal|. x€B,
g(b) +Dg(b)(y —b) +a(y)-lly —b|. yeD,
mit Abbildungen p: B— R"und o: D — RP, die

Q
=
I

lim p(x)=0 und limo(y)=0

X—a y—b

erflllen, schreiben (Bemerkung 6.1.2, ii). Folglich erhalten wir

g(f(x)) = g(f(a)) +Dg(f(a))(f(x) - f(a)) +a(f(x)) - [If(x) - f(a)]
= g(f(a)) + Dg(f(a))(Df(a)(x — a)) + 6.2)
+lx = all - Dg(f(@)) (px)) + (X)) - [1F(x) - F(Q)] .
=1(x)
Wir schétzen

1Dg(f(@) () || < [[Pg(f(@)llop - [|[p(X)]]
ab. Damit berechnen wir

lim Dg(f(a)) (p(x)) = 0.

X—a

Weiter sehen wir

[f(x) = f(a)]| [Df(a)(x — @) + p(x) - | x — all|

IDF(@)(x = a) + [loCa| - [[x = all.

IN

Dabei haben wir wieder
[Df(a)(x = a)|| < [|Df(a)||o,, - [[x = af|
Wir leiten die Abschdtzung

|[f(x) = f(a)|

oy < lell+[[Dfa)]

op
ab. Man beachte, dass aus der Stetigkeit von f in a (Satz 6.1.3, ii)

lim o (f(x)) = lim o(y) =0

X—a y—b
folgt. Zusammengenommen erhalten wir

o) _
oo lx—al -

Aus (6.2) folgern wir die Behauptung. O
6.3.2 Bemerkung. Fur die Jacobi-Matrizen folgt die Gleichung
Jgor(a) = Jg(f(Q)) - Jr(a) (Matrixprodukt).

6.3.3 Beispiele. i) Es seien Abbildungen~: R — R"und f: R" — R gegeben.
Die Abbildung v sei in t differenzierbar und die Funktion f in ~(f). Dann gilt far
die Funktion foy: R — R:

(for) (1) = (Gradf(v(1).~'(t)).
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6.3 Die Kettenregel

Fur eine stetig differenzierbare Funktion sind wir dieser Behauptung bereits im
Beweis von Satz 5.2.3 begegnet.
i) Der Gradient der Funktion

TR — R
(X,y) +— exp(xy —x*+y?)

ist durch
Gradf(x,y) = ((y — 2x) - exp(xy — x>+ y2), (x + 2y) - exp(xy — X + y?))

gegeben. Auf der anderen Seite kbnnen wir diese Funktion als Verknupfung
f=hogmit

gR? — R
(x.y) — (v, —y?
hR2 — R

(v.w) — exp(v—w)

darstellen. Als Jacobi-Matrizen erhalten wir

il il
Jo(x.y) = aaé( - aaé/ - - ( 2); )éy )
2 2 —
ox XY 5, xY)
Jh(v.w) = (exp(v—w),—exp(v—w)).

SchlieBlich Uberpruft man:

Jn(xy. x* — y?) - Jg(x.y) =

2,2 2,2 y X =
(exp(xy — x° + y?), —exp(xy — X +)/))'(2X 2y)_

(v = 2x) - exp(xy = X* + %), (x +2y) - exp(xy — x° + %)) =
Jr (X, ).
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Kapitel 7

Evtnemaente differensierbarer
7 éj.

7.1 Extrema und Sattelpunkte

Wie in der Theorie der reellwertigen Funktionen einer Verdnderlichen ((12),
Kapitel 4) hilft die Differentialrechnung beim Auffinden von Extremwerten.
In diesem Abschnitt flhren wir die entsprechenden Begriffe ein und formu-
lieren ein notwendiges Kriterium fur lokale Extremstellen. Es verallgemeinert
(12), Satz 4.3.2.

7.1.1 Definition. Es seien M C R” eine Teilmenge, f: M — R eine Funktion und
ae M.

a) Wir sagen, dass f in a ein lokales Minimum bzw. Maximum annimmt,
wenn es eine offene Umgebung U c R" von a gibt, so dass

VxeUnNM: f(a)<f(x) bzw. f(a) > f(x).

b) Die Funktion f hat in a ein lokales Extremum, wenn sie in a ein lokales
Minimum oder Maximum hat.

¢) Kénnen wirin a) U = R” nehmen, dann nimmt f in a ein globales Mini-
mum bzw. Maximum an.

d) Ein globales Extremum von f ist ein globales Minimum oder Maximum.

Es qilt das zu (12), Satz 4.3.2, analoge notwendige Kriterium fur das Vorliegen
eines lokalen Extremums:

7.1.2 Satz. Es seien B c R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine differenzier-
bare Funktion und a € B. Wenn f in a ein lokales Extremum annimmt, dann
gilt

Gradf(a) =0.

Beweis. FUr n = 1 besagt die Behauptung f(a) = 0. Wie zuvor bemerkt ist
diese Aussage Gegenstand von (12), Satz 4.3.2.

Nun sei n > 1 beliebig. Es gibt eine > 0,sodass a+1-e € B, t €( —¢,¢),
i=1,..,n Dabeiist g wieder der i-te Standardbasisvektor von R?, i=1,....,n.
Die Funktion

R

g (—¢ce) —
t s fla+t-e)
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hatin O ein lokales Extremum. Es folgt

of L -
7% (@ =00 =0 i=1..n
> of of
Gradf(a) = (a_)ﬁ(o),...,a—xn(o)) ,
ist die Aussage hiermit gezeigt. ]

7.1.3 Definition. Es seien B c R" eine offene Teilmenge, f: B — R eine diffe-
renzierbare Funktion und a < B.
a) Der Punkt a e Bist ein kritischer Punkt von f, wenn

Gradf(a) =0
qilt.

b) Der Punkt a ist ein Sattelpunkt von f, wenn er ein kritischer Punkt von f
ist und in jeder Umgebung U von a Punkte b, ¢ mit

f(b) < f(a) < f(c)
zu finden sind.

7.1.4 Bemerkung. Jeder kritische Punkt von f ist entweder ein Sattelpunkt oder
ein lokaler Extrempunkt von f.

7.1.5 Beispiele. i) Fur die Funktion

f:R° — R
(X,y) — xX>+y?
qgilt
of of
a(x, y) =2x, 8_y(x' y) =2y, Gradf(x,y)=(2x.2y), (x.y) e R

Damit ist a =(0,0) der einzige kritische Punkt von f. In a nimmt f ein globales
Minimum an.

i) Es sei

ffR2 — R
(X,y) — 1-=3x°y"
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Fur (x,y) € R? berechnen wir

g—;(x, y) = —bxy*, g—;(x, y) = —12x%y%, Gradf(x,y) = —6xy-(y>,2xy?).

Die Menge der kritischen Punkte ist
K:={(x.y)eR*|x-y=0}.

Kritische Punkte muUssen also nicht isoliert liegen. In jedem kritischen Punkt
a € K hat f ein globales Maximum.

i) FUr die Funktion

fR? — R
(X.y) — x>+3y°

findet man

Gradf(x, y) =(2x,9y?).

Der Nullpunkt a =(0,0) ist der einzige kritische Punkt von f. Fur jede reelle Zahl
e >0gilt

2>0
-3 <0.

sh
=

o =
T
o O
o L
I} I}

Wir schlieBen, dass a =(0,0) ein Satftelpunkt von f ist.
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7.2 Die Taylorformel

Die Taylorformeln fur hinreichend oft differenzierbare Funktionen einer Ver-
anderlichen ((12), Abschnitt 5.7) lassen sich auch in den Kontext der Funk-
tionen mehrerer Veranderlicher Gbertragen. Diese Ubertragung wird jetzt
ausgefthrt. Dabei bendtigt man eine effiziente Notation, die einem eine
elegante Formulierung ermaéglicht.

Fur ein Tupel a =(a;. ..., an) € N” definieren wir

o] = ay+---+ap

al = oagleeees anpl.
Es seien B ¢ R" eine offene Menge und k > 0. Wir sefzen
C(B) = { f: B— R| fist k-mal stetig differenzierbor}.
Wir definieren rekursiv die Differentialoperatoren

D:&“B) — €'(B)

if, falls i =1
0X;
5 (D). fallsi>1
J
je{l...n}t. keN,ie{l,... .k} Fira=(a,...an) und k > |a| erhalten wir den

Differentialoperator
D® =Dy o-- 0 Dg": €X(B) — E*~1°I(B).
SchlieBlich schreiben wir

far x =(x7,....Xn) € R?und a =(ay, ..., an) € N,
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7.2 Die Taylorformel

7.2.1 Satz. Es seien B c R" eine offene Teilmenge, k > 1 und f € @€¥(B). Ferner
seien x € Bund ¢ € R" gegeben, so dass

{x+t-€]0<t<1}cCB
Dann ist die Funktion
g:0,1] — R
t— f(x+1-§)

k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

ak p k!
Wg(f):g()(f): > 5 Df(x+tg g Fe0],

a=(aqy..on)€END:
|e|=k

Beweis. Wir beweisen die Formel mittels Induktion Uber k. Fir k = 1 verwenden
wir die Kettenregel (Satz 5.2.3 oder Satz 6.3.1):

d °. of
g79(h = (Gradf(x+1-¢).¢) = ; 8_>(;(X+ t-€)-¢ tel01]

FUr den Schluss k—1 — k benodtigen wir noch eine Umformulierung der Aus-
sage. Nach dem Satz von Schwarz (Satz 5.3.4 und Aufgabe A.7.3, a) durfen
wir die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nach Belieben dndern. Daher

gilt

L 9 9
Z ( O"'Oﬁ)f(x‘*‘f'f)'fi]"""fik1'§ik

aX;
i eessii=1 k

= > Cak-D¥f(x+t-g) "

a=(aj..an)eEN

o=k
mit!
Cox = #{(h,...,ik)e{1,...,n}k|#{j|ij=l}=a,,/=1,...,n}
k! k!
= ﬁ=_|l kE [N, Oé=(Oé'|,...,Oén)€[Nn.
Oé].""'Oén. ol
Mit dieser Formel berechnen wir:
d
(k) = _Zgk-1
ghh = Fg*

1<
Q

0 ) )
df( > (ax, O"'Oax;)f(x”'f)'fiw""'Eik1)
n n ) ) )
Z Z <6X/08>(;k1O."08X/W>f(x+fig).£h”mgik1.&

. d )
Z (—O"'oﬁ)f(x‘*‘f"f)"fh"""fikffik

x
.

k!
- S Epfxateg-en
(6%
a=(a]‘,c.y,‘ciz)eﬂ\l”:

'Um die folgende Formel fiir c,, , zu verstehen, beachte man, dass ein Tupel in der angegebe-
nen Menge durch eine Permutation aus dem Tupel iy =(i9, ..., ) erhalten wird, fardas 2 < .- < 0
gilt, bei dem also zundchst ay-mal die 1, dann as-mal die 2 usw. steht. Nun gibt es insgesamt n!
Permutationen, von denen a;! - - - - - an! das Tupel iy nicht dndern. (Welche sind das?)
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Damit ist die Behauptung gezeigt. O

7.2.2 Satz (Taylorformel). Es seien B ¢ R" eine offene Teilmenge, f: B — R
eine (k+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, x € Bund ¢ € R", so dass

{x+f-g\fe[o,1]}c3.

Dann existiert eine Zahl ¥ € [0, 1] mit

_ D*f(x) Def(x+9-&)
a=(aqman)EN: a=(aqm.an)eN:
|| <k |ae|=k+1
Beweis. Der Satz ist uns fur n = 1 bereits bekannt (s. (12), Satz 5.7.3). Fir n > 1
ergibt sich die Formel durch Anwendung des gerade zitierten Satzes auf die

Funktion

g:0,1] — R
t— f(x+1:8)

und Einsetzen der Ausdricke aus Satz 7.2.1 fUr die Ableitungen von g an der
Stelle f=1. O

7.2.3 Folgerung. Esseien B C R" eine offene Teilmenge, f: B— R eine k-mal
stetig differenzierbare Funktion, a € B und e > 0, so dass B(a.e) C B. Dann
existiert eine Funktion r,: B(a.e) — R mit

fo= > & (;(O)(X —a)*+n(x), xeB(a.e),
a=(a) o) ENN: '
|| <k

und
, e(x
lim )
x=a|lx —all

Beweis. Die Taylorformel im Fall k — 1 liefert die Darstellung

f(x) = Z Laoil(o) ‘(x—a)*+nr(x), xeB(ace),
a=(ay..an)eN: )
la| <k
mit :
)= > = (D*f(a+9x(x — @) — D*f(a))-(x — a)*.
a=(ayman) €N )
o=k

Aus der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen der Ordnung k
folgern wir, dass fUr & € N mit |a| = k

Jim D*f(a+ 9y (x —a)) — D*f(a) =0
gilt. Weiter ist fUr x # a jeder Faktor in dem Produkt

‘(X - C’)a‘ _ |X1 - o1|a] |Xn - on|a”

Ix—al* " lIx—alefx—ale

im Intervall [0, 1] enthalten. Figen wir die beobachteten Tatsachen zusam-
men, dann erkennen wir, dass r,(x)/||x — a||¥ gegen Null strebt, wenn x gegen
a lauft, O
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7.3 Definite Matrizen

Wir schreiben die Formel fUr k = 2 noch etwas um.

7.2.4 Definition. Es seien B ¢ R? eine offene Teilmenge und f: B — R eine
zweimal partiell differenzierbare Funktion. Fur x € B ist

’f O?f
pe ™ e

He(x) = 5 :
827‘ X R &(X)

OXnOXy OX?

die Hesse-Matrix? von f an der Stelle x.

7.2.5 Bemerkung. Zusaizlich zu den in der Definition genannten Voraussetzun-
gen sei f zweimal stetig differenzierbar. Der Satz von Schwarz 5.3.4 impliziert,
dass die Hesse-Matrix dann symmetrisch ist:

vx e X:  Hi(x)" = He(x).

7.2.6 Folgerung. Es seien B C R" eine offene Teiimenge, f: B — R eine zwei-
mal stetig differenzierbare Funktion, a € Bunde > 0, so dass B(a,e) C B. Dann
gilt

f(x) = f(a) + (Gradf(a).x —a) + %-(x —a)-Hi(a)-(x—a) +rn(x), xeB(a.e),

RXx)  _
x=a|lx —al?

7.3 Definite Matrizen

Die Formel in Folgerung 7.2.6 legt nahe, dass das Verhalten einer zweimal
stetig differenzierbaren Funktion in der Nahe eines kritischen Punkts durch
die Hesse-Matrix konftrolliert wird. In diesem Abschnitt wiederholen wir die
Konzepte aus der linearen Algebra, die es uns gestatten, diesen Gedan-
ken zu prdzisieren.

Es sei A € Mat(n, R) eine symmetrische (n x n)-Matrix, d.h.
Al = A
Die Abbildung

BarR"xR" — R
(X.y) — Xx-A-y

ist dann eine sogenannte symmetrische Bilinearform (s. (13), §39), d.h. sie
erflllt folgende Bedingungen:

1V, y € RT, AER: Ba(A- X, y) = A BalX,y) = Ba(X. A+ ).
2. Vx,y,ze R

*x Ba(X+VY.2Z) = Ba(X.2Z) + Ba(Y.2)
2Ludwig Otto Hesse (1811 - 1874), deutscher Mathematiker.
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* Ba(X.y +2) = Ba(X.y) + Ba(X.2).

3. VX, y € R™ Ba(X.y) = Ba(y.X).

7.3.1 Definition. a) Wir sagen, dass die Matrix A posifiv bzw. negativ definifist,
wenn
vx € R"\ {0}: Ba(x.x) >0 bzw. Ba(x,x) <O0.

b) Die Matrix A wird positiv bzw. negativ semidefinit genannt, wenn
Vx € R":  Ba(x.x) >0 bzw. Ba(x.x) <0.
c) Die Matrix A ist indefinit, wenn es Vektoren x,y € R" mit

Ba(x,x) <0< Ba(y.y)

gibt.
Die Frage, wann eine gegebene symmetrische Matrix A positiv oder negativ
(semi)definit ist, wird in der Linearen Algebra behandelt (s. z.B. (11), Kapitel

VII, §5). An dieser Stelle wollen wir den Fall n = 2 explizit besprechen. Sei also

“-(22)

eine symmetrische (2 x 2)-Matrix. Ihre Determinante ist
Det(A) = ac — b2,

(3 2)-(5)00(5)-o
Wir halten fest:

7.3.2 Lemma. Wenn A positiv bzw. negativ definit ist, dann gilt a > 0 bzw.
a<0.

Wir finden

Jetzt betrachten wir einen Vektor x =(x;, x;) € R? mit x, # 0. Wegen

Ba(X.X) =x§~ﬂA(X X)

X' X
durfen wir x; = T annehmen. Fur t € R und x =(f, 1) haben wir
f(t) :=Ba(x,x)=a-1?+2b-t+c.

Wir studieren jetzt die Funktion f: R — R.
Fall 1: a> 0. In diesem Fall gilt genau dann 7(t) > O fdr alle f € R, wenn f(f)
keine reelle Nullstelle hat. Die (komplexen) Nullstellen von f werden mit der

Formel
—2b++v4b? — 4ac
2a
gefunden. Damit hat f genau dann keine reelle Nullstellen, wenn b? —ac < 0,
d.h. Det(A) > 0.

Fall 2: a< 0. Hier Uberlegt man sich analog, dass genau dann f(f) fur jede
reelle Zahl t negativ ist, wenn Det(A) > 0.

Fall 3: a=0. In diesem Fall nimmt f genau dann sowohl positive als auch ne-
gative Werte an, wenn b # 0. Da Det(A) = ac — b? = —b?, ist diese Bedingung
dquivalent zu Det(A) < 0.

Falls a # 0 und Det(A) < 0, dann hat f zwei verschiedene reelle Nullstellen,
und es ist klar, dass f in diesem Fall sowohl positive als auch negative Werte
annimmt. Dies wiederum bedeutet, dass A indefinit ist.

Der folgende Satz fasst unsere Uberlegungen zusammen.

hyo =
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a-(22)

eine symmetrische (2 x 2)-Matrix. Dann gilt:
i) Die Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn a > 0 und Det(A) > 0.
iy Die Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn a < 0 und Det(A) > 0.
iy Die Matrix A ist genau dann indefinit, wenn Det(A) < 0.

7.3.3 Satz. Es sei

7.4 Ein hinreichendes Kriterium fir isolierte lokale Ex-
frema

Wir besprechen in diesem Abschnitt die interessante Verallgemeinerung
des hinreichenden Kriteriums (12), Folgerung 4.3.9. i), fUr die Existenz eines
isolierten lokalen Extremums auf reellwertige Funktionen in mehreren Vo-
riablen. Zudem finden wir ein hinreichendes Kriterium fUr die Existenz eines
Sattelpunkts, zu dem es kein Analogon in einer Verdnderlichen gibft.

7.4.1 Definition. Es seien B ¢ R" eine offene Teiimenge, f: B — R eine Funk-
tion und a ¢ B. Die Funktion f hat in a ein isoliertes lokales Extremum (Mi-
nimum/Maximum), wenn sie dort ein lokales Extremmum (Minimum/Maximum)
besitzt und es ein ¢ > 0 gibt, so dass

vx € B(a.e)\ {a}: f(x)=f(a).

7.4.2 Satz. Es seien B ¢ R" eine offene Teilmenge und f: B — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Fir einen kritischen Punkt a € B von f gilt:

i) Wenn die Hesse-Matrix He(a) von f an der Stelle a positiv definit ist, dann
liegt in a ein isoliertes lokales Minimum vor.

i) Ist die Hesse-Matrix He(a) von f an der Stelle a negativ definit, so nimmt
f in a ein isoliertes lokales Maximum an.

iii) Falls die Hesse-Matrix He(a) von f an der Stelle a indefinit ist, dann hat f
in a einen Sattelpunkt.

7.4.3 Bemerkung. Fur das dritte Kriterium gibt es fur n = 1 keine Entsprechung.

Beweis. i) Nach der Taylorformel in der Fassung von Folgerung 7.2.6 gibt es
wegen der Voraussetzung, dass a ein kritischer Punkt ist, also Gradf(a) = 0
gilt, ein n > 0 und eine Funktion r,: B(a,n) — R, so dass

f(x)="f(a)+ %(X —q) - He(a)(x — o)’ +n(x), xe€B(a.n),

und
R(Xx)  _
=a X - af?
Auf Grund der letzten Bedingung gibt es zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein
5 > 0, so dass

Ir(X)|
vx € B(a,é a;. —_—
( ) \{ } HX _ OH2
d.h.
vx € B(a,8): |n(x)| <e-|x—al? 7.1
Es sei

s = {xe R” | [Ix]| = 1 }
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Zu A = H¢(a) definieren wir die Funktion

gs:R" — R
X — Bax.x)=x-A-x
Die Funktion g, ist stetig und nimmt nach Voraussetzung auf S"~' nur positive
Werte an. Da $"~! abgeschlossen und beschrénkt und mithin nach dem Satz
von Heine-Borel 2.2.12 kompakt ist, gibt es nach Folgerung 3.4.2 eine reelle

Zahl m > 0, so dass
vx e S ga(x) > m.

FUr jeden Vektor x € R haben wir deshalb
ga(x) > m-||x|.

Nun wdéhlen wir 0 < e < m/2 und dazu ein § > 0, so dass (7.1) gilt. Fur x €
B(a.,d) \ {a} schatzen wir

f(x) = £(0) + 3 - Galx — @) + 1(x) = F(@) + (T — ) - — a2 > ()

ab. Dies beweist die behauptete Aussage.

i) Dieser Teil folgt, indem wir Teil i) auf —f anwenden.

i) Da die Matrix A := H¢(a) gemdaB unserer Voraussetzung indefinit ist, gibt
es Vektoren x,y € R" mit

ga(x) <0 < galy).

Wir betrachten eine beliebige offene Umgebung U von a. Es ist zu zeigen,
dass es in U Punkte u, v mit f(u) < f(a) < f(v) gibt. Wir wdhlen ¢ > 0, so dass
B(a.é) c U. Esgibteine >0,sodassa+e-x € B(a,J)und a+¢-y € B(a,)).
Seien h:=¢-xund k :=¢-y. Da B(a,J) konvex ist, gilt auch

a+t-heB(a.§) und a+t-keB(a,§), te][01]

Die Funktionen

ag:[017 —
t — f(a+t-h)

und

@:[0,1] — R
t — fla+t-k)

sind zweimal stetig differenzierbar. Dabei gilt wegen Folgerung 7.2.6

91(0) = 0 = %O
9/(0) = qgah) = €-qax) < O
9(0) = qalk) ?

= e -aqaly) > O
Folglich hat g; in 0 ein isoliertes lokales Maximum und g, ein isoliertes lokales
Minimum ((12), Folgerung 4.3.9). Damit existieren t;, 1, € [0, 1] mit

fla+th-h)=gi(h) <3 (0)=f(a)=320) < g(h) =fla+ - k),

und die Behauptung ist gezeigt. O
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7.4.4 Beispiele (FortfUhrung der Beispiele 7.1.5). i) Es sei
f:R> — R
(X.y) — X>+y°.

Der Ursprung (0, 0) ist der einzige kritische Punkt von f, und die Hesse-Matrix

H©.0=(59)

von f an der Stelle (0,0) ist positiv definit. Nach Teil i) des Satzes liegt in (0,0)
ein isoliertes lokales Minimum vor. Das kbnnen wir durch Augenschein sofort
bestatigen.
i) Fur die Funktion

fTR> — R

(X,y) — 1-3x%y*
ist v v

-6 —24x
Hr(x.y) = < —24xy3  —36x2y? )

die Hesse-Matrix an der Stelle (x, y). Wir haben zuvor bereits beobachtet, dass
K={(x,y) € [RQ\x-y=O}

die Menge der kritischen Punkte ist und dass in jedem kritischen Punkt ein
globales Maximum vorliegt. Nach dem vorhergehenden Satz darf die Matrix
He(x, y) far einen Punkt (x, y) € K weder definit noch indefinit sein. In der Tat ist

mmw=(‘?48),yeR

negativ semidefinit, und

Hf(x,0)=(8 8) X eR,

ist sowohl positiv als auch negativ semidefinit.
i) Der einzige kritische Punkt der Funktion

f:R? — R
(xX,y) — x>+3y°
ist der Ursprung (0, 0). Dort hat f einen Sattelpunkt. Die Hesse-Matrix

w@m=(§8)

von f an der Stelle (0,0) ist positiv semidefinit. Das in Satz 7.4.2, iii), formulier-
te Kriterium ist somit hinreichend aber nicht notwendig fur die Existenz eines
Sattelpunkts. AuBerdem zeigt sich, dass wir aus der Semidefinitheit der Hesse-
Matrix nichts Uber die Natur des kritischen Punkts ableiten kbnnen.

iv) Wir untersuchen die Polynom-Funktion

ffR — R
(X,y) — x*—=2x%+2x%y? — y2.
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Die partiellen Ableitungen sind

g_)f((xly) = 4X3—4X+4Xy2=4x.(x2_'|+y2)

of

ay ™) = APy —2y =2y-(2x* = 1), (x,y) € R?
Sattelpunkte

Lokale Minima

Lokales Maximum

Wir finden insgesamt sieben kritische Punkte:

(0,0, (-1,0), (1,0), i(%%)

Die Hesse-Matrix von f an der Stelle (x, y) ist

12x2 —4+4y?  8x
Hoen = (g0 Yo

H:(0,0) = ( P )

Dies ist offensichtlich eine negativ definite Matrix. Bei dem kritischen Punkt
(0.0) handelt es sich um ein isoliertes lokales Maximum.

Weiter haben wir 8 0
Hf(i1,0)=<0 5 )

Dies ist eine positiv definite Matrix, so dass f an den Stellen ( £ 1,0) isolierte

lokale Minima hat.
Es gilt ferner
T 1 4 4
He | £ | —=, — = .
(+(7%)-(a0)
De’r(

Somit gilt

Wir berechnen

AN

4 _
O)——16<O.
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Nach Satz 7.3.3, i), ist die Hesse-Matrix indefinit. Ebenso ist die Determinante

der Hesse-Martrix
1 1 4 -4
H £ | —=, —— =
()= (4 o)

negativ. Die kritischen Punkte

(i)

sind also Sattelpunkte von f.

7.5 Extrema unter Nebenbedingungen

Man vergewissert sich schnell der Tatsache, dass die Funktion

R — R
X.y) — Yy
keinerlei kritische Punkte hat, insbesondere auch keine lokalen Extrema.
Seien
gx.y)=y—x*—1, (x.y)eR%,
und

N = {(xy) eR?[g(x.y) =0} = {(x.y) e R |y =x*+1}.

Bei N(g) handelt es sich offenkundig um eine Parabel. Auf der Menge N(g)
nimmt f ein Minimum an: Fir (x. y) € N(g) gilt y = x? + 1, so dass

fx.y)=x>+1>1,
und far (0, 1) € N(g) hat man
fO.1)=1.

Wir sagen, dass f in (0, 1) ein Minimum unter der Nebenbedingung g = 0
annimmt,

N(g)
f(x,y) =2
A\ [ fx.y)=3
\./ fx.y)=1
f(x.y) =3
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Wir weisen darauf hin, dass im Punkt (0, 1), also in dem Punkt, in dem das
Minimum angenommen wird, die Niveaulinie

I ={(y) eR|y="f(x.y)=1}
eine Tangente an N(g) ist.

In diesem Abschnitt werden wir das obige Beispiel zu einer Problemstellung
formalisieren und uns mit der Lésung dieser Problemstellung beschdaftigen.

7.5.1 Definition. Es seien B C R" eine offene Teilmenge, g: B — R eine stetig
differenzierbare Funktion, so dass

vx e B: Gradg(x)#0 7.2

und
N(g) = {xeB]g(x)=O}.

Weiter seien f: B— R eine Funktion und a € B ein Punkt mit g(a) = 0.
i) Die Funktion f nimmt in a ein lokales Minimum (lokales Maximum) unter
der Nebenbedingung g = 0 an, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass

vx € B(a,e)NN(g): f(x)>Ff(a) (f(x)<f(a).

i) In a liegt ein globales Minimum (globales Maximum) der Funktion f unfer
der Nebenbedingung g = 0 vor, wenn

vx e N(g): f(x)>f(a) (f(x)<f(a).
7.5.2 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

ffRE — R
(X,y.2) — 3x>+3y?+7°

Die Nebenbedingung wird mit Hilfe der Funktion

g:[R3 — R
xX.y,2) — x+y+z-1

erklart. Wegen
Gradg(x.y.z) =(1.1,1), (x.y.z) € R®,

ist Bedingung (7.2) erfullt.
In diesem Beispiel ist es mdglich, die Nebenbedingung einzusetzen:

Vix.y,2) eR¥: gx.y.2)=0 «— z=1-x-y.

Wir mussen also die Funktfion

fx,y.1—x—y)

3x% +3y%+(1 —x — y)?

32 +3y% + 1 —2x — 2y +2xy + x> + y?
A% + 4y? +2xy — 2x — 2y + 1

q(x.y)

auf Extremwerte untersuchen. Der Gradient ist

Gradq(x,y) =(8x +2y — 2,8y +2x — 2).
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Ein Punkt (x, y) € R? ist genau dann Nullstelle des Gradienten, wenn

8x+2y=2=8y+2x, ie. x=y= ]

51
11
5'5

der einzige kritische Punkt von @ ist. Die Hesse-Matrix

_ 11\ _ (8 2
atio(5:5) = (2 §)

ist wegen 8 > 0, Det(A) = 60 > 0 und Satz 7.3.3 positiv definit. Nach Satz 7.4.2,
. hat gin (1/5,1/5) einisoliertes lokales Minimum. Somit hat fin (1/5,1/5,3/5)
ein lokales Minimum unter der Nebenbedingung g = 0.

Wir wollen ein notwendiges Kriterium fUr die Existenz eines lokalen Extremums
unter einer Nebenbedingung formulieren. Das folgende Bild unterstUtzt unse-
re Anschauung:

gilt. Wir erkennen, dass

N(g)

Niveaulinien

In a ,berdhren® sich f~'(f(a)) und N(g). Nach Satz 5.2.7, ii), stehen der
Gradient Gradf(a) bzw. Gradg(a) senkrecht auf f~'(f(q)) bzw. N(g). Damit
mussen Gradf(a) und Gradg(a) parallel sein.

7.5.3 Satz (Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren). Es gelfen die Vor-
aussetzungen von Definition 7.5.1. Zudem sei die Funktion f in a differenzier-
bar und besitze dort ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0.
Dann gibt es eine Zahl A € R mif

Gradf(a) = - Gradg(aq).
7.5.4 Definition. Die Zahl X heiBt Lagrangescher Multiplikator.

Beim Beweis des obigen Satzes verwenden wir eine weitere Variante des
Mittelwertsatzes:
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7.5.5 Satz. Esseien B C R" eine offene und konvexe Teilmenge und f: B— R
eine differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu je zwei Punkten a,b € B ein
t € [0, 1] mit

f(b)— f(a)=(Gradf((1-1)-a+t-b),b—a).
Beweis. Wir betrachten den differenzierbaren Weg

a:[0,1] — B
t — (1-t)-a+t-b.

Die VerknUpfung h := foa: [0, 1] — R ist eine differenzierbbare Funktion. Nach
dem Mittelwertsatz in einer Variablen ((12), Folgerung 4.3.5) gibt es ein f €
(0, 1) mit
f(b) — f(a) = h(1) — h(0) = h'(1).
Die Kettenregel 6.3.1 liefert
h'(t)=(Gradf((1-t)-a+t-b),b—a),
so dass sich die gewlnschte Aussage ergibt. O

Beweis von Satz 7.5.3. Wir beginnen mit etwas Linearer Algebra. Es seien v €
R™\ {0} ein nichttrivialer Vektor und (v) C R" der von v aufgespannte eindi-
mensionale Unterraum. Dann ist

Ui=(v)t:={heR"|(v.h)=0}
ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum von R”, so dass
R"=(v)® U.

Nun sei w € R" ein weiterer Vektor. Wir kbnnen w = A - v+ w’ mit A € R und
w’ € U schreiben. Es gilt

(w, w') = (W, w').
Da (w/,w’) > 0, falls w’ # 0, schlieBen wir:
IAeR: w=A-v < VhelU: (w.h) =0
Auf Grund dieser VorUberlegungen haben wir zu zeigen:
vhe R"\ {0}: (Gradg(a),h)=0 = (Gradf(a),h)=0.

Wir nehmen im Moment an, dass zu jedem Vektor h € R™\ {0} mit (Gradg(a),
h) =0 eine Zahl § > 0 und eine Abbildung

ap: [-6,8] — B
mit den Eigenschaften
e «p ist in O differenzierbar,
e an(0) = a, a}(0) = h,

o Vs e [—0,0]: an(s) € N(g).
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existieren.® Dann ist f o ap: [-6,6] — R wegen der ersten Eigenschaft in O
differenzierbar und nimmt wegen der dritten Eigenschaft und der Vorausset-
zung in O ein lokales Extremum an. Nach (12), Satz 4.3.2, und der Kettenregel
6.3.1 haben wir

0 =(foap)'(0) = (Gradf(a), h).

Das zeigt die Behauptung des Satzes. Es bleibt, die Richtigkeit unserer Annah-
me zu UberprUfen. Dies geschieht in zwei Schritten.

Schritt 1: Reduktion auf eine zweidimensionale Situation. Wegen der Vor-
aussetzung (7.2) ist der Vektor v := Gradg(a) nicht trivial. Seien weiter h €
R™\ {0} ein Vektor mit (v, h) = 0 sowie

w:R> — R
(s,1) — a+s-h+t-v.

Es gibt eine > 0,so dass w(/ x /) C B, I := [—¢,¢]. Die Abbildung

prlxl — R
(s.t) — (Gradg(a+s-h+t-v),v)

ist stetig mit
p(0,0) = ||Gradg(a)|? > 0.

Wegen der Stetigkeit von p kbnnen wir nach Verkleinerung von e annehmen:
V(s.tyelxIl: p(s.t)>0.
Fur die Abbildung

v:Ixl — R
(s,f) — g(a+s-h+ft-v)

gilt
o {(s.elxI|y(s.H)=0}={(s.t)elxI|a+s-h+t-veN(Q)},
* 1(0.0)=g(a)=0.
2l _ _
o g(O,O) = (Gradg(a),h) =0,

. %(s,f)=<Grodg(o+s-h+f~v),v> = p(s.1) >0, (s, 1) €l x 1.

Schritt 2: Konstruktion des Wegs «,,. Die Funktion

lo:!l — R
t — ~(0.1

erfallt Iy(0) = +(0,0) und ist wegen rj(t) =(0~/01)(0,t) > 0O, t € /, streng mono-
ton wachsend ((12), Folgerung 4.3.8, iii). Deshalb gilt

(0, =€) = To( —¢) < o(0) =0 < To(e) =7(0.¢).

3Die Tangentialebene an die Menge N(g) im Punkt a besteht gerade aus den Vektoren a+h,
fur die h € R" ein Vektor mit (Gradg(a). h) = 0 ist. Unsere Aussage besagt, dass wir zu jedem
JJangentialvektor® h einen differenzierbaren Weg oy, finden, der ganzin N(g) verlduft und dessen
Ableitung (,.Geschwindigkeit*) in a der gegebene Tangentialvektor hist. Mit anderen Worten, die
Tangentialvektoren sind die Ableitungen differenzierbarer Wege in N(g) durch a an der Stelle O.
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Da v eine stetige Funktion ist, existiert auch ein § > 0, so dass
Vs e [-4.0]: ~(s.—e) <0< y(Ss.¢).

Nach dem Zwischenwertsatz ((12), Folgerung 3.5.2) existiert zu einem vorge-
gebenem Wert s € [—4, ] eine Zahl a(s) €( — ¢, ), so dass

v(s,a(s)) =0.
Die Zahl «(s) ist sogar eindeutig bestimmt, weil die Funktion

l.:1 — R
t— (s 1)

wegen (1) =(0v/01f)(s.t) > 0, s € [-4.6], t € [, ebenfalls streng monoton
wachsend ist. Somit wird durch

a: [-6.0] —
S — afs)

eine Funktion definiert.

Behauptung. Die Funktion « ist in O differenzierbar, und es gilt o/ (0) = 0.
Wenn die Behauptung stimmt, dann hat die Abbildung
ap: [-6,8] — R"
S — a+s-h+a(s)-v

folgende Eigenschaften:

e ap(0)=a+a(0)-v=aqa,

e a}(0)=h+a/(0)-v=nh,

o glan(s)) =7(s.a(s)) =0, s € [, 6].

Mit anderen Worten: Wir haben die Existenz einer Abbildung mit den fr den
Beweis des Satzes erforderlichen Eigenschaften nachgewiesen.

Zu guter Letzt zeigen wir die Behauptung. Nach dem Mittelwertsatz 7.5.5
gibteszuse [-4.d] ein c e [0, 1] mit

0=~(s.a(s)) —+(0.0) = <Grod7(c .s.c-a(s)). (5.a(s)) >

also 5 5
S- a—Z(c-s,c-a(s)) +a(s)-8—¥(c-s,c-a(s)) =0.

98



7.6 Beispiele

Fur s = O folgt

Nie.sca
aiS) _ g’i (C S.C (s)) | 7.3)
E(c-s,c -a(s))

Aus der Konstruktion folgt, dass v stetig differenzierbar ist. Wegen (c-s, c-a(t)) €
[—6.8] x [—e.e] folgt aus (7.3), dass lim;_,o a(s) = 0 ist und zusammen mit der
Stetigkeit der partiellen Ableitungen

vy
+:(0.0)
im O‘(SS> =- -0
S—
E(O,O)
Dies ist die Behauptung. O

7.56.6 Bemerkung. i) Es gibt hinreichende Kriterien fUr die Existenz von lokalen
Extrema unter Nebenbedingungen, die Satz 7.4.2 entsprechen. Dazu verwei-
sen wir z.B. auf (9), Satz 24.6, S. 164. In den Beispielen des ndchsten Abschnitts
werden wir einige Kniffe kennenlernen, mit denen man entscheiden kann, ob
an einer Stelle, die man mit dem Verfahren der Lagrangeschen Multiplikato-
ren gefunden hat, wirklich ein Extremum vorliegt.

i) In Abschnitt 11.6 werden wir die Problemstellung auf die Situation, in der
mehrere Nebenbedingungen gestellt werden, verallgemeinern.

7.6 Beispiele

Dieser Abschnitt enthdlt verschiedene Beispiele, in denen das Verfahren
der Lagrangeschen Multiplikatoren verwendet wird, um Extrema unter Ne-
benbedingungen zu entdecken. Insbesondere werden Mbglichkeiten be-
sprochen, mit denen man feststellen kann, ob an einer gefundenen kriti-
schen® Stelle ein Extremum vorliegt.

Beispiel 1 (vgl. Beispiel 7.5.2)
Wir untersuchen die Funktfion
fRS —
(X,y.2) — 3xX°+3y?+27°
unter der Nebenbedingung
g: R® — R
xX.v.2) — Xx+y+z-1.

Da
V(x,y.z) e R®: Gradg(x,y.z) =(1,1,1) #0,

sind die notwendigen Voraussetzungen fur unsere Untersuchungen gegeben.
Weiter gilt
Gradf(x,y.z) =(6x,6y,22), (x,y.z) € R®.

Wir wollen nun reelle Zahlen a, b, ¢ und X auffinden, so dass

Gradf(a,b,c)=\-Gradg(a,b,c) und g(a.b,c)=0.
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Kapitel 7 Extremcente diffenenscenbarer Funktioneen

Diese Bedingungen entsprechen dem Gleichungssystem

6a = )\
6b = )\
2c = A
a+b+c = 1

Dies formen wir zu den Gleichungen a=b = \/6, c = A/2 und

i + i + é =]
6 6 2
um. Damit finden wir A=6/5, a=b=1/5und c = 3/5.
Die Probe bestdatigt

113 6 6 6 6 113
G“’df(é'é'é) = (5'5'5) = B'Gmdg(é’é’5> -

Es bleibt zu untersuchen, ob an der gefundenen Stelle wirklich ein Extre-
mum vorliegt.

Verfahren 1. Wir kUrzen « :=(a, b, ¢) ab und betrachten einen Vektor h =
(hy.hy, hs) € R®\ {0}, so dass

gla+h)=0.
Mit der konkreten Formel fur g heit das
hy + hy + hs = 0. 7.9
Nun gilt
fla+h) = 3(a+h)?+3(b+hy)°+(c+hs)?
= 30°+3b?+ % +6ah; +3h? + bbhy + 303 + 2chy + M3

"2% (o) +6ah, +6bhy + 2chs

=  fla)+ %(m + hy + h3) = f(a).

Bei der vorletzten Gleichung haben wir (a, b, c) =(1/5,1/5,3/5) und bei der
letzten (7.4) benutzt. Diese Betrachtungen zeigen, dass in « ein (isoliertes glo-
bales) Minimum unter der Nebenbedingung g vorliegt.

Verfahren 2. Wir bemerken, dass

f(x,y.2)=2x° + 2y + ||(x,y. 2)|> > |(x.y. 2)|>.  (x.y.2) € R®, (7.5
und 113\ 3
f(g,g,g) =5 < 1 =f(0,0,1) (76)
Seien
B = {(x,y,z)eR3\||(x,y,z)|\g1},

Ng) = {(xv.2)eR|gx.y.2)=0}.

Da g eine stetige Funktion ist, ist N(g) eine abgeschlossene Teimenge von R3.
Mithin ist M := BAN(g) eine kompakte Teilmenge von R3 (Satz von Heine-Borel
2.2.10). Nach Folgerung 3.4.2 nimmt f auf M ein Minimum an. Aus (7.5) und
(7.6) folgt, dass dies ein globales Minimum fur f unter der Nebenbedingung g
ist. Deshalb missen wir es mit Satz 7.5.3 entdecken. Da dieser Satz uns « als
einzigen Kandidaten liefert, folgt, dass in a ein (isoliertes globales) Minimum
unter der Nebenbedingung g vorliegt.
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7.6.1 Bemerkung. Die als Verfahren 2 vorgestellte Methode, die benutzt, dass
eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge M ein Minimum bzw. Maxi-
mum annimmt (Folgerung 3.4.2), ist oft nutzlich. Man muss aber aufpassen,
dass das Minimum bzw. Maximum auch in einem Randpunkt @ € M an-
genommen werden kann. In diesem Fall ist es moglicherweise kein lokales
Minimum bzw. Maximum von f unter der gestellten Nebenbedingung. (Da-
her haben wir bei den obigen Betrachtungen groBen Wert darauf gelegt,
dass wir wissen, dass das Minimum auf M ein globales Minimum ist.) In der Tat
nimmt die Funktion f aus dem Beispiel auf M ja auch ein Maximum an. Mit der
Gleichung in (7.5) sieht man leicht, dass dieses Maximum auf dem Rand oM
angenommen wird und kein lokales Maximum von f unter der Nebenbedin-

gung g ist.

Beispiel 2

Es sei A € Mat(n,R) eine symmetrische (n x n)-Matrix. Wir betrachten die
Funktion

ffR" — R
X — x-A-x.
Die Nebenbedingung werde durch
gR" — R
X — x-x"=1
definiert. Diesmal ist
Ng) = {xeR||x| =1} ="

kompakt, so dass wir a priori wissen, dass f ein globales Minimum und ein
globales Maximum unter der Nebenbedingung g annimmt. Sei weiter

U:=R"\ {0} > S"
Fur x € U haben wir

Gradg(x) =2x # 0
sowie

Gradf(x) = 2x - A.
Gesucht sind nun ein Vektor x € R” und eine reelle Zahl A mit || x|| = 1 und

Gradf(x) =2x-A=2X-x=\-Gradg(x), ie. A-x'=A".x'=Xx.x". 7.7

Damit wurde gezeigt:

7.6.2 Satz. Die mdglichen Lagrangeschen Multiplikatoren sind die reellen Ei-
genwerte von A.

Wie zuvor bemerkt, wissen wir ja, dass es Punkte m, M € N(g) gibt, so dass
f in m ein globales Minimum unter der Nebenbedingung g und in M ein glo-
bales Maximum unter der Nebenbedingung g hat. Insbesondere existieren
x € R"mit ||x|| = Tund A € R, fUr die (7.7) gilt. Damit haben wir den folgenden
bekannten Satz aus der linearen Algebra bewiesen (vgl. (13), §46):

7.6.3 Satz. Die Matrix A besitzt einen reellen Eigenwert.

7.6.4 Bemerkung. i) Man zeigt leicht induktiv, dass A nreelle Eigenwerte \; <
< < A besitzt (s. (13), §46).

i) Der Lagrange-Multiplikator zu einem Minimum bzw. Maximum ist der
kleinste bzw. gréBte Eigenwert Ay bzw. A, der Matrix A.

101



Kapitel 7 Extremcente diffenenscenbarer Funktioneen

Beispiel 3
Es sei U > 0 eine reelle Zahl. Gesucht sind die Kantenldngen a und b des

Rechtecks mit Umfang U, dessen Fl&cheninhalt maximal unter allen Recht-
ecken des Umfangs U wird.

Den Fléicheninhalt des Rechtecks beschreiben wir mit der Funktion

ffRZ — R
(X.y) — Xy

und die Nebenbedingung, dass das Rechteck den vorgegebenen Umfang U
haben moége, mit der Funktion

Wegen
V(x,y) e R?: Gradg(x.y) =(2,2) #0,

sind die notwendigen Voraussetzungen wieder erfullt. Weiter hat man
Gradf(x.y) =(v.x). (x.y) e R
Wir méchten nun reelle Zahlen a, b und A finden, so dass

Gradf(a,b) =\ - Gradg(a,b) und g(a.b)=0,

d.h.
a = 2\
b = 2\
U
a+b = 5

Man berechnet daraus a = b = U/4. (Dies besagt, dass das gesuchte Recht-
eck das Quadrat ist.)

Warum handelt es sich hierbei um ein Maximum? Dazu greifen wir das
zweite Verfahren aus dem ersten Beispiel wieder auf. Die ,sinnvollen™ Losun-

gen liegenin
° U U U U
K = (O,E) X (O,E) C |:O,§:| X |:O,§:| = K.

Far (x,y) € N(g) \ ;? findet man f(x. y) < 0. Auf der anderen Seite qilt

uu U2
f (Z, Z) = E > 0.
Damit nimmt f ein globales Maximum unter der Nebenbedingung g an, das

an einer Stelle in K auffauchen muss. Diese Stelle findet man mit dem Verfah-
ren der Lagrangeschen Mulfiplikatoren. Hier haben wir nur einen Kandidaten,
ndmlich (U/4,U/4).
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Beispiel 4
Ein Teilchen der Masse m > 0 bewege sich im R® auf der Bahn, die durch die
Gleichungen
h = —x>+8x—y*+9
XX+y? = 1
beschrieben wird. In welchem Punkt der Bahn ist die potentielle Energie des
Teilchens am gréBten?

Bahn des Teilchens h=—-x?>+8x—y?+9

-1,0

x2+y?=1

Die potentielle Energie wird mit der Formel
V=m-g-h, gdie Erdbeschleunigung,

berechnet. Die Aufgabe besteht also darin, das globale Maximum der Funk-
tion

h:R> — R
X,y) — —X>+8x—y?>+9
unter der durch
g: R? — R
X,y) — xX2+y?—1
gestellten Nebenbedingung zu bestimmen. Wir setzen U := R?\ {(0,0)}. Es gilt
V(x.y) e U: Gradg(x.y) =(2x.2y) #(0,0)

und
N(g)=S'c U.

Weiter haben wir
Gradh(x,y) =( — 2x + 8, -2y).

Damit mussen wir reelle Zahlen a, b und ) ermitteln, die

—2a+8 = 2Xa
-2b = 2)\b
a?+b? = 1
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erflllen. Wenn b # 0 gilt, dann folgt aus der zweiten Gleichung A = —1 und
aus der ersten 8 = 0. Deshalb finden wir b = 0. Die Gleichungen werden durch

a=1,b=0und X=3bzw. a= -1, b=0und X = -5 geldst. Wir berechnen
h(1,0) = 16
h(-1,0) = 0.

Da N(g) kompakt ist, nimmt h auf N(g) ein globales Minimum und ein globa-
les Maximum an. Das globale Minimum liegt an der Stelle ( — 1,0) und das
gesuchte globale Maximum an der Stelle (1,0) vor.

radf(1, 0}

&
raddg(1,0)\ h=25
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Kapitel 8
Der Banachscte Pevpanktoaty

8.1 Kontrahierende Abbildungen

Kontrahierende Abbildungen von einem metrischen Raum in sich selbst
sind solche, die den Abstand zwischen Punkten verringern. Solche Abbil-
dungen sind automatisch stetig. Diesen Begriff stellen wir nun genauer vor.

8.1.1 Definition. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und f: X — X eine Abbil-
dung. Die Abbildung f heiBt kontrahierend, wenn es eine reelle Zohl0 < ¢ < 1
mit der Eigenschaft

vx,y e X:  d(f(x).f(y)) <c-d(x.y)
gibt.

8.1.2 Bemerkung. Eine kontrahierende Abbildung ist stetig. (Ubung.)

8.1.3 Beispiele. i) Es sei A: R"” — R" eine lineare Abbildung. In Bemerkung
3.7.2 haben wir die Operatornorm von A als

[Allop = max{ AN |x € R”: x| =1}

definiert. Die Abbildung A ist genau dann kontrahierend, wenn ||Aljop < 1 @ilt.
Fur reelle Zahlen A, u, die Matrix

(X 0
A'_(O u)
und (x,y) € R? gilt
HA' ( y )H = VX x4y 2 < max{ N Jul }- [ ))

Da weiter : 0
2 (o )| =wr o o (7)

ist ||Allop = max{ |A], x| }. und die Abbildung A ist genau dann kontrahierend,
wenn |A| < Tund |u| < 1.

i) Es seien a < breelle Zahlen, | = [a,b] und f: | — [ eine differenzierbare
Funktion. FUr Zahlen a < x < y < b gibt es nach dem Mittelwertsatz (12),
Folgerung 4.3.5, eine Stelle € €(x, y). so dass

[f(y) = fO)| = |7 ()] - |y — x|.

= [u]
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Wenn also |f'(£)| < 1 fur alle £ €(a, b) qilt, dann ist f kontrahierend.
Far
m

i [o,g} — [0,1]c[o,a
X +— COs(X)

gilt f/(x) = —sin(x), 0 < x < /3. Fur ¢ € [0, n/3] hat man |sin(¢)| < sin(w/3) < 1,
so dass f eine kontrahierende Abbildung ist.
iii) Die Funktion
f:][0,1] — [0.71]
X \/)_(

ist nicht kontrahierend: Fir 0 < e < 1 berechnet man |f(e?) — f(0)] =& > &2 =
le2 — 0.
iv) Auf der anderen Seite ist die Funktion

f:11.2] — [1.2]
X — VX
kontrahierend. Dies folgt aus Teil i) und

1 1

f'(x) = m < 5

x e [1.2].

8.2 Der Banachsche Fixpunktsatz

Der Banachsche Fixpunktsatz garantiert die Existenz eines Fixpunkts einer
kontrahierenden Abbildung auf einem vollstndigen metrischen Raum.
Wir sind diesem Satz schon in (12), Satz 4.10.1, begegnet. Der Vorteil der
allgemeineren Version, die wir im Folgenden erarbeiten werden, liegt dar-
in, dass sie auch in einem unendlichdimensionalen Rahmen funktfioniert.
Im néchsten Kapitel werden wir den Fixpunktsatz in einem unendlichdi-
mensionalen Banachraum anwenden und so ein hinreichendes Kriterium
fur die Losbarkeit gewisser Differentialgleichungen beweisen.

8.2.1 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Es seien (X.d) ein vollsténdiger me-
trischer Raum und f: X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann gibt es
genau einen Fixpunkt, d.h. einen Punkt x € X mit

f(x) =x.

Angesichts Beispiels 8.1.3, ii), ist dieser Satz eine Verallgemeinerung von (12),
Satz 4.10.1. Der Beweis verlGuft vollig analog.

Beweis. i) Wir weisen zundchst die Eindeutigkeit nach. Sei0 < ¢ < 1 einereelle
Zahl, so dass d(f(y).f(y’)) < c-d(y.y’). Fur zwei Fixpunkte x, x’ € X ergibt sich

d(x.x") = d(f(x).f(x)') < c-d(x,x).

Die Ungleichung kann nur mit d(x, x") = 0 erfdllt werden, d.h. mit x = x’.
i) Um die Existenz zu beweisen, wdhlen wir einen Punkt x5 € X und definie-
ren damit rekursiv die Folge (X )xen durch

Xy+1 = f(Xk), k € N.
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8.3 Nullistellen

Zundchst beobachten wir

(X Xie1) < €+ A(Xie—1, %) < - (X0, x7)
fur jede natlrliche Zahl k. Seien weiter I > m > 1,i.e. = m+ p mit p > 0. Wir
finden

p—1
d(Xm,x) < Z A(Xmais Xmix1)
i=0

A
Q
S
x

™

(@)

3

Il
Q
&
x
)

3
N
Q

1—cP ., cm
= . . <
T c™-d(xp. X)) < T ¢
Falls d(xg. x;) = 0 gilt, ist die Folge konstant. Andernfalls kbnnen wir wegen
0 < ¢ < 1zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein kg finden, so dass

. d(Xo,X]).

ck .=
1—-c d(Xo,X])l

Far I, m > kg ergibt sich aus unseren Betrachtungen, dass

Vkaol

d(Xm. X)) < e.

Bei der Folge (Xx)ken handelt es sich um eine Cauchy-Folge. Da der metri-
sche Raum (X, d) als vollst&ndig vorausgesetzt wurde, konvergiert sie. Sei x ihr
Grenzwert. Nach Bemerkung 8.1.2 ist f stetig. Wir schlieBen

f(x) = IIm f(x) = M X1 = X.
k—o00 k— 00
Daher ist x der gesuchte Fixpunki. O

8.2.2 Bemerkung. i) FUr die Folge (Xx)ken UNd inren Grenzwert haben wir die

Abschdétzung
k

C
—c : d(Xo,X]).

d(Xe.x) = im d(%. %) < 5

Sie gibt uns Auskunft dartber, wie gut das k-te Folgenglied x, den Fixpunkt x
approximiert.

i) Jede lineare Abbildung hat den Fixpunkt 0. Eine kontrahierende lineare
Abbildung auf einem Banachraum hat also den Ursprung als einzigen Fix-
punkit.

8.3 Nulistellen

Mit dem Banachschen Fixpunkfsatz kénnen wir ein zu (12), Satz 4.10.4,
analoges lterationsverfahren zur Lésung gewisser Gleichungssysteme ent-
wickeln.

Es seien B C R" eine offene Teiimenge und f: B — R" eine Abbildung. Wir
suchen einen Punkt x € B mit f(x) = 0.

Wir nehmen eine invertierbare lineare Abbildung A: R” — R” zu Hilfe und
erkldren die Abbildung

gR' — R’
X — x—=A(f(x)).
Ein Punkt x € B erfullt genau dann die Gleichung f(x) = 0, wenn g(x) = x
gilt.
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8.3.1 Satz. In der obigen Situation seien die folgenden Voraussetzungen erfullt:
e Die Funktion f ist differenzierbar.

e Esgibteinr >0, einc € [0,1) und ein a € B, so dass

* M:=B(a,r)c B,
* VxeM: |idgr — Ao Df(X)|lop < C.
r-(1—c)
[Allop
Dann hat f genau eine Nullstelle x auf der Menge M und flr jede Folge
(X )ken mit

e XpeM,

* [If(a)ll <

® Xir1 = f(Xi), k> 1,
gilt

X = lim Xx.
k—o00

Dabei hat man die Fehlerabschatzung

ck

x| < -5

[Allg - IFOR)[|. k€ N.

I Beweis des obigen Satzes bendtigen wir eine Verallgemeinerung des Mit-
telwertsatzes der Differentialrechnung ((12), Folgerung 4.3.5) auf vektorwerti-
ge Abbildungen in mehreren Variablen.

8.3.2 Satz (Mittelwertsatz). Es seien B ¢ R™ eine offene Teilmenge, x,y € B
Punkte, so dass die Verbindungsstrecke

Li= {x+X(y—x)|A€[0,1]}

ganzin B liegt, und f: B— R" eine differenzierbare Abbildung. Dann existiert
eine Zahl ¢ €(0, 1), so dass

)= fo0 < [[or e+ ety =x)|| - lly = x|

Beweis. Wir nehmen f(x) # f(y) an, weil die Behauptung sonst frivial ist. Es sei
v € R™\ {0} ein Vektor. Wir definieren die Funkfion

g:[0.1] — R
A (f(x+X(y—x).v).

Aus der Voraussetzung, dass f differenzierbar ist, folgt leicht, dass g differen-
zierbar ist mit

g\ =(Df(x+A(y =x)(y —=x),v), Xel0,1].

Mit dem Mittelwertsatz fUr differenziertbare Funktionen in einer Verdnderlichen
((12), Folgerung 4.3.5) finden wir ein £ €(0, 1), so dass

(fly)—f(x),v)=9(1) —9(0)=g'(§) = (DF(x +&(y —x))(y —x),v). (B8]

Nun wdahlen wir
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Dieser Vektor hat Norm 1. Einsetzen dieses Vektors in (8.1) fUhrt zu der Glei-
chung

[Fv) = FOOl| = [{ DF(x+ &:(y = X)) (y = x).v)|.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und ||v|| = 1 schlieBen wir

(DF(x+&(y =x)(y=x).v)| < [Df(e+ ety =) (v = x|
< HDf(x+§-(y— x))HOp Ay = x||.
Alles zusammen liefert die behauptete Ungleichung. O

8.3.3 Bemerkung. Falls n > 1 gilt, ist es im Allgemeinen nicht wahr, dass es
einen Punkt ¢ € [0, 1] gibt, so dass

fy) = f(x) = Df (x + &(x = ¥)) (y — x).

Man betrachte dazu das Beispiel aus Aufgabe A.11.1. Fir den Fall n = 1 ha-
ben wir Satz 7.5.5. Interessant ist auch Satz 12.19 aus (4).

Beweis von Satz 8.3.1. Die Menge M ist konvex. Es seien y,z € M. Nach dem
Mittelwertsatz 8.3.2 existiert ein £ €(0, 1), so dass

lo@ ~awl < [Pty +e= ), -zl
Nun gilt nach Definition von g und der Kettenregel 6.3.1, dass
Dg(y+¢(z—y)) =idrn — Ao Df(y +&-(z2 — ).
Die Voraussetzung impliziert daher
[paty+e@-y)| < wna Jo@ -gw <c-fz-vl.

Seinuny € M, d.h. |y — a|| < r. Mit der eben hergeleiteten Abschétzung
folgt

loty)—g(a)|<c-|ly-a||<c-r.
Nun berechnen wir weiter

lo) = gtal|+|lg(a) — alf < c-[ly - al[ +[[(A= H)(a)]
c-lly —all+|[Ale - lIf(alf <c-r+r(1-c)=r.

laly)—a| <
<

Damit ist g: M — M eine kontrahierende Abbildung. Da R" vollstGndig und
M c R" eine kompakte Teilmenge ist, ist M mit der durch die euklidische Metrik
induzierten Metrik ein vollst&ndiger metrischer Raum (s. Kapitel 2).

Die Fehlerabschdtzung ergibt sich aus der im Banachschen Fixpunktsatz
(Bemerkung 8.2.2):

ck ck
= xdl < 772 lgto) =]l < 75 - [Allop - OO, k€.
Damit ist der Beweis beendet. O

109



Kapitel 8 Der Bawacthscte Pxpanbtoaty

8.3.4 Bemerkung (Operatornorm). In Beispiel 3.7.3 haben wir eine Abschdt-
zung fur die Operatornorm einer Matrix bzgl. der Maximum-Norm ausgerech-
net. Jetzt wollen wir sie bzgl. der euklidischen Norm abschdétzen. Wir behaup-
fen, dass fUr eine (n x n)-Matrix A =(q;);j=1...» Und die lineare Abbildung

[, R" — R

X — A.x

n
[Allop < Al = | > a?
ij=1
erfUllt ist.

Zum Beweis definieren wir z,(A) =(ap..... ;) als die i-te Zeile von A, | =
1,.....n. Jetzt gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

die Ungleichung

IAIZ, = sup{ A X[ Ix] =1}
n
= sup{ > (@A) 07| IxI =1}
i=1
ln
< sup{ D 12(A) 2 x| IxI =1}
i=1

n n

= > > ar=lAR

=1 j=1

8.3.5 Beispiel. Gesucht ist eine Losung des Gleichungssystems

) x>-y>-1 =0
(I 2xy—1 = 0.
X2—y2-1=0 2xy —1=0

Wir beschreiten zundchst den elementaren Weg. Die Gleichung () impliziert
x # 0und y # 0, und wir kbnnen sie zu

x= -
=3,
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8.3 Nullistellen

umschreiben. Diesen Ausdruck setzen wirin () ein:

4—y2—y —1=0 < 4y*+4y°-1=0 «— vy =—
Nur einer der beiden Ausdrlicke ist positiv, so dass
s V21
="

folgt, d.h.

y==4 \/527 ] ~ 40, 4550898604,
Man erhalt

X =+ \@; | o £1,098684114,

Alternativ méchten wir das oben beschriebene Iterationsverfahren auf die
Abbildung

fiR? — R?
(xX,y) — (X°—y?>’—1.2xy—1)

anwenden. Wir arbeiten mit dem Startwert
1
a= (1 , §> .

f(a) = (—%,O) ., sodass |f(a)|| = 7

Far die totale Ableitung berechnen wir

2x =2 1 2
Df(x,y)=(2y 2){) und Df(1,§)=(] 2).

Wir setzen!

Es folgt

2 1
1\ ! 5 5
A= Df <1 , §) =
12
5 5
an. Zur Bestimmung der Operatornorm von A berechnen wir fur (x, y) € R?:
x \|I? 1 2
HA< y) = 2—5~H(2x+y,—x+2y)H

= oz (X% +4xy +y? + X2 — dxy + 4y?)

1
= 5 (5745 =z |y

1
Al = /2

Diese Wahl entspricht der Wahl im Newtonverfahren in einer Variablen ((12), Satz 4.10.4).

Es folgt
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Jetzt wollen wir die Operatornorm von

]7ﬂ ng y ,g X+A_1 y
idrn — A- Df(x,y), alsovon 25 45 54 52 - B
5% 5V 175X 5

abschdatzen. Nach Bemerkung 8.3.4 genugt es, die euklidische Norm dieser
Matrix zu berechnen. Die geforderte Ungleichung

1Bl <c
wird zu
nN? 5
(x—1)2+(y—§) gg-cz.

Die Ungleichung bestimmt eine Scheibe vom Radius r = 1/5/8 - cum (1,1/2).
Ein Wert fUr ¢ ist geeignet, wenn

r-(1—-c)
7l <

erfdllt ist. Diese Ungleichung lautet

5

Wir kénnen z.B. ¢ = 1/5 wahlen und erhalten r = 1/(21/10). Unsere Diskussion
zeigt, dass die Abbildung

<c(l1-o0).

gM — M

X,y) — Sex2.2:2.2 2 ol il 12 2
24 5 5 5V "5 V5tV Ts 5V "5

mit

e - (13)] o)

kontrahierend ist. Wie zuvor folgt, dass M mit der durch die euklidische Meftrik
induzierten Metrik vollstndig ist. SchlieBlich bemerken wir, dass der Term in
der Fehlerabschdtzung

VB [1\K
% <5> ., keN,
ist. Die ersten Iterationsschritte lauten:
Xp = 1 Yo = 0,5
x1=1,1 y1 =0,45
Xo = 1,099 yo = 0,4555
X3 = 1,0986339 y3 = 0,45508855

x4 ~ 1,098687273 ya =~ 0,4550861548.
8.3.6 Bemerkung. Naturlich kbnnen wir mit dem gegebenen Verfahren zu ei-

nem gegebenen Startwert nur eine der beiden Losungen des Gleichungssys-
tems finden.
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Kapitel 9

¢ ooé z.é
a.ég ’, z: 5 . é

9.1 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir beginnen nun mit dem Studium von sogenannten gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Dies sind Gleichungen, in denen eine Funktfion und
inre Ableitungen vorkommen. Die Aufgabe besteht darin, die Funktion aus
dieser Gleichung und einer sogenannten Anfangsbedingung f(f) = Xp zu
bestimmen.

Wir sind bereits einfachen Beispielen begegnet: Die Gleichung f'(f) = O,
t € R, hat nur konstante Funktionen als Losung ((12), Folgerung 4.3.7). Fi-
xieren wir zusétzlich fy € R und X € R, dann ist f durch die Bedingung
f(fo) = xo festgelegt, n&mlich f(f) = xp fUr alle f € R. Fir ¢ € R* wird die
Differentialgleichung f'(f) = ¢ - f(f) durch f — k-exp(c- 1), t € R,k € R,
geldst. Stellen wir z.B. die Anfangsbedingung f(0) = x fUr ein Xp € R, dann
muss k = xg gelten ((12), Satz 4.8.5).

Differentialgleichungen beschreiben viele Vorgdnge in Natur und Technik.
Ihr Studium verbindet daher Theorie und Proxis. Im Folgenden werden wir
einige Beispiele dazu kennenlernen.

In diesem Abschnitt beweisen wir ein theoretisches Resultat, das die Exis-
tenz und Eindeutigkeit von Loésungen gewisser Differentialgleichungen ga-
rantiert. Der Beweis stutzt sich auf den Banachschen Fixpunktsatz. Er stellt
damit eine interessante Verbindung zwischen der Analysis von reellwerti-
gen Funktionen einer Verdnderlichen und der Analysis in unendlichdimen-
sionalen Vektorrdumen her.

9.1.1 Definition. a) Ein Ausdruck der Form!
X'(t) = F(T,X(T))

heiBt System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Dabei sei-
en U c R x R" eine offene Teimenge oder U = [ x R", | = [¢,d] C R ein
kompaktes Intervall, und F: U — R" eine stetige Abbildung.
b) Seien weiter (fy,xg) € Uund I’ C R ein Intervall. Eine differenzierbare
Abbildung?
f1' —R"
'Wie in Kapitel 4 steht x’(1) fur den Vektor (1), X5 (1) x (1) = (1), . Xn(1)).
2Das Intervall ' muss nicht offen sein. Wir erinnern an die Konvention auf Seite 40.
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ist eine Losung des Systems
X' (1) = F(t,x(t))
gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zur Anfangsbedingung
X(fo) = Xo.
wenn die Bedingungen
(t.f(t) e U, f(H)=F(tf(t), tel,

und

f(to) = Xo

erfullt sind.

c) Die Funktion F erfullt die Lipschitz3>-Bedingung zur Lipschitz-Konstanten
L € Rog. wenn

vtelvx,y e R: ||F(t.y) = F(t.x)|| < L-|ly — x|

9.1.2 Bemerkung. Wir kbnnen uns die Funktion F als Geschwindigkeitsfeld vor-
stellen: Wir interpretieren die erste Variable als Zeit und die restlichen Vario-
blen als Koordinaten des Raums. Die Funktion F ordnet jedem Zeitpunkt t
und jedem Raumpunkt x den Geschwindigkeitsvektor F(t, x) zu. Eine Losung
f: I — R" der Differentialgleichung beschreibt die Bewegung eines Teilchens
in R". Die Anfangsbedingung sagt uns, wo sich das Teilchen zum Zeitpunkt
fo befindet. Die Bewegung des Teilchens soll so verlaufen, dass es zu jedem
Zeitpunkt t € | die Geschwindigkeit F(t,f(t)) hat, die durch die Funktion F
vorgegeben ist. Dabei ist f(1) die Position des Teilchens zum Zeitpunkt t. Bei-
spiele fUr diesen Formalismus gibt es viele, z.B. die Feldlinien eines elekirischen
Feldes.

9.1.3 Beispiel. Es seien U= Ryq x R und

F:U
(t.x)

—+Ix X

—
—
Das zugehdrige Geschwindigkeitsfeld kbnnen wir veranschaulichen, indem

wir an jedem Punkt (t,x) € U einen ,Geschwindigkeitspfeil® der Steigung
F(t,x) .anbringen®.

3Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 - 1903), deutscher Mathematiker.
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9.1 Der Satz von Picard-Lindelof

/L Steigung F(t.f(1))

yd
[ LT
%%ﬁ/ii///
N~ ——
\\i\\\\\\
\\\ ~

FUr einen Zeitpunkt fy > 0 stellen wir die Anfangsbedingung x(fy) = xg und
setzen ¢ = X/ fy. Die Funktion

fil — R
t — c-t

|6st die durch F gegebene Differentialgleichung zu der gestellten Anfangsbe-
dingung.

9.1.4 Satz (Picard*-Lindeldf). Es seien a < b reelle Zahlen, | := [a,b], F: | x
R" — R" eine stetige Funktion und L € R+ g, so dass F die Lipschitz-Bedingung
zur Lipschitz-Konstanten L erfullt. Dann gibt es zu jedem fy € | und jedem xg €
R"™ genau eine stetig differenzierbare Funktion f: | — R" mit

o F(t) = F(LF(1). tel,
° f(fo) =Xo.

Der Beweis verwendet den Banachschen Fixpunktsatz. Wir mussen zuerst den
relevanten vollstindigen metrischen Raum vorstellen. Es sei | ¢ R ein abge-
schlossenes Intervall wie im Satz von Picard-Lindeldf. Dazu sei

CO(I,R") = {f: | — R"|fist stetig }.
Dies ist ein reeller Vektorraum. Wir definieren
I lsup: €°(LR") — R
fo— Il = sup{ IIFHI | F € 1},

Wir behaupten, dass || - ||sup €ine Norm auf €°(/, R") ist und dass der normierte
Vektorraum (Z°(1,R"), || - |lsup) €in Banachraum ist. Fur n = 1 wurde diies in Satz
3.6.5 nachgewiesen. FUr n > 1 folgt dies mit den Ublichen Argumenten (z.B.
Satz 2.1.3). Mit d: €°(I,R") x €°(,R") — R, (f,g) — ||f — 9||sup €rhalten wir
den vollstndigen metrischen Raum (€°(/,R"), d).

5Charles Emile Picard (1856 - 1941), franzdsischer Mathematiker.
SErnst Leonard Lindeldf (1870 - 1946), finnischer Mathematiker.
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Im Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf bendtigen wir noch eine Konven-
tion fur Integrale. Fur eine stetige Funktion g =(g;.....gn): | — R" definieren

wir
b b b
/ g(x)dx := </ g (x)dx,...,/ g,,(x)dx) € R".

Beweis von Satz 9.1.4. Wir nehmen an, f: | — R" sei eine stetig differenzier-
bare Abbildung, fur die

f'(ty=F(t.f(1)), tel und f(fh)=xo

gilt. Da die auftretenden Funktionen stetig sind, kbnnen wir intfegrieren und
finden mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ((12), Satz

5.3.5)
‘

t
f(t) —xg = f(f) — () = f f'(r)dr = /f F(r.f(r))dr,

also ;
f(f) = x0+/ F(r.f(r))dr.
fo
Dies motiviert die Definition der Abbildung
o E°(ILR") — €°(I.R")

uber
o(f)y: I — R"

n t
(R )%{ Fos x0+/f F(r.f(r)dr

Es gilt offenbar
®(f)(fo) = Xo.
und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(f) (1) = F(t.f(1), tel.

Eine Funktion f € @°(/,R") 16st mithin genau dann die Differentialgleichung
X'(t) = F(x, x(1)) zur Anfangsbedingung x(fy) = xg. wenn

o(f) = f

gilt. Der Satz ist somit bewiesen, wenn wir zeigen, dass ¢ eine konfrahierende
Abbildung ist.

Es seien f,g € €°(/,R"). Wir schreiben F =(Fy,...,Fy) mit F: | x R" — R,
i=1,...n.Dann gilt fur t € [a, b]:

[e(f)(1) — (@) (1]

‘ /ff(F(T,f(T)) ~ F(r.g(r)))dr

t
< ﬁ.mox{ /f(F,(T,f(T))fF,(T,g(T)))dT i=1,...,n}
t
< \/ﬁ.mox{/f Fi(r.1()) = Fi(r.9(r)|dr i=1,...,n}
t
< vn- f F(T,f(T))—F(T,Q(T))HdT.
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9.1 Der Satz von Picard-Lindelof

Nach Voraussetzung gilt

|F(r.f) = Fram)|| < L 1) = g < Lo [1f = Glypr 7 € [

Damit haben wir

|0() = 0@y, = sup{leth)(t) - e@)(Il|tel}

vn-L-. ’f_fo‘ ) Hf_gHsup < \/ﬁ'l"(b_a)'Hf_gHsup

IN

gezeigt. Die Abbildung ¢ ist also kontrahierend, wenn

b-—a< @.1D

1
vn-L

Wir behaupten, dass wir diese Bedingung ohne Beschrdnkung der Allgemein-
heit annehmen ké&nnen. Dazu Uberdecken wir | durch endlich viele Teilinter-
valle Jy, ..., Jm der L&nge ¢ < 1/(v/n-L). Ein Intervall J; enthdlt fp. Auf J, kdnnen
wir die Differentialgleichung eindeutig I6sen, d.h. wir finden eine stetig diffe-
renzierbare Funktion fo: Ji, — R™ mit f3(f) = F(t. fy(1)). t € Jj,, und fy(fg) = Xo. Es
gibt einenIndex iy € { 1,...m} mit J,nJ;, # @.3ei ty € J, N J;,. Wir finden eine
stetig differenzierbare Funktion fi: J; — R" mit f{(t) = F(t,f(t)). t € J;, und
fi(h) = fo(t). Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage stimmen f; und fy auf J,NJj,
Uberein und definieren eine stetig differenzierbare Funktion fi: J, U J;, — R"
mit f{(t) = F(t.fi(1)). t € Jy U J;,, und fi(fy) = Xo. Nach endlich vielen Schritten
erhalten wir die stetig differenzierbare Funktion f: | — R” mit f(1) = F(t,f(1)),
t e l,und f(fo) = X0 O

9.1.5 Beispiel. Es sei

F: {O,—] xR — R

(t.x) — 21ix.

Diese Funktion erfulllt die Lipschitz-Bedingung zu der Lipschitz-Konstanten L = 1:

vt e [O%} vx.y eR: |F(t.x)—F(t,y)| =2t |x —y| < |x—y].

Wir fixieren ¢ € R und stellen die Anfangsbedingung f(0) = ¢. Absch&tzung 9.1
zeigt, dass @: @°([0,1/2].R) — £°([0,1/2].R) kontranhierend ist. Die Losung
des Anfangswertproblems ist gemd&B dem Beweis des Banachschen Fixpunki-
satzes 8.2.1 der Grenzwert f der Funktionenfolge (fi)xeny Mit fo = c und

fk+1 = d’(fk) [O,%] — R
"
P C+2~/T~fk(7')d7', k € N.
0
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Diese Iteration liefert

;
fi(h) = c+2c:-/ rdr = c-(1+1?),
0
f I
f(t) = c+20-/(7+73)dr=c- <1+7‘2+§>
0
kg2
fil(t) = CZT
i=0
Somit gilt
= 12 1
2
f(f) = lim f(t —Zo_l_c exp(1?), TE[O?}
Die Konftrolle zeigt:
fO) = c-exp(0)=c

f'(1) c- 2t -exp( 2) 2t - f(t) = F(f, f(f)).

9.1.6 Bemerkung. Es seien a < breelle Zahlen und / := [a, b]. Die Funktion

F:lxR — R
(tx) — X2

erfUllt nicht die Lipschitz-Bedingung, so dass der Satz von Picard-Lindeldf in
der obigen Version nicht anwendbar ist. Allerdings erfullt die Funktion f, j: 1x
J — R fur jedes beschrénkte Intervall J ¢ R die Lipschitz-Bedingung. (Das
ist ein Fall, in dem F lokal einer Lipschitz-Bedingung gentgt.) Man kann das
Verfahren von Picard-Lindeldf so modifizieren, dass man zu gegebenem fy € |
und xg € Reine > 0mit (fy — e,y +¢) C / und eine stetig differenzierbare
Funktfion f: (fp—e, fo+e) — Rmit f(fy) = xo und /() = F(1.f(1)). T €(fg—e, g +¢).
finden kann ¢s. (6), §10).

9.1.7 Gegenbeispiel. Wir betrachten

FiRxR — R

(t,x) — X3,

Die Funktion f: R — R, t — 0, erfullt offenbar die Differentialgleichung f'(f) =
F(t,f(f)). t € R. Es gibt aber noch weitere Lédsungen: Zu a € R definieren wir

ga:R — R

1
o (t—a)’,

Wegen
ah(t) = gt - 0P = (a(h)’. teR,

|6st die Funktion g, ebenfalls die obige Differentialgleichung, a € R. Es gilt
weiter f(a) =0 = gq(a), a € R. Flr ¢ < a < dbesitzt die durch Fiic gixr: [C. ] x
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R — R definierte Differentialgleichung (mindestens) zwei verschiedene L&-
sungen, die beide der Anfangsbedingung x(a) = 0 gentgen. Damit kann
Fiie.q1xr keine Lipschitz-Bedingung erflllen. In der Tatseien L > 0,0 < e < 1/L

und 7 := &3, Es gilt
|F(t,n) — F(t,0)|=e? > L-e3=L-|n—0|, te[c.d]

Es gibt einen netten Prozess aus der Alltagswelt, der durch die obige Dif-
ferentialgleichung modelliert wird und der die Bedeutung des Satzes von Pi-
card-Lindeldf illustriert: das Lutschen eines Bonbons.° Es werde ein kugelrun-
des Bonbon vom Volumen V/(t), t > 0, gelutscht. Die ,Ablutschung® sei pro-
portional zur Oberfldche O(t) des Bonbons, t > 0. Es gibt also eine Konstante

k > 0, so dass

d
V() =—k-O(f), t=0. 9.2)

Es sei r(t) der Radius des Bonbons zum Zeitpunkt f, f > 0. Dann gilt

V(t)=73 7t und O<f>=4~w~r<f>2=4'”'(%)Svmz.

Mit V(0) = V, erhdlt man eine Anfangsbedingung. Sei t; der Zeitpunkt, zu dem
das Bonbon ,aufgelutscht™ ist. Kbnnten wir die Differentialgleichung (9.2) zu
der Anfangsbedingung V/(t) = 0 eindeutig I6sen, dann kénnten wir auch die
Vergangenheit rekonstruieren, insbesondere das Volumen des ursprunglichen
Bonbons. Offenbar k&énnen wir aus der Information V(t;) = 0 nicht einmal
rekonstruieren, ob ein Bonbon gelutscht wurde oder nicht. Diese einfachen
Betrachtungen geben eine wertvolle Verbindung zwischen Alltagserfahrung
und Intuition einerseits und mathematischem Formalismus andererseits.

9.2 Trennung der Variablen

In diesem und den folgenden Abschnitten besprechen wir explizite L6-
sungsmethoden fUr gewisse einfach strukturierte Differentialgleichungen.

Hier betrachten wir die Situation, in der zwei offene Intervalle /,J ¢ R und
stetige Funktionen ¢: | — Rund ¢: J — R gegeben sind und die Aufgo-
be gestellt wird, die Differentialgleichung

X' (1) = () - ¢(x(1)) 9.3)

zu ldsen.’

Bei einer Differentialgleichung vom Typ (9.3) sprechen wir von einer Diffe-
renfialgleichung mit getrennten Variablen.

9.2.1 Satz. In der zuvor beschriebenen Situation sei y(x) # 0 far alle x € J. Zu
fo € I und xg € J definieren wir

¢:/ — R
‘

t— p(u)du
fo

5Aus (8).
"Hier sind also U = I x J C R? eine offene Teiimenge und F: U — R, (t,x) — o(t) - ().
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und

v:d — R

X
X — ——dy.

% YY)

Weiter sei I' C | ein Infervall, so dass fy € I' und (/') c ¥(J). Dann existiert
genau eine Lésung

fi1' —R
der Differentialgleichung (9.3) zu der Anfangsbedingung f(fy) = xg. Diese Lo-
sung kann mit Hilfe der Formel

V(f(h) =o(t), tel, 9.4)
bestimmt werden.

Beweis. Wir zeigen zun&chst, dass eine Losung der Differentialgleichung (9.3)
der Gleichung (9.4) genugt. FUr eine Losung hat man

f'(t)y= () -o(f(1), tel.
Damit gilt far alle t € I auch
t f/(u) t
du= du = o(1).
J, ety J, eod= o
Nach der Substitutionsregel ((12), Satz 5.4.1) gilt
t f/(u) (1) 1
o(t) = du= ——dy = ¥(f(1)).
0=, e, wmey s v

Jetzt Uberprifen wir die Eindeutigkeit der Losung. Nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung ((12), Satz 5.3.5) ist die Funktion v diffe-
renzierbar mit Ableitung

pron ]
W(X)—m?fo, xeld.

Damit ist ¥ streng monoton wachsend oder fallend. (Genaue Begrindung?)
Sei
=i v(J) —R

die Umkehrfunktion. Sie ist stetig differenzierbar. Gleichung (9.4) und die Be-
dingung @(I') C ¥(J) zeigen

f(t)y==(o(t), tel.

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir leicht die Existenz der Losung verifizie-
ren. Auf Grund der Voraussetzung ¢ (/') ¢ ¥(J) kbnnen wir die Funktion

f=Zo0d®:/ — R
bilden. Es gilt
f(fo) = =(@(f)) = =(0) = xo.

Die Anfangsbedingung ist damit erfullt. Weiter erfUllt f nach Konstruktion Glei-
chung (9.4). Differenzieren dieser Gleichung fUhrt zu der Beziehung

m = F(1) W (F(H) = (1) = (1),

Also 16st f die Differentialgleichung (9.3). O

F(t) -
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9.2.2 Beispiele. i) Wir untersuchen die Gleichung x'(t) = x(f) zu Startwerten
fy € R und xp € R-q. Wir haben in dieser Situation®

p:R — R
to— 1
Pv:Rsg — R
X — X

Diese Funktionen ergeben

t
o) = /w(u)du=7‘f7‘g, feR,
;
OX.I
U(x) = /ydy=log(x)—log(x0), X € Rso.
Xo

Sowohl @ als auch ¥ haben den Wertebereich R, so dass ¢(R) C ¥(Rsg). Eine
Losung f: R — R der Differentialgleichung erfullt daher

log(f(t)) =t —tfh+log(xy). tE€R,

so dasss
f(f) =X - exp(f — fo)

i) Die Differentialgleichung laute x(t) = x(1)?, und die Anfangswerte seien
fy=0und x € R\ {0}.7
a) Far xg > 0 benutzen wir

prR — R
t — 1
Pv:Rspg — R
X — X2
und erhalten
;
o(t) = du=1t, teR
0
V(x) = /X—dy—ll XxeR
) y2 XO X >0

Der Wertebereich von ¥ ist ( — oo, 1/xg). Daher mussen wir I =( — oo, 1/Xg)
wdhlen, um ¢(I') C ¥(R+q) sicherzustellen. Die Funktion f wird durch die Glei-
chung

also durch

gegeben.

8Man beachte, dass wir ein Intervall J mit 1(x) # 0 fir alle x € J angeben mussen, so dass
Xg € J.

?Der Fall x; = 0 kann wegen der Forderung ¢ (x) = x2 # 0, x € J, nicht mit dem obigen
Formalismus behandelt werden.
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b) FUr x5 < 0 arbeiten wir mit
p:R — R
t — 1,
Yv:Rg — R
2

X — X7,

weil (fo, Xg) € R x Rqg. Die L6sung ist in diesem Fall
f(t) = _ X te l
_]7X0~7LI XOIOO I

9.3 Freier Fall mit Luftwiderstand

Wir stellen eine Differentialgleichung aus der Physik vor, und zwar fur die
Geschwindigkeit eines Korpers im freien Fall bei BerlUcksichtigung des Luft-
widerstands.

In den folgenden Betrachtungen stehe g fur die Erdbeschleunigung, k fur
den sogenannten Reibungskoeffizienten und m flr die Masse des fallenden
Korpers. Die Erdbeschleunigung verursacht die Kraft

Fr=m-g

und die Reibung
Fo=—k- V2,

v die Geschwindigkeit. Wir wenden das physikalische Gesetz

Kraft = Masse x Beschleunigung

an, d.h.
m-a=F+F.

Damit erhalten wir folgende Differentialgleichung der Geschwindigkeit des
fallenden Korpers in Abhdngigkeit von der Zeit:

m-V(tH)=m-g—k-v(t?,

also
Vi =g- <1 - ng v(f)2> :
k

f(1) :=,/m.g

Wir sefzen

- v(T).

Die Funktion f genugt der Differentialgleichung

X (t) = \/g—rhk (1 - x(1?).
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Die Anfangsbedingung sei v(0) = 0,'° i.e. f(0) = 0. Jetzt formalisieren wir fol-
gendermalen:

p:R — R
t — —g.k
e

(=11 — R
X — 1—x2

Diese Funktionen induzieren

f . .

o(t) = /\/g kdf=\/g Kt ter
o Vom m
X

/—Qdy=Ar’rcnh(X), te(—1.1) (Ubung).
o 1-V¥

<
=
I

2 +

Abbildung 9.1: Areatangens hyperbolicus

Der Wertebereich des Areatangens hyperbolicus ist R, so dass #(R) C ¥(R).
Wir erhalten somit die Gleichungen

Artanh(f(t)) = 97"{-7‘ und f(f)=’rcnh< 97"(.7‘) teR

Abbildung 9.2: Tangens hyperbolicus

SchlieBlich folgern wir fur die Geschwindigkeit

v(t) = %-tanh( 97"(.7‘) teR

10Der Kérper wird zum Zeitpunkt t; = 0 fallen gelassen und hat dabei die Anfangsgeschwindig-
keit 0.
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9.4 Losung durch Substitution

Das zuvor besprochene Verfahren der Trennung der Variablen ist eine ele-
gante Methode, geeignete Differentialgleichungen durch Integration zu
I6sen. In diesem Abschnitt stellen wir zwei weitere Typen von Differential-
gleichungen vor, deren L&sung sich mit einem kleinen Kunstgriff auf die
Losung einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen zurGckfUhren
I&sst.

Fall A

Wir nehmen an, dass wir eine offene Teilmenge U c R?, eine stetige Funktion
F:U— R, (t.x) — F(f,x), Zahlen a,b,c € R, ein Intervall J ¢ R und eine
stetige Funktion a: J — R vorliegen haben, so dass

ea-t+b-x+ced, (t,x)eU,
o F(t.xX)=a(a-t+b-x+cC), (f,x) e U.
Gesucht ist wie Ublich eine L&sung der Differentialgleichung
X'(1) = F(t,x(1)).

Dabei verfolgen wir folgenden Ansatz: Wir fihren die Substitution u(t) = a -+
b - x(t) + ¢ durch. Dann gilt

J(t)=a+b-X(t)=a+b-a(u(t)).
Wir mUssen folglich die Differentialgleichung
X' () =a+b-a(x(t))

I6sen. Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Wir formu-
lieren eine prdzise Aussage:

9.4.1 Satz. In der obigen Situation sei b # 0. Es seien (5. xp) € U und | C R ein
Intervall, so dass ty € I. Wir sefzen

Xo=a-fh+b-xg+cC.
Eine Funktion f: | — R genugt genau dann den Bedingungen
e f(fy) = Xo,
o fl(t)y=a(a-t+b-f(t)+c), tel,
wenn die Funktion
gl — R
I — a-f+b-f(t)+cC
die Eigenschaften
e g(f) = X,
e J(ty=a+b-a(g(h).tel,

aufweist.
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Beweis. Wir nehmen an, f erfllle die genannten Bedingungen. Damit gilt

Q(TO) = O'f0+b'f(f0)+c=a'T0+b-X0+C=}01
g(h) = a+b-f(f)=a+b-a(a-t+b-f(f+c)=a+b-a(g(h), el

Jetzt habe g die genannten Eigenschaften. Dann gilt
a-fh+b-flly)+c=9g(th)=xg=a-fh+b-x+cC.
Auf Grund der Voraussetzung b ## O folgt f(fy) = Xo. Weiter haben wir
a+b-f(h=g(t)y=a+b-a(g(t). tel.
Mit b # O schlieBen wir auf
f'(t)y=a(g(t) =a(a-t+b-f(t)+c), tel
Damit ist der Satz bewiesen. O
9.4.2 Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
X' (1) =2t — x(1)

far (t,x) € R? mit der Anfangsbedingung x(fy) = xp. Wir setzen xg > 2(fy — 1)
voraus (s.u.). Hier haben wir

a=idg:R— R, a=2, b=-1, c=0.
Wir 16sen zundchst die Differentialgleichung
X' (1) =2 — x(1)

zu der Anfangsbedingung x(fy) = 2 -ty — xp = X3. Wegen xg > 2(fy — 1) gilt
Xo < 2. Das Verfahren der Trennung der Variablen fUhrt uns zu den Funktionen

;
dx=f—-1y, teR,

<
—~

—
=

Il

=log(2 — Xp) — log(2 — x), x €( — 0,2).

fo
X
1
V(X = —d =—|O 2_
%) = | goyar=—tog2y)

Die Funktionen ¢ und ¥ haben beide den Wertebereich R, so dass #(R) C
V((— 00,2)). Also gilt

X
X

fy—t=log(2 - g(t))—log(2 — X) = log (QN(T) — 2) , teR,
X072
d.h.

R

gR —
t — (X—2)-exp(fo—1)+2.

Jetzt schreiben wir
gthy=2-t—1(1),

so dasss
f(Hy=2-1t—g(t)=(2 — xp) - exp(ty — 1) + 21 — 2.

Mit xg = 21y — Xg ergibt sich letztendlich
f(t)=(xo — 2fo+2) -exp(fy— ) +2t -2, teR
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9--

) 5

Abbildung 9.3: Die Losung fUr fo = 0 = xg

Fall B

Diesmal betrachten wir eine offene Menge U c(R \ {0}) x R und eine stetige
Funktion F: U — R. Dabei nehmen wir an, dass es ein Intervall J c R gibt, so
dass

Y(t.y)e U: )—;GJ

sowie eine Funkfion
a'd — R
mit
V(tx) e U: Htm:a(f)

Wir substituieren

u(t) = &:)
Es folgt
U(F) = X' (1) .;‘2— x(1) _ a(u(h)) -:2_ u(h -t _ a(u(f))f_ u(t)

Daher betrachten wir zun&chst die Differentialgleichung

Hierbei handelt es sich wiederum um eine Differentialgleichung mit getrenn-
ten Variablen. Diese etwas heuristischen Bemerkungen prdézisieren wir folgen-
dermaBen:

9.4.3 Satz. Es seien (fo.yp) € Uund | C R\ {0} ein Intervall mit fy € I. Wir defi-
nieren Xq := Xo/ty. Eine Funktion f: | —s R hat genau dann die Eigenschaften

° f(fo) =Xo.

oﬂﬂ=a(%ﬁ)feh
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9.4 Lésung durch Substitution

wenn die Funktion

gl — R
t — @
F
die Gleichungen
e g(f) =X,
.« g(f)= a(g(f))f a9 4,
18st.

Beweis. Die Funktion f habe obige Eigenschaften. Dann gilt offenbar

oty = =%,
o (1D ey
"(t) -1 - alg(h) —g(f
gt = 0 :2 ) _ <f)f2 _a(g( ))T 9t

Wenn fUr g die beiden angegebenen Gleichungen gelten, dann folgern
wir

_ X
f(fo)=f0-Q(f0)=f0-Xo=fo-f—§=Xo

und
(=gt +1-g'(h) = gl +a(a(h) - alh =alath) =a (), tel

Dies beendet den Beweis. O

9.4.4 Beispiele. i) Wir mdchten die Differentialgleichung

X(H) =1+ (@) . (@)2

l6sen. Dabei sei (t,x) € Ryg x R. Es gilt a(u) = 1+ u+ u? und u(t) = x/t,
(1,x) € Rug x R. Wir I6sen folglich zuerst die Differentialgleichung

Dazu verwenden wir das Verfahren der Trennung der Variablen. Deshalb be-
tfrachten wir

]
o(f) = lds =log(f) — log(fy) = log <i) ., teRsq.
ty S fo
X
1 ~
V(X) /70 Wdy = arctan(x) — arctan(xg). x € R.

Der Wertebereich von V¥ ist

™ ™ ~
(—5 — Cop. 5 co) ,  Cp:=arctan(xp).
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Daher wdahlen wir

| = (fo -exp (—% — co) JTo - exp (% — co)) .
Es gilt nun

arctan(g(t)) = arctan(xy) +log (fi) = arctan (?) +log (Ti)
0 0 0

und damit ;
g(t) =tan (log | — | + arctan X . tel
fo fo

Als Losung der ursprunglichen Differentialgleichung zur Anfangsbedingung
X(fg) = xg erhalten wir schlieBlich

mﬂ=fwon(bg(%)+ommn($)), tel
0 0

200 +

DI2 5

-200 +

Abbildung 9.4: Die Losung fUr fg = Tund x5 =0
i) Diesmal untersuchen wir
X(t)

t+ 2x(1)
d = = - —_—
X(f)= =2 =142, 22,

Dabei sei (1, x) € Ryg x R. Wir haben «(u) = 1+ 2u, u = x/t. Es wird zun&chst
die Differentialgleichung

iy = 100

geldst. Wir stellen die Anfangsbedingung f(fy) = 0. Diesmal bekommen wir die
Funktionen

o(t) = log (T—Z) f € Ryo,

X
1
V(x) = /O ]Tydy— log(1+x), xe&(—1,00).
Die Funktionen ¢ und ¥ haben Wertebereich R. Wir finden
oa(1+ () =loa (4 ).
0

so dass

und
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9.5 Lineare Differentialgleichungen

9.5 Lineare Differentialgleichungen

Eine weitere Klasse von Differentialgleichungen, die sich direkt durch Inte-
gration I6sen lassen, bilden die linearen Differentialgleichungen. Wir unter-
teilen sie in homogene und inhomogene lineare Differentialgleichungen.
Die homogenen sind wieder Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen und lassen sich mit den zuvor entwickelten Methoden behandeln. Ei-
ne inhomogene lineare Differentialgleichung kann man Iésen, indem man
zuerst die zugehdrige homogene Differentialgleichung I6st und dann eine
weitere Integration ausfhrt.

9.5.1 Definition. Es seien | C R ein offenes Intervall und F: | x R — R eine
stetige Funktion. Die zugeh&rige Differentialgleichung ist eine lineare Differen-
tialgleichung erster Ordnung, wenn stetige Funktionen a, b: | — R existieren,
SO dass

F(t.x) = a(t) - x + b(1).

Wenn b = 0 gilt, dann sprechen wir von einer homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung, andernfalls von einer inhomogenen.

Der homogene Fall

Eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist ein Spezialfall
einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Wir mussen also nur das
Loésungsverfahren aus Abschnitt 9.2 anwenden. Wir stellen eine Anfangsbe-
dingung x(fy) = Xo. Ta € I, X0 € R.

Far xp = 0ist f: R — R, t — 0, eine Lo&sung der Differentialgleichung.
Wir behaupten, dass dies die einzige Losung der Differentialgleichung ist. FUr
eine beliebige Loésung g: | — Rund t € I sei I := [fo, ] bzw. I' := [t, 1y]. ES sei
L:=max{|a(f)|| T I'}. Wir finden

|F(t.y) = F(t.x)| = |a()|- |y = x| <L-ly—x|. x.yeR.

Daher erfullt fwr: I' x R — R, (t,x) = a(t) - x, die Lipschitz-Bedingung zur
Lipschitz-Konstanten L, und g, : I' — R ist die einzige Losung der Differential-
gleichung zur Anfangsbedingung x(fg) = 0. Es folgt g;» = O, so dass g(f) = O.
Damit haben wir g = 0 gezeigt.

FUr xg # 0 benutzen wir

p=a:l — R
t— a(t)
v R —
X — X
und
./ — R
:
to— a(u)du
fo
v:J — R
Tay=i ()
X — =10 —
Xoyy g X
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Dabeisei J := Ryg, wenn xp > 0, und J := Rq, falls x < 0. Da ¥(J) = R, haben
wir immer (/) C ¥(J). Wir finden

log (%?) = /f: a(u)du

f
f(1) = %0 - exp ( [ o(u)du), fel

Wir haben bewiesen:

und damit

9.5.2 Satz. In der obigen Situation gibt es genau eine stetig differenzierbare
Funktion f: | — R mit

o f(fy) = Xo.
o f/(Hy=aqa(t)-f(1), tel
Sie ist durch f
f(t) = Xp - exp </ o(u)du) , tel,
fo
gegeben.

9.5.3 Beispiele. i) Die Differentialgleichung x/(t) = k - x(f) mit Anfangsbedin-
gung x(t) = xg hat als einzige Losung die Funktion!

f(t) =xo-exp(k-(t—ty)), teR.
i Die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung x'(f) = 21 x(f)
mit der Anfangsbedingung x(0) = 5 hat die eindeutig bestimmte Ldsung

,
f(f) =5 exp (/ 2udu> =5.exp(1%), teR
0

i) Wir betrachten die Differentialgleichung

mit der Anfangsbedingung

Sie hat als einzige L6sung

" 1]
(1) = xo - - = =xg- ———). t>o0.
(Hh=xo exp< /f0 u2du Xo exp(f To) >0

Der inhomogene Fall

Wir betrachten jetzt eine inhomogene lineare Differentialgleichung nebst An-
fangsbedingung:

o X'(H)y=a(t) - x(t)+ b(t),

. X(fg) = Xp.

vgl. (12), Satz 4.8.5.
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9.5 Lineare Differentialgleichungen

Abbildung 9.5: Die Funktion f — exp((1/1) — 1). t € R\ {0}

Es gibt h6chstens eine Losung: Fur zwei differenzierbare Funktionen fi,f: | —
R mit /(1) = a-fi(t)+ b(t), t € I, und fi(ty) = xo, i = 1,2, erflllt die Funktion g :=
fi — f, die Gleichungen g'(f) = a(t) - g(f). f € I, und g(fy) = 0. Die Nullfunktion
h: I — R mit h(t) =0, f € |, erflllt dieselben Bedingungen. Aus Satz 9.5.2 folgt
g=h=0und damit f; = .

Wir nehmen an, dass die Funktion f: | — R die homogene Differentialglei-
chung

X' (1) =a(t) - x(t)
I6st und f(fg) = 1 erfullt. Diese Funktion wird in Satz 9.5.2 beschrieben. Es folgt:

t
viel: f(f)=exp </ o(u)du) # 0.
fo

Eine L&sung g: | — R der inhomogenen Differentialgleichung kann nun in
der Form

gty="~f(t)-h(f), tel,

dargestellt werden. Durch Ableiten finden wir

gty = Ff()-ht)+f(1)-n(f)
= a(t)-f(1)-h(t) + F(1) - H (1)

= a(f)- gt +f(t)-h'(t), tel
Die Funktion g 1&6st somit genau dann die Differentialgleichung mit der gestell-

ten Anfangsbedingung, wenn f(t) - h'(t) = b(t), f € I, und h(fy) = Xg. Mit dieser
Bedingung ké&nnen wir h bestimmen:

" b(u)
h(t) = ——=du+xy, ftel
D= J, Fw oo

Dieses Verfahren nennt man Variation der Konstanten. Es ist offenbar durch
die Produktregel ((12), Satz 4.2.1, iii) motiviert. Wir fassen unsere Diskussion zu-
sammen:

9.5.4 Satz. Es gibt genau eine stetig differenzierbare Funktion g: | — R mit
e g(f) = Xo.
e g(H=a(t)y-g(t)+b(t),tel
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Sie ist durch die Formel

_ " b(u)
a(t) =f1(t)- (Xo + ) Wdu) . tel,

f(t) :=exp </ff o(u)du) , tel,

9.5.5 Beispiele. i) Wir studieren die Differentialgleichung x’(t) = 2tx(t) + 13 zu
der Anfangsbedingung x(0) = xg. Die homogene lineare Differentialgleichung
X' (1) = 2tx(t) mit der Anfangsbedingung x(0) = 1 hat die Ldsung

gegeben.

f(t) = exp (/Of2udu> =exp(?), teR.
Es folgt
a(t) = exp(t?) - (Xo + /Of U - exp( — u2)du> , teR.
Jetzt mUssen wir das Integral
/Of u® - exp( — U?)du
auswerten. Im ersten Schritt substituieren wir s = U?:
/Ofu3 -exp(— U?)du =

Jetzt integrieren wir partiell:

N —

2
/ s-exp(—s)ds, feR.
0

oo
—s-exp(—s)‘O +/ exp( — s)ds
0 .
—1? . exp( — 1?) —exp(—s)‘O

f2
/ s-exp(—s)ds
0

1—(12+ 1) -exp(— 1?).

Damit folgt
a(t) = <Xo + %) -exp(1?) — %-(7‘2 +1), teR
i) Um die L&sung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

x'(t) = cos(t) — &:)

zu der Anfangsbedingung x(fy) = Xg. Ty € Ryg. zu bestimmen, ermitteln wir
zundchst die Losung der homogenen Differentialgleichung

X(1) = f@

zu der Anfangsbedingung x(fy) = 1. Sie ist

" o fy
f(t)y=exp <_/fo adu) =exp (Iog (7)) =5 t>0.
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Abbildung 9.6: Die Losung fUr xg =0

Fur die Losung der inhomogenen Differentialgleichung folgt

t t
g(f) = E | xo +/ LOS(U)du = TO X0 + l / u- COS(U)dU, t> 0.
f W T o,

Mittels partieller Integration sehen wir

t

t
—/ sin(u)du
fO fo

t-sin(t) — fo - sin(fg) + cos(f) — cos(fy), 1>0.

u-sin(u)

t
/ u-cos(u)du
fo

 g— }
1 N}

Abbildung 9.7: Die Losung fUr fo = Tund x =0

Somit haben wir

g(f) = fo- X —Tfo- sw;(fo) — cos(ty) Fsin(f) + Co;(f)l te0.

9.6 Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Bisher haben wir uns nur mit Systemen von Differentialgleichungen erster
Ordnung beschdaftigt. In diesem Abschnitt werden wir kurz erkléren, wie
man eine Differentialgleichung hdéherer Ordnung in ein System von Diffe-
rentialgleichungen der Ordnung eins umformt.

Es seien U c R™! eine offene Teilmenge und F: U — R eine stetige Funktion.
Wir méchten die Differentialgleichung

X (t) = F(t,x(1), .. x"=D (1)) 9.5)
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der Ordnung n I6sen, d.h. wir suchen ein Intervall | ¢ R und eine n-mal stetig
differenzierbare Funktion f: | — R, so dass

o (1f(1),..f0-D(t)eU tel,
o F(H)=F(t, f(1),...fO=D(t), tel
Wir untersuchen folgende Gleichungen

() = x(t)
xi(t) = x(t)

Xpo(f) = Xaa(f)

Xh_1(1) = F(t.xo(1),.... xp_1(1)).
Formal definieren wir
G:U — R"
(t. X0, i Xp1)  +— (XL---:Xn—]lF(T'XO:---:Xn—1))

und widmen uns dem System
X' (1) = G(t.x(t)) (9.6)

von Differentialgleichungen erster Ordnung.
Wir nehmen nun an, dass die Funktion f: | — R die Differentialgleichung
(9.5) 16st, und definieren

h(t) = (f(1).f'(1),...fO=D(1), tel
Dann haben wir
h(t) = (F(.F(D... fO D), FO (1))
= (f’(f),f”(f),...,f(”‘”(f),F(f,f(T),f’(T),...,f(”‘”(f)))
G(t.f(1),....f=D(1)) = G(t. h(1)),

d.h. hist eine Losung des Systems (9.6).
Sei umgekehrt

h(t) = (ho(t).....hn_1 (1)), tel,
eine L6sung des Systems (9.6). Wir finden

ho(h) = M(1)

o) = haa(h)
o) = F(fho() e, o a (1),

Aus den ersten n — 1 Gleichungen leiten wir
h(ty=h{(t), i=1,..n-1,
ab und zusammen mit der letzten Gleichung
A (1) = b,y (1) = F(F ho(1), b (1), o ha_a (1) = (£, ho(1), h(1). ... BV (1),
t e I. Damit 1&6st die Funktion hg: | — R die Differentialgleichung (9.5).
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9.6.1 Fazit. Eine Losung einer Differentialgleichung der Ordnung n Idsst sich
aus einer Losung eines Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung
gewinnen.

9.6.2 Ubung. Uberlegen Sie sich, wie die Anfangsbedingung fur eine Diffe-
rentialgleichung héherer Ordnung formuliert werden muss, damit sie unter
den obigen Umformungen zu einer Anfangsbedingung far das entsprechen-
de System von Differentialgleichungen erster Ordnung wird.

9.6.3 Beispiel. Das physikalische Gesetz

Kraft = Masse x Beschleunigung‘

fuhrt auf die Differentialgleichung
m-x"(t) = F(t.x(t).x'(1))
zweiter Ordnung. Diese Differentialgleichung ist &quivalent zu dem System
o V(1) =X(1)
o VI(1) =(1/m) - F(t.x(f). v(1))

von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Der Satz von Picard-Lindel6f 9.1.4 liefert somit hinreichende Kriterien fUr die
Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Differentialgleichungen hdherer
Ordnung.

9.6.4 Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung

_ X, x(®)
X" (1) =— : + —
fur f # 0. Dies entspricht dem System
x(h) = x(t)
X = 20, %l

von Differentialgleichungen. Es gehdrt zu der stetigen Funktion

F: (R\{0}) xR*> — R?

X X0
(t, X0, %) +—— (X],—7+§).

Wir schreiben die Abbildung F in der Form
Ao (5 ) (%) e R\ {0}, (0. ) € R?
F2(T1X01X1) - E *7 X ' ’ 01 l

Nach Bemerkung 8.3.4 haben wir

(G )

Es folgt, dass F,ge fUr jedes kompakte Intervall | € R.o oder | € R eine
Lipschitz-Bedingung erfullt. Damit ist der Satz von Picard-Lindeldf anwendbar.

T 1 1
< ]+§+ﬁ§]+§’ te R\ {0}.

op

135



Kapitel 9 Gewstintictie Defferentialylecctungen

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffzienten

Da wir bisher keine konkreten Losungsverfahren fr Systeme von Differential-
gleichungen besprochen haben, hilft uns die obige Beobachtung noch nicht
bei der expliziten Bestimmung von Loésungen.

9.6.5 Definition. Es seien ag. ..., an reelle Zahlen. Die zugehdrige homogene
lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist

an- XD+ +a; - X (1) +ag - x(1) =0.

Wir nennen
plé)=an-"+--+a1- £+

das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.

Fur solch eine Differentialgleichung kbnnen wir einen Adhoc-Ansatz verfol-
gen. Dazu definieren wirzu A € R

iR — R
t — exp(r-T1).

Aus f; = X- fi, A € R, folgt:

9.6.6 Lemma. Es sei \ € R. Die Funktion fy erfdllf genau dann die Differential-
gleichung

an- () 4+ ar- B +ap-A(H =0, teR,

wenn
p(\) =0
gilt

9.6.7 Bemerkung. Da die Differentialgleichung linear und homogen ist, ist zu
einer Lésung £y, A € R, auch die Funktion « - fy flr jedes a € R eine L&sung.

9.6.8 Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung
X"(H) = X" (1) + X' (1) — x(t) = 0.
Nach dem Lemma suchen wir zundchst die Lésungen der Gleichung
S-2+e-1=0.
Eine Losung ist A = 1. Da
E-E+e-1=E-1)(E+1),
ist A = 1 die einzige reelle L&sung der betrachteten Gleichung. Damit liefert

unser Verfahren die Losungen o - fi, o € R.

Eulersche Differentialgleichungen

9.6.9 Definition. Es seien ag, ..., an reelle Zahlen. Diese definieren die Eulersche
Differentialgleichung

an- 1" xM(H)+- +ay -t X (1) + ag- x(1) =0.
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Esseien A € Rund f: Ryg — R, t — t*. Wegen der Formel /(1) = A - A1,
t > 0, wird die Bedingung

an- 1" fO (4ot (D) +ag-f(H) =0, >0,

zu einer polynomialen Gleichung in \.
9.6.10 Beispiel. Wie wollen L&sungen fur die Differentialgleichung

212 x"(t) — t- X' (1) +x(t) = 0
finden. Fur f(t) = t*, t > 0, finden wir
222 F1(1) =t F(H+F(H) =2(A(A=1)) - P =X P+ =207 =3+ 1)+, 1>0.

Wegen

202 —3x+1=2.A—1)- (A%)

sind die Funkfionen f;: R.g — R, t —> t,und f,: Rug — R, f — V/#, L&sun-
gen der Differentialgleichung. Da es sich um eine homogene lineare Differen-
tialgleichung handelt, sind die Funktionen

o -f] +a2-f2, ar,ar € R,

ebenfalls Losungen.

9.6.11 Bemerkung. i) Man kann eine Eulersche Differentialgleichung in eine
homogene lineare mit konstanten Koeffizienten umformen und den obigen
Ansatz aus dem Ansatz fur homogene lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten ableiten. Dazu setzen wir die Losung in der Form

f(t)=g(log(t)), t>0,
an. Dann finden wir mit Produkt- und Kettenregel ((12), Satz 4.2.1 und 4.2.4)

(1)

- g (log(1))

- —

f'(t) = —% - g (log(t)) + % -g"(log(t)), t>0.

Mittels vollstGndiger Induktion beweist man die Existenz reeller Zahlen q,, | =
0,...k, ke N, mit

Fe(t) ZC’M g"(log(t)). keN, t>0.
1=0

Damit erhalten wir

n

k
> au-g"(log(h) =0, t>0.
k=0 |=0

Schreiben wir f = exp(s), s € R, so finden wir

n k
> au-9gV(s)=0, seR.

k=0 I=0
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Damit 16st die Funktion g eine homogene lineare Differentialgleichung der
Ordnung n mit konstanten Koeffizienten. Mit dem Ansatz g(s) = exp(\ - s),
s e R, flrein A € R, bekommen wir den Ansatz

f(hy=1, t>0.

il Bei den obigen Betrachtungen haben wir die Frage nach der Vollstan-
digkeit des Systems der gefundenen Losungen nicht erdrtert. Auch sind wir
nicht auf Anfangsbedingungen eingegangen. Manchmal waren wir bei den
Betrachtungen zum Definitionsbereich etwas sorglos. Die Leserin bzw. der Le-
ser ist herzlich eingeladen, notwendige Prdzisierungen und ZusatzUberlegun-
gen selbststéndig durchzufUhren und die Literatur zu diesem Themenkreis zu
studieren, z.B. (2) oder (6).
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Kapitel 10

Der Umbetinoaty

10.1 Homoomorphismen, Gebiete und
Diffeomorphismen

Es seien | ein offenes Intervall und f: | — R eine Funktion. Die Funktfion
f seiin xg € [ stetig differenzierbar mit f'(xp) # 0. Wir betrachten den Fall
f'(x0) > 0. Auf Grund der stetigen Differenzierbarkeit von f in x; existiert ein
e > 0,50 dass f auf (xg — €, X + ) differenzierbar ist. Die Stetigkeit von ' in
X und die Bedingung f'(xp) > O implizieren, dass wir ein e’ mit 0 < ¢’ < ¢
finden kdnnen, so dass f'(x) > 0fUralle x € I' :=(xp — &', xp +¢&’). Die Funktion
fir ist differenziertbar und streng monoton wachsend. Damit ist sie umkehr-
bar, und die Umkehrfunktion ist ebenfalls streng monoton wachsend und
differenzierbar.

Dieser Satz besitzt eine Verallgemeinerung auf differenzierbare Abbildun-
gen F: U — R", U c R” offen. Um diese Verallgemeinerung sauber for-
mulieren zu kbnnen, mussen wir unseren ,fopologischen™ Begriffsapparat
ausbauen. Dieser Aufgabe widmen wir uns in diesem Abschnitt,

10.1.1 Definition. Es seien X und Y topologische RGume und f: X — Y eine
Abbildung. Wir sagen, dass f ein Homdomorphismus ist, wenn f stetig ist und
eine stetige Abbildung g: Y — X mit

fog=idy und gof =idy
existiert.
10.1.2 Bemerkung. Eine stetige Abbildung f: X — Y ist genau dann ein

Homdomorphismus, wenn sie bijektiv ist und die Umkehrabbildung f~': Y —
X ebenfalls stetig ist.

10.1.3 Definition. Es seien X, Y topologische Rume und f: X — Y eine steti-
ge Abbildung. Die Abbildung f ist eine offene Abbildung, wenn gilt:

vUc X: Uoffen = f(U) offen.

10.1.4 Lemma. Esseien X, Y topologische Rdume und f: X — Y eine bijektive
stefige Abbildung. Dann ist f genau dann ein Homobomorphismus, wenn f
bijektiv und offen ist.

Beweis. Wegen Bemerkung 10.1.2 ist zu zeigen, dass f~' genau dann stetig
ist, wenn f offen ist. Sei U c X eine offene Teilmenge. Wir schreiben! g := 1.

1Die einzige Schwierigkeit im Beweis ist, die beiden Bedeutungen von (-)~1 auseinanderzuhal-
ten: Mit g := =1 meinen wir die (mengentheoretische) Umkehrabbildung der bijektiven Abbil-
dung f und mit g~1(U) das Urbild einer Teilmenge U C X unter der Abbildung g.
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Nach Definition gilt
g ') ={rvev|ay eu}.
Wenn y in g~ '(U) enthalten ist, dann haben wir y = f(g(y)) € f(U). Damit gilt
g () c fL). ao.m

Wenn umgekehrt y ein Element von f(U) ist, dann gilt g(y) € g(f(U)) = U. Also
folgt
f(U)yc g~ "(U) undwegen (10.1) f(U)=g~'(U).

Unsere Uberlegungen zeigen insbesondere, dass gilt

VYU c Xoffen: g '(U)istoffen <= f(U) ist offen.
Daraus folgt sofort die Behauptung. O
10.1.5 Gegenbeispiel. Die Mengen [0,27) C R bzw.

S :={(x,y)e[R2|x2+y2= 1}
.erben” von R bzw. R? eine Topologie,? und die Abbildung

f:[0.2r) — S
t s (cos(t),sin(1))

aus Beispiel 3.2.4, iv), ist bijektiv und stetig. Sie ist aber nicht offen: Die Menge
[0,1) =( - 1,1) N [0,2n) ist eine offene Teilmenge, inr Bild in S' ist nicht offen,
weil jede offene Umgebung von (1,0) = f(0) sowohl Punkte oberhalb als auch
unterhalb der x-Achse enthdlt. Nach Lemma 10.1.4 ist f kein Homdomorphis-
mus.

Man kann auch folgendermaBen argumentieren: Wir nehmen an, dass
f~1: 8! — [0, 2n) stetig ist. Nach dem Satz von Heine-Borel 2.2.12 ist S' kom-
pakt, [0,27) aber nicht. Auf der anderen Seite musste [0, 27) = f(S') nach Satz
3.4.1 kompakt sein.

10.1.6 Definition. a) Eine Teilmenge M C R" heilBt wegzusammenhdngend,
wenn es zu je zwei Punkten x;, x, € M einen Weg, d.h. eine stetfige Abbildung,

v: [0, 1] — M
mit
70)=x; und ~(1)=x

gibt.
b) Eine offene und wegzusammenhdngende Teilmenge G ¢ R” nennt
man ein Gebiet.

28, Beispiel 1.4.2, iv). So ist z.B. eine Teilmenge U von [0,27) genau dann offen, wenn es eine
offene Teilmenge V C Rmit U=V N [0,2x) gibt.

140



10.1 Homdéomorphismen, Gebiete und Diffeomorphismen

10.1.7 Beispiele. i) Jede konvexe Teilmenge M c R” ist wegzusammenhdan-
gend.
i Fira € R"und r > Qist B(a, r) ein Gebiet.

10.1.8 Bemerkung. Fur jede offene Teiimenge U c R" gibt es eine abzdhlbare,
i.e. endliche oder abzdhlbar unendliche, Indexmenge | sowie Gebiete G;,
i €l,s0 dass

U=| |G @hu=JGundGnG=a.ijeli#]j)
iel iel
Die G;, i € I, sind die Zusammenhangskomponenten von U (vgl. (7), Aufgabe
1.1.27.M).

10.1.9 Definition. Es seien G;, G, ¢ R" Gebiete und f: G; — G, eine Abbil-
dung. Wir nennen f einen Diffeomorphismus, wenn f differenzierbar ist und es
eine differenzierbare Abbildung g: G, — G; mit

fog=ids, und gof=idg,
gibt.

10.1.10 Bemerkung. i) Eine differenzierbare Abbildung f: G, — G, ist genau
dann ein Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist und die Umkehrabbildung
f-1. G, — G, ebenfalls differenzierbar ist.

i) Einen Diffeomorphismus kdnnen wir als einen differenzierbaren Koordi-
natenwechsel auffassen. Diese Sichtweise wird in einigen der folgenden Bei-
spiele im Vordergrund stehen.

10.1.11 Gegenbeispiel. Die Abbildung

ffR — R

X — X3

ist (beliebig oft) differenzierbar und streng monoton wachsend und somit bi-
jektiv. Die Umkehrfunktion
"R — R
X — Ux
ist auf R\ {0} differenzierbar, in O aber nicht wegen (0) = 0 (s. (12), Satz

4.2.7). Man beachte, dass f~! im Gegensatz zum Gegenbeispiel 10.1.5 stetig
ist. Damit ist f ein Homdéomorphismus aber kein Diffeomorphismus.

10.1.12 Beispiele. i) (Translationen) Fir a € R" sei
.:R" — R"
X — X+a.
Die Abbildung T, ist offenbar differenzierbar. Die Umkehrabbildungist T_, und
daher differenzierbar. Somit ist T, ein Diffeomorphismus.
il (Lineare Abbildungen) Es sei A € Mat(n,R) eine invertierbare (n x n)-
Matrix. Sie definiert die lineare Abbildung
fair R — R
X — X-A
Da A invertierbar ist, ist 5 bijektiv. Nach Beispiel 6.1.5, i), ist f4 differenzierbar.

Die Umkehrabbildung zu fa ist f4—:. Sie ist auch differenzierbar. Folglich ist fa
ein Diffeomorphismus.
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iii) (Polarkoordinaten) Wir beginnen mit der differenzierbaren Abbildung

fiRygxR — R?
(r.o) — (r-cos(y),r-sin(e)).

Das Bild von f ist die offene Menge R?\ {(0,0)}. Allerdings féllt auf, dass f nicht
injektiv ist:
VkeZ: f(r.o+2kr)="1(r,p).

Wie in Beispiel 3.2.4, iv), schrdnken wir die Abbildung f auf die Menge
R.o x [0.27) ein. Wir lassen der Bequemlichkeit halber den Verweis auf die
Einschrénkung in unserer Bezeichnung weg und erhalten die bijektive Abbil-
dung

f: Rug x [0,27) — R?\ {(0,0)}.

Nun ist aber R. g x [0, 27) keine offene Teilmenge von R? und damit auch kein
Gebiet, so dass wir die Abbildung f nicht auf ,Diffeomorphie™ untersuchen
kébnnen.

Durch weitere Einschr&nkung erhalten wir (wieder unter Benutzung einer
vereinfachten Bezeichnung) die Abbildung

f: Ruox(0,27) — R?\ {(x.0)|x >0}.

Dies ist schlieBlich eine bijektive und differenzierbare Abbildung zwischen Ge-
bieten in RZ, und wir kdbnnen uns endlich der Frage zuwenden, ob die Um-
kehrabbildung f~' differenzierbar ist. Dazu Uberdecken wir R?\ { (x,0) |x > 0}
durch geeignete offene Mengen:

R*\{(x.0)|x >0} =H,UH-UH,p
mit
Ho = {(x.y)eR?*|y >0},

Ho = {(x.y)eR?|y<0},
Ho = {(x.y) eR?|x<0}.
Es reicht nachzuweisen, dass die Einschréinkung von f~! auf jede dieser offe-

nen Mengen differenzierbar ist. Bevor wir dies tun, erinnern wir an folgende
Tatsachen:

1. Das Bild des Arkustangens, der Umkehrfunktion des Tangens, ist das In-
tervall ( — x/2,x/2) (vgl. (12), Beispiel 3.3.8 und 4.8.16).

2. FUr jede reelle Zahl t qilt cos(w/2 — t) = sin(t) und sin(w/2 — 1) = cos(t)
((12), (4.8)).

3. Fur t € R hat man?®

t 1
arctan(t) = arcsin | —— | = arccos [ — | .
® (\/1+f2) (\/1+7‘2)

3Die Gultigkeit dieser Formel pruft man mit den Formeln tan = sin /cos und sin? +cos? = 1
nach: So ist z.B. der Wertebereich des Arkussinus das Intervall [—x /2, w/2] (s. (12), Beispiel 3.3.15).

Fur ¢ € [—m/2.7/2] gilt cos(p) > 0 und daher cos(p) = 1/1 — sin?(¢). Fir y € [—1,1] folgt daher
tan(arcsin(y)) = sin(arcsin(y))/y/ 1 — sin?(arcsin(y)) = y/+/1 — y2.
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Jetzt kdnnen wir =1 auf den offenen Mengen H,, H_ und Hq beschreiben. Fur
einen Vektor (x,y) € R? setzen wir dabei r(x, y) := /X2 + y2,

a) Beschreibung auf H.. Wir bemerken zund&chst, dass (r - cos(¢). r - sin(y)),
r € Rso. ¢ €(0,27), genau dannin H, liegt, wenn ¢ €(0, 7). Sei

S0+: H+ — R

(x,y) — T _ arctan (f) .
2 y

FUr (x.y) € H. gilt p.(x.y) €(0,7),

cos(ps+(x,y)) = sin orCTon X

<X v

sin | arcsin
2

X

T+—

y

>0
= sin Orcsm
\/X2+y2

X

VX2 + 2

und
. X
sin(p+(x.y)) = cos (oro’ron (7))
= Co [Orccos
X2
A/ + —
V2% cos [ arccos
\/X2 + )2
S
VX2 +y2
Wir sehen:

V(x.y) € Hei F(r(x.y). o+(X.y)) =(X.¥).
Es folgt, dass

f‘pj:H+ —5 R?
(x.y) — (r(x.y).e:(x.y))

eine differenzierbare Funktion ist.
b) Beschreibung auf H_. Wir gehen analog zu Fall a) vor. Der Punkt (r -
cos(p), r-sin(y)). r € Rug. ¢ €(0,27), liegt genau dann in H_, wenn ¢ €(x, 27).

Wir definieren
o H- —
X
- — arctan (—) .
y

(x,y) =

NI w
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FUr (x,y) € H_ qilt o_(x,y) €(m.27),

cos (o (x. )

. X
sin (—w + arctan (7)>

= —sin | arcsin Yy

<0 _sin [ aresin | —2X
VX2 +y?

X
VX2 +y?
und entsprechend
. y
sin(p_(x, = —

Damit erhalten wir die Beschreibung

fltH- — R

(X.¥) = (rX.y).o-(x.¥)).

die zeigt, dass f~! auf der offenen Menge H_ differenzierbar ist.
c) Beschreibung auf Hy. Hier liegt (r - COS((,D) r-sin(y)). r € Rug. ¢ €(0,27),
genau dannin Hy, wenn ¢ €(x/2,(3/2) - w). Wir definieren

QDO:HO — R

(x,y) — = —arctan (%) .
Fur (x,y) € Hy finden wir gg(x.y) €(n/2.(3/2) - ),

— COS orc’ron

cos(¢o(x.y)

— COS | drccos T

Y

T+ ﬁ
x<0
=" —COos crccos

\/X2 +y2 )
B «/x2 +y?2
und analog
y

sin X, = —
Somit definiert die Vorschrift
HO — [R2
(x.y) — (rx.y).eo(X.y)),

die Abbildung f~' auf Hy. Aus dieser Beschreibung folgt, dass f~' auf der of-
fenen Menge H, differenzierbar ist.
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Insgesamt haben wir bewiesen, dass
f: Ruox(0,27) — R?\ {(x,0)|x >0}

ein Diffeomorphismus ist.

10.2 Umkehrbarkeit differenzierbarer Abbildungen

Wir wenden uns der bereits angekundigten Verallgemeinerung des Krite-
riums fUr lokale Umkehrbarkeit einer stetig differenzierbaren Funktion ei-
ner Verdnderlichen zu. Dieses Kriterium erleichtert uns auch den Nach-
weis, dass gewisse differenzierbare Abbildungen Diffeomorphismen sind
(vgl. Beispiel 10.1.12, ii)). Im Beweis des Umkehrsatzes spielt der Banach-
sche Fixpunktsatz wieder eine prominente Rolle.

Wir beginnen mit einer Vorlberlegung: Es seien G;, G, ¢ R"” Gebiete und
f: G; — G, ein Diffeomorphismus. Dannist f~': G, — G, eine differen-
zZierbare Funktion. Aus ' o f = idg, . der Kettenregel 6.3.1 und 6.3.2 folgt

VX € G Ep=dag (X) = (F(x)) o Js(x). 10.2)
Die Matrix J¢(x) ist also fur jeden Punkt x € G; invertierbar.

10.2.1 Satz (Umkehrsatz, Teil I). Es seien G c R" ein Gebiet, f: G — R" eine
stetig differenzierbare Abbildung, xo € G und y, = f(xg). Wenn

DeT(Jf(Xo)) #0,

J:(Xo) also invertierbar ist, dann existieren offene Mengen U ¢ G und V ¢ R"
mit folgenden Eigenschaften:

e xpe U, ypeV,
o Vx € U: Det(J(x)) # 0,
o f: U — V ist bijektiv.

Beweis. Wir betrachten die Funktfion

D: ¢ XY, R > Mat(n,R) —21 R.

Die Zuordnung x — J¢(x), x € G, ist stetig, weil wir f als stetig differenzierbar
voraussetzen. Die Determinantenfunktion ist nach der Leibniz-Regel ((13), §25,
Definition 2) eine Polynomfunktion und somit stetig (Beispiel 3.2.4, ii). Also ist D
eine stefige Funktion. Die Menge U’ = { x € G|Det(J:(x)) # 0} ist offen und
enthdlt nach Voraussetzung xg.

Schritt 1. Wir zeigen, dass es eine offene Menge U c U’ gibt, so dass fiy
injektiv ist. Wir definieren

1
A = J(X und Ni= ————— | (10.3)
r(x0) 7 A o

Die Funktion
N:G — R
X +—

||A - Jf(X)Hop
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ist auch stetig. (Warum?) Da N(xg) = 0, kbnnen wir eine offene Umgebung
U c U von xg wdhlen, so dass

VxeU: ||A—J,«(x)||op <A

Wir wdhlen U konvex. Sei y € R". Wir setzen
oyt R — R
X — X+ (y—f(x)-(A"
Man beachte:
VxelU: y=f(x) <= ¢ux)=x.
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine Fixpunktgleichung. Es genugt zu
zeigen, dass ¢, kontrahierend ist. Zundchst beobachten wir:

vxelU: J

Py

(X)=En— A" Ji(x)= A" (A= (X)),

so dass :
xeU: HJ</’V(X)Hop = HA_] Hop ) HA o Jf(x)”op < 2

Da U konvex ist, kdnnen wir den Mittelwertsatz 8.3.2 anwenden. Dabei gilt

HD('DV(X)Hop = H(‘APV(X))fHop = HJ‘/’V(X)Hop’ xR

Far Punkte x;, xo € U ergibt sich

1
H<Py(x1) - ‘Py(X2)H < 5 HX1 - X2H-

Daraus folgt leicht,® dass es hdchstens einen Punkt x € U mit x = ¢, (x), d.h.
y = f(x), gibt. Somit ist £y injekfiv.

Schritt 2. Wir weisen jetzt nach, dass V := f(U) offen ist. Hierzu werden wir
uns des Banachschen Fixpunktsatzes bedienen. Wir betrachten x; € U und
y1 = f(xy) € V. Da U eine offene Umgebung von x; ist, gibt es ein r > 0, so
dass

B:=B(xy.r) c U.

Behauptung. Fur die Zahl X aus (10.3) gilt
B()/],)\- rycV.

Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir die zu einem Punkt y €
B(yr. X - r) gehdrige Abbildung ¢,. Wir berechnen

leyOa) =l = [y = y)- (A
< A llop- A1
= JA lop A1

r
- -

4FUr jede Matrix B € Mat(n, R) hat man ||B'|jop = ||B||op: FUr jeden Vektor v € R" mit ||v|| = 1 gilt
lv-B?=(v-B.v-By=v.B-B -vi=(v.B.-B,v)<|v-B-B| <||v Bl |Bop.
Dabei haben wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Seite 76) benutzt. Wir sehen
1llop > sup{ v+ Bl [ v € R”, [[vl =1} = |Bllop.

Aus Symmetriegrinden folgt ||B[|op = ||B8|op-
5Vgl. Beweis von Satz 8.2.1.
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Mit den in Schritt 1 behandelten Abschdtzungen finden wir flr einen Punkt
x € B:

IN

ley 00 =l < ley () =@y O] + [l Oa) = x|

IN

Dxexp+ L
2 s

= I

Damit folgern wir ¢, (x) € B, und nach Schritt 1 ist )5 B — B eine kontrahie-
rende Abbildung. Mit der durch die euklidische Metrik induzierten Metrik wird
B zu einem volistandigen metrischen Raum. (Warum?) Der Banachsche Fix-
punktsatz 8.2.1 zeigt die Existenz eines Punkts x € B mit ¢, (x) = x, d.h. y = f(x).
Damitist y € f(U) = V gezeigt, und wir haben B(y;, - r) C V bewiesen. O

10.2.2 Bemerkung. i) Der Beweis liefert ein numerisches Verfahren, um ='(y),
y € V, zu bestimmen.

i) Der Beweis zeigt, dass eine stetig differenzierbare Abbildung f: G — R”,
fur die Det(Js(x)) # 0, x € G, gilt, eine offene Abbildung ist.

10.2.3 Satz (Umkehrsatz, Teil Il). In der Situation von Satz 10.2.1 gilt weiter:
i) Die Umkehrabbildung f~': V —s U ist diifferenzierbar.
i) Firy e V. und x = f~1(y) gilt

e (y) = ()"

Beweis. Teil i) folgt aus der Kettenregel (vgl. (10.2)), ergibt sich aber auch aus
den folgenden Argumenten.

Teili). Seien y; € Vund x; := f~(y;) € U. Wirméchten zeigen, dass £~ in y;
differenzierbar ist. Es seien f;: U — R die Komponentenfunktionen von f, i =
1,....n (5. S. 24). Im Beweis von Satz 5.2.3 wurde die Existenz von Abbildungen
0;: U — R" nachgewiesen, die in x; stetig sind und 6;(x;) = 0 erfullen, so dass

f(x) —fi(x) =(x — x7) - Gradfi(x) +(x —x;)- &), xeU, i=1,..n.

Wir schreiben ¢; =(d;1,...,dj;n) mit den Komponentenfunktionen §; von §; und
setzen 5
A5(x) = LX)+ 6;(x), xeU, ij=1,..n
0%

Mit diesen Zutaten fUhren wir die Abbildung
AU — Mat(n,R)
An(x) o Am(x)
t
X — (44(X)jy. = : :
A]n(X) AR Ann(X)
ein. Sie ist in x; stetig, und es gilt:
VxeU: f(x)—=r7f(x)=(x—x)-A(X).
Damit ist auch die Abbildung
d: U -2 Mat(n,R) 224 R
in x; stetig. Da
dix) = DeT(Jf(X])) #0,
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kénnen wir U verkleinern und annehmen, dass
VxeU: d(x)=#0.
Unter dieser Voraussetzung kdnnen wir wiederum die Abbildung
AU — Mat(n,R)
X (A(x))f]

erkl&ren. Nach der Cramerschen® Regel ((13), §27, Satz 1) sind die Eintré&ge
von (A(x))~! Polynome in den Koeffizienten von A(x) dividiert durch d(x). Es
folgt, dass A* in x; stetig ist. Man UberprUft:

VyeV: U y)—f'(y)=(y—w) A (f(y)).
Somit kdnnen wir endlich
1F=1(y) = £ ()= (y = ya) - A*(F () ||

0 < lim
Y=y ly —wll
. *(£—1 *(£—1 —
< yI|_r>T;] ||A (f (y)) —A (f (y1))||op—0 (10.4)

folgern. Dabei haben wir benutzt, dass ' nach Lemma 10.1.4 und Bemer-
kung 10.2.2, ii), stetig ist, so dass lim,_.,, f~1(y) = f~1(y;) = x; folgt, und dass
A* in x; stetig ist. Gleichung (10.4) zeigt nach Definition 6.1.1, a), dass =" in y;
differenzierbar ist. O

10.2.4 Bemerkung (Hohere Differenzierbarkeit). Es seien B ¢ R™ eine offene
Teilmenge, k > 1 und

f=(fi,..0):B — R"
X — (A(X), . (X))

eine Abbildung. Wir sagen, dass f k-mal stetig differenzierbar ist, wenn die
Komponentenfunktionen f.....f, k-mal stetig (partiell) differenzierbar sind (s.
Aufgabe A.7.3). Wir vereinbaren auch, dass 0-mal stetig differenzierbar ein-
fach stetig bedeutet. Sei k > 1. Eine Abbildung f ist genau dann k-mal stetig
differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und die matrixwertige Abbildung

J:B — Mat(n,mR)=R""
X o Ji(X)

(k — T)-mal stetig differenzierbar ist.

Seien B ¢ R™ eine offene Teilmenge, f,g: B — R zwei Funktionen und
k > 0. Wenn f und g k-mal stetig differenzierbar sind, dann sind auch die
Funktionen f + g und f - g k-mal stetig differenzierbar. Gilt zusétzlich g(x) # 0
fur alle x € B, dann ist auch die Funktion f/g k-mal stetig differenzierbar. (Das
beweist man leicht induktiv: FUr k = 0 ist das Satz 3.2.2. Fir k — k + 1 benutzt
man die Summen-, Produkt- bzw. Quotientenregel (Eigenschaften 5.1.5 oder
(12), Satz 4.2.1).)

Sei wieder k > 1. Aus der vorigen Beobachtung, der Definition der Mo-
trixmultiplikation und der Kettenregel folgt, dass die VerknUpfung k-mal stetig
differenzierbarer Abbildungen ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist.

Hier interessieren wir uns fur folgende Situation: Seien U,V c R" Gebiete
und f: U — V eine bijektive differenzierbare Abbildung, so dass

vx e B: Det(Ji(x)) #0.

5Gabriel Cramer (1704 - 1752), Schweizer Mathematiker.
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10.2 Umkehrbarkeit differenzierbarer Abbildungen

Behauptung. Sei k > 1. Wenn f k-mal stetig differenzierbar ist, dann ist auch
die Umkehrabbildung = k-mal stetig differenzierbar.

Diese Behauptung beweisen wir durch Induktion Uber k. Der Fall k = 1 folgt
aus Satz 10.2.1 und 10.2.3.
k — k + 1. Wir mussen zeigen, dass die Abbildung

J1 V. — Mat(n, R)
Satz 10.2.3 _ -1
y o= Ja ) (4 ()
k-mal stetig differenzierbar ist. Mit

J: U — Mat(nR)
x o (d(0)
gilt N
Jev=Jpo F7, (10.5)

Wir wissen, dass Jr k-mal stetig differenzierbar ist. Aus der Leibniz-Formel fur De-
terminanten ((13), §25, Definition 2), der Cramerschen Regel ((13), §27, Satz 1)
und unseren Vorbemerkungen ergibt sich, dass J; auch k-mal stetig differen-
zierbar ist. Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass £~ k-mal stetig differen-
zierbar ist. Da, wie zuvor dargelegt, die VerknUpfung k-mal stetig differenzier-
barer Abbildungen k-mal stetig differenzierbar ist, folgern wir aus (10.5), dass
Jr—1 k-mal stetig differenzierbar ist. vV

10.2.5 Beispiele. i) (Polarkoordinaten) Wir betrachten wieder die Abbildung
f:R2 — R?
(r.o) +— (r-cos(y),r-sin(e)).
Die Berechnung der Jacobi-Matrix ergibt
2. _ [ cos(p) —r-sin(y)
V() eR%: Jilre) = ( sin(p)  r-cos(y)

und
Det(Js(r,¢)) = r- (cos?(p) +sin°(p)) = .

Nach Satz 10.2.1 und 10.2.3 ist die Abbildung

g:RogxR — R?\{(0,0)}
(r.o) +—— (r-cos(p).r-sin(y))

ein lokaler Diffeomorphismus, d.h. zu jedem Punkt (r,¢) € Ryg x R gibt es eine
offene, wegzusammenhdngende Umgebung U, so dass gyy: U — g(U) ein
Diffeormorphismus zwischen Gebieten in R? ist. Die Abbildung g ist aber nicht
injektiv!
Da
h: Ruox(0,2r) — R?\{(x,0),[x>0}
(r.e) — (r-cos(yp),r-sin(y))

zudem bijektiv ist, folgt sofort, dass h—' differenzierbar ist. Wir brauchen also
nicht wie in Beispiel 10.1.12, i), muhsam die Umkehrabbildung zu studieren.
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Kapitel 10 Der Umbetinsaty

i) Zylinderkoordinaten) Auf Grund der Ergebnisse Uber Polarkoordinaten
ist die Abbildung

f: Ruox(0.2m) xR — R*\ {(x,0,2)[x>0}
=G
(r.o.z) — (r-cos(y).r-sin(y),z)

bijektiv. Wir berechnen

cos(p) —r-sin(y) O
0
0 0 1 )

V(r,p.2) € G:  Je(r.p.2) = ( sin(p)  r-cos(y)
und
Det(Js(r.¢.2)) =1 #0.

Nach Satz 10.2.1 und 10.2.3 ist f~! differenzierbar und somit f ein Diffeomor-
phismus.

i) (Kugelkoordinaten) Man vergewissert sich ebenfalls leicht, dass die Ab-
bildung

i [R>0><(O,27r)><(—g,g) — R\ {(x.0,2)|x>0)}

=G
(r.o.) +— (r-cos(p)-cos(y).r-sin(e) - cos(y),r-sin(ip))

bijektiv ist.
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10.2 Umkehrbarkeit differenzierbarer Abbildungen

z f(r.o.v)

FOr (r, .¢) € G gilt
Cos(ip) - cos(yp) —r-sin(p) - cos(vp) —r-cos(p) - sin(y) )

Je(r o) = ( sin(p) - cos(yp)  r-cos(p) - cos(y)  —r-sin(p) - sin(1))
sin(y) 0 r-cos(y)

Somit folgt

Det(Jr(r. ¢.)) cos(p) - cos(y)  —sin(p) - sin(v)

COs(yp) - cOs(v))  —sin(yp) - COs(v))
+r2-cos(1p)-De’r( sin(;-cos(zb) cos(gz-cos(a/}) )

= 2. (sin’(p) - sin’(1) - cos(1) + CcOs?(ip) - SiN°(¢h) - cOs(1) +
+cos?(p) - cos® () +sin’(p) - cos® ()

= 2. (sin’(¢) - cos(yh) + cos’ (1))

r? . cos(1).

2 sin() - De’r( —sin(p) - cos(yp) —cos(yp) - sin() ) N

Da vy €(—n/2,7/2), gilt cos(y) > 0. Damit folgt
V(r.p.0) € G Det(Je(r..9)) >0,

so dass f ein Diffeomorphismus ist.
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Kapitel 11

Der Saty dter cmplegite
Danktconen

11.1 Vorbereitende Beispiele

In diesem Kapitel werden wir Abbildungen

ffR" — R
X —  (A(X).... (X))

mit m > n untersuchen. Sei a =(a, ..., an) € R". Wir wollen die Menge
f~'(a)={xeR"|f(x)=a}

studieren.’
Die Bedingung x € f~'(a) kénnen wir als Gleichungssystem

(X, ...xm) = a

. : anrn
fn(x],---,xm) = 0h 11.2)

lesen.

Seien zundchst alle Gleichungen linear. Wenn die Koeffizientenmatrix, die
das Gleichungssystem definiert, den maximal médglichen Rang nhat, dann
bilden die Lésungen einen affinen Raum, der in der Form U + py mit einem
(m — n)-dimensionalen Vektorraum U c R™ und einer speziellen Lésung pg
des Gleichungssystems geschrieben werden kann. Insbesondere kénnen
die Losungen durch R™~" parametrisiert werden.

Wir wollen im nichtlinearen Fall ein dhnliches Resultat beweisen: FUr einen
Punkt pp € f~'(a) suchen wir eine offene Umgebung W c R™ von py,
Koordinaten (yi..... Yx.Z1.....Zn). k := m — n, eine offene Menge U C R¥ und
eine Abbildung

F:UCRK —R",

SO dass

anW= { V1Y FOn e vi)) | (1 Vi) € U}.

Durch Ubergang zu der Abbildung g: R™ — R", x — f(x) — a, kénnen wir uns stets auf den
Fall a = 0 zurGckziehen.
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Damit haben wir f~'(a) in einer Umgebung von py als Graphen einer Ab-
bildung von einer offenen Teilmenge des R¥ in den R” dargestellt. Die Ab-
bildung F ist implizit durch die Gleichung f(y.z) = a definiert.

Wie in der linearen Situation werden wir eine gewisse Rangbedingung be-
noétigen, damit die geschilderte Parametrisierung maoglich ist.

Beispiel 1

Wir betrachten
f:R° — R
(X,y) — X2+y2

Far a < Oist f=1(a) leer, es gilt f~1(0) =(0,0), und flr a > Qist f~'(q) ein Kreis
vom Radius v/a. Insbesondere ist

() ={xy) eR[P+y? =1} =8

der Einheitskreis. Es ist sofort klar, dass wir S nicht global als Graphen ei-
ner Funktion darstellen kénnen. Lokal ist dies jedoch maoglich. Sei dazu pg =
(c,d) € §'. Wir nehmen zundichst ¢ # +1 an. Fir d > O ist

W, :={(x,y)e$1\y>0}
eine offene Umgebung von pg, und es gilt
VXL Y)eR2: (x,y)e W, < xe(—1,1) =v1-x2
Mit der Funkfion
Fe:(=1,1) — R
X — 1—x2

erhalten wir
(X, Fe(¥)) | x (=1, 1)}

Wenn d < 0 gilt, dannist (¢, d) in der offenen Teilmenge
A :={(x,y)e$1]y<O}CS1
enthalten, und mit der Funktion
F: (=11 — R
X — —V1-x2

ergibt sich
Wo={ (x.F-(0) [xe(=1.1) }.

11.1.1 Bemerkung. In den Punkten ( + 1,0) ist die Gleichung f(x, y) = 0 nicht
nach y auflésbar: Es seien U, V C R offene Intervalle, W = UxVund F: U — V
eine Funktion, so dass

{(X,y)EW]f(X,y)=1}={(xF yxeu} (11.3)

Wir behaupten, dass dann (+ 1,0) ¢ W. Wenn z.B. (1,0) € W, dannist W eine
offene Umgebung von (1,0). Man sieht leicht, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass

(1—e,£/1-(1—¢c)) e W.
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(1.0)

Dann kann aber (11.3) nicht erfullt sein.
Wenn wir F als differenzierbar voraussetzen, dann kénnen wir auch folgen-
dermaBen argumentieren: Mit (11.3) gilt

vxeU: f(x,F(x))=1.
Mit der Funktion

gl — W
X —  (X,F(x))

und der Kettenregel 6.3.1 berechnen wir

vxelU: 0 = (fog)(x) = (Gradf(x,F(x)).g'(x)) (1.4
= g—;(x F(x)) -1+ g—;(x F(x)) - F'(x).
Falls (x, F(x)) =( £ 1,0), so haben wir
of
S(£10) = 22,
of
5, (+10 =0

Damit erkennt man sofort, dass (11.4) nicht I&sar ist.
Auf der anderen Seite kann man

Hi:={(x,y)es1]ix>0}
und
Gy (-1,1) — R
y — V1 -y?

setzen und erhdlt
He={(G.y) [y e(-1.1) }.

11.1.2 Bemerkung. i) Wir kbnnen Bemerkung 11.1.1 auch auf eine beliebige
differenzierbare Funktion
fTR? —R
ausdehnen. Wir befrachten
N(F) 1= { (x,y) € R2|f(x,y) = o}.

Das Analogon zu Gleichung (11.4) zeigt folgendes:
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e Gelten (c,d) € N(f), (9f/0x)(c.d) # 0 und (9f/9y)(c.d) = 0, dann
I&sst sich die Gleichung f(x.y) = 0 in der N&he von (c, d) nicht nach
y auflésen.

e Gelten (c,d) € N(f), (0f/dy)(c.d) # 0 und (9f/9x)(c.d) = 0, dann I&sst
sich die Gleichung f(x, y) = 0 in der N&he von (¢, d) nicht nicht nach x
auflésen.

e Fallsin (11.4)

8_y( F(x)) #0
gilt, dann folgt
of
P=-x"" "7 ),
of
8_y(X'F(X))

d.h. die Ableitung der implizit definierten Funktion F kann aus den parti-
ellen Ableitungen der Funktion f berechnet werden. Man spricht in die-
sem Zusammenhang von impliziter Differentiation.

i Gelten (c,d) € N(f) und Gradf(c,d) =(0,0), dann I&sst sich keine allge-
meingultige Aussage treffen: Man betrachte z.B. f(x, y) = y?. Die Menge N(f)
ist die x-Achse, also der Graph der konstanten Funktion Null, und Gradf(0,0) =
(0,0).

Beispiel 2

Wir wollen die bereits erwdhnte implizite Differentiation an einem Beispiel illus-
trieren. Dazu seien

fRE — R

3

(X,y) +— Xx3+y®—bxy

und
N(f) = { (X,y) € R2| f(x,y) = o}

das kartesische Blaft.

11.1.3 Bemerkung. Wir haben Gradf(0,0) =(0,0). Eine Aufldsung der Glei-
chung um den Ursprung herum ist nicht moglich. Da N(f) invariant unter der
Vertauschung von x und y ist,2 d.h. (x, y) € N(f) genau dann gilt, wenn (y, x) €
N(f), reicht es, sich zu Uberlegen, dass keine Aufldsung nach y moglich ist. Zu
jedem e > 0 gibt es drei verschiedene Zahlen, die der Gleichung y3—6e-y+e® =
0 genuigen.? Da fur e = 0 die Zahl 0 eine dreifache Nullstelle ist, liegen die Null-
stellen fUr e nahe bei Null ebenfalls nahe bei Null. Damit ist N(f) N [0, n) x R fur
kein n > 0 Graph einer Funktion F: [0,n) — R.

Wir nehmen an, dass U,V c R offene Intervalle sind und F: U — V eine
differenzierbare Funktion, so dass

N(F)NU x V) = { (X, F(x)) | x € U}.

2Nur sehr wenige Funktionsgraphen haben diese Eigenschaft. Welche sind das?
3Beweis als Ubung.
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11.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Abbildung 11.1: Das kartesische Blatt und implizite Differentiation

Dann gilt:
vxelU: x3+F(x)3=6x-F(x).

Differentiation nach x liefert
3 +3-F(x)-F(X)?=6-F(x)+6-x-F(x),

so dass
3 —6-F(x) _ x*—2-F(x)

3. F(x)2—6x F(x)2—2x '
Man findet z.B. fUr den Punkt (3,3) € N(f), dass

F(x) =

9-6

FO=-5-7%"

-1

11.1.4 Bemerkung. Der Vektor (1, 1) ist ein Richtungsvektor der Tangente an

die Kurve N(f) im Punkt (3, 3) (s. Abbildung 11.1).

11.2 Der Satz Uber implizite Funktionen

Wir formulieren nun die Voraussetzungen fUr den Satz Uber implizite Funk-
tionen. Es seien k,m,n € N, so dass k > 0 und m = k + n. Weiter seien
G c R™ = R¥ x R" ein Gebiet und
.6 — R’
p — (f(P)....0(P))
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158

eine differenzierbare Abbildung. Wir schreiben

=X, . X, V1,0 Yn) =X Y), p€RT,
und setzen
of of
8_)(1(X'y) 8_X,<(X'y)
9 x.y)
ox v of, : of, :

n n
a—X](X:Y) 8_xk(X'Y)
of ofy
— (X, ’
am( y) ayn(xy)

9 (x.y) - -
oy of, | of
0 (x, " (x,
ay](y) ayn(y)
SO dass of of
sy = (grn|sheen). e

SchlieBlich sei
N(f) := {p=(x,y) €G|lf(x.y)= 0}.

Die Tangentialvektoren von N(f) an den Punkt p =(x,y) € N(f) sind die
Vektoren (¢, d) € R x R™ mit

Cf

df ) = 0

Wir nehmen an, der Raum der Tangentialvektoren habe die (minimal mog-
liche) Dimension k. Wenn es um p herum eine Auflésung der Form

y =F(x)

gibt, also offene Mengen U ¢ R¥, V ¢ R™ und eine differenzierbare Abbil-
dung

Ji(x,y) - <

F:U—V,
so dass
peW:=UxV und N(fin W={(X,F(X)) |x e U},
dann darf es keine Tangentialvektoren der Form (0, d) mit d # 0 geben:
Man betrachte
K:iU — UxV
(X, F(x)).

X +—

Da f o K die Nullabbildung ist, gilt

0 = Jrok (%) = Jr (X0, F(%0)) - Jk (%0) = Jr (X0, y0) - < JF[%;O) ) '

Jeder Vektor der Form

(c.c-J(x))., ceR

ist daher ein Tangentialvektor. Diese bilden offenbar einen k-dimensiona-

len Teilraum von R™. Da J¢(xg, o) nach Voraussetzung Rang m— k hat, sind

in der Tat alle Tangentialvektoren von der obigen Form.

Wir sehen: of
‘

a—y(p) -d" #0.

Folglich ist (8f/0y)(p) eine invertierbare (n x n)-Matrix.

Der Satz Uber implizite Funktionen kehrt diese Beobachtung um, sofern f

stetig differenzierbar ist.

vd e R\ {0} :



11.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

11.2.1 Satz (Der Satz Uber implizite Funktionen). Es seien G ¢ R™ = R¥ x R” ein
Gebiet, f: G — R" eine stetig differenzierbare Abbildung,

N(f) :={p=(x,y) € @\f(x,y):O}

und pg =(xg. Vo) € N(f), so dass die Matrix

or (X0. ¥0)
ay
invertierbar ist. Dann gibt es offene Teilmengen U c R und V ¢ R" mit
e xge U,
e VpeV,

e Wi=UxVCG
sowie eine stetig differenzierbare Abbildung
F:U—V,
so dass
D F(Xo) = Yo.
i) N(FyNW = {(x.y) e W|y=F(x)},
iy fur alle x € U die Matrix (0f/0y)(x,y) invertiebar ist und

-1
()=~ (S0 F00) ) - S (00

git.

Der Satz Uber implizite Funktionen wird mit Hilfe des Umkehrsatzes 10.2.1 und
10.2.3 bewiesen. Aus diesem Grund wird die Voraussetzung, dass f stetig dif-
ferenzierbar ist, bendtigt.

Beweis. Wir definieren die Abbildungen

H & — R
x.y) — (X.f(x.y)),

'R"=RfxR" — Rk
x.y) — X
und
T RM=RKxR" — R"
x.y) — .

Diese Abbildungen flgen sich in die kommutativen Diagramme

G SRM, G — H S Rm, (11.5)
Dabei bedeutet ,kommutativ®, dass mc = m o H bzw. f = 7 o H gilt.
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Behauptung. Es gibt offene Umgebungen W c G von (xg. yp) und Z C R™ von
H(xa. ¥o) =(X0. f(X0. Y0)). so dass H(W) = Z und

H‘W: W-—27
ein Diffeomorphismus ist,

Im Beweis dieser Behauptung bringen wir den Umkehrsatz ins Spiel. Nach
Definition von H gilt

E. | 0O
Ju(Xo.yo)=| Of of . (11.6)
HU%o. Yo) 5y X0 Y0) a—y(Xol)/o)
Es gilt somit
of of
Det(Ju(X0. o)) = Det(Ey) - Det 8_y(XO'YO) = Det (’)_y(XO’ ¥o) | # 0.
Deshalb folgt die Behauptung direkt aus Satz 10.2.1 und 10.2.3. vV

Wir kdbnnen nach eventueller Verkleinerung von W annehmen, dass es of-
fene Teimengen U ¢ Rfund V c R"mitxg € U, yg e Vund W = U x V
gibt. Es gilt (xg.¥g) € U x V und damit (x5.0) = H(xp. yo) € Z. Da Z offen ist,
kédnnen wir eine offene Teilmenge U ¢ RX finden, so dass xg € U, U ¢ U und
Ux {0} cZ Sei

x—(x.0) H!

F: U 7 sW=UxV—2" sy

Die Abbildung F ist offenbar stetig differenzierbar.

Behauptung.
N(F)NU x V) = { (X, F(x)) | x € U}.

Das erste Diagramm in (11.5) und die Definition von F zeigen (x, F(x)) =
H='(x,0), x € U. Die Inklusion ,>" ergibt sich somit aus dem zweiten Diagram
in (11.5).

Wenn umgekehrt (x,y) € N(f)n(U x V) qilt, dann folgt H(x.y) =(x.0) €
U x {0} c Z. Mit der Definition von F leiten wir

(x.y) = H'(x,0) = (x. F(x))

ab, und die Behauptung ist gezeigt.

Fur (x.y) € U x Vst Jy(x,y) invertierbar. Daher ist (9f/dy)(x.y) far (x,y) €
Ux V invertierbar (vgl. (11.6)). Es bleibt, die Formel fur die Jacobi-Matrix nach-
zuprufen. Dazu fUhren wir die Abbildung

K:U — R7"
X — (X, F(x))
ein. Es gilt:
vxelU: (foK)(x)=0.
Damit und mit der Kettenregel 6.3.1 schlieBen wir

0 = JfoK(X) = Jf(X,F(X)) ~JK(X)
_ (o of (_Ex
= <8x (x.F(x)) 8y(X'F(X))> < 700 )
of of
= &(x, F(x)) + a—y(x F(x)) - Je(x).
Diese Gleichung formt man in die behauptete Formel fur Jg(x) um. O

160



11.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

11.2.2 Beispiel. Wir kornmen auf die Lemniskate von Gerono aus Beispiel 4.4.2,
i), zurack. Sie ist als N(f) fur die Funktion

fR? — R
X,y) — X2(1=x3)—y?=—x"+x2—y?

gegeben. Die Berechnung der partiellen Ableitungen fuhrt zu

of

&(X,y) = 2x—4x® = 2x-(1 —2x%)
of

ITixy) = —2y.

oy *Y) y

Es folgt Gradf(0,0) =(0,0). Die Menge N(f) I&sst sich um den Ursprung her-
um nicht als Graph einer differenzierbaren Funktion darstellen. Das kann man
daran sehen, dass N(f) sowohl zur x- als auch zur y-Achse symmetrisch ist.
Far (x,y) € N(f) mit (x,y) # (0,0), (£ 1,0) ist die partielle Ableitung nach y
nicht null, so dass die Gleichung f(x,y) = 0 nach y aufgeldst werden kann.
Die Auflbsung lautet

y=+vVx2—x4==%x]-vV1-x2, xe(-1,0vxe,1).

In den Punkten (£ 1,0) ist die partielle Ableitung nach x ungleich null, und
die Gleichung f(x,y) = 0 kann nach x aufgeldst werden. Auch hier kénnen
wir die Auflésung schnell explizit durchflihren. Die Gleichung f(x,y) = —x* +
x? — y? = 0 kénnen wir als quadratische Gleichung fur x? auffassen. Mit der
Loésungsformel (12), Seite 94, finden wir

2 11\/;74)/2.

Wir schlieBen
1
X=d+— -\/1E£/1-4y2
V2 Y

Dieser Ausdruck ist fur y €( — 1/2,1/2) definiert. Das negative Vorzeichen vor
der ,groBen™ Wurzel ergibt offenbar die Parametrisierung in der Ndhe von
(—1.0) und das positive diejenige in der Néhe von (1,0). Wir mussen allerdings
noch das Vorzeichen unter der Wurzel bestimmen. Dazu beachten wir, dass
das Einsetzen von y = 0zu x = —1 bzw. x = 1 fUhren muss, so dass in beiden
Fallen das positive Vorzeichen zu wdhlen ist.

In einer geeigneten Umgebung von (1,0) gilt (x,y) € N(f) genau dann,

wenn
11 ] / >
y € (—5,5) und x—ﬁ- 1+ 1-4y2,

und in einer geeigneten Umgebung von (—1,0) gilt (x, y) € N(f) genau dann,

wenn
11 1 / >
y6<§,§> und X_iﬁ' 1+ 1—4y2

Die Leserin bzw. der Leser moége .geeignhete™ Umgebungen angeben und
sich an der Skizze auf Seite 54 veranschaulichen, welches Stuck der Lemnis-
kate jeweils parametrisiert wird.
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11.3 Untermannigfaltigkeiten von R"

Der Safz Uber implizite Funktion besagt, dass wir die Lodsungsmenge ei-
nes Systems von stetig differenzierbaren Gleichungen in R™ unter gewissen
Voraussetzungen lokal mit passenden offenen Mengen in R¥ identifizieren
kénnen. Dies legt die Vermutung nahe, dass wir auf diesen Lodsungsmen-
gen wieder Analysis betreiben k&nnen. Diese Vermutung prdzisieren wir
Uber das Konzept der Untermannigfaltigkeit. Dieses Konzept kann ohne
groBe MUhe auf das Konzept der abstrakten Mannigfaltigkeit verallgemei-
nert werden. Der Begriff der Mannigfaltigkeit geht auf Riemann zuriick und
ist ein Meilenstein in der Mathematik. So ist z.B. die allgemeine Relativitats-
theorie in der Sprache der Mannigfaltigkeiten geschrieben. Es ist daher
ratsam, diesen Begriff sorgsam zu begrinden.

11.3.1 Definition. Es sei P ¢ R¥ ein Gebiet. Ein glattes parametrisiertes Fiichen-
stuck Uber P ist eine stetig differenzierbare Abbildung ¢: P — R”, fur die gilt:

1. Die Abbildung ¢ ist injektiv.
2. Farjeden Punkt p € P gilt Rg(J,(p)) = K.

3. Fur jeden Punkt p € P und jede Folge (p))cn in P gilt:?
/Iim p(p)=¢(P) = |imp=p.
— 00 |—o00

Die Zahl k heiBt Dimension des glatten parametrisierten Fldchenstucks.

11.3.2 Beispiele. i) Es seien P ¢ R¥ ein Gebiet und F: P — R/ eine stetig
differenzierbare Abbildung. Sei

p:P — R'=R'xR
p — (pP.F(p)).

Wir behaupten, dass ¢ ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Fiichen-
stlck ist.

1. Die Abbildung ¢ ist offensichtlich injektiv.

2. Die Jacobi-Matrix

Jo(P) = (%) . PEP,

hat Rang k.
3. Fur p € P und eine Folge (ps)sen mMit

Jm (ps.F(ps)) = lim (ps) = ¢(p) = (P. F(P))

gilt wegen Satz 2.1.3 lims_, o, Ps = P.
i) Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung

t s (cos(2t) - cos(f),cos(2f) -sin(t)).

4Die angegebene Bedingung impliziert, dass ¢ injektiv ist. (Warum?) Wir werden aber gleich
sehen, dass es Abbildungen ¢: P — R" gibt, die 1. und 2. erflllen, nicht aber 3.
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Spur(a)

T
N

Bl—

1. Die Abbildung « ist injektiv. (Offenbar kann man cos(21) aus «(t) zurtick-
gewinnen. Die Abbildung t — cos(2t) ist auf den Intervallen ( — x/2,0] und
(0, w/4) injektiv. Man erkennt t €(0, 7 /4) daran, dass sowohl die x- als auch die
y-Koordinate von «(t) positiv sind.)

2. Man berechnet

(= (2 8piEncoun - couzn i ) 4 (8). te
(Es gilt
—sin(f) - (—2-sin(2t) - cos(f) — cos(2f) - sin(1))+
+cos(t) - (—2-sin(2t) - sin(f) + cos(2f) - cos(t)) = cos(2t).
Daraus folgt o/ (1) # 0 fUr f # —x /4, t € I. Zudem findet man o/( — w/4) # 0.)
3. Es sei (fx)ken €ine Folge mit 1, € [, k € N, und limy_,, t = 7/4. Dann gilt
Jm 1) =0.0 = ()
aber -
k|L>rTo]o fic # 4
Somit ist « kein eindimensionales glattes parametrisiertes Fli&ichenstiick.®

11.3.3 Definition. Eine Teilmenge M c R" heiBt k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, wenn es zu jedem Punkt x € M eine offene Umgebung U c R”
von x, ein Gebiet P ¢ R¥, einen Punkt p € P und ein glattes parametrisiertes
Flchenstuck ¢: P — R" Uber P mit den Eigenschaften

e o(p) =X,
e o(P)=MNU
gibt.

11.3.4 Satz. Es seien B C R" eine offene Teilmenge, fi: B— R, i=1,...,1, stetig
differenzierbare Funktionen und

M = {xe B|fi(x) == fi(x) =o}.
Far jeden Punkt x € M seien die Vektoren
Gradfy(x), ..., Gradf(x)

linear unabhdngig.® Dann ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
vonR", k:=n—1.

SWir entschuldigen uns fur diese seltsame Terminologie.
5Daraus folgt I < n.
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Beweis. Wir sefzen
f:B — R"
X — (X)), fa(X)).

Dann haben wir
Gradfi (x)

Jr(x) = ; ., Xé€B.
Gradfi(x)
Die Voraussetzung besagt
Ro(J(x)) =1 xeM.

Sei X € M. Nach Umsortierung der Koordinaten k&énnen wir annehmen, dass
die letzten | Spalten von J¢(xp) linear unabhdngig sind.” Wir schreiben n =
k+1lund R" 5 g =(Xx.v¥) =(X1..... Xk. V1. .... ¥;). Nach dem Satz Uber implizite
Funktionen 11.2.1 gibt es offene Mengen U ¢ R¥ und V c R/ mit x; € V,
yo € W, go =(X0. o). Und eine stetig differenzierbare Abbildung F: U — V, so
dass

e F(X0) = Yo.
e MN(Ux V) ={(x.F(x))|xeU}.

Wir kbnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass U ein Ge-
bietist, z.B. U = B(xg,¢) fUr ein € > 0. Nach Beispiel 11.3.2, ), ist

U — R
X — (X,F(x))

ein k-dimensionales glattes parametrisiertes Flichenstuck Gber U. Dann ist
W = U x V eine offene Umgebung von pg, und wir haben wie gewunscht
o(Xg) =(xa. Yo) = o und MN W ={(x,F(x)) =o(x)|x € U} =p). O

11.3.5 Beispiel. Sei

Die Menge

wird die (n — 1)-dimensionale Einheitssphdre genannt. Man beachte:
V(X1 Xpn) € 8771 Gradf(xy, ... Xn) =(2X1, ....2Xn) #(0,....0).
Damit ist S"~! eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”.

11.3.6 Lemma. Es seien P ¢ R¥ ein Gebiet, ¢: P —s R” ein glattes parametri-
siertes Flchenstuck tber P, S := o(P) ¢ R" und U C P eine offene Teilmenge.
Dann gibt es eine offene Teilmenge V c R", so dass

p(U)=Sn V.

"Formal kédnnen wir f durch foA ersetzen. Dabeiist A: B’ —; B die Einschréinkung einer linearen
Abbildung, die die Koordinaten entsprechend vertauscht. Man vergleiche Beispiel 10.1.12, ii).
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Die Topologien auf R bzw. R" induzieren Topologien auf P bzw. S. Das Lem-
ma besagt, dass ¢: P — S bzgl. dieser Topologien ein Hombdomorphismus ist
(Lemma 10.1.4).

11.3.7 Beispiel. Wir schauen uns nocheinmal Beispiel 11.2.2 an. Sei z.B.

T+ 1 T—1
J.—( y R )C/.

Dannist a(J) nicht offen in S = a(/).

Spur(a)

Beweis von Lemma 11.3.6. Wir beginnen mit der folgenden Aussage:
Behauptung. Seien p € U und x := ¢(p). Dann existiert ein ¢ > 0, so dass
B(x.e)n'S C p(U).
Wenn die Behauptung falsch wdare, dann kédnnte man zu jedem s € N

einen Punkt

Xs € B (x, %) N S finden, so dass xs & p(U).

Die resultierende Folge (x;)sen konvergierte gegen x. Wir f&énden Elemente
ps € P mit
@(ps) = Xs, S e IN.

Offenbar galte ps ¢ U, s € N. Definition 11.3.1, 3., beinhaltete in diesem Fall
lim ps = p.
S—o0

Da U eine offene Umgebung von p ist, gébe es schlieBlich einen Index sg mit
ps € U fur s > sg. Dieser Widerspruch zeigt die Gultigkeit der Behauptung.  +/
Zu jedem Punkt p € U wdhlen wir ein e(p) > 0, so dass B(p(p),e(p)) NS C
»(U). Die Menge
V= B(e(p).c(p))

peu
ist offen. Nach Konstruktion gilt V NS C ¢(U), und jeder Punkt x = o(p), p € U,
istin VN S enthalten, so dassin der Tat VN S = p(U). O

11.3.8 Satz. Es seien P ¢ R¥ ein Gebiet und ¢: P — R" ein glattes para-
metrisiertes FiGichenstlck Uber P. Dann gibt es flr jeden Punkt x € S = ¢(P)
eine offene Umgebung U c R" und eine stetig differenzierbare Abbildung
f: U— R, I:=n—k,so dass

e UnS={xecU|f(x)=0},
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e R(U(x)) =1, xeUNS.
Beweis. Wir schreiben R” = R¥ x R’ und definieren
TR — RK
(v.2) — .
1R — R
(y.z) — z

Es sei x = p(p), p € P. Wir nehmen ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit
an, dass die ersten k Zeilen der Matrix J,(p) linear unabhdngig sind.® Dann
ist Jr,00(P) €ine invertierbare (k x k)-Matrix. Nach dem Umkehrsatz 10.2.1 und
10.2.3 gibt es offene Mengen V, W c R¥,so dass p € V, (m o ¢)(p) € W und

mogp: V—W
ein Diffeomorphismus ist. Wir setzen
Yi=(mop) W —V
und
gWw — R
y = (mogpo)(y).

GemdB Lemma 11.3.6 existiert eine offene Teilmenge B C R" mit BN S = p(V).
Fur einen Punkt b =(y, z) € B beobachten wir:

beS <= beyplV)
<~ 3dgeV:b=¢(q)
< 3JgeV:y=(moy)(q). z=(mop)(q) ar.7)
e« 3geV:iy=¢ ' (q), z=9( ()
— yeWnaz=9g(y).
Seien
U=WxR)nB
und
f:U — R
v.2) — z-9(y)
Es gilt

Ji(y.2) = (=Jo(V)IE), yeU.
Wir mUssen also noch
UnS={xeU|f(x)=0}
nachweisen. Fur ,C* argumentieren wir folgendermaBen:

x=(y.z) eUnS = xeBnS

11.7
W yew, z=gy)

= f(x,y)=0.

Fur .o gehen wir wie folgt vor: Wegen x =(y.z) e Ugilt y € Wund (y,z) € B.
Da f(y,z) =0, haben wir z= g(y) und mit (11.7) (y.z) € S. O

8Formal kann man ¢ durch A o ¢ ersetzen. Dabei ist A: R — R" eine lineare Abbildung, die
die entsprechenden Koordinaten vertauscht. Man vergleiche Beispiel 10.1.12, ii).
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11.3.9 Bemerkung. i) Der obige Satz ist eine Umkehrung von Satz 11.3.4: Jede
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” kann lokal als Lésungsmenge
eines Systems von [ differenzierbaren Gleichungen, | := n — k, geschrieben
werden, das die ,Rangbedingung® erfullf.

i) Aus dem Beweis des Satzes Uber implizite Funktionen ergibt sich weiter
folgende Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten von R™:

Satz. £s sei M C R" eine Teilmenge von R". Dann ist M genau dann eine
Untermannigfaltigkeit der Dimension k, wenn es zu jedem Punkt x € M offene
Teilmengen U, V ¢ R" mit x € U und einen Diffeomorphismus

v U —V
mit
H(UNM) = {(x1,...,x,,) € V| X =+ =xn=0}
gibt.
11.3.10 Beispiel. Es seien S ¢ R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und / C R ein offenes Intervall. Dannist S x | ¢ R™! eine (k + 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. (FUr (x, 1) € S x | gibt es eine offene Umgebung U c R"
von x und eine stetig differenzierbare Abbildung f: U — R/, | := n — k, mit
RO(J(X)) =L xeUNnS, undUNS={xe U|f(x)=0}. Wirbetrachten weiter
g Uxl — R
x, 1) — f(x).
Dann gilt Rg(Jg(x. 1)) = R((Jr(x)|0)) =1, (x. 1) e(UxNN(Sx ), und (Ux)N(Sx]) =

{(x,f) e UxI|g(x,t)=0}. Nach Satz 11.3.4ist S x | eine (k + 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™1.)

11.4 Tangentialvektoren

Wir haben bereits dffers von Tangentialvektoren, Tangentialebenen u.A.
gesprochen. An dieser Stelle wollen wir diese Begriffe prdzisieren und auf
verschiedene Weisen charakterisieren.

11.4.1 Definition. Es seien M C R” eine Untermannigfaltigkeit und x € M ein
Punkt.

a) Ein Tangentialvektor an M in x ist ein Vektor v € R”, zu dem ¢ > 0 und
ein stetig differenzierbarer Weg

v:(—e,e) — R"
existieren, so dass gilt:

e Spur(vy) C M,

e v(0)=x,
e 7 (0)=v.
b) Die Menge

(M) := { veR" | v ist Tangentialvektor an M in X}

ist der Tangentialraum an M in x.
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Das obige Konzept von Tangentialvektor ist bereits im Beweis von Satz 7.5.3
aufgetaucht.

11.4.2 Beispiel. i) Da wir fur beliebiges > 0 fur v den konstanten Weg f — x
nehmen kénnen, folgt 0 € T, (M).
il Die Menge M = R" ist eine Untermannigfaltigkeit von R". FUr jeden Punkt
x € R" gilt
T (R") =R".

11.4.3 Satz. Es seien M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
x € M. Weiter seien | := n—k, U c R" eine offene Umgebung von x, f: U — R!
eine stetig differenzierbare Abbildung, P c R¥ ein Gebiet, p € P und p: P —
R" ein glattes parametrisiertes Fiichenstdck, so dass gilt:

e MNU={xeU|f(x)=0},
e RO(J(x)) =1 xe U,
* p(p) =X,
e o(P)=MnU.
Dann sind fdr jeden Vektor v € R" folgende Aussagen dquivalent:
i) Der Vektor v ist Tangentialvektor an M in x.
i Es gilt v e Ker(Df(x)).
i) Es gilf v € Bild(Dy(x)).

Die Implikation ,ii)=" haben wir in einem Spezialfall im Beweis von Satz
7.5.3 muhsam hergeleitet,

Beweis. .D=i)". Seien e > 0und ~: ( —e.,e) — R ein stetig differenzierbarer
Weg mit v(0) = x, 4/(0) = v und Spur(v) c M. Die letzte Bedingung impliziert

Vte(—e.e): (foy)(f)=0.
Wir folgern
Vte(—e.e): DFf(v(1) (v (1) =(for)'(t)=0.
Fur t = 0 bedeutet das Df (x)(v) =0, i.e. v € Ker(Df(x)).
LD=iiD" . Hier gilt
vgeP: (fop)(q)=0
und somit
¥geP: 0=D(foy)(q)=Drf(p(q)) o Dp(q).
Insbesondere gilt
Df(x) o Dp(p) =0
und damit
Bild(Dy(p)) C Ker(Df(x)). (11.8)

Da ¢ ein k-dimensionales glattes parametrisiertes FidchenstlUck Uber P ist, ha-
ben wir

dim (Bild(Dy(p) ) = k.

Auf der anderen Seite gilt

dim (Ker(Df(x))) = n—Rg(Ji(x)) =n—I=k.
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Deshalb liegt in (11.8) aus Dimensionsgrinden Gleichheit vor.
Li=i)". Seien w € R¥, v = Dp(w) und

a:R — RK
t — p+tf-w.

Da « stetig ist, die Menge P ¢ R¥ offen ist und a(0) = p € P, existiert ein ¢ > 0
mit a(( —e.¢)) C P. Damit ist

vi(—ee) —
t — go(oz(f))

ein stetig differenzierbarer Weg mit Spur(y) C ¢(P) € M, v(0) = ¢(p) = x und
7'(0) = Dyp((0)) (¢'(0)) = Dp(p)(w) = v.
Diese Gleichung zeigt v € Tx(M). O

11.4.4 Bemerkung. Die zweite und dritte Charaktierisierung zeigen jeweils,
dass Tx(M) ein linearer Teilraum von R" ist.

11.4.5 Beispiele. i) Wir betrachten die Einheitssphdre
s ={xe R" | [Ix|| = 1}={xe R™| (x,x) =1 }
Mit der Abbildung
fR" —
X — (X.X)

gilt
Sl = {xe R™| f(x) =O}.

Far x € S"~1 gilt:

Df(x): R" — R
v — (Gradf(x).v).

Wegen Gradf(x) = 2x, x € R", erhalten wir mit Satz 11.4.3

T(S"") = Ker(Df(x))
{veR”|<Grodf(x),v>=0}

{ve[R”](x,v>=O}.

i) Die orthogonale Gruppe ist definiert als
On(R) := {A e Mat(n,R) | A- A" = [E,,}.

Wir wollen zeigen, dass Op(R) eine Untermannigfaltigkeit von R™ ist und ihre
Dimension sowie ihren Tangentialraum in E, bestimmen. Dazu betrachten wir
den reellen Vektorraum

Sym,(R) = {A € Mat(n,R) | A= A" }
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der symmetrischen (n x n)-Matrizen Er hat die Dimension

n-(n+1)

— s
Ferner fUhren wir die stetig differenzierbare Abbildung

f: Mat(n,R) — Sym,(R)

A — A-A_E,

ein. Mit dieser Abbildung erhalten wir die Beschreibung
On(R) = f~1(0)

der orthogonalen Gruppe, die wir benutzen kdnnen, um die gesteckten Ziele
zu erreichen.

Behauptung 1.
VA.Be Mat(n,R): DFf(A)B)=B-A"+A.B.

FUr den Beweis dieser Behauptung beobachten wir zun&chst, dass fur A,
C € Mat(n,R)

fF(C)—f(A)=C-CT—A-AT=(C—-A)- AT+ A(C - A'+(C - A).(C-A)
gilt. Weiter gilt

- (C=AC=Alop _ . IC = Allop - I[(C = A)llop
0< Iim < lim =
T CoA |C — Allop T CoA |C — Allop

Aus den beiden aufgestellten Gleichungen folgt Behauptung 1 (vgl. Definition
6.1.1 und Bemerkung 6.1.2). vV

Behauptung 2. Fur jede Matrix A € On(R) ist Df(A) surjektiv.
Denn fUr eine Matrix S € Sym,(R) kédbnnen wir
1

0.

B = 5 . S . A
setzen und bekommen
Df(A)(B) = %.S.A.Au%.A-A"-s’
AA=E, | T o
= § .S+ § .S
=,
Damit liegt S im Bild von Df(A). v

Aus den beiden Behauptungen folgt nach Satz 11.3.8, dass Ox(R) eine Unter-
mannigfaltigkeit von Mat(n, R) der Dimension

2 n(n+1) n(n-1)

2 2
ist. Nach Satz 11.4.3 gilt fur den Tangentialraum an On(R) in Ep:
Te,(On(R)) = Ker(Df(Ep))

{BeMof(n,R)|B+Bf=o}

{Be Mo’r(n,[R)]B=—B’}.

Es handelt sich um den Vektorraum der schiefsymmetrischen (n x n)-Matrizen.
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11.5 Differenzierbare Abbildungen auf Untermannig-
faltigkeiten

Wir entwickeln nun den urspringlichen Gedanken, Analysis auf Unferman-
nigfaltigkeiten des R" zu betreiben, indem wir erkldren, was differenzierba-
re Abbildungen auf Untermannigfaltigkeiten sind.

Seien also M c R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und x € M
ein Punkt. Wir betrachten eine Funktion f: M — R und wollen erkiéren,
wann diese Funktfion in x differenzierbar ist. Die |dee ist, ein glattes para-
metrisiertes Fl&ichenstlick ¢: P — R"” zu nehmen, so dass ein Punkt p € P
mit x = ¢(p) existiert, und f in x differenzierbar zu nennen, wenn f o ¢ in p
differenzierbar ist. Die Hauptarbeit bestent darin, zu verifizieren, dass dieser
Begriff wohldefiniert ist.

Seien also p: P — Mund ¢': P — M zwei glatte parametrisierte FI&-
chenstlcke, V := p(P), V' :=¢'(P)und x e VN V',

= /)

11.5.1 Satz. In der obigen Situation ist die Abbildung

| _ 1
o) vy e (VNV) — T (VA V)

(¢
ein Diffeomorphismus.

Beweis. Es seien y € VNV und p € P bzw. p' € P', so dass ¢(p) = y bzw.
¢ (P) = y. Wir nehmen ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit an, dass die
ersten k-Zeilen von J/ (p') linear unabhdngig sind, und definieren

F:P xR — R"
(@.1) — (@+(0.1).

0
En—k '

Det(Jr(p'.0)) = Det(erste k-Zeilen von J,, (') - Det(E,_x) # 0.

Es gilt F(p'.0) = ¢'(pP’) = y und

Je(p'.0) = (Jw/(p,)

Es folgt

Nach dem Umkehrsatz 10.2.1 und 10.2.3 gibt es offene Umgebungen U’ c P’
von p/, U* ¢ R" ¥ von 0 und W ¢ R" von y, so dass

F:U x U — W

171



Kapitel 11 Dez Sazy dter cmplezite Funkitionen

ein Diffeomorphismus ist. Indem wir W falls nétig verkleinern, kdnnen wir M N
W c Vn V' erreichen. Da ¢: P — V nach Lemma 11.3.6 ein Homd&omorphis-
mus ist, existiert eine offene Umgebung U c P von p mit

ey =MnWw.

Die Abbildung
Flop: U— U x U

ist stetig differenzierbar, und wegen
e(U)c VNV c¢'(P)=F(P x{0})

ist das Bild von F~' o ¢ in P’ x {0} enthalten. Sei u € U. Dann finden wir v’ € P’
mit ¢’ (U') = p(u) und berechnen

(F o@)(u) =(F o @)(U) =(F~" 0 F)(U.0) =(U.0) = ((¢' "' 0 9)(u).0).

Anhand dieser Formel sieht man ein, dass <p”] o ¢ auf U stetig differenzierbar
ist.

Der bisherige Beweis zeigt, dass es zu jedem Punkt p € o='(V n V') eine
offene Umgebung U gibt, so dass (tpl_] o)y stetig differenzierbar ist. Damit ist
a VAV — o (Vn V)

(@ 0 @) i vavy ©

stetig differenzierbar. Genauso sieht man ein, dass
_ =1 —_
(7 0@ rvary ¢ (VNV) — o (VA V)
stetig differenzierbar ist. O

11.5.2 Bemerkung. Esseil > 1 eine natdrliche Zahl. Ein glattes parametrisiertes
Flichenstlick ¢: P —s R ist vom Typ @', wenn ¢ I-mal stetig differenzierbar ist.
Wenn ¢: P — R" beliebig oft stetig differenzierbar ist, also fur alle I > 1 vom
Typ €' ist, dann sagen wir, dass ¢ vom Typ @°° ist.

Der obige Beweis zeigt, dass (¢’ o), 1 vyt ¢~ (VAVY) — '~ (VAVY)
I-mal stetig differenzierbar ist, wenn ¢ und ¢’ beide vom Typ €' sind, | > 1 (vgl.
Bemerkung 10.2.4).

11.5.3 Definition. Es seien M c R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und f: M — R° eine Abbildung. Wir sagen, dass f differenzierbar bzw. stetig
differenzierbarist, wenn es zu jedem Punkt x € M ein Gebiet P, einen Punkt
p € P und ein glattes parametrisiertes Fldchenstuck ¢: P — V. ¢ M c R"
Uber P gibt, so dass ¢(p) = x und

fop: RK — R
in p differenzierbar bzw. stetig differenzierbar ist.

11.5.4 Bemerkung. Die obige Definition ist sinnvoll, weil sie nicht von der Aus-
wahl des glatten parametrisierten FiGchenstliicks ¢: P — R™ abhdngt. Denn
fUr ein anderes glattes parametrisiertes FiGchenstuck ¢': P — V' ¢ M c R"
und einen anderen Punkt p’ € P’ mit ¢/ (p’) = x gilt

(F o) jp—1vavy =(Fo @)™ 0 @) i1y

Dafopinp =((pl_] o @)(p') (stetig) differenzierbar ist und (¢~ o ¢ o1 (vavr)
nach Satz 11.5.1 stetig differenzierbar ist, ist (fo ') in p’ (stetig) differenzierbar.
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11.6 Extirema unter Nebenbedingungen

11.5.5 Beispiel. Sind M c R" eine Untermannigfaltigkeit und f: R" — R’ eine
(stetig) differenzierbare Abbildung, dann ist

fiv: M — R®

eine (stetig) differenzierbare Abbildung.
FUr die Untermannigfaltigkeit On(R) € Mat(n, R) aus Beispiel 11.4.5, ii), sind
die Abbildungen

m: Op(R) x On(R) — On(R) C Mat(n, R)
(AB) — A-B

und

inv: On(R) — Op(R)
A — A

stetig differenzierbar. Im ersten Fall ist zu beachten, dass On(R) x Op(R) eine
Untermannigfaltigkeit von Mat(n, R) x Mat(n, R) & R27 ist,

11.5.6 Bemerkung. Es seien M C R"” eine Untermannigfaltigkeit und f: M —
RS eine Abbildung. Es macht keinen Sinn zu definieren, dass f zweimal stetig
differenzierbar ist. Das Argument in Bemerkung 11.5.4 versagt dann, weil wir
nicht erwarten kdnnen, dass (p~' o ©")10—1 (vavry Zweimal stetig differenzierbar
ist.

Wollen wir von Differenzierbarkeit héherer Ordnung sprechen, dann mus-
sen wir den Begriff der Untermannigfaltigkeit entsprechend verscharfen. Sei
I > 1. Eine Teilmenge M c R" ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
vom Typ €', wenn es zu jedem Punkt x € M eine offene Umgebung U c R"”
von x, ein Gebiet P ¢ R¥ , einen Punkt p € P und ein glattes parametrisiertes
Flichenstlick ¢: P — R” vom Typ @' Gber P mit den Eigenschaften

e 9(p) =X,
e o(P)=MNU

gibt. Entsprechend definieren wir eine Untermannigfaltigkeit vom Typ €°°.

Auf einer Untermannigfaltigkeit vom Typ &' kénnen wir von I-mal stetig
differenzierbaren Abbildungen sprechen. Dazu verwenden wir Bemerkung
10.2.4.

11.6 Exirema unter Nebenbedingungen

Mit dem bis dato entwickelten Formalismus kdnnen wir den Satz Uber die
Lagrange-Multiplikatoren 7.5.3 ohne groBe Anstrengung auf den Fall meh-
rerer Nebenbedingungen erweitern. Mit dem Begriff der Untermannigfal-
tigkeit ergibt sich auch eine andere Betrachtungsmaoglichkeit der Problem-
stellung.

11.6.1 Definition. Es seien B ¢ R™ eine offene Teilmenge, g =(g;.....gn): B —
R" eine stetig differenzierbare Abbildung und f: B — R eine stetig differen-
zierbare Funktion. Es gelte

vx e B: Rg(Jg(x)) =n.
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Kapitel 11 Dez Sazy dter cmplezite Funkitionen

Wir sefzen
M:={XEB]Q1(X)=~~~=Q,,(X)=O}.

Sei schlieBlich a € M. Die Funktion f nimmt in a ein lokales Minimum bzw.
Maximum unter den Nebenbedingungen g,. .... gn An, wenn es eine offene
Umgebung U ¢ R™ von a gibt, so dass

VxeUnNM: f(x)>f(a) bzw. f(x)<f(a).

11.6.2 Bemerkung. Nach Satz 11.3.4 ist M eine (m — n)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R™, und fjy;: M — R ist nach Beispiel 11.5.5 eine stetig
differenzierbare Funktion auf M. Die Suche nach einem lokalen Minimum bzw.
Maximum unter den Nebenbedingungen g, ..., gn ist damit die Suche nach
einem lokalen Minimum bzw. Maximum der Funktion fy, auf der Unfermannig-
faltigkeit M. Damit lassen sich die Probleme der Extremwertbestimmung diffe-
renzierbarer Funktionen aus Kapitel 7 und der Bestimmung von Extremwerten
unter Nebenbedingungen zu dem Problem der Extremwertbestimmung dif-
ferenzierbarer Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten des R™ zusammenfas-
sen.

11.6.3 Satz (Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren). Die Situation sei
dieselbe wie in Definition 11.6.1. Wenn die Funktion f in dem Punkt a € M ein
lokales Minimum oder Maximum unter den Nebenbedingungen @, ..., 9n hat,
dann existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen Ay, ..., An, SO dass

Gradf(a) = Ay - Gradgy(a) + - - - + A - Gradgn(a).
11.6.4 Definition. Die Zahlen \.....\, heiBt Lagrangesche Multiplikatoren.

Beweis. Wir wahlen ein Gebiet P und ein glafttes parametrisiertes Fldchen-
stuck ¢: P — V. ¢ M C R™, so dass ein Punkt p € P mit ¢(p) = a existiert.
Wenn f ein lokales Minimum bzw. Maximum unter den Nebenbedingungen

1. ... Gn hat, dann nimmt die stetig differenzierbare Funktion fo ¢: P — R
an der Stelle p ein lokales Minimum bzw. Maximum an. Nach Satz 7.1.2 gilt
0 = Grad(f o ¢)(p) = Gradf(¢(p)) - J,(P). 1.9

Auf der anderen Seite hat man
VgeP: (goy)(q) =0,
so dass insbbesondere
0 = Jgoy (P) = Jg(¢(P)) - Jp(P)

gilt. DaRg(Jg(p(p))) = n,sind die Zeilen der Matrix Jy(¢(p)) linear unabhdangig.
Diese Zeilen sind
Gradg; (q), ...,Gradgn(q).

Nach Definition 11.6.1 gilt Rg(J,.(p)) = m — n. Deshalb hat der Vektorraum
N:={VG[R’”\V~J@(p)=O}
die Dimension n. Wir schlieBen, dass

Gradg;(q),...,Gradgn(Q)

eine Basis fur N ist. GemdB (11.9) gilt Gradf(p) € N. Daraus folgt sofort die
Behauptung. O
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11.6 Exirema unter Nebenbedingungen

Wir sehen, dass der Formalismus der Untermannigfaltigkeiten zu einer starken
Vereinfachung des Beweises gefUhrt hat (vgl. Beweis von Satz 7.5.3).

11.6.5 Beispiel. Es seien

fR® — R
(x,y.2) — 3x+2y+2Z,
O R® — R
x.y.2) — x—-y+z-1,
(o) ¥ R® — R
(X,y,.2) — xX2+y?>—1.

qi(x.y.2)=0

Fur (x,y.z) € R gilt

T =11
Jgran(X.v.2) = < 2x 2y O )
und folglich
V(x.y.z) € B:= (R*\ {(0,0)}) x R: Rg(Jig,g,)(X.V.2)) =2.

Damit ist
Mi={(xy.2) eR|qi(x.y,2)=0=g(x.y.2) | C B

eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Da M kompakt ist,” nimmt f nach
Folgerung 3.4.2 auf M ein Minimum und ein Maximum an. Wir haben

Y(x,y.z) e R®: Gradf(x,y,z)=(3,2,1).
Folglich sind reelle Zahlen x, y, z, A; und Ay, mit

(3,2,1) = A1-(1,—1,1) + \p-(2x, 2y, 0)

9M ist abgeschlossen und beschrankt,

175
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gesucht, d.h.
)\] =
2 = 2-x- Ao
3 = 2. Y- Ao.
Offenbar muss A, # 0 gelten sowie
X = l = i Z=—-X+y+1=1+_-——
N Ty 4T Y=ty

Bei der letzten Gleichung haben wir die Nebenbedingung g;(x.y.z) = 0 be-
nutzt. Die Nebenbedingung g, (x. y.z) = 0 fUhrt zu der Gleichung

1 9 13 1
l=—=+-—=—, adlso =+= V13
N 4N 4N T2

Damit finden wir

2 3 ]
"*‘(mm m)
mit 6 6 :
f(a+)_ﬁ Vol ﬁ—1+\/ﬁ
und
S G T At o)
V13' V130 V18
mit

6 6 1
fla_)=— - +1-— =1-V13.
YA BV s A,
Da f(as) > f(a-) und f auf M ein Minimum und ein Maximum annimmt, fol-
gern wir, dass f an der Stelle a_ das globale Minimum unter den Nebenbe-
dingungen g;, g» annimmt und an der Stelle a, das globale Maximum.

Anhang. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

Es seien | > 1 und M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit vom
Typ €' bzw. €. Nach unseren Betrachtungen aus Abschnitt 11.3 finden
wir eine offene Uberdeckung (V));c; von M, offene Teilmengen U; ¢ R¥ und
Homdomorphismen h;: V; —s U;,'% i € 1, so dass die Abbildungen

-1
hj"hi\n,-(u,-mu-)

hy: Ui > h(UinU) ———— S hUinU) c U, ijel, (11.10)

I-mal bzw. beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Damit kénnen wir uns vorstellen, dass wir M erhalten, indem wir die offenen
Teilmengen (U;)ic; von R¥ vermdge der Abbildungen hy, i,j € I, miteinander
verkleben (vgl. die lllustration auf Seite 171). Bei dieser Vorstellung spielt die
Tatsache, dass M eine Teilmenge von R" ist, keine Rolle mehr. Wir kdnnen
somit noch allgemeinere Objekte zulassen, die aus der Verklebung offe-
ner Teilmengen von R¥ Uber differenzierbare Abbildungen entstehen. In
diesem Abschnift wollen wir die heute gebrduchliche Struktur der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit angeben.

10Wir drehen hier die Richtung der Pfeile um, um uns auf die Ubliche Definition einer Mannigfal-
tigkeit vorzubereiten.
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Anhang. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

11.A.1 Definition. Es seien X ein topologischer Raum und (U;)¢; eine Familie
von offenen Teilmengen von X. Die Familie (U;)¢, ist eine Basis der Topologie,
wenn jede offene Teilmenge V' C X als Vereinigung von Mengen dieser Fami-
lie geschrieben werden kann:

V=J U, I(V)y={iellUcV}
iel(V)

Ist die Indexmenge | abzdhlbar, so ist (U;);c; eine abzdhlbare Basis der Topolo-
gie.

11.A.2 Beispiel. Esseil={(a.r)|ae Q", r€ Q, r > 0}. Diesist eine abz&hlbare
Menge (s. (12), Anhang zu Kapitel I). Die Familie (B(Q.r)) e ist die Familie
der offenen Bdlle in R mit rationalem Zentrum und rationalem Radius. Sie ist
eine abzdhlbare Basis der Topologie von R".

11.A.3 Definition. a) Ein topologischer Raum X ist eine (fopologische) Man-
nigfaltigkeit der Dimension n, wenn

e X eine abzdhlbare Basis der Topologie besitzt,
e X hausdorffsch ist und

e zU jedem Punkt x € M eine offene Umgebung V ¢ M von x, eine offene
Teilmenge U c R" und ein Hombomorphismus h: V — U existieren.

b) Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine Karfe
von M ist ein Hom&omorphismus h: V — U von einer offenen Teilmenge V C
M auf eine offene Teilmenge U c R".

¢) Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Ein Atlas
von M ist eine Familie (h;: V; — U})ic; von Karten, so dass (V})e; ein offene
Uberdeckung von M ist:

M=V

iel
11.A.4 Beispiele. i) NatUrlich ist R” eine topologische Mannigfaltigkeit der Di-

mension nN.
i) Wir betrachten die Einheitsspare

S”={xeRm1MxH=1}
mit den offenen Teilmengen

VE = {x=(x1,...,xn+1)\ ix/>0}, i=1,..n+1.

li

Es sei
Di={y=(y1.y) €R"[lIyl <1}
der offene Ball vom Radius 1. Man Uberpruft leicht, dass
hji: V: — D
(X1 Xne1) = (X1, X2, X100 Xn)

ein Homdbomorphismus ist, i=1,...,n+ 1, j = £1. Damit ist " eine topologische
Mannigfaltigkeit, und die Karten (h,.i: \/,.i — D)1, ne1 Dilden einen Atlas von
S".

i) Allgemeiner ist jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M c R" eine
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension k (Definition 11.3.3 und Lemma
11.A.3).
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11.A.5 Bemerkungen. i) Wenn M ein topologischer Raum ist, der die zweite
und dritte Eigenschaft aus Definition 11.A.3, a), erfullt, dann kénnen wir eben-
so von Karten und Atlanten reden. Die Bedingung, eine abzdhlbare Topologie
zu haben, ist dann dquivalent dazu, einen abzdhlbaren Atlas zu haben: Wenn
(hi: Vi — U))ig; ein abzdhlbarer Atlas ist, dann bilden die offenen Teilmengen
der Form

h,” (B). i€l Bc U ein offener Ball mit rationalem Zentrum und Radius,

eine abzdhlbare Basis der Topologie von M.
Wenn umgekehrt (h;: V; — U))ic ein beliebiger Atlas ist und (W));c, eine
abzdhlbare Basis der Topologie, dann ist (W);c mit

J={jed|3iel:W,cV}

immer noch eine abzdhlbare Basis der Topologie von M (Begriundung?). Fur
jeden Index j € J' wahlen wir einen Index i(j) € I mit W; C Vj; und definieren
die Karte kl = hl(j)|W/ VV/ — 7} = h,(j)(VV/) Damit ist (kl VV/ — E)jEJ’ ein
abzdhlbarer Aflas.

i) Es seien M eine topologische Mannigfaltigkeit und (h;: Vi — Uj);c; €in
Atlas von M. Damit kénnen wir die ,Verklebebeschreibung® von M explizit
machen: Wir erklGren die Homéomorphismen hj: hi(U; N U) — hi(U; N U)).
i,jel, wiein (11.10), definieren

M=| |Vi

iel

als diskunkte Vereinigung der Mengen V;, i € I, und fuhren folgende Aquiva-
lenzrelation auf M ein:

Vth/(U/ﬁUj)SXNhU(X)Ghj(UiﬂUj)C Vj, i,jel

(Es ist eine leichte Ubung zu Uberprifen, dass .~ wirklich eine Aquivalenzre-
lation ist.) Es seien M die Menge der Aquivolenzklossen und p: M — M die
Abbildung, die einem Element seine Aquivalenzklasse zuweist. Wir definieren
auf M folgendermaBen eine Topologie: Eine Teilmenge

W=mebm:meJeL

iel

ist offen, wenn W, c V; fUr alle i € | offen ist. Die Menge M erhalt die Quoti-
ententopologie: Eine Teilmenge U ¢ M ist offen, wenn p~'(U) c M offen ist.
Durch die Karten h;: V; —s U; wird ein Hom&omorphismus M —s M induziert.

Damit haben wir gezeigt, dass eine topologische Mannigfaltigkeit der Di-
mension n durch Verklebung offener Teilmengen von R" mittels Hombomor-
phismen entsteht. Wie Teil i) zeigt, verkleben wir nur abzdhlobar viele Stucke.
Diese technische Bedingung wollen wir nicht weiter erléutern. Die Forderung
nach der Hausdorff-Eigenschaft verbietet gewisse ungeschickte Verklebun-
gen (s. (5), Seite 2).

11.A.6 Beispiel. Dieses Beispiel macht den Vorzug der Definition einer abstrak-
ten Mannigfaltigkeit gegenUber der einer Untermannigfaltigkeit deutlich. Auf
der Einheitssphdre S" betrachten wir die sogenannte Antipodenabbildung

a:s" — g
X — =X
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Durch
x~akx), xe§,

ist eine Aquivalenzrelation auf S” gegeben. Die Menge der Aquivalenzklassen
wird mit RP" bezeichnet. Wie in der vorigen Bemerkung statten wir RP"” mit der
Quotiententopologie aus. Man verifiziert leicht, dass RP" eine abz&hlbare Ba-
sis der Toplogie hat und hausdorffsch ist. Es sei [x] € RP" die Aquivalenzklasse
des Punkts x € S". Wir definieren

\/;:={[X]=[x1,...,xn+1]e [RP”|X;;£O}, i=1,..n+1.

Das Urbild von V; unter der nattrlichen Abbildung S" — RP™ist V™ U V;* und
daher offen, i = 1,...,n+ 1. Nach Definition ist V; offen in RP", i =1,....n+ 1.
Die induzierten Abbildungen V; 11 — V; sind Hom&omorphismen, so dass wir
aus dem in Beispiel 11.A.4, i), konstruierten Atlas far S” einen Atlas fur RP"
erhalten. Die induzierten Karten sind

ki:V; — D
X1, o Xp ] — SIgN(XG)- (X1, Xz, X1, X)), 1= 1,0+ 1.

Damit ist gezeigt, dass RP" eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension
n ist. Sie heiBt n-dimensionaler reell projektiver Raum. |hre Konstruktion liefert
keine Einbettung in einen R®. Solche Einbettungen existieren jedoch, z.B. ist

RPZ — R*

[x.v.2] — (yz.xz,xy,x* +2y? + 37)

Xiyii R
eine. Es ist nicht mdglich, RP? als Untermannigfaltigkeit von R3 zu realisieren.
Allerdings kann man versuchen, Modelle im R* ,moglichst gut™ in den R3 zu
projizieren, und erhdlt auf diese Weise schdne Veranschaulichungen der reell
projektiven Ebene (1).

Der allgemeine Begriff der Mannigfaltigkeit ermdglicht es z.B., Konstruktio-
nen wie die des projektiven Raums schnell durchzufUhren, ohne sich um eine
Einbettung in einen R® kimmern zu mussen, die offmals gar nicht interessiert.

11.A.7 Definition. Es seien k > 1 und M eine topologische Mannigfalfigkeit.

a) Ein Atlas (h;: V; — U))ie/ ist vom Typ ¥ bzw. €=, wenn die ,Karten-
wechsel”

h,‘j! hi(Uin Uj) — hj(U,‘ N Uj)
aus (11.10) far alle i,j € I k-mal bzw. beliebig oft stetig differenzierbar sind.

b) Zwei Atlanten (h;: V; — U))ie; und (ki@ W, — Tj)jey vom Typ EF bzw.
€ sind dquivalent, wenn der Atlas, der aus allen Karten (h;: V; — U;);¢; und
(ki: W; — T)),c; besteht, ebenfalls vom Typ €X bzw. € ist.

c) Eine differenzierbare Struktur vom Typ € bzw. @ auf M ist die Aquiva-
lenzklasse eines Atlasses vom Typ @X bzw. €°°.

d) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit vom Typ €* bzw. € (oder kurz
G- bzw. €>-Mannigfaltigkeit) ist eine topologische Mannigfaltigkeit zusam-
men mit einer differenzierbaren Struktur vom Typ €X bzw. €°°.

11.A.8 Beispiel. Der in Beispiel 11.A.4, i), bzw. Beispiel 11.A.6 eingeflUhrte Atlas
fur S" bzw. RP" ist vom Typ €°°.

Definition 11.5.3 kbnnen wir sofort verallgemeinern, um differenzierbare Funk-
tionen auf einer @'-Mannigfaltigkeit zu erkl&ren. Damit kdnnen wir auf diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten Analysis betreiben. Dem Studium differenzier-
barer Mannigfaltigkeiten widmen sich u.A. die Differentialtopologie (s. z.B. (5))
und -geometrie (s. z.B. (10)).
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Dce H ufgabentbliitten

Blatt 1

Aufgabe A.1.1 (Metrische Rume).

a) Es sei f: Ryg — Rxg eine Funkfion, die streng monoton wachsend und
konkav ist und f(0) = O erfullt (Beispiel?). Weiter sei (X, d) ein metrischer Raum.
Zeigen Sie, dass

di: XxX — R
(x.y) — f(d(x.y))

eine Metrik auf X ist.
b) Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische R&dume. Wir setzen

d:(XxY)x(XxY) — R

( X1, y1). (X2, y2)) > max{ dx(xi,X).dy(y1.y2) }.
d: (Xx V)x(XxY) — R

( X1, 1) (X.¥2)) > dx(X1, %)+ dy(y1.¥2),
d3: (X xY)x(XxY) — R

( X1, ). (X.y2)) — \/O'x(X1 X2)? + Ay (V1. ¥2)?

Uberpriifen Sie, dass d;, d» und ds Metriken auf X x Y sind.
¢) Es sei R mit der Metrik (x, y) — |x — y| versehen. Beschreiben Sie die Metrik
d, aus Teil b) auf R? = R x R und skizzieren Sie B(0, 1) fur diese Metrik.

Aufgabe A.1.2 (Die SNCF-Metrik).
Wir beginnen mit (R?,|| - ||), der Ebene R? zusammen mit der euklidischen
Norm. Wir definieren

d: [R2 X [R2 — R
X,y) +— { x —yl|l, fallsx, y und 0 auf einer Gerade liegen
x| +ly|l. sonst .

Uberpriifen Sie, dass d eine Metrik ist. Skizzieren Sie die offenen Bdlle um einen
Punkt x € R2.

Aufgabe A.1.3 (Uber Vierecke).
a) Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass die Vierecksungleichung

|[d(u,v) —d(x.y)| <d(u.x)+d(v.y). uv.x,yeX,

gilt. Was bedeutet diese Ungleichung fUr ein Viereck in R%2?
b) Es sei || - || die euklidische Norm auf R". Verifizieren Sie, dass die Parallelo-
grammgleichung

Ix+yl2+ lIx = yI? =2 (IxI1” +llyllI?).  x.y € R".
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Aufgaben

gilt. Erléutern Sie die Bedeutung dieser Gleichung.
C) Zeigen Sie, dass die Parallelogrammgleichung fur die Maximum-Norm || - ||y
auf R? nicht gilt.

Aufgabe A.1.4 (Aquivalente Normen und offene Mengen).
Es sei V ein R-Vektorraum. Zwei Normen ||-||; und |- || auf V heiBen aquivalent,
wenn es reelle Zahlen r > 0 und R > 0 gibt, so dass

eV r-vii <|vil2 < R-[[vl.

Die Norm || - ||; definiert eine Metrik d; und damit eine Topologie 7; auf V,
i=1,2.Die Normen || - ||; und || - ||» seien aquivalent. Beweisen Sie 7, = 7».
Blait 2

Aufgabe A.2.1 (Topologische RGume).

Q) Zeigen Sie, dass in einem topologischen Raum Vereinigungen zweier abge-
schlossener Mengen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Teilmen-
gen ebenfalls abgeschlossen sind.

b)Essei X :={1,2,3}. Geben Sie die Potenzmenge 2(X) an, und listen Sie alle
Topologien auf X auf.

¢) Verifizieren Sie, dass

7:={UCR|U=2V#R\U) <} C P(R)

eine Topologie auf R ist. Ist R mit dieser Topologie hausdorffsch?

Aufgabe A.2.2 (Rander). .
a) Bestimmen Sie den Rand dA, den Abschluss A = AU A sowie den offenen

Kern/2\=A\8A far folgende Teilmengen von R bzw. R%:
1.A=Qn{xeR|0<x®<2}CR.
2. A:=(2,5] x[3,7) c R%
3. A={xeR|x(x+2)>0} CR.
4, A={(x,y) €R?|3ne N\ {O}:y=1/nA|x| <1/n} C R%
5 A= ((O,])x(O,]))\ngz{(1/n,y)|y< 1/2} c R2,

6. A=R?\{(x,y) eR?’|xcQVycQ}cCR?%

(Es wird die Standardtopologie, die durch die euklidische Metrik induziert wird,
zugrundegelegt.)

b) Es seien A ¢ R™ und B c R" Teilmengen. Die R&dume R™, R” und R™" seien
mit der euklidischen Norm versehen. Beweisen Sie

d(A x B) =(0A x B)U(A x 8B).

Aufgabe A.2.3 (Abschlusse und offene Kerne).

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

Q) Zeigen Sie, dass A die kleinste abgeschlossene Teilimenge von X ist, die A
enthdlt, d.h., dass fur jede abgeschlossene Teilmenge B von X

AcB = AcCB
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Aufgatben

gilt.
Beweisen Sie auch

A= N B.

BCX
B abgeschlossen und ACB

) SchlieBen Sie, dass A die groBte offene Teilmenge von X ist, die in A enthal-
ten ist, d.h., dass fUr jede offene Teilmenge B von X

BCcA = BCA

qilt.
Zeigen Sie auch

o
A= |J B
BCX
B offen und BCA

Aufgabe A.2.4 (Ein unvollst&ndiger metrischer Raum).

Es seien | := [0,1] ¢ R und €&(/) der Vektorraum aller stetigen Funktionen
fi | — R (s. Skript zur Analysis |, Abschnitt 3.7). Man definiere
I-1:é( — R

f — 1//1 f(x)2dx.
0

Q) Zeigen Sie, dass || - || eine Norm auf €(J) ist.
P) Es sei (f)n>2 die Folge in €(/) mit

Skizzieren Sie f, und f;. Weisen Sie nach, dass es sich bei (fy),>2 um eine
Cauchy-Folge handelt, die nicht konvergiert.

Blatt 3

Aufgabe A.3.1 (Abstande).
Es seien (X, d) ein metrischer Raum, x € X und A C X eine Teilmenge. Der
Abstand von x zu A ist

dist(x,A) :==inf{ d(x.y)|y € A}.
Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn A abgeschlossen ist, dann gilt: dist(x, A) =0 < x € A.

Aufgabe A.3.2 (Das Lemma von Riesz'").
Es seien (V.| - ||) ein normierter Vektorraum und W C V ein echter, abge-
schlossener Unterraum. Weisen Sie nach, dass es zu jedem § > 0 einen Vektor
v e V mit

lv=1 und dist(v,W)>1-§
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gibft.
Hinweis. Es genugt, das Lemma fur 0 < § < 1 zu zeigen. Finden Sie zun&chst
Vektoren v € V\ Wund w € W mit |V — w/| < dist(v/, W)/(1 - 4).

Aufgabe A.3.3 (Quader sind folgenkompakt).
Es seien (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heilt folgenkom-
pakt, wenn jede Folge (Xi)ken Mit X € A, k € N, eine Teilfolge (X, )en esitzt,
die gegen ein Element in A konvergiert.

Wir betrachten R mit der euklidischen Metrik. Gegeben seien reelle Zah-
len a; < by, i=1,..,n. Zeigen Sie, dass der abgeschlossene Quader

@:= [O],b]] X - X [On,bn] C [Rn

folgenkompakt ist.

Bemerkung. In der Vorlesung wird gezeigt, dass die Begriffe ,kompakt™ und
Jfolgenkompakt™ fur Teilmengen metrischer Rdume Gquivalent sind. Somit er-
halten Sie einen alternativen Beweis daflr, dass & kompakt ist.

Aufgabe A.3.4 (Kompaktheit der Einheitskugel).
Es seien (V.| - ||) ein normierter Vektorraum und

B:={ve V|||v||§1}

die Einheitskugel in V.

a) Zeigen Sie, dass B abgeschlossen ist.

b) Benutzen Sie das Lemma von Riesz, um zu beweisen, dass B genau dann
(folgen)kompakt ist, wenn V endlichdimensional ist.

Bemerkung. In jedem normierten unendlichdimensionalen Vektorraum gibt es
also abgeschlossene und beschrénkte Teilmengen, die nicht kompakt sind.

Blatt 4

Aufgabe A.4.1 (Topologische Formulierung der Stetigkeit).

Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische RGume und f: X — Y eine Abbildung.
a) Nehmen Sie an, dass f stetig ist. Zeigen Sie, dass dann fur jede Teilmenge
V CYgilt:

(V) abgeschlossen
(V) offen '

V abgeschlossen = f
Voffen = f

b) Nun erfldlle f folgende Eigenschaft:
YWcVY: Voffen = (V) offen.

Beweisen Sie, dass f stetig ist.

Aufgabe A.4.2 (Stetige Abbildungen zwischen topologischen RGumen).
Es seien (X,7x) und (Y,7y) topologische R&ume. Wir sagen, dass eine Abbil-
dung f: X — Y stetigist, wenn gilt:

vUe?y: 1(U)eZx.

d.h., wenn Urbilder offener Mengen wieder offen sind (vgl. Aufgabe 1).
a) Es sei X eine Menge. Beweisen Sie, dass es genau eine Topologie 7y auf X

Frigyes Riesz (Vorname auch dt. Friedrich oder frz. Frédéric, 1880 - 1956), ungarischer Mathe-
matiker.
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gibt, so dass fur jeden topologischen Raum (Y, 7y ) jede Abbildung f: X — Y
stetig ist.

b) Es sei Y eine Menge. Weisen Sie nach, dass es auf Y genau eine Topolo-
gie 7y gibt, so dass fur jeden topologischen Raum (X,7x) jede Abbildung
f: X — Y steftig ist.

Aufgabe A.4.3 (Additive und lineare Abbildungen).
Es seien (V.| - |lv) und (W.] - ||w) zwei normierte R-Vektorrdume. Eine Abbil-
dung f: V — W heit addifiv, wenn

VWi, Vo € Vi F(vi + o) = F(vy) + f(vp)

gilt.
Q) Zeigen Sie, dass fur jede additive Abbildung f: V — W, jedes A € Q und
jedesv eV

fA-v)=X-f(v)

qilt.

b) Beweisen Sie, dass eine stetige additive Abbildung linear ist.

C) Zeigen Sie, dass eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
R-Vektorrumen gleichmdBig stetig ist.

Aufgabe A.4.4 (Grenzwerte von Funktionen).
a) Zeigen Sie, dass die Funktion

fTR? — R

iN(x2 + 2
Xy) —> % falls (x, y) #(0,0)
1, falls (x,y) =(0.0)

stetig ist.

b) Weisen Sie nach, dass

2 2

im XY
(x.y)—(00) X2 + Y2

nicht existiert. (Hinweis: Polarkoordinaten sind hier GberflUssig.)
c) Auf R?\ {(0,0)} sei f durch

xy®

(X:y)Hm

gegeben. Verifizieren Sie, dass fur alle me R

lim f(x,mx) =0
x—0
gilt, aber

lim  f(x,
(x.y)—(00) x.y)

nicht existiert.

Zusatzmaterialien.

Die folgenden Bilder wurden mit dem Program Surfer
htt p: // www. i magi nar y2008. de/ surfer. php

bzw. dem Online-Plofter

http://ww. benj of fe. com code/t ool s/ functi ons3d/
erstellt. Mit diesen Programmen kénnen Sie selbststéindig die Graphen solcher
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Funktfionen erzeugen und untersuchen.

Q)
f:R?\ {(0,0)} — R
(2 412
) o SOEES)
b)
f:R?\ {(0.0)} — R
2 2
(x.y) %
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c)

f:R2\ {(0,0)} — R

X
X2 +4y6

(x,y)

Blatt 5

Aufgabe A.5.1 (Der Differentialoperator).
Es sei @' (/) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall I := [a, b]. a < b € R. Wir definieren

I-lg:€'() — R
fo— sup{ F(X)] +|F ()] x € /}.
a) Beweisen Sie, dass (€' (/). || - ||z (1)) €in vollstandiger normierter Vektorraum
ist.

b) Es sei (€°(]). || - leery) der Raum der stetigen Funktionen auf | mit der Supre-
mumMmsnorm

| llg: €() — R
fo— sup{|f(x)||xe/}.
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Zeigen Sie, dass unter diesen Umsténden der Differentialoperator

D:é'() — E°)

f — f

stetig ist.

(Das Beispiel zeigt, dass der Begriff der Stetigkeit bei unendlichdimensionalen
Vektorrdumen von der Wahl der Norm abhdngt. Insbesondere sind die Nor-
men || - [lgoy und || - [lg 1) auf @' (1) nicht dquivalent.)

Aufgabe A.5.2 (Die Operatornorm).

Es seien (V.| - |v) und (W, | - |lw) zwei normierte Vektorrdume und L (V, W)
der Vektorraum der stetigen linearen Abbildungen A: V — W.

a) Zeigen Sie, dass durch

I llop: Lo (V.W) — R
A sup{|AW)Iw|veVi|vlv=1}
eine Norm auf £, (V, W) gegeben ist.

b) Berechnen Sie die Maximum-Norm, die euklidische Norm und die Opera-
tornorm (bzgl. der euklidischen Norm) der Matrix

< } _} )el\/lofg([R)E[R"'.

c) Weisen Sie nach, dass fur A € £, (V, W) die Operatornorm [|A||op die kleins-
te reelle Zahl C ist, so dass

weV: [JAVlw < C-[Iviv.

d) Esgelte V.= Wund || - |v = || - |lw. Uberprifen Sie, dass fur zwei stetige
lineare Abbildungen A, B: V — V die Abschdatzung

[A©Bllop < [[Allop - [IBllop

gilt.

e) Wir nehmen jetzt V. = W = R" an. Unter Verwendung der Standardbasen
identifizieren wir £, (V, W) mit dem Vektorraum Mat,(R) der reellen (n x n)-
Matrizen. FOr eine Matrix A =(Q);j=1....n S€i

A= n-max{ [yl [ 1.j=1,...n}.

Verifizieren Sie, dass fUr ||| - ||| die Eigenschaften aus a) und d) ebenfalls erfullt
sind.

Aufgabe A.5.3 (Das Exponential einer Matrix).

Es sei V := Mat,(R) die Algebra der (n x n)-Matrizen, d.h. neben der R-
Vektorraum-Struktur von V betrachten wir auch die multiplikative Struktur, die
durch die Matrix-Multiplikation gegeben ist. Fur eine Matrix A € V sei

A=A ... A i>1, AV:=E,
i Faktoren

Wir fuhren die Folge (Vi )ken Uber

Vei=y = AL keN,
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ein.

a) Zeigen Sie, dass die Folge (W )ken in der Operatornorm konvergiert. Der
Grenzwert exp(A) dieser Folge heiBt das Exponential der Matrix A.

b) Berechnen Sie die Exponentiale folgender (2 x 2)-Matrizen:

0 1 T 1 1 a o t
(0 o)' (0 o)' (01)'C’ER' (fo)'fER'
c) Geben Sie (2 x 2)-Matrizen Aund B an, fur die

exp(A+ B) # exp(A) - exp(B)
qilt.

Blatt 6

Aufgabe A.6.1 (Die Koordinatenachsen).
Geben Sie einen differenzierbaren Weg v: R — R? an, so dass

Spur(y) ={(x.y) e R*|x-y=01}.
Aufgabe A.6.2 (Bogenldngen).
a) Es seien

f: (0,0) —>

1

to— ~T2—§~Iog(7‘)

N

und
v:[l.e] — R?
to—  (tf(D).

Ermitteln Sie die Ladnge L(v) des Wegs .
b) Es seien a < b € Rund

v:[a,b] — R?
to— (1219,

Berechnen Sie die Bogenldnge dieses Wegs.

Aufgabe A.6.3 (Eigenschaften der Bogenldnge).

a) Esseien | :=[a.b]. a < ¢ < b, und v: | — R" ein stetiger, rektifizierbarer
Weg. Wir erhalten die Wege v,: [a,c] — R", t — ~(f), und v: [c,b] — R",
t — ~(t). Beweisen Sie, dass diese beiden Wege ebenfalls rektifizierbar sind
und

L(y) = L(m) + L(72)

qilt.

b) Zeigen Sie, dass ein stetiger Weg v: [0, b] — R genau dann rektifizierbar
und von der Lange List, wenn es zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 ein § > 0 gibt,
so dass

ILr(v) — L <«
fur jede Teilung T =(f. ..., ty) von [a, b] mit

|1}‘— 1}',]| <o, j=1,...N,
gilt.
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Aufgabe A.6.4 (Die Lemniskate von Bernoulli).

Wir definieren C ¢ R? als die Menge der Punkte p =(x,y) € R? mit der Eigen-
schaft, dass das Produkt des Abstands von p zu ( — 1,0) mit dem Abstand von
p zu (1,0) gleich eins ist. Geben Sie eine Gleichung fur diese Kurve an sowie
einen Weg ~: | — R? mit Spur(v) = C. Hat dieser Weg singulére Punkte?

Aufgabe A.6.5 (Die Kettenlinie).
Wir betrachten den Weg

v R — R?
t — (f,cosh(t)).

Parametrisieren Sie |[0,q1 fur jedes a > 0 nach der Bogenldnge.

Blatt 7

Aufgabe A.7.1 (Partielle Ableitungen).
a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der folgenden Funktionen und be-
rechnen Sie dort die ersten partiellen Ableitungen:

) f(x,y) =log <W>

X2
i f(x,y) = v2xy — y2,
i) f(x,y) :=log(cos(4x® —2y2 +1)).
b) Es sei

XV ails (x,y) £(0,0)
xX.y) — X2+ y4’ 24 !
0, falls (x,y) =(0,0)

Zeigen Sie, dass fur jeden Vektor v € R? \ {0} die Richtungsableitung D, (0, 0)
existiert. Ist fin (0,0) stetig?
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c) Beweisen Sie, dass fur die Funktion
f:R° — R
Y tals (x,y) £(0,0)
(x.y) — xX2+y2’ ' '
0, falls (x,y) =(0,0)
in (0,0) alle Richtungsableitungen existieren, im Allgemeinen aber

D,f(0,0) # (Gradf(0,0),v)

gilt. Was folgt fur die Funktion £? Ist f in (0, 0) stetig?

d) Berechnen Sie auf ganz B die ersten und zweiten partiellen Ableitungen
der Funktion

f:B:={(x.,y)eR*|x#0} — R
y
(x,y) — arctan (;)
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Aufgabe A.7.2 (Niveaulinien und Gradienten).
Bestimmen Sie zu a, b, ¢ € R die Niveaulinien der Funktion

f(x,y) = ax® + 2bxy + cy?

auf R?. Berechnen Sie den Gradienten in jedem Punkt. Versuchen Sie, lhre
Ergebnisse graphisch zu veranschaulichen.

Aufgabe A.7.3 (Hohere partielle Ableitungen).
a) Definition. Es seien B c R" eine offene Menge, f: B — R eine Funktion und
k > 1. Man sagt, f ist k-mal stetig (parfiell) differenzierbar, wenn gilt:

o fist (k — 1)-mal stetig (partiell) differenzierbar,

e die (k — 1)-ten partiellen Ableitungen

ak71

=—fB — R
0Xj,..0X_,

fe . x
Xip Xy

sind fGr alle Tupel (i,...,ik—1) mit j € {1,...n},j = 1,...k = 1, stetig partiell
differenzierbar. Man setzt

8k o ak—]
fyx, x =———fi=— | —-—f
T 0X,...0X, 0x;, \ 0X;,...0X;,

far ein Tupel (i, ... i) mitjje {1,...n}.j=1,... k.
Zeigen Sie, dass fur eine k-mall stetig differenzierbare Funktion f: B— R, B C
R" offen, ein Tupel (i1, ..., i) mit i€ {1,...n},j=1,...k, und eine Permutation

o {1k} —{1,...k} gilt:

o~ o
f=
Xy 0X - OX, ) ..0X;

o (k)

b) Bestimmen Sie fiyx = fuy = fyx fUr die Funktion
X2
f(X, y) = .|+—y2

auf R? unter Benutzung der verschiedenen Differentiationsreihenfolgen.

192



A afgaben

Aufgabe A.7.4 (Differentialgleichungen).
Sei a € R. Uberprufen Sie, dass fur die Funktion

fTR2 — R
(x.y) — exp(—x2-a%-y)-sin(r-Xx)

die Differentialgleichung
02 . fXX — fy = O
erfullt ist.

Abbildung A.2: Der Funktionsgraph fur a =1
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Aufgabe A.8.1 (Die totale Ableitung).

Es seien B ¢ R™ eine offene Teilmenge, f,g: R™ — R" zwei Abbildungen,
A € Reinereelle Zahlund a € B.

a) Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1. Ist f in a differenzierbar, so ist auch X - f in a differenzierbar mit

D(\-f)(a) = A- (Df(a)).

2. Wenn f und g in a differenzierbar sind, dann ist auch die Summe f + g in
a differenzierbar mit fotaler Ableitung

D(f + g)(a) = Df(a) + Dg(a).

b) Es gelte n = 1, und f und g seien in a differenzierbar. Formulieren und
beweisen Sie die Produkiregel fur Grad(f - 9).

Aufgabe A.8.2 (Homogene Funktionen).
Essei f: R" — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gebe eine natdrliche
Zahl p, so dass

VieR, xeR": f(t-x)=1°.f(x).

Beweisen Sie:

Aufgabe A.8.3 (Stetige, partiell differenzierbare Funktionen).

a) Es seien B ¢ R" eine offene Menge und f: B — R eine partiell differenzier-
bare Funktion. Alle partiellen Ableitungen seien auf B beschrdinkt. Beweisen
Sie, dass f stetig ist.

b) Wir definieren

R — R

Xy
x.y) — { \/Ti)ﬂ falls (x,y) #(0,0)
0, falls (x,y) =(0,0)
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1. Zeigen Sie, dass f partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitun-
gen auf R? beschrénkt sind. (Damit ist f nach Teil a) eine stetige Funkfi-
on.)

2. In welchen Punkten ist f differenzierbar?

Aufgabe A.8.4 (Tangentialebenen).
Q) Es sei

ffR> — R
(X,y) — 5—2x2—y2

Geben Sie die Gleichung fur die Tangentialebene von I im Punkt (1,1,2) an.
b) Wir setzen

fR° — R
x.y) +— sin(%«xy).

Bestimmen Sie die Tangentialebene von I im Punkt (3,5, —1).

Blatt 9 (=Analysis lll, Blatt 1)

Aufgabe A.9.1 (Zu den Beispielen aus der Vorlesung).
In der Vorlesung (s. Seite 121ff) wurden die folgenden Differentialgleichungen
betrachtet:

o X'(1) =x(1),
o X'(1) = x2(t),
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o X' (1) = k-(1 = X2(1)).

Bestimmen Sie jeweils explizit (mdglichst groBe) Intervalle /', J, fur die
oI c v(J)

gilt. Fihren Sie ggfs. die notwendigen Fallunterscheidungen aus.
Aufgabe A.9.2 (Differentialgleichungen mit getrennten Variablen).
Lésen Sie die folgenden Differentialgleichungen durch Trennung der Varia-
blen:
a) x'(t) = exp(t — x(t)) zu der Anfangsbedingung x(0) = 1.
) x'(t) =(x(t) + 1) - sin(t) zu der Anfangsbedingung x(r/2) = 4.
Aufgabe A.9.3 (Lésung durch Substitution).
Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

X ()

m, t>0,

X (H=1+

an.

Aufgabe A.9.4 (Lineare Differentialgleichungen).

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden linearen Differentialgleichungen
zu den gegebenen Anfangswerten:

a) X' (1) +5-x(t) =cos(t) -exp(—5- 1), x(w/2) =0.
PYm-v/(t)y+k-v(t)=m-g.m,k,g e Ryg, v(0) =0.?

Aufgabe A.9.5 (Eulersche Differentialgeichungen).

Ermitteln Sie die allgemeine L&sung der Eulerschen Differentialgleichung

111 2 1/ 5 ! 5
xX"(t) — = - x (7‘)+§-x(7‘)—§

: -x(f)=0, t>0.

Blatt 10 (=Analysis Ill, Blatt 2)

Aufgabe A.10.1 (Semidefinite Matrizen).

Formulieren und beweisen Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafur, dass eine reelle symmetrische (2 x 2)-Matrix A positiv bzw. negativ se-
midefinit ist. Was fallt auf?

Aufgabe A.10.2 (Taylorentwicklung).

Berechnen Sie die Taylorentwicklung bis einschl. Ordnung 2 der folgenden
Funktionen im angegebenen Entwicklungspunkt a:

A RegxRog— R, (X.¥) —(x—Yy)/(X+y). a=(1,1).

12Sinkgeschwindigkeit eines Kérpers in einer z&hen Fllssigkeit
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b) f: Rx(R\ {1}) — R, (x,y) — exp(x)/(1 — y), a =(0,0).

AN

S o)}
o o

N
o
[ N T R TN R N T T N N NN S A A B

o

Aufgabe A.10.3 (Das Dilemma des Bergsteigers).
Wir betrachten die Funktion

R — R
x.y) — (2 —y)(y—x2).

a) Zeigen Sie, dass (0, 0) ein kritischer Punkt fUr f ist, und berechnen Sie H¢(0, 0).
b) Uberprifen Sie, dass die Einschrénkung von f auf jede Gerade durch (0,0)
ein lokales Maximum in (0,0) hat.

¢) Weisen Sie nach, dass £ in (0,0) kein lokales Extremum besitzt.

veé

Abbildung A.3: Zwei Ansichten des Funktfionsgraphen

Aufgabe A.10.4 (Lokale Extrema und Sattelpunkte).
a) Untersuchen Sie folgende Funktionen auf lokale Extremwerte:

e f:Ry X Reg— R, (X,¥) —xy+1/x+1/y,
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b) Untersuchen Sie die folgende Funktionen auf lokale Extrema und Sattel-
punkte:

o 1 R2Z— R, (X,y) —s 3xy — x5 — 3,

o f: R} — R, (X,y,2) — COS(X) + COS(y) + COS(2).
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Abbildung A.4: Der Graph der Funktion f: R? — R?, (x,y) — COS(x) + cos(y)

Blatt 11 (=Analysis lll, Blatt 3)

Aufgabe A.11.T (Zum Mittelwertsatz).
Es sei
v R — R?
t — (sin2m-1),cos(2m - 1)).

Beweisen Sie, dass es kein ¢ € [0, 1] mit

gibt.

Hintergrund. Man vergleiche die Mittelwertsatze 7.5.5 und 8.3.2: Wir betrach-
ten eine offene Teilmenge B ¢ R™, eine differenzierbare Abbildung f: B —
R" und Punkte x, y € B, so dass

L= {x+)\-(y—x)\)\e [0,1]} C B.
Falls n>1, gibt es also im Allgemeinen keine Zahl ¢ € [0, 1], so dass

f(y) — f(x) = Df (x +&-(y — X)) (y — X).

Aufgabe A.11.2 (Die Jacobi-Matrix).
Es sei

f:R? — R?

(X,y) — (xX*—y2.2xy).
a) Bestimmen Sie f~'(p) fur jeden Punkt p aus R?. Wieviele Elemente enthdalt
(p)?

b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J(p) flr alle Punkte p € R?. In welchen
Punkten ist sie invertierbar?

Aufgabe A.11.3 (Lokale Umkehrbarkeit).
Es sei
f:R?> — R?
(x,y) — (exp(x)-cos(y),exp(x)-sin(y)).
Q) Zeigen Sie, dass f Uberall lokal umkehrbar ist. Ist f surjektiv/injektiv?

b) Geben Sie ein Gebiet G C R? an, so dass fig: G — f(G) ein Diffeomor-
phismus ist.
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Aufgabe A.11.4 (Die Jacobi-Matrix der Umkehrfunktion).
Es sei

fiRogxRyg — R?

(xx) = OF +X5.x7 — %),

Zeigen Sie, dass es zu jedem Punkt (X7, x) € Ry x Ryg eine offene Umgebung
U C R.g x Ry gibt, so dass fiy: U — f(U) ein Diffeomorphismus ist. Geben Sie
auch die Jacobi-Matrix

ity v2). N ye) = (X X)),

an.

Aufgabe A.11.5 (Implizite Differentiation).
Q) Zeigen Sie, dass man die Gleichung

f(x.y)=(x+y?)-exp(y —1)—1=0

in einer Umgebung des Punkts (0, 1) nach y auflésen kann, d.h. es offene
Infervalle0 e I C R, 1 € J C R und eine Funktion ¢: [ — J mit ¢(0) = T und

{0y e R Ty =0 }n0x J) = { (x.000) | x e 1}
gibt.
b) Bestimmen Sie ¢’(0) und ¢"(0).

Blatt 12 (=Analysis lll, Blatt 4)

Aufgabe A.12.1 (Implizite Funktfionen).
Gegeben sei das Gleichungssystem

2X1+Xo+X3+Xx,—1 = 0
X1X5 + X1 X3 + X2X2 — XgXs = O
XoXaXs + X1 X3 + XXz = 0.

a) Es sei L c R® die Lédsungsmenge dieses Gleichungssystems. Uberpriifen Sie,
dass a :=(0,1,—1,1,1) € L und dass es offene Mengen (0,1) € U ¢ R?, ( —
1,1,1) € V c R® und eine stetig differenzierbare Abbildung F: U — V gibt, so
dass

LN(Ux V)= { (x1. %0, F(x1.x2)) | (X1, %) € U}.

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J:(0, 1).

Aufgabe A.12.2 (Implizite Funkfionen und implizite Differentiation).
Man betrachte die Gleichungen

1l
o

exp(y1) +x1¥2 — SiN(x) + X5 — 2
(y1 = x1)°+(y2 — X2)* — exp(xs) — 1

und den Punkt (1,0,0,0,1).
a) Weisen Sie die Existenz von offenen Mengen (1,0,0) ¢ Uc R®, (0,1) € V C

R? und einer stetig differenzierbaren Abbildung F: U — V nach, so dass ein
Punkt (X1, X2, X3, y1. ¥2) € U x V genau dann das obige Gleichungssystem [6st,

1l
o
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Aufgatben

wenn (y1.y2) = F(X1, X2, X3).

b) Es sei F =(F,.F,) mit F: U — R, i = 1,2. Berechnen Sie die partiellen Ablei-
tungen

OF, o

a—xj(]lolo), i=1,2,j=1,2.3.

Aufgabe A.12.3 (Ein glattes parametrisiertes Fiichenstlck).
Wir fixieren reelle Zahlen 0 < a < b und setfzen

f:(0,27)x(0,27r) — R3
(0.9) = ((b—acos(y))cos(y). (b~ acos(y))sin(e), asin(y)).

a) Zeigen Sie, dass f ein glattes parametrisiertes FlidchenstUck ist.
b) Skizzieren Sie das Bild von f. (Hinweis. Schauen Sie sich die Polar- und Ku-
gelkoordinaten nocheinmal an.)

Aufgabe A.12.4 (TangentialrGume).
Q) Es sei

M::{(X,y,Z)ER3’X2+y2—ZQ—'|=O}.

Bestimmen Sie fUr jeden Punkt p =(x, y,0) € M mit x, y € R den Tangentialraum
von M an p. Uberpriifen Sie auch, dass dieser Tangentialraum die z-Achse
enthdilt.

b) Gegeben sei

ffR> — R
(x.y) — 3x%—2y?+cos(m(x —y)).
Bestimmen Sie den Tangentialraum an den Graphen I; ¢ R3 von f im Punkt

(1,2,1(1.,2)).
c) Es sei

/\/I:={(x,y,z)e[R3]xyz—1=O}.

Geben Sie den Tangentialraum an M im Punkt (1,2,1/2) an.

Blatt 13 (=Analysis lll, Blatt 5)

Aufgabe A.13.1 (Untermannigfaltigkeiten).

a) Es seien M} ¢ R™ bzw. M, C R™ Untermannigfaltigkeiten der Dimension
ky, bzw. ky. Zeigen Sie, dass M, x M, eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
ky + ko von RM*M2 jst,

b) Bei welchen der folgenden Teilmengen handelt es sich um Untermannig-
faltigkeiten? (Begrindung nicht vergessen!)

e Mi={(x,y) e R?|X°y +xy? =x*+y*},
e M:={(x1.%.X3) €ER¥|x; —x =0, 3x} = 5x3 =0, x* +x5 =0},
o M:={(x1.%.X3) € R®| X2 —x;x3 +x3 =0},

SLy(R) := { A € Mat(n,R) | Det(A) = 1}.

Aufgabe A.13.2 (Extrema unter Nebenbedingungen ).

a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f: R? — R, (X, y) — —Xx?+
8x — y? +9 unter der Nebenbedingung g: R> — R, (x,y) — x°+y? — 1 durch
Einsetzen der Nebenbedingung.
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Aufgaben

b) Aus einem langen Baumstamm mit kreisrundem Querschnitt vom Radius r
soll ein Balken der Breite b und der H6he h herausgesdgt werden. Dabei sind
b und h so zu wdahlen, dass das Widerstandsmoment

._] 2
Wi=z-b-h

maoglichst groB wird. Formulieren Sie die entsprechende Extremwertaufgabe
und I6sen Sie sie durch Einsetzen der Nebenbedingung.

TN
N

c) Lésen Sie die Extremwertaufgabe aus b) mit Hilfe des Verfahrens der La-
grangeschen Multiplikatoren.

Aufgabe A.13.3 (Extrema unter Nebenbedingungen II).

Esseien f: R® — R, (x,y.2) — xy +2xz+2yz, und g: R® — R, (x,y,2) —
xyz — 108. Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f unter der Neben-
bedingung g(x.y.z) =0.

Aufgabe A.13.4 (Extrema unter Nebenbedingungen lIl).

Auf einen Zylinder mit Radius r und H6he h werde eine Halbkugel vom Radi-
us r aufgesetzt. Wie sind r und h zu wdhlen, damit das entstehende Objekt
das Volumen V = 5000cm? und moglichst kleine Oberfliche hat? Formulie-
ren Sie die entsprechende Extremwertaufgabe und 16sen Sie sie mit Hilfe des
Verfahrens der Lagrangeschen Multiplikatoren.

—

P —_——
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