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Voraornt

Das vorliegende Skript enthdlt den Stoff aus der Vorlesung ,Analysis I° aus
dem Wintersemester 2009-2010 und Teilen der Vorlesung ,Analysis II" aus dem
Sommersemester 2010. Es ist als GeddchtnisstUtze gedacht und soll keines-
wegs ein Lehrbuch ersetzen.

In der Vorlesung sollen die Theorie der Folgen und Reihen reeller Zahlen
sowie die Theorie der reellwertigen Funktionen auf einem Intervall in den reel-
len Zahlen entwickelt werden. Der zentrale Begriff ist der des Grenzwerts. FUr
den erfolgreichen Aufbau der Theorie bendtigt man die spezifischen Eigen-
schaften der reellen Zahlen. Um einzusteigen, muss man also lediglich wissen,
dass es die reellen Zahlen gibt und ihre Eigenschaften kennen. Man kénnte
die Vorlesung einfach damit beginnen, diese Eigenschaften aufzulisten und
zu postulieren, dass die reellen Zahlen mit diesen Eigenschaften existieren.
SchlieBlich haben die Studierenden wdhrend ihrer Schulzeit bereits den Um-
gang mit den reellen Zahlen eingeubt.

Der Autor empfindet es aber als ehrlicher, die Mathematik fast ganz von
vorne zu beginnen und maoglichst genau zu erkléren, wie man zu diesen re-
ellen Zahlen gelangt. Dies soll im ersten Kapitel geschehen, das in der Vorle-
sung die ersten dreieinhallb Wochen einnimmt. Zundchst fihren wir uns den
Aufbau des Zahlensystems von den naturlichen Zahlen Uber die ganzen und
rationalen bis hin zu den reellen Zahlen vor Augen. AnschlieBend besprechen
wir den von Russell' und Zermelo? gefundenen Widerspruch in der naiven
Mengenlehre. Wir begrinden mit diesem Widerspruch die Notwendigkeit zu
groBer Sorgfalt und den axiomatischen Aufbau der Mengenlehre und der
Mathematik. Wir geben daraufhin die wichtigsten Axiome der Mengenleh-
re bzw. einige wichtige Folgerungen aus ihnen an. Diese Axiome sagen aus,
dass wir gewisse Mengen wie die leere Menge und die naturlichen Zahlen
zur Verflgung haben, und geben uns Konstruktionsmethoden fUr neue Men-
gen aus vorhandenen an die Hand. Danach besprechen wir die Charak-
terisierung der nattrlichen Zahlen durch die Peano3®-Axiome. Diese Axiome
beinhalten das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion und begrinden die
Moglichkeit der rekursiven Definition. Mit dieser fuhren wir die Addition und die
Multiplikation auf den naturlichen Zahlen und damit auch deren Anordnung
ein. Das Konzept der Aquivalenzrelation gestattet es uns, schnell die ganzen
und die rationalen Zahlen zu konstruieren. Zum Abschluss des Kapitels diskutie-
ren wir Dedekinds* Konstruktion der reellen Zahlen. Die rationalen Zahlen bil-
den einen angeordneten Kérper Q. Leider haben sie Locher wie etwa v/2. Die
Formalisierung des Begriffs des ,Lochs™ zeigt auch schon, wie man die Lécher
beseitigen kann. In Dedekinds Konstruktfion ist eine reelle Zahl eine Teilmen-
ge von Q. Die Konstruktion ist also wesentlich aufwdndiger und von héherem
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Abstraktionsgrad als die der ganzen oder rationalen Zahlen. Die reellen Zah-
len bilden einen angeordneten Kérper R ,ohne Locher®. Man sagt, dass R
~ordnungsvollstandig® ist. Der Begriff der Ordnungsvollsténdigkeit ist dquiva-
lent dazu, dass jede nach oben beschrdnkte Menge von reellen Zahlen ein
Supremum besitzt. Diese Eigenschaft ist sehr wichtig beim Beweis, dass reelle
Cauchy®-Folgen konvergieren. Daher werden wir sie am Schluss des ersten
Kapitels nochmal mit Hilfe der Dezimalzahlen erkiéren. Im Anhang zu Kapitel |
gehen wir auf den Begriff der M&chtigkeit von Mengen ein. Damit kbnnen wir
die ,GroBe" verschiedender Mengen miteinander vergleichen. Mit Cantors®
erstem Diagonalargument zeigen wir, dass es ,genauso viele® rationale wie
naturliche Zahlen gibt, und mit dem zweiten Diagonalargument, dass es ,viel
mehr® reelle Zahlen gibt als natUrliche.

Im zweiten Kapitel wenden wir uns dem Konzept des Grenzwerts zu, das
in der Analysis eine herausragende Rolle spielt. Zun&chst definieren wir den
Begriff einer Folge reeller Zahlen. In Beispielen stellen wir einige explizit und ei-
nige rekursiv definierte Folgen vor, darunter die berihmte Fibonacci-Folge.’
Sodann erkldren wir das Konzept der konvergenten Folge. Wir beobachten,
dass die Beschrénktheit einer Folge notwendig fUr deren Konvergenz ist. An-
schlieBend besprechen wir Rechenregeln fur Grenzwerte, die es erlauben,
die Grenzwerte von Folgen, die mittels Addition, Multiplikation und Division
aus anderen Folgen aufgebaut sind, aus den Grenzwerten ihrer Bestand-
teile zu ermitteln. Alle S&tze und Definitionen werden anhand von Beispie-
len erldutert. Bis zu diesem Zeitpunkt benutzen wir nur, dass wir in einem an-
geordneten Korper arbeiten. Die Ordnungsvollsténdigkeit der reellen Zahlen
verwenden wir, um wichtige hinreichende Kriterien fUr die Konvergenz einer
Folge zu gewinnen. Das erste dieser Kriterien besagt, dass eine Folge, die
monoton wdachst oder fallt und zugleich beschrénkt ist, konvergiert. Dieser
Satz ist eine einfache Folgerung aus der Existenz des Supremums bzw. Infi-
mums einer nichtleeren beschrdnkten Teilmenge der reellen Zahlen, die die
Ordnungsvollstandigkeit charakterisiert. Aus diesem Kriterium folgern wir oh-
ne groBe MUhe den Satz von Bolzano®-WeierstraB’. Dieser sagt aus, dass eine
beschrdnkte Folge zwar nicht konvergent zu sein braucht, zumindest aber ei-
ne konvergente Teilfolge besitzt. Dieses Resultat kehrt in gewisser Weise die
Beobachtung um, dass eine konvergente Folge beschrdankt ist. Aus dem Satz
von Bolzano-WeierstraB leiten wir das berGhmte Cauchy-Kriterium ab, das so-
wohl notwendig als auch hinreichend fUr die Konvergenz einer Folge ist. Im
Anschluss begegnet uns zum ersten Mal die harmonische Reihe. Sie erflllt
nicht das Cauchy-Kriterium und ist daher divergent. Allerdings erfullt sie ei-
ne schwdchere Form des Cauchy-Kriteriums, das somit nicht hinreichend fur
die Konvergenz einer Folge sein kann. Dieses Beispiel ist eine erste lllustration
daflr, dass Konvergenzfragen sehr subtil werden kénnen. Nach diesen fur die
theoretische Entwicklung der Analysis wichtigen Sé&tzen fUhren wir kurz den
Begriff der uneigentlichen Konvergenz ein. Dann untersuchen wir eine Folge,
die einen effizienten Algorithmus zur Berechnung von Quadratwurzeln liefert
und somit ein Beispiel fUr den praktischen Nutzen von Folgen ist. Nach den Fol-
gen widmen wir uns den Reihen. Reihen sind Beispiele fur Folgen, durch die
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?Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815 - 1897), deutscher Mathematiker.



Vorwort

der Summation unendlich vieler reeller Zahlen (unter geeigneten Vorausset-
zungen) Sinn gegeben wird. Wir stellen zundchst das Paradoxon von Achilles
und der Schildkréte vor, mit dem der griechische Philosoph Zenon von Elea'©
seine Zeitgenossen unter Einsatz einer geometrischen Reihe verwirren wollte.
Danach definieren wir den Begriff der unendlichen Reihe. Einige Konvergenz-
kriterien fur Folgen Ubertragen sich auf Reihen. Das Problem, die Konvergenz
einer Reihe anhand ihrer Summanden zu ermitteln, ist sehr schwierig. Fur al-
ternierende Reihen, in denen die Summanden standig das Vorzeichen wech-
seln, hat man das elegante Leibniz-Kriterium."" Wir haben uns schon friher
Uberzeugt, dass die harmonische Reihe divergiert. Mit dem Leibniz-Kriterium
folgt, dass die alternierende harmonische Reihe konvergiert. (Dies wird uns
noch Gelegenheit zu allerlei Spielereien geben.) AnschlieBend besprechen
wir den Begriff der absoluten Konvergenz und zeigen den ersten Umordnungs-
satz. Er besagt, dass man die Summanden einer absolut konvergenten Rei-
he umordnen kann, ohne das Konvergenzverhalten und den Grenzwert zu
andern. FUr bedingt konvergente Reihen, also Reihen, die wie die alternie-
rende Reihe zwar konvergieren aber nicht absolut konvergieren, ist dieser Satz
eklatant falsch: Zu einer vorgegebenen reellen Zahl x kann man eine bedingt
konvergente Reihe so umordnen, dass sie gegen x konvergiert. Man kann ei-
ne bedingt konvergente Reihe auch so umordnen, dass sie divergiert. An die-
sem Beispiel erkennt man, dass einen bei einigen Fragestellungen der ,gesun-
de Menschenverstand® nicht zum Ziel fUhrt und man durch mathematische
Formalisierung interessante Entdeckungen machen kann. Wir fahren mit eini-
gen bekannten Kriterien zur Feststellung der absoluten Konvergenz fort und
beschlieBen das Thema mit der Diskussion des Cauchy-Produkts. Auch hier ist
man auf absolute Konvergenz angewiesen. Im Anhang zu Kapitel 2 stellen
wir die Konstruktion der reellen Zahlen Uber Cauchy-Folgen rationaler Zahlen
vor. Anders als bei der Konstruktion Uber Dedekindsche Schnitte kann man
hier alle Axiomme ohne groBe Muhe nachprufen. Wir haben diese Konstruktion
allerdings zurackgestellt, weil wir erst Sicherheit im Umgang mit dem Folgen-
begriff erlangen wollten.

Das dritte Kapitel fuhrt schlieBlich den Hauptgegenstand der Untersuchun-
gen in der Analysis ein, die reellen Funktionen. Haupthilfsmittel zur Gewin-
nung einer Anschauung reellwertiger Funktionen in einer Verdnderlichen ist
der Funktfionsgraph. Wir verschaffen uns zundchst einen Grundkanon an Funk-
tfionen und Funkfionsgraphen, der im Laufe der Vorlesung standig erweitert
werden wird. Um Uber Funkfionen reden zu kénnen, bendtigen wir mathe-
matisches Vokabular. Wir besprechen zundchst elementare Begriffe wie Null-
stellen, Symmetrie und Perodizitét, mit Hilfe derer wir Funktionen beschreiben
kébnnen. Im Anschluss daran definieren wir den Begriff des Grenzwerts einer
Funktion. Wir fUhren ihn zurGck auf den Grenzwertbegriff fur Folgen. Mit die-
sem neuen Grenzwertbegriff definieren wir das Konzept der Stetigkeit in ei-
nem Punkt. Die Rechenregeln fUr Grenzwerte von Folgen zeigen, dass man
durch Addition, Mulfiplikation und Division neue stetfige Funktionen aus be-
reits bekannten konstruieren kann. Wir stellen auch die ,e-j-Formulierung™ der
Stetigkeit vor, die ohne den Ruckgriff auf Grenzwerte auskommt. Das Verhal-
ten stetiger Funktionen I&sst sich bereits gut kontrollieren. So nimmt z.B. eine
stetige Funktion, die auf einem abgeschlossenen Intervall definiert ist, einen
minimalen und einen maximalen Funktionswert an. Ganz- und gebrochen ra-
tionale Funktionen sind stetig. An ihnen Uben wir die Grundzlge einer Kurven-
diskussion ein. SchlieBlich zeigen wir, dass man neue Funktionen als Grenzwer-

10~ 490 - 430 v.u.Z., griechischer Philosoph.
" Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), deutscher Philosoph, Mathematiker uvm.



Vorwort

te von Folgen bereits bekannter Funktionen gewinnen kann. Bei vorsichtiger
Handhabung (Stichwort: GleichmdBige Konvergenz) kann man sogar neue
stetige Funkfionen erhalten. Man kann insbesondere Folgen von Polynom-
funktionen betrachten. Dies fUhrt auf den Begriff der Potenzreihe. Eine Potenz-
reihe mit Entwicklungpunkt x5 € R kann als formaler Ausdruck >~ 2, Qi (x — Xxg)¥
angesehen werden, der durch eine Folge (an)nen reeller Zahlen bestimmt ist.
Einer solchen Reihe kann man den Konvergenzradius p € R zuordnen, so
dass sie auf dem Intervall (xg — p. Xo + p) eine stetige Funktion liefert. Dieser For-
malismus erlaubt eine elegante Definition der Exponentialfunkfion exp. Aus
dem Satz Uber das Cauchy-Produkt von Reihen leiten wir die charakteristi-
sche Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ab. Sie erméglicht weitere
Schlusse Uber exp. Insbesondere folgt, dass exp umkehrbar ist. Die Umkehr-
funktion von exp ist der natdrliche Logarithmus log. Wir geben auch die Po-
tenzreihen fUr Sinus und Kosinus an. Die charakteristischen Eigenschaften die-
ser beiden Funkfionen werden wir jedoch erst mit den Mitteln der Differential-
rechnung herleiten.

Im vierten Kapitel beginnen wir mit der Differentialrechnung. Der Grund-
gedanke ist, eine gegebene Funktion f lokal durch eine lineare Funktion zu
approximieren. Geometrisch soll die approximierende lineare Funktfion die
Tangente an den Funktionsgraphen in einem Punkt (xg. f(xg)) liefern. Was ist
nun die Tangente? Sie ist unter allen Geraden, die den Graphen im fragli-
chen Punkt (xg.f(Xg)) schneiden, dadurch ausgezeichnet, dass sie ihn dort
Loeruhrt™. Das BerUhren formalisiert man, indem man die Tangente an einen
Punkt als Grenzfall von Sekanten durch den Punkt darstellt, also Geraden,
die den Graphen noch in einem weiteren Punkt schneiden. Die Steigungen
der Sekanten sind durch den Differenzenquotienten gegeben. Wir nehmen
an, dass die Funktfion in einer Umgebung von xg definiert ist. Dann ist auch
der Differenzenquotient in dieser Umgebung auBerhalb von Xy definiert. Die
Steigung der Tangenten erhdlt man durch den Grenzubergang x — xg. Die-
ser GrenzUbergang kann nicht immer durchgefuhrt werden. Wenn er durch-
gefuhrt werden kann, sagen wir, dass f in xg differenzierbar ist. Eine wichtige
Beobachtung ist, dass Differenzierbarkeit in xg die Stetigkeit in xg nach sich
zieht. Nachdem wir die nétigen Begriffe eingefUhrt haben, untersuchen wir
ein paar einfache Funktionen ,von Hand" auf Differenzierbarkeit. Anschlie-
Bend geben wir eine Reihe von Regeln und S&tzen an, mit denen man auf
die Differenzierbarkeit einer Funktion schlieBen kann. Danach besprechen wir
den zentralen Mittelwertsatz. Er formalisiert, wie man aus Eigenschaften der
Ableitung einer Funktion auf deren Wachstumsverhalten schlieBen kann. Un-
mittelbare Folgerungen sind die Charakterisierung konstanter Funktionen als
Funktionen mit verschwindender Ableitung und die bekannten notwendigen
und hinreichenden Kriterien fUr die Existenz lokaler Extrema. Weiter definieren
wir die Begriffe der links- und der rechtsgekrimmten Funktion. FUr eine zwei-
mal differenzierbare Funktion liest man diese Eigenschaften aus der zweiten
Ableitung ab. Die aus der Schule bekannte Kurvendiskussion ist eine Art Zu-
sammenfassung des bisher Erreichten. Sie zeigt, wie man sich mit den Metho-
den der Differentialrechnung ein gutes Bild einer gegelbenen Funktion ver-
schaffen kann. Wir gehen auch kurz auf die Berechnung von Extrema un-
ter Nebenbedingungen ein, die in Anwendungen eine wichtige Rolle spielt.
Als weitere Folgerung aus dem Mittelwertsatz leiten wir die Regel von de
I'Hopital'? ab. Weiter werden wir nachweisen, dass eine durch eine Potenz-
reihe definierte Funktion differenzierbar ist und inre Ableitung ebenfalls durch

12Guillaume Francois Antoine, Marquis de |'Hospital oder Hopital (1661 - 1704), franzdsischer
Mathematiker.
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eine Potenzreihe mit demselben Konvergenzradius gegeben ist, die leicht aus
der urspringlichen berechnet werden kann. Damit kbnnen wir sofort die Ab-
leitungen der Exponentialfunktion, des Sinus und des Kosinus bestimmen. Mit
den Methoden der Differentialrechnung geben wir auch einen Beweis fUr die
Additionstheoreme des Sinus und des Kosinus, aus denen die bekannten Ei-
genschaften dieser Funkfionen abgeleitet werden. Wir besprechen weiter ein
Beispiel einer differenzierbaren Funktion, deren Ableitung nicht stetig ist, sowie
einer stetigen Funktion, die nirgends differenzierbar ist. Der letzte Abschnitt
dieses Kapitels erklart, wie man aus dem theoretischen Apparat Verfahren
zur ndherungsweisen Berechnung gewisser GréBen entwickeln und die Funk-
tionsweise solcher Verfahren analysieren kann. Konkret werden das Fixpunkt-
verfahren, ein einfacher Spezialfall des Banachschen'® Fixpunktsatzes, und
das Newtonverfahren'4 besprochen. In einem Ausblick gehen wir kurz auf die
Exponentialreihe im Komplexen ein. Interessant ist dabei, dass die Funktio-
nalgleichung der komplexen Exponentialfunktion die Additionstheoreme fur
Sinus und Kosinus beinhaltet.

Das funfte und letzte Kapitel beschdaftigt sich mit dem Integralbegriff nach
Riemann.'® Fur eine beschrénkte Funktion auf einem abgeschlossenen Inter-
vall [a, b] soll das Integral den Fidcheninhalt derjenigen FiGiche angeben, die
von dem Funktionsgraphen und der x-Achse eingeschlossen wird. Dabei sind
diejenigen Anteile, die oberhalb der x-Achse liegen, positiv zu z&hlen und die-
jenigen unterhalb der x-Achse negativ. Zun&chst betrachten wir sogenannte
Treppenfunktionen, fur die sich der Integralbegriff mit den gewunschten Ei-
genschaften leicht formal definieren Iasst. Der Grundgedanke ist, eine be-
liebige Funktion durch Treppenfunktionen anzun&hern. Dies tut man einmall
von oben und einmal von unten. FUr jede beschrénkte Funktion auf einem
abgeschlossenen Intervall lassen sich auf diese Weise Ober- und Unterinte-
gral erkldren. Stimmen diese beiden Integrale Uberein, so nennt man die
betrachtete Funktion integrierbar und definiert das Integral als Oberintegral
(oder Unterintegral). Nicht jede beschrdnkte Funktion auf einem abgeschlos-
senen Intervall endlicher Lange ist integrierbar. Allerdings zeigen wir, dass je-
de stetige Funktfion und jede monoton fallende oder wachsende Funktion
infegrierbar ist. Ferner gibt es wieder einige elementare Integrationsregeln,
mit denen man neue integrierbare Funktionen aus bereits bekannten inte-
grierbaren Funkfionen konstruieren und deren Integral berechnen kann. Als
wichtiges theoretisches Instrument beweisen wir den Mittelwertsatz der In-
tegralrechnung. Das Integral ist laut Definition durch den undurchsichtigen
GrenzUbergang definiert, der sich hinter dem Supremum bzw. Infimum ver-
birgt. Um diesen Grenzprozess transparenter und damit etwa auch numeri-
schen Behandlungen zugdnglich zu machen, besprechen wir den Zugang
zum Integral Uber Riemannsche Summen und erldutern ihn an einem Beispiel.
Das KernstlUck des Kapitels ist der Hauptsatz der Differential- und Intfegralrech-
nung. Er macht deutlich, inwiefern man Differentiation und Integration als zu-
einander inverse Prozesse ansehen kann, und liefert das wichtigste Verfahren
zur exakten Auswertung von Integralen. Mit der Ketten- bzw. Produktregel der
Differentialrechnung und dem Hauptsatz gelangt man zu der Substitutions-
regel bzw. zur partiellen Integration. Mit diesen Regeln kann man weitere in-
teressante Integrale berechnen und Stammfunktionen bestimmen. Um diese
beiden Regeln erfolgreich anzuwenden, bedarf es Erfahrung und Geschick.
Sie stellen kein ,Kochrezept™ zum erfolgreichen Losen von Integralen dar. Wir

13Stefan Banach (1892 - 1945), polnischer Mathematiker.

14gir Isaac Newton (1643 - 1727), englischer Physiker, Mathematiker, Astronom, Alchemist, Philo-
soph und Verwaltungsbeamter, Mitbegrinder der Infinitesimalrechnung.

15Georg Friedrich Bemnhard Riemann (1826 - 1866), deutscher Mathematiker.
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illustrieren die beiden Regeln an verschiedenen Beispielen. Die Trapezregel
ist nach den Riemannschen Summen ein weiteres Verfahren zur numerischen
Auswertung von Integralen. Wir besprechen ausflrlich den Begriff des unei-
gentlichen Integrals. Insbesondere beschdaftigen wir uns mit der -Funktion,
einer Funktion, die die Fakuldt von den naturlichen auf die positiven reellen
Zahlen ausdehnt. Der Beweis des Satzes von Bohr'® und Mollerup'’, der die I-
Funktion vollstandig charakterisiert, ist ein Hohepunkt der Vorlesung. Der letz-
te Abschnitt des Skripts widmet sich der Theorie der Taylorpolynome'® und
-reihen. Zum einen erhalten wir eine Methode, hinreichend oft differenzierba-
re Funktionen durch Polynome anzun&hern, und damit weitere numerische
Verfahren. Zum anderen wird die Rolle der Potenzreihen unter den differenzier-
baren Funktionen genauer beleuchtet. Eine wichtige Erkenntnis ist hier, dass
nicht jede unendlich oft differenzierbare Funktion durch eine Potenzreine be-
schrieben werden kann.

Die Aufgabenbld&tter zur Vorlesung befinden sich am Ende des Textes.

Ich danke Herrn Nikolai Beck und Herrn Dr. Norbert Hoffmann fur das Kor-
rekturlesen.

Alexander Schmitt
Berlin 2010

1%Harald August Bohr (1887 - 1951), dénischer Mathematiker.
17 Johannes Mollerup (1872 - 1937), dénischer Mathematiker.
18Brook Taylor (1685 - 1731), britischer Mathematiker.
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Kapitel 1
Reelle Zatilen

1.1 Der Aufbau des Zahlensystems

Ausgehend von den natlrlichen Zahlen stellen wir kurz den (haiven) Auf-
bau des Zahlensystems vor. Das Material sollte weitgehend aus dem Schul-
unterricht bekannt sein.

1.1.1 Die natirlichen Zahlen

Die Menge der nattrlichen Zahlen ist

N:={0,1,2,3,.}.

Bemerkung. Die Konvention fUr die naturlichen Zahlen ist nicht eindeutig. FUr
manche Autoren ist die Null eine nattrliche Zahl, fur manche nicht (vgl. (15),
S. 4). Fur die Einbeziehung der Null spricht ihre Rolle als Neutralelement der
Addition (0+n = n = n+0 fur jede natUrliche Zahl n) sowie die Konstruktion der
naturlichen Zahlen in der axiomatischen Mengenlehre.

Die natlrlichen Zahlen modellieren das Zahlen. Beachtlich an den natdrli-
chen Zahlen ist, dass sie eine unendliche Menge bilden: Alle Objekte, die wir
z&hlen kdnnen, seien es Apfel oder Aftome im Universum, gehéren ja schlieB-
lich endlichen Mengen an. Der Grund fur die ,Unendlichkeit™ der naturlichen
Zahlen ist unsere Vorstellung, dass wir jede gegebene Anzahl noch um eins
vergroBern kdnnen.! Die , VergréBerung um eins™ wird mathematisch wie folgt
beschrieben.

Definition. Die Nachfolgerabbildung ist die Abbildung

v:N — N
n — n+1.

Sobald man die Nachfolgerfunktion kennt, kann man N auch mit folgenden
Zusatzstrukturen versehen (s. Abschnitt 1.3):

e der Addition,
e der Multiplikation,

'Dies wird weiter unten durch die Peano-Axiome prézisiert (1.3.1).
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e der Anordnung .<" bzw. ,<".

Durch Addifion und Multiplikation kbnnen wir mit nattrlichen Zahlen rechnen.
Diese Rechenoperationen haben aber noch ernstzunehmende Defizite: We-
der die Addition noch die Multiplikation mit einer nattrlichen Zahl lassen sich
rackgdangig machen. Stellen Sie sich vor, Sie fuhrten ein Konto bei einer Bank,
die nur die naturlichen Zahlen kennt: Sie kbnnten immer brav auf Ihr Konto ein-
zahlen, aber niemals etwas abheben oder gar einen Kredit aufnehmen, weill
Ihre Bank weder subtrahieren noch mit negativen Zahlen umgehen kann.

1.1.2 Erste Erweiterung: Die ganzen Zahlen
Als erstes widmen wir uns dem Defizit der Addition.?2 Dazu betrachten wir die
Menge der ganzen Zahlen

Z:={0,£1,£2,£3,..}.

Die ganzen Zahlen tragen folgende Zusatzstrukturen:
o die Addition,
¢ die Mulfiplikation,
e die Anordnung ,.<" bzw. ,<".
Ferner haben wir
e die Inklusion N C Z, die mit den Zusatzstrukturen vertréglich ist.

Zu jeder ganzen Zahl a gibt es nun die ganze Zahl ( — a) mit a+( — a) = 0.
Das Problem mit der Multiplikation besteht fort: Die Multiplikation mit einer
ganzen Zahl I&sst sich nicht rackgdngig machen, wir kdbnnen nicht dividieren.
Ohne Divsion kann etwa ein Vermdgen nicht (gleichmdaBig) an mehr als eine
Person vererbt werden.

1.1.3 Zweite Erweiterung: Die rationalen Zahlen
Die Menge der rationalen Zahlen? ist

Q:={g‘aez,bel\{0}}.

Die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch a/b ist nicht eindeutig. Genau-
er qilt:

<

Firalle a,d € Z, b,b' € Z\ {0} gilt: <~ a-b=d-b.

ol Q
SIS

Die Ublichen Zusatzstrukturen erkldren wir nun wie folgt:

2Genaueres folgt in Abschnitt 1.4,
3Die rationalen Zahlen werden in Abschnitt 1.5 eingefuhrt,
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o+c_od+bc

*e"d” _bd

e £, g

b d° bd

a c. ad < be, fallsbd >0

6~ d <:*{ ad > be, falls bd < 0
Eine ganze Zahl a kénnen wir mit dem Bruch a/1 € Q identifizieren. Somit
erhalten wir

e Inklusionen N c Z c @, die mit den Zusatzstrukturen vertréglich sind.

Zu jeder rationalen Zahl a/b € Q \ {0} gibt es die rationale Zahl (a/b)~' = b/a
mit

a o' a b _ba .,

5(6) 5o ab" i
In Bezug auf die Rechenoperationen ,+" und ,-* sind die rationalen Zahlen
bereits so schén wie méglich: Sie bilden einen ,Korper® (s. Definition 1.6.1).
Die letzte Zusatzstruktur, die noch Arger bereitet, ist die Anordnung .<": Q hat
.Locher®. Dies werden wir in Abschnitt 1.6 genau erkldren. An dieser Stelle
bemerken wir, dass wir einige elementare Fragen in den rationalen Zahlen
nicht beantworten kénnen:

e Welche Kantenldnge a hat ein Quadrat vom Fl&cheninhalt 2?7 Die ge-
suchte Kantenlé&nge erflllt a2 = 2, d.h. ,a = v/2". Bekanntlich ist v2 keine
rationale Zahl (s. (2), S. 28).

¢ Welchen Umfang u hat ein Kreis vom Radius 1/2? Die Antwort lautet 7.
Die berUhmte Kreiszahl = ist ebenfalls nicht rational.

1.1.4 Dritte Erweiterung: Die reellen Zahlen

Mit Hilfe der Symbole fur die nattrlichen Zahlen lieBen sich leicht Symbole fur
ganze und rationale Zahlen entwickeln. Mit diesen Symbolen kann man die
Rechenvorschriffen explizit angeben. Die Erweiterung zu den reellen Zahlen
gestaltet sich wesentlich komplizierter. Es gilt

R = { Dezimalzahlen mit eventuell unendlich viele Nachkommastellen }

Schauen wir uns zundchst die Dezimalbruchentwicklungen rationaler Zahlen

an. Es gilt z.B.

3 1 = 8 -
Z—O,75, 3—0,3, 7—1,142857.

Mit der ,Division mit Rest™ Uberpruft man leicht folgende Tatsache.

Die Dezimalbruchentwicklung einer rationalen Zahl ist endlich oder unend-
lich periodisch.

Durch die .Neunerperiode™ kommt es zu Mehrdeutigkeiten. Es gilt bekannt-
lich:
1=0,9, 0,5=0,49°

Die obige Beobachtung Iasst sich umkehren:

4Wegen 0-(a/b) = 0 fur jede rationale Zahl a/b kann es keine Zahl ,0~1" geben.
5Man kann die Neunerperioden einfach verbieten. Dazu verweisen wir auf das Buch (12) sowie
Aufgabe 6.7.4.
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Eine abbrechende oder periodische Dezimalzahl ist rational.

Den Beweis sollen Sie spater in Aufgabe 6.7.4 erbringen. Hier rechtfertigen wir
diese Behauptung durch folgende Beispiele:

5 81 —= 173 — 7 16

6, @, 0,173—@, 5,28]6—5*‘%4—%

Die Zahlen in R\ @, also diejenigen reellen Zahlen, die nicht rational sind, nennt
man irrationale Zahlen. Nach der obigen Diskussion sind das diejenigen Dezi-
malzahlen mit unendlich vielen, sich nicht periodisch wiederholenden Nach-
kommastellen. Beispiele sind:

V2 1,4142135...6 /3
x 3,1415926...7 e

0.5= 0.81=

1,7320508 - - -,
2,7182818---.

Wie kann man mit reellen Zahlen rechnen? Wir kdnnen eine reelle Zahl
beliebig gut durch rationale Zahlen anndhern. Fur = haben wir etwa

_3 314 3141 31415
~10° 27 700° "°T1000° T 10000°

Dabei unterscheidet sich a, von 7 um einen Wert von weniger als 1077, n € N.
Wir mdchten z.B. © und v2 addieren. Dazu ndhern wir v/2 ebenfalls durch
rationale Zahlen an:

Qo = 3. o

14 141
= m, by = WI

Nun bilden wir die Summen ¢, := an + by, N € N, also

b0=], b]

Co=ag+bg=4, ci=a,+b1=4,5, Cco=a,+by,=4,55,

Die ch. n€ N, bescr]reiben eine reelle Zahl, die Summe 7 + v/2.
Entsprechende Uberlegungen kann man fur die Multiplikation anstellen.
Insgesamt kann man R wieder mit den Ublichen Zusatzstrukturen ausstatten:

e der Addition,
e der Mulfiplikation und
e der Anordnung.

Wir haben auch wieder

e Einbettungen N C Z ¢ Q C R, die mit den Zusatzstrukturen vertréglich
sind.

Die Entwicklung der reellen Zahlen als Dezimalzahlen kann man in dem
Buch (12) nachlesen.

Die Menge der reellen Zahlen stellen wir uns als Gerade vor, auf der die
Zahlen von links nach rechts gréBer werden:

10 1 2 3 R

%Der (reine) Mathematiker zieht — hoffentlich versténdiicherweise — die Aussage .Es gibt eine
positive reelle Zahl +/2 mit der Eigenschaft \/52 =2." einer ungenauen Darstellung von v/2 durch
eine endliche Dezimalzahl vor.

"Weitere Nachkommastellen von « finden Sie am Gebdude Arnimallee 6.
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1.2 Grundziige der axiomatischen Mengenlehre

Cantors Versuch der Definition einer Menge fuhrte geradewegs zur Rus-
selschen Antinomie und damit ins Verderben. Bei der Grundlegung der
Mathematik mussen wir also sehr vorsichtig sein. Der heute gangige Aus-
weg aus dem Dilemma ist die sogenannte axiomatische Mengenlehre: Wir
versuchen gar nicht erst zu definieren, was eine Menge ist, sondern legen
lediglich die Eigenschaften, die unsere Mengenlehre erflllen soll, in einem
Satz von Axiomen fest.

Wenn Sie in lhrem Bekanntenkreis Uber Ihr Mathematikstudium berichten, z.B.
vom Inhalt der ersten Woche, dann mussen Sie auf folgende Ruckfragen ge-
fasst sein:

e Was ist eine Zahl?
e Was ist eine Menge?

Es wird Ihnen wahrscheinlich schwerfallen, darauf eine knappe und prdzise
Antwort zu geben. Der Grund dafur ist, dass Sie (wie auch der Autor) gar
nicht so genau wissen, was eine Zahl bzw. eine Menge Uberhaupt ist.

Als Mathematiker werden wir bei einer Begriffserklrung immer mit einer
Definition beginnen. Eine mathematische Definition fuhrt einen neuen Be-
griff ein. Dabei werden lediglich bereits bekannte mathematische Begriffe
verwendet. FUhrt man dies konsequent zu Ende, so sollte sich die gesamte
Mathematik also auf einen oder einige wenige Begriffe zurGckfUhren lassen.
Diese fundamentalen Begriffe lassen sich aber nicht im mathematischen Sin-
ne definieren, weil es ja noch keine mathematischen Begriffe gibt, auf die
man in so einer Definition zurdckgreifen kénnte.

Ein Ansatz ist, die Mathematik auf der Mengenlehre aufzubauen. In die-
sem Fall ist also zuerst der Begriff der Menge zu kliéren. Nach unseren Voruber-
legungen muss die Definition einer Menge in unserer ,Alltagssprache™ formu-
liert werden. Eine berUhmte Definition stammt von Georg Cantor.

1.2.1 Definition (Cantors Definition einer Menge). Unter einer ,Menge" ver-
stehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Ele-
mente® von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Mit dieser Definition kénnen wir sicherlich die folgenden Konstruktionen recht-
fertigen:

¢ Wenn wir bereits eine Menge M gegeben haben und eine Eigenschaft
£ von Elementen aus M untersuchen, dann kénnen wir diejenigen Ele-
mente aus M, die die Eigenschaft £ besitzen, zu einer neuen Menge N
zusammenfassen. Mit anderen Worten, es gibt

N :={m e M|m hat Eigenschaft £ }. a.m

e NatUrlich sind die Mengen selbst nun Gegenstand unseres Denkens. Da-
her kbnnen wir alle Mengen zu einer neuen Menge M zusammenfassen,
der Menge aller Mengen.?

8Diese Konstruktion sollte einem sofort verdéchtig vorkommen. Da M wieder eine Menge ist,
folgt z.B. die mysteridse Eigenschaft .M € M" (vgl. Bemerkung 1.2.23).
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Wir kbnnen die beiden obigen Konstruktionen miteinander kombinieren. Sei
M die Menge aller Mengen. GemdB dem Bildungsgesetz (1.1) erhalten wir
auch die Menge

N={meM|m¢gm}.

1.2.2 Die Antinomie von Russell und Zermelo.
Frage: Gilt N € N?
Antwort: Da N eine Menge ist, gilt N € M. Mit der Definition von N folgt:

NeN < N¢gN.

Cantors Definition fUhrt zum Widerspruch in der Mathematik. Genauer gesagt
besteht das Problem im Selbstbezug der Definition von N: Die zu Uberprufen-
de Eigenschaft N € N bzw. N ¢ N steht bereits in der Definition von N. Der Wi-
derspruch entsteht durch die Verwendung unserer ,Alltagssprache™ in einer
Definition und eine Falle, die die Alltagssprache uns stellt: den Selbstbezug.
Letzteres wollen wir an ein paar anderen klassischen Antinomien verdeutli-
chen. Die erste ist lediglich eine andere Einkleidung der Russelschen Antino-
mie.

1.2.3 Die Antinomie von Russell und Zermelo II.

In einem Dorf gibt es einen (mdannlichen) Dorfbarbier. Er rasiert genau digje-
nigen (mdannlichen) Dorfbewohner, die sich nicht selbst rasieren.

Fazit: Der Dorfbbarbier rasiert sich genau dann selber, wenn er sich nicht selber
rasiert.

1.2.4 Currys’ Paradoxon.
Wenn dieser Satz wahr ist, dann existiert der Weihnachtsmann.

Es handelt sich um eine Aussage der Struktur ,a = b". Die Wahrheitstabelle
fUr diese Aussage lautet:

-+ 2/Q
-5 2|0
s -5l

Demnach kann der Satz in Currys Paradoxon nur wahr sein, und wir haben die
Existenz des Weihnachtsmanns bewiesen! Die Freude wdahrt allerdings nur so
lange, bis wir entdecken, dass wir ,existiert der Weihnachtsmann™ durch ,exis-
tiert der Weihnachtsmann nicht" ersetzen kbnnen und dann mit demselben
Argument die Existenz des Weihnachtsmannes widerlegen.

Diese Beispiele zeigen, dass wir unsere sprachlichen Méglichkeiten be-
schneiden muUssen, um eine einwandfreie Logik zu erhalten. Man beschrdnkt
sich daher auf einige wenige logische Symbole und einfache Schiussregeln.

?Haskell Brooks Curry (1900 - 1982), US-amerikanischer Logiker und Mathematiker.
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Diese werden in (14), I, §2, und (15), I, §1, vorgestellt. In der logischen Spra-
che kann man keine selbstbezlglichen Aussagen mehr formulieren, die Rus-
selsche Antinomie ist ausgeréumt (s. (13), 2.4, S. 58).

Wir k&dnnen zwar keine einfache Definition von ,Menge® hinschreiben, a-
ber eine Liste von wunschenswerten Eigenschaften, die Mengen erfullen sol-
len. Man k&nnte nun diese Liste von Eigenschaften als Definition fur ein geeig-
netes System von Mengen nehmen. Dann lieBe sich die Existenz eines solchen
Systems aber nicht nachweisen. Daher werden die winschenswerten Eigen-
schaften in den Rang von Axiomen erhoben. Axiome sind dabei Grundan-
nahmen, von deren Wahrheit wir ausgehen, ohne diese beweisen zu kdnnen.
Die folgenden Axiome bzw. Folgerungen daraus entstammen der Mengen-
lehre nach Zermelo und Fraenkel'? (entstanden zwischen 1907 und 1930). Bis-
her hat die Verwendung dieses Axiomensystems keine neuen Widerspriche
gezeitigt. Allerdings hat Godel'! bewiesen, dass es uns unmoglich ist, die Wi-
derspruchsfreiheit dieses Axiomensystems festzustellen.

Wir mUssen zuerst die Sprache der Mengenlehre festlegen:

¢ Wir reden von Mengen. Als Bezeichnung fur Mengen verwenden wir im
Rest des Abschnitts meist GroBbuchstaben. '?

e Zwischen Mengen kdnnen folgende Relationen bestehen:

- A= B" (lies ,Aist gleich B").
- ,A e B® (lies ,Aist Element von B").

Die Gleichheit der Mengen A und B bedeutet gemd&B dem Leibnizschen Ge-
setz, dass man in jeder Aussage, die die Menge A betrifft, A durch B ersetzen
kann, ohne den Wahrheitsgehalt der Aussage zu dndern, und umgekehrt,
Uber die Elementbeziehung wissen wir noch nichts. Daher unser erstes Axiom.

1.2.5 Axiom (ExtensionalitGtsaxiom). Zwei Mengen A und B sind genau dann
gleich, wenn Sie dieselben Elemente enthalten.

A=B — VX: (Xe A< XeB).

1.2.6 Bemerkung. i) Das ExtensionalitGtsaxiom liefert eine wichtige Information
Uber die Elementbeziehung. Gleichzeitig macht es den Begriff der Gleichheit
von Mengen handhabbar und in vielen Situationen nachprufoar. Insbeson-
dere kdnnen wir eine Menge eindeutig dadurch festlegen, dass wir ihre Ele-
mente angeben. Davon wird in den folgenden Axiomen, Konstruktionen und
Beispielen reger Gebrauch gemacht.

i) Das ExtensionalitGtsaxiom bringt die Gleicheit von Mengen mit dem lo-
gischen Aquivalenzsymbol ,<=" in Verbindung. Aus der Gleichheit der Wahr-
heitstabellen ((14), S. 27, (15), S. 3) fur ,a < b" und ,(a = b)A(b = a)"
liest man ab, dass man eine Aquivalenz ,«<=" dadurch beweisen kann, dass
man die beiden Implikationen ,=" und ,«<" nachweist. Dies findet nun seine
Entsprechung in der Mengenlehre.

10Adolf (Abraham Halevi) Fraenkel (1891 - 1965), deutsch-israelischer Mathematiker.

Kurt Friedrich Godel (1906 - 1978), Mathematiker und Logiker.

12Djes soll die Gleichberechtigung aller Mengen ausdrlicken. Cantors Definition lieB noch ver-
muten, dass Mengen und ihre Elemente verschiedenartige Dinge seien. Daher wurden die einen
mit GroBbuchstaben und die anderen mit Kleinbuchstaben bedacht. Sp&ter werden wir (sowohl
lateinische als auch griechische) GroB- und Kleinbuchstaben fur Mengen benutzen und in der
Notation auch wieder zwischen Mengen und ihren Elemente unterscheiden.
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1.2.7 Definition. Es seien A und B Mengen. Wir sagen A ist Teilmenge von B,
wenn jedes Element von A auch Element von Biist.

VX: Xe A= XeB.

Schreibweise: A c Boder A C Boder B> Aoder BD A.

Bemerkung. Leider werden die Symbole ,c" und ,C" in der Mathematik meist
nicht in Analogie zu den Ungleichheitszeichen <" und ,<" verwendet. Will
man eine echte Inklusion, d.h. eine Inklusion, die keine Gleichheit ist, kenn-
zeichnen, so muss man auf das Symbol ,C" zurlckgreifen.

1.2.8 Lemma. Es seien A und B Mengen. Dann gilt genau dann A = B, wenn
ACBundBcCA.

Beweis. Wie zuvor bemerkt ist die Aussage VX : X € A < X € B" dquivalent
zu VX (X € A= X € BIAN(X € B = X € A)". Diese Aussage ist ihrerseits
dquivalentzu ,(VX: X €e A= X € B)A(VX : X € B= X € A)". Letztere besagt
aber genau ,(A C B)A(BC A)". O

1.2.9 Axiom (Teilmengenaxiom). Seien A eine Menge und £ eine Eigen-
schaft, die die Elemente von A haben kénnen. Dann existiert die Menge

B:={ X € A| X hat EigenschaftE }.

1.2.10 Beispiel. Wir illustrieren den Gebrauch des Teilmengenaxioms in einigen
konkreten Situationen. Dabei kommmen Mengen vor, deren Existenz erst durch
spatere Axiome gesichert werden wird.

DM:={aeZ|aist durch 3 teilbar} = {0,£3,£6, ... }.
il (Endliche Mengen) Es sei n € N eine naturliche Zahl.

M:={keNlk<n}={01,..n}.

i) Wir betrachten reelle Zahlen a,b € R mit a < b. Das abgeschlossene
Intervall zwischen a und b ist dann

[a.b]:={ceRla<c<b}.

Das nach rechts halboffene Intervall zwischen a und b ist

[a.b):={ceR|la<c<b}.
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iv) (Die leere Menge) Es sei M eine Menge. Wir setzen

@ ={XeM|X=+X}.

Die Menge @ ist dadurch ausgezeichnet, dass sie keine Elemente enthdilt:
VX X & 2.

Wir nennen @ die leere Menge.
v) (Durchschnitte)

1.2.11 Definition. Es seien A und B Mengen. Der Durchschnitt von A und B ist
die Menge
ANB:={XeA|XeB}.

Die Bildung des Durchschnitts ist durch das Teilmengenaxiom 1.2.9 abgesi-
chert. Die Definition sieht noch etwas unsymmetrisch aus. Allerdings gilt:

1.2.12 Lemma. Furzwei Mengen A und B gilt

ANB=BnA.

Beweis.

XecANB < XcAAXeB
— XeBAXcA
— XeBnA

O

Der obige Beweis macht deutlich, dass die Mengenoperation ,N" dem logi-
schen ,A" entspricht. Dementsprechend folgt auch die Kommutativitét von
.N" aus der von ,A", die sich ihrerseits anhand von Wahrheitstabellen verifizie-
ren lasst.

vi) (Mengendifferenzen)

1.2.13 Definition. Es seien A und B Mengen. Die Differenz von A und B ist die
Menge
A\B:={XecA|X¢B}.
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Die Bildung der Mengendifferenz ist nicht mehr kommutativ. Das Analogon in
der Logik ist ..(.) A =(.)".

Bisher wissen wir noch nicht, dass es Uberhaupt eine Menge gibt. Dies ist
Inhalt des folgenden Axioms.

1.2.14 Axiom (Nullmengenaxiom). Die leere Menge
g={X|X#X}

existiert.

1.2.15 Bemerkung. Wie wirin Beispiel 1.2.10 iv) gesehen haben, ist die Existenz
der leeren Menge dGquivalent dazu, dass es Uberhaupt eine Menge gibt.

Die Vereinigung von Mengen ist nicht durch unsere bisherigen Axiome
abgedeckt. Mit dem Vereinigungsmengenaxiom, dem Ersetzungsaxiom und
dem Paarmengenaxiom der Mengenlehre folgt:

1.2.16 Satz (Vereinigungsmengen). i) Seien | eine Menge und (A))ic; eine
durch | indizierte Familie von Mengen. Dann existiert auch die Vereinigungs-
menge

YA ={X[3iel: XA}

iel

i) Zu zwei Mengen A und B existiert deren Vereinigung

AUB:={X|XeAVXeB}.

1.2.17 Bemerkung. i) Mit einer durch | indizierten Familie meinen wir, dass far
jeden Index i € | eine Menge A; gegeben ist.
i) Die Mengenoperation ,U" entspricht dem logischen ,Vv".

10
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1.2.18 Axiom (Potenzmengenaxiom). Zu jeder Menge A existiert die Potenz-
menge 2(A), deren Elemente die Teilmengen von A sind.

P(A) = {X|XC AL

1.2.19 Beispiel. i) Sei A eine Menge. Dann gilt o € P(A) und A € P(A).

i P(o) = {o}. (Die Potenzmenge der leeren Menge ist nicht leer, sondern
enthdlt (genau) ein Element!)

inP{o})={2.{9}}.

V)2P({0,1})={2.{0},{1}.{0,1} }.
1.2.20 Bemerkung. Die Konstruktion aus Beispiel 1.2.19 I&sst sich iterieren, um
endliche Mengen mit sehr vielen Elementen zu kreieren (s. Aufgabe 6.2.4). Zu-
sammen mit dem Teilmengenaxiom erhalten wir endliche Mengen mit jeder
gewlnschten Anzahl von Elementen, '3

Mit dem Paarmengenaxiom kann man zwei Mengen A und B ihr geordnetes
Paar (A, B) zuordnen. Die charakteristische Eigenschaft ist

YU V.X, Y (U V) =(X,Y) <= (U=X)AV=Y). (1.2)

Gegeben zwei Mengen A und B, so bilden die geordneten Paare mit erster
Komponente in A und zweiter Komponente in B eine Menge:

1.2.21 Satz. Zu zwei Mengen A und B existiert das kartesische Produkt
AxB:={(X.Y)|[X€ANY eB}.

Das kartesische Produkt wird als Teilmenge der Potenzmenge 2(P(AUB)) kon-
struiert.

1.2.22 Bemerkung. Aus der Schule ist das kartesische Produkt R? = R x R mit
seinen kartesischen Koordinaten bekannt.

R2=R xR

1.2.23 Bemerkung. Das Russelsche Paradoxon basierte auf der Konstruktion
der ,Menge" aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Das Paradoxon
wurde bereits mit der logischen Sprache eliminiert. Die Frage, ob es eine Men-
ge M gibt, die sich selbst enthdlt (M € M), kann mit den bis jetzt angege-
benen Axiomen nicht geklart werden. Das Axiomensystem der Mengenlehre

13Abgesehen von der Tatsache, dass wir noch nicht Uber die nattrlichen Zahlen verfigen und
daher momentan gar nicht z&hlen kénnen.
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beinhaltet jedoch das Fundierungsaxiom, aus dem folgt, dass es keine Men-
ge M mit M € M gibt.

Den axiomatischen Aufbau der Mengenlehre ist z.B. in den BlUchern (5)
und (16) dargestellt. Bevor man sich jedoch darein vertieft, sollte man erst
etwas Erfahrung mit der Mathematik machen.

1.3 Die natirlichen Zahlen

Wie in 1.2.20 bemerkt, reichen die bisherigen Axiome aus, um endliche
Mengen zu konstruieren. Die Existenz einer unendlichen Menge ist noch
nicht gewdhrleistet. Das Unendlichkeitsaxiom liefert uns die Existenz einer
solchen Menge, genauer einer Menge von naturlichen Zahlen. Mit den
natUrlichen Zahlen kénnen wir dann mathematisch genau sagen, was mit
endlichen und unendlichen Mengen Uberhaupt gemeint ist (s. Zusatzauf-
gabe 6.3.4 und Definition 1.9.1).

1.3.1 Definition. Gegeben seien eine Menge N, ein Element 0 € N und eine
Selbstabbildung'#v: N — N.
i) Die Daten (N, 0, v) erflllen die Peano-Axiome, wenn gilt:
(P1) Das Element O ist nicht im Bild von v enthalten. Yn € N : v(n) # 0.
(P2) Die Abbildung v ist injektiv. YNy, n, € N : v(ny) = v(ny) = Ny = ny.
(P3) Es sei A c N eine Teilmenge, so dass gilt:
e 0 e A
e Gilt n e A, dann auch v(n) € N.
Dannfolgt A=N.YVACN: ((0€ A)A(Vn:ne A= v(n) € A)) = A=N.
Falls die Peano-Axiome (P1)-(P3) erfullt sind, dann nennen wir v die Nach-
folgerabbildung.
i) Ein Tripel (N,0,v), das die Peano-Axiome erfullt, heit eine Menge von
natdrlichen Zahlen.

Aus dem naiven Umgang mit den naturlichen Zahlen sind die Peano-Axiome
bekannt. Es ist interessant zu wissen, dass die Peano-Axiome die naturlichen
Zahlen (inklusive der Zusatzstrukturen Addition, Multiplikation und Anordnung)
vollsténdig bestimmen. Dies werden wir im Folgenden herausarbeiten. Zu-
nachst zeigt das Unendlichkeitsaxiom:

1.3.2 Satz. Es gibt eine Menge von naturlichen Zahlen.

1.3.3 Bemerkung. Die Peano-Axiome sind selbst nicht Bestandteil des Axio-
mensystems der Mengenlehre, sondern aus den Axiommen der Mengenlehre
folgt, dass es eine Menge gibt, die den Peano-Axiomen genugt.

1.3.4 Lemma. Essei (N,0,v) eine Menge von natdrlichen Zahlen. Dann gilt:

Bild(v) := {v(n)|ne N} = N\ {O}.

14F0r den Begriff ,Abbildung® verweisen wir auf (14), Definition 2.4.2, S. 45, und (15), S. 9.
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1.3 Die natiirlichen Zahlen

Beweis. Wir definieren B := Bild(v) U {0}. Es gilt 0 € B, und n € B impliziert
v(n) € B, weil ja jedes Element der Form v(n), n € N, in B enthalten ist. Damit
gilt B= N nach dem dritten Peano-Axiom. Da wegen (P1) 0 ¢ Bild(v), folgt

Bild(v) = (Bild(v) U {0}) \ {0} = N'\ {0},
und die Behauptung ist gezeigt. O

FUr das Folgende fixieren wir eine Mengen N von natUrlichen Zahlen, setzen
1:=v0)undn+1:=v(n),neN.

Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Es sei4#(n). n € N, eine Familie von Aussagen. Es gelte:
e (Induktionsanfang - I.A.) 4#(0) ist wahr.
e (Induktionsschritt — 1.S.) FUr n € N gilt: #(n) = A4(n+1).
(Die Aussage A#(n) wird dabei Induktfionsvoraussetzung - I.V. — genannt.)
Dann ist #(n) fur alle n € N wahr.

(Zur Rechftfertigung betrachte man
A:={neN|A4(n)ist wahr} c N.

Das dritte Peano-Axiom (P3) impliziert A =N.)

1.3.5 Bemerkung. Der Induktionsschritt funktioniert auch, wenn die Aussage

A4 (n) fr alle n € N falsch ist. Das folgt aus der Wahrheitstabelle fur ,a = b" (s.
S. 6). Der Induktionsanfang ist also wesentlich. Manchmal kénnen sich auch
andere Fehler in eine Induktion einschleichen (s. Aufgabe 6.2.3).

Wir fhren die vollstndige Induktion an zwei Beispielen vor. Dabei greifen
wir wieder einigen Eigenschaften der natdrlichen und reellen Zahlen vor.

1.3.6 Satz (Der Satz vom kleinen GauB'®). Fur jede natirliche Zahl n gilt

i n(n+1)
> k= 5
k=0

Beweis (durch vollsténdige Induktion Uber n).

0
_ ___00+1)
n=0 > k=0=="=
k=0
- - . n(n+ 1) nn+1) 2(n+1)
n—n+1: k=<2k)+n+1= g tntl=— s S =
k=0 k=0
_nn+1)+2(n+1) _ (n+2)(n+1) _(n+1)(n+2)
- 2 - 2 - 2 '

O

15Johann Carl Friedrich GauB (1777 - 1855), (bedeutendster) deutscher Mathematiker und Phy-
siker. GauB hat diese Formel im Alter von neun Jahren entdeckt, als der Lehrer der Klasse die
Aufgabe, alle Zahlen von eins bis hundert zu sumnmieren, zur Beschdftigung gestellt hat.
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1.3.7 Satz (Bernoullische'®Ungleichung). Seix € R eine reelle Zahl mit x > —1.
Dann gilt
YvneN: (1+x)">1+nx.

Beweis (durch vollsténdige Induktion Uber n).

n=0: (1+x)°%=1>1+0x.

T+x>0 & V.
non+l:  (+x)™ =1+x)"0+x) >  (1+mx)-(1+x)=

nx®>>0
=1+x+nx+nx°=T+(n+ Hx+nx®> > 1+(n+ )x.

Rekursive Definition

1.3.8 Satz (Dedekindscher Rekursionssatz). Es seien A eine Menge, f: A —
A eine Selbstabbildung und ag € A. Dann existiert genau eine Abbildung
F: N — Amit

e F(0) =ag

e F(n+1)=1(F(n)).neN.

Der Dedekindsche Rekursionssatz erlaubt die rekursive Definition von Folgen.
Dies wird in den Beispielen klar werden.

Beweis. Eine Abbildung F: N — A ist durch einen Funktionsgraphen
TFCNxA
gegeben (5. (2), S. 8; (14), S. 46). Dieser Funktionsgraph hat die Eigenschaft
0) FUrjedes n € N existiert genau ein a, € Amit (n, an) € IF.
Die Rekursionsbedingungen liefern die folgenden Bedingungen an [¢:
D (0, ag) € IE.
i V(n,a)e Nx A:n,a) e r=(n+1,f(q)) € It

Wir betrachten zuerst diejenigen Teilmengen von N x A, die i) und ii) erfullen.
Sei also

Gi= { H c NxAJi) (0, ap) € HAil) ¥(n,a) € NxA:(n,a) € H=(n+1,f(q)) € H}.

Die Konstruktion dieser Menge wird durch das Potenzmengenaxiom 1.2.18 (fur
N x A) und das Teilmengenaxion 1.2.9 erlaubt.

N x A € G, also ist G nicht leer.
Wir setzen

r= H={(n,o)en\| ><A|VH€A:(n,o)€H}.
HeG

16Dje Bernoullis sind ein schweizer Mathematiker- und Wissenschaftler-Klan niederléndischer Ab-
stammung. Die genannte Ungleichung geht auf Jakob I. Bernoulli (1655 - 1705) zurtck.
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1.3 Die natiirlichen Zahlen

Die Menge I erfullt offenbar wieder i) und ii). Wir weisen die verbleibende
Eigenschaft 0) durch vollsténdige Induktfion Uber n nach.

n = 0. Auf Grund von i) gilt (0,ap) € . Sei nun a # ay. Wir definieren
r":=r\{0,a)}. Damit a # ag auch (0, a) #(0, ag) gilt (s. (1.2)), hat I’ weiter-
hin Eigenschaft i). Eigenschaft ii) fur I’ folgt aus Eigenschaft i) far I und der
Tatsache, dass gemdaB (P1) n+ 1 # 0 fur alle n € N gilt. Nach Konstruktfion von
rrgit rr c r.bar’ e G, gilt nach Konstruktion von I auch I c . Nach
Lemma 1.2.8 haben wir I’ = I". Dies hei8t aber gerade (0, a) ¢ I'.

n — n+ 1: Nach Indukfionsvoraussetzung existiert genau ein Element (n,
an) € I'. Wegen Eigenschaft i) von I finden wir in I” auch das Element (n +
1, Qne1) Mit Oy 1= F(AR). Sei nun b # apyp. Wirbilden 7 .= 7\ {(n+1,b)}. Auf
Grund des ersten Peano-Axioms (P1) gilt n+1 # O und folglich (0, ag) #(n+1, b).
Somit erfullt I noch Eigenschaft i). Schauen wir uns jetzt Eigenschaft ii) an:
Seien m # nund (m,a) € I'"'. Wegen (m+ 1,f(a)) € r'und (m+ 1,f(q)) #
(n+1,b), weil m # n, folgt (m+1,f(a)) € I''". Sei weiter (n,a) € I". Auf Grund
der Induktionsvoraussetzung gilt a = a,. Da (n+ 1, f(an)) =(n+1,0py) € T und
(n+1.b) #(n+ 1,f(an)) haben wir auch (n+ 1,f(an)) € . Also haben wir
Eigenschaft ii) far I’ verifiziert. Wie zuvor folgt " = rund (n+1.b) ¢ I

Wir schreiben

r={(nan)|neN}.

Dazu gehdrt die Abbildung

FN — A
n On.

Diese Abbildung erfullt nach Konstruktion F(0) = ap und F(n+ 1) = Opyy =
f(an) = f(F(n)). Wir mussen noch die Eindeutigkeit zeigen. Seialso F/: N — A
eine weitere Abbildung mit F/(0) = agund F'(n+1) = f(F'(n)). Wir zeigen durch
Induktion Uber n, dass F(n) = F'(n) fUralle n € N qilt, d.h. F=F.

n=0: F(0) =ap = F(p).

n—n+ 1 F(n+1) = f(F(n) 'L F(F/(n)) = F'(n+1). m

1.3.9 Bemerkung. Man kann den Dedekindschen Rekursionssatz auch zu Aus-
gangsdaten

apeA und i AXMD =L (ag,..,an) |G €A, i=0,...n} — A neN,
formulieren und definiert damit eine Abbildung F: N — A mit
F(0)=ay und F(n+1)="1(F0),.. F(n)), neN.

Mit dieser Version kbnnen wir Rekursionen definieren, in denen der Wert F(n+1)
aus den n+ 1 vorhergehenden F(0).....F(n) berechnet wird. Wir kbnnen auch
die Rekursionsvorschrift in jedem Schritt dndern.

1.3.10 Beispiel. i) (Addition von natUrlichen Zahlen) Sei m € N. Wir wollen
die Abbildung m+_ erkldren. Dazu wenden wir den Dedekindschen Rekur-
sionssatz auf v: N — N und ag = m an. Damit erhalten wir eine Abbildung
am: N — N mit an(0) = mund an(n+ 1) = v(am(nN)) = am(n) + 1, n € N. Nun
definieren wir

+NxN — N
(m.n) — m+n:=am(n).

i) (Multiplikation von naturlichen Zahlen) Sei m € N. Wir mdchten die Mul-
tiplikation mit m einfuhren. Wir benutzen den Dedekindschen Rekursionssatz
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mit am: N — N und gg = 0. Dies fuhrt zu einer Abbildung pm: N — N mit
um(0) =0und um(n+ 1) = m+ um(n). n € N. Die Multiplikation ist jetzt durch
< NxN — N
(m.n) — m-n:=um(n)

gegeben.
iii) (Die Fakultat) Fur jede nattrliche Zahl wird ihre Fakultar rekursiv durch

O=1 und (n+M)l=(n+1)-nl, neN,
erklart. Wir wenden die Variante aus Bemerkung 1.3.9 mit ag =0 und

for NX(*D N,
(Kov oo kn) —>  (N+1) - Kn,

neN,an.

1.3.11 Satz (Eindeutigkeit der natlrlichen Zahlen). Sei (N,Oy.v) eine Menge
von naturlichen Zahlen. Dann existiert genau eine bijektive Abbildung

F:N— N

mit
F(O)=0x und F(n+1)=v(F(N)), neNl.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung F: N — N mit F(0) =0
und F(n+ 1) = v(F(n)). n € N, folgt direkt aus dem Dedekindschen Rekursions-
satz. Naturlich kbnnen wir den Rekursionssatz auch fur die Menge N und die
Abbildung N — N, n— n+ 1, anwenden. So erhalten wir eine Abbildung

G:N— N
mit
G0)=0 und G¥(n)=GN)+1, neN.
Wir untersuchen Go F: N — N:

(GoF)(0)=0 und
(GoF)(n+1)=G(F(n+ 1)) =G(v(F(n))=G(F(n))+1=(GoF)(n)+1.

Dieselben Eigenschaften hat idy. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz
1.3.8 gilt Go F = idy. Mit demselben Recht kann man Fo G = idy schlieBen. Die
Abbildung F ist umkehrbar, d.h. bijektiv (vgl. (14), Folgerung 2.4.6, S. 50). O

Der n&chste Satz enthdlt die Rechenregeln fur die Addition und Multiplikation
von natdrlichen Zahlen.

1.3.12 Satz. Die in Beispiel 1.3.10 eingefihrten Rechenoperationen erfillen
folgende GesefzmdaBigkeiten:
i) (Neutralelement der Addition)Yne N: n+0=n=0+n.
i) (Kommutativgesetz der Addition) vm,ne N: m+n=n+m.
iii) (Assoziativgesetz der Addition) VI, m,n € N :(I+ m)+n=[+(m+n).
iv) (Neufralelement der Multiplikation)Vne N:n-1=n=1-n.
V) (Kommurtativgesetz der Multiplikation) vm,ne N: m-n=n-m.
Vi) (Assoziativgesetz der Multiplikation)VI,m,n € N :(I-m)-n=/-(m-n).
vii) (Distributivgesetz)Vl,m,ne N : [-(m+n)=/[-m+1-n.

16



1.3 Die natiirlichen Zahlen

Beweis. Aus der rekursiven Definition der Addition (Beispiel 1.3.10 1) ergibt sich
folgende Gleichung, die wir des Ofteren im Beweis bemUhen werden:

vymneN:m+(n+1)=(m+n)+1. 1.3)

i) Es gilt n+0 = F,(0) = nnach Definition. Die Abbildung N — N, n+— 0+n,
erfUllf 0+0 = 0und 0+(n+ 1) =0+ n) + 1. Aus der Eindeutigkeitsaussage im
Rekursionssatz folgt, dass die Abbildung die Identitdt ist, d.h. 0+ n = n fur alle
neN.

i) Wir beweisen die GUltigkeit der Aussagen »4(n), n € N, durch Induktion
Uber n. Dabei ist

A(n):=VmeN:m+n=n+m).
Im Induktionsschritt wird ebenfalls eine vollstGndige Induktion vorkommen, so
dass es sich um eine doppelte Induktion handelt.

n = 0: Dieser Fall wurde in i) behandelt.

n — n+1: Wir beweisen durch Induktion tber m, dass m+(n+1) =(n+1)+m
fur jede naturliche Zahl m gilt.

m = O: Dies ist wieder in i) enthalten.

m — m+ 1. Wir berechnen

(m+1)+(n+1) (2) (m+1)+n)+1

(13)

V. ;L'Jr n ( +1 (LS)

n+(m+1))

| 1.3)

£ (Mm+n)+1)+1 (i

LV. f=l'Jr m ((

(n+m)+1)+1

() (Mm+(n+1)) +1

(13)

n+1)+m)+1 (L)

(n+ 1)+(m+1).

i) Wir fixieren | und m und beweisen durch vollsténdige Induktfion, dass
(I+ m)+n=I+(m+n) fr jede Zahl n € N richtig ist. Der Fall n = 0 folgt direkt
aus i).

Der Induktionschritt n — n+ 1 gestaltet sich folgendermaBen:

(I+ m)+(n+1) () ((I+m)+n)+1 £ (H(m+n))+1 (2
R (m+n)+1) Dy (m+(n+1)).

iv) Fir m,n € N haben wir m-0 = un(0) = 0und m-(n+ 1) = um(n+ 1) =
m+um(n) =m+m-n=m-n+m. Fir n=0 liefert dies m- 1 = m. Jetzt zeigen wir
durch Induktion Uber n,dass 1-n=n.

n=0: 1-0=0.

non+lil(n+el)=1-n+1'%n+1.

v) Hier benodtigen wir wieder eine doppelte Induktion. Durch Induktion
Uber n wird gezeigt:

vn: AMn):=vYmeN:m-n=n-m).

n = 0: Wir haben m - 0 = 0 nach Definition. Dass auch 0 - m fUr alle m gilt,
folgt leicht aus der Rekursionsvorschrift.

n — n+1: Durch vollstndige Induktion Uber m weisen wir nach, dass m-(n+
1) =(n+1)-m, me N. Der Fall m = 0 ergibt sich aus den VorlUberlegungen.

FUr den Induktionsschritt m — m+ 1 berechnen wir:

(m+1)-(n+1) = (m+1)-n+m+1"V'Lurnn-(m+1)+m+1=
LV +il)
= n-m+n+m+1 ="m-n+rm+n+1=
= m-(n+1)+n+1"V'f=urm(n+1)~m+n+1

(n+1)-(Mm+1).
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vii) Wegen des Kommutativgesetzes fur die Multiplikation ist die Aussage
gleichwertig mit der Aussage: VI, m,ne N:(m+n)-I=m-I/+n-/[. Wirhalten m
und n fest und fUhren Induktion Uber I.

I=0: Hiergit (m+n)-0=0=0+0=m-0+n-0.

= 1+1: (m+n)-(I+1) =(m+n)-l+m+n"¥' m-1+n-I+m+n2 m-i+m+n-1+n =
m-(I+1)+n(I+1).

vi) Wiederum fixieren wir /, m und beweisen durch Indukfion Uber n, dass
(I-m)-n=1(m-n).

n = 0: In diesem Fall erhalten wir auf beiden Seiten der Gleichung null.

n — n+1: Wir durfen bereits das Distributivgesetz verwenden: (I-m)-(n+1) =

(-m)-n+l-m'¥ 1(m-n)y+I1-m=1(m-n+m)=m(n+1)). O

Die letzte wichtige Struktur auf den natlrlichen Zahlen, die wir bendtigen, ist
ihre Anordnung.

1.3.13 Definition. Es sei A eine Menge. Eine Anordnung von A ist eine Relati-
on'’,<* mit folgenden Eigenschaften:

o (Transitivitdh) Va,b,ce A:(a< b)A(b<c)=a < c.

e (Antisymmetrie) Va,be A:(a< b)A(b<a)= a=b.

e (Totalitdt) Va,b e A:(a < b)v(b < q).

1.3.14 Bemerkung. Die Totalitdt impliziert die Reflexivitdt: vae A: a < a.

1.3.15 Schreibweise. Es seien a,b € A. Wenn a < b und a # b gilt, dann
schreiben wir a < b Wir schreiben aucha > bfurb<aund a> bfur b < a..

1.3.16 Bemerkung. Anfisysnmetrie und Totalitdt sagen aus, dass fur zwei ver-
schiedene Elemente a, b € A entweder a < b oder b < a gilt.

Mittels der Addition von naturlichen Zahlen kénnen wir folgende Anordnung
auf N erkléren.

1.3.17 Definition. Vn;,no e N:ny < np <= 3Jk e N:np,=n; + k.

1.3.18 Satz. Die Relation <" ist eine Anordnung der natdrlichen Zahlen. Des

Weiteren gilt:
a) Seien I,ny,n, € N und gilt ny < n, bzw. Ny < n,, dann gilf auch Ny + 1 <

No+1bzw. N +1 < Ny + 1.
b) Farl,ny,n, € N gilt: Aus ny < np folgtny -1 < no - I

Il Beweis werden wir eine Tatsache Uber die Addition benotigen, die wir vor-
anstellen.

1.3.19 Behauptung. Essein e N. Dann ist die Abbildung N — N, k — n+k,
injektiv.

7Der Begriff ,Relation® wird in (14), Definition 2.3.1, S. 38, und (15), S. 8, erklart,

18



1.3 Die natiirlichen Zahlen

Beweis. Wie nicht anders zu erwarten, wird diese Aussage durch Indukfion
Uber n bewiesen. FUr n = 0 ist nichts zu zeigen.

n — n+1:Esseien ky, k, € N, so dass (n+1)+k; =(n+1)+k,. Nach Assoziativ-
und Kommutativgesetz gilt dann auch (n+ k) + 1 =(n+ k) + 1. Da ,+1" nach
dem zweiten Peano-Axiom injektiv ist, ergibt sich n+ k; = n+ k. Nach Indukti-
onsvoraussetzung heiBt das k; = ko. O

Beweis von Satz 1.3.18. Wir Uberprufen erst die beiden Zusaize. Seien ny < ny
und k € N, so dass n, = ny + k.

Zusatz a). Auf Grund von Behauptung 1.3.19 genugt es, die Version mit
.<" zu verifizieren. Es gilt ny + 1 =(ny + k) + 1 =(ny + 1) + k. Diese Gleichung zeigt
n + I < Ny + l.

Zusatz b). Wirhaben ny - I =(ny + k) - I =ny - [+ k- Tund folglich ny - [ < ny - .

Transitivitat von ,<". Seien ny, Ny, N3 € N, so dass N1 < n, und Ny < ng. Es
gibt somit k1, ko, € N mit no = Ny + ky und Nz = N, + ko, Wir finden

N3 =Ny + ko =(Ny + ky) + ko = m+(ky + ko) und damit ny < ns.

Antisymmetrie von ,<". Seien n;,n, € N mit n; < np, und N, < Ny und
ky. ko € N mit no, = Ny + ky und ny = Ny + ko, Wir berechnen ny = m+(ky + k»). Da
die Addition von n; nach Behauptung 1.3.19 eine injektive Abbildung liefert,
gilt ky + k, = 0. Dann muss aber k; = k, = 0 und daher n; = n, gelten. Denn
wdre etwa k; # 0, dann existierte wegen Lemma 1.3.4 ein k; mit ky = kj + 1.
Also ky + ky = ki + 1+ ky =(kj + kp) + 1 # 0 wegen (P1).

Totalitét von ,<". Wir bilden die Menge

P:={neN|VYmeN:(m<nVv(nh<m)}.

Die behauptete Totalitat ist dquivalent zu P = N. FUr jede naturliche Zahl m
gilt 0 < m. Wir folgern 0 € P. Nun sei n € P. Wir untersuchen n+ 1. Fir m = 0 gilt
0 < n+1.Fir m # 0 gibt es nach Lemma 1.3.4 ein m¥ mit m=m’' + 1. Wegen
n e Phaben wirm’ < noderm > n. Nach Zusatz a) folgt m=m'+1 < n+1
oderm=m+1>n+1. Aus (P3) folgt P = N. O

1.3.20 Bemerkung. Fur I,ny,n, € N gilt sogar
m<n <= m+l<n+l

Wir mUssen <" zeigen. Wir erinnern daran, dass .a = b" gleichbedeutend
mit ,—~b = —-a" ist ((14),2.1.4,S. 28) . Demnachist ,ny > no=m+/>n+ 1" zu
zeigen. Diese Aussage ist bereits im Satz enthalten.

1.3.21 Ubung. Es seien m,n e N. Zeigen Sie: Gilt m < n,so auch m+1 < n.

Die Anordnung der naturlichen Zahlen hat noch eine weitere bemerkenswer-
te Eigenschaft.

1.3.22 Satz (Das Prinzip vom kleinsten Element). Sei P ¢ N eine nichtleere
Teilmenge. Dann existiert ein ng € P, so dass

YneP:ng<n.

Beweis. Wir bilden die Menge der unteren Schranken fur P:

Si={meN|VvneP:m<n}.
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Unsere Behauptung sagt SNP # &. Wir glauben das nicht und nehmen SNP =
@ an. Sicherlich gilt 0 € S. Sei ferner m € S. Dann gilt m < n fUr jedes n € P.
Da SN P = @, haben wir m = n und somit m < n fur alle n € P. Nach Ubung
1321 giltauch m+1 < nfarne P,dh. m+1 e S Das dritte Peano-Axiom
sagt nun S = N. Wegen Sn P = @ bleibt kein Platz fur P, so dass P = @. Aber
genau dies hatten wir in unserer Annahme ausgeschlossen. Die Behauptung
muss also doch richtig sein. O

1.3.23 Definition. Eine Anordnung <" auf einer Menge A, die das Prinzip vom
kleinsten Element erfullt, darf sich Wohlordnung nennen.

1.4 Die ganzen Zahlen

Der fundamentale Begriff der Aquivalenzrelation gestattet es uns, den ers-
ten Schritt des in Abschnitt 1.1 beschriebenen Programms durchzufUhren
und die ganzen Zahlen aus den naturlichen Zahlen zu konstruieren.

1.4.1 Definition. i) Es sei A eine Menge. Eine Relation ,~" auf A heiBt Aquiva-
lenzrelation, wenn sie folgende Eigenschaften erfullt:

o (Reflexivitdh) Vae A:a~ a.

e (Symmetrie)Va,be A:a~b= b~ a.

o (Transitivitdt) va,b,ce Ata~bAb~c=an~ c.

i) Es seien A eine Menge, ,~" eine Aquivalenzrelation auf A und a € A.
Die Aquivalenzklasse von a ist die Menge

[a] ={beAlb~a}.
Fin Element ¢ e [a] heiBt Reprdsentant der Aquivalenzkiasse.

1.4.2 Bemerkung. Auf Grund der Reflexivitdt gilt a € [a], a € A, d.h. eine
Aquivalenzklasse ist niemals leer.

1.4.3 Lemma. Es seien A eine Menge, .~" eine Aquivalenzrelation auf A und
a,b € A. Dann gilt entweder [a] = [b] oder [a] N [b] = @.

Beweis. Es seien a.b € A, so dass [a] N [b] # @. Wir zeigen [a] c [b]. Dazu
wdhlen wir ein Element ¢ € [a] N [b]. Sei d € [a]. Es gilt d ~ aund ¢ ~ a.
Wegen der Symmetrie haben wir auch a ~ ¢, so dass die Transitivitat d ~ ¢
liefert. Weiterhin gilt ¢ ~ b. Wiederum mit Transitivitat ergibt sich d ~ b, d.h.
d € [b]. Jedes Element d von [a] ist auch Element von [b], also [a] C [b].

In diesem Argument durfen wir die Rollen von a und b vertauschen und
sehen damit, dass auch [b] c [a] und letztendlich [a] = [b] gilt. O

1.4.4 Bemerkung. Bemerkung 1.4.2 und Lemma 1.4.3 zeigen, dass die Menge
A disjunkte Vereinigung von Aguivalenzklassen ist.
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1.4.5 Beispiel. i) Die einfachste Aquivalenzrelation ist die Gleichheit: Va,b e
A:a~ b« a=b. Hergilt[a] = {a} fdralle a € A
i) Wir definieren die Relation ,~" auf N durch

. f no=n+12k, fallsny < ny
m~n = JKeN { m=ny,+ 12k, falls ny > ny
Der Leser mag zur Ubung Uberprufen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation
handelt. (Nur die Transitivitat ist nicht trivial und erfordert einige Fallunterschei-
dungen. Leichter wird’s mit den ganzen Zahlen ((14), S. 40).)

1.4.6 Lemma. Zu jedem n € N gibt es genau einn € {0,1,...,11}, so dass
n ~ n. Die Abbildung
{0.1,..11} — {[nllneN}
k — [K]

ist also eine Bijektion.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich. Sei nun n € N. Nach Satz 1.3.22 gibt
es in der Menge [n] ein kleinstes Element n. Wenn n > 12 ist, dann gibt es ein
k € N mit n =12 + k. Offenbar gilt k < nund k ~ n. Das widerspricht aber der
Tatsache, dass n das kleinste Element in [n] ist. O

Die gegebene Aquivalenzrelation wird durch eine (Analog-)Uhr redlisiert: Eine
Uhr identifiziert zwei Stunden genau dann, wenn sie sich um ein Vielfaches von
12 unterscheiden.

Im Folgenden werden wir eine Aquivalenzrelation benutzen, um aus den na-
tarlichen Zahlen die ganzen zu konstruieren.

1.4.7 Definition. Es sei ,~" die Relation auf N x N mit:

(a.b) ~(c.d) <= a+d=b+c.

1.4.8 Satz. Die Relation ,~" ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitdt. Es sei (a, b) ein Element von N x N. Es gilt
(a.b) ~(a.b) <= a+b=b+a.

Dass diese Gleichheit fur alle a, b € N gilt, ist das Kommutativgesetz der Ad-
dition (Satz 1.3.12).
Symmetrie. Es seien (a.b),(c,d) € N x N, so dass (a.b) ~(c.d), d.h.

a+d=b+c.

Dann gilt natdrlich auch
b+c=a+d

und nach dem Kommutativgesetz

c+b=d+a.
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Kapitel 1 Reetle Zatlen

Damit ist
(c.d) ~(a.b)

gezeigt.
Transitivitat. Gegeben seien (a,b),(c,d).(e.f) € N x N mit (a,b) ~(c,d)
und (c, d) ~(e. f).
Das bedeutet a+d=b+c
und c+e=d+f.

Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert
a+d+c+e=b+c+d+f.
Nach Anwendung des Kommutativ- und Assoziativgesetzes erhalten wir
(a+e)+(c+d)=(b+f)+(c+d).
Die Injekfivitdt der Addition von ¢ + d (Behauptung 1.3.19) zeigt
a+e=b+f.

Daraus folgt wie gewunscht (a, b) ~(e, ). O
1.4.9 Definition. Z := { [a.b]|(a.b) e N x N }.

Die Anschauung bei dieser Konstruktion ist, dass [a, b] fur a — b steht. (Dies
werden wir unten explizit machen.)

1.4.10 Definition. Wir statten Z wie folgt mit Addifion und Multiplikation aus:

+:Zx7Z — Z
([a.bl.[c.d]) — [a+c.b+d]:
ZIxl — Z

([a.bl.[c.d]) ~— [ac+bd, ad+bc].

Bei dieser Definition waren wir etwas sorglos: Wir haben Reprdsentanten be-
nutzt, um die Abbildung zu erkldren. Nun gibt es aber (unendlich) viele Mog-
lichkeiten, eine gegebene ganze Zahl x € Z in der Form [a, b] zu schreiben.
Um z.B. zu zeigen, dass ,+" eine Abbildung ist, mUssen wir nachweisen, dass
fur ganze Zohlen x,y € Zund a,d’,b,b’,c,c’,d,d e Nmit [a,b] = x = [0, D]
und [c.d] =y =[c,d]auch [a+b,c+d]=[ad + b, c'+d] gilt. Im Allgemei-
nen sagt man, dass eine Vorschrift auf einer Menge von Aquivalenzklassen,
die mit Hilfe von Reprdsentanten eingefuhrt wird, wohldefiniert ist, wenn sie
nicht von der Auswahl eben dieser Reprdsentanten abhdngt.
Nicht jede Vorschrift, die uns einfdllt, ist wohldefiniert. Z.B. kbnnten wir

f1Z2 — Z
[a.b] — [a.0]

anschauen. Es gilt [5,1] = [4.0]. Far [5, 1] liefert die Vorschrift das Ergebnis
[6.0] und fUr [4,0] wieder [4,0]. Leider ist aber [5,0] # [4,0]. Damit ist f keine
Abbildung.
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1.4 Die ganzen Zahlen

1.4.11 Satz. Die Vorschriffen +" und .-* aus Definition 1.4.10 sind wohldefi-

niert, d.h. fira,d’,b,.b’,c,c’.d.d e N mit[a,b] =[d'. bl und [c.d] = [c'.d]
gilt auch

[a+b,c+d]

[ac + bd, ad + bc]

[@+b.c+d]
[dc+b'd,dd +b'c].

Beweis. Wir flhren den Beweis fUr die Multiplikation. Die Addition ist wesent-
lich einfacher.
Falll:c=c’.d=d.

ac+bd+dd+b'c

(a+b)c+(d + b)d
(d'+b)c+(a+b)d
ad+bc+dc+b'd.

Dies zeigt [ac+ bd,ad + bc] = [d'c+ b'd.d'd + b'c].

Fall 2: Im allgemeinen Fall durfen wir auf Grund von Fall 1 a= o’ und b = b/
voraussetzen. Eine analoge Rechnung zeigt ac + bd + ad’ + bc’ = ad + bc +
ac’ + bd'. O

1.4.12 Beobachtung. Fur[a,b] € Z gilt

[a,.b]+[b,a]=[a+b,a+b]=]0,0].

1.4.13 Definition. Die Relation ,<" auf Z ist gegeben durch:

[a,b]<[c.d] = a+d<b+c.'®

Wir mussen uns vergewissern, dass die Definition von ,<" sinnvoll ist. Seien z.B.
a,d.,b,b',c,d e Nmit [a,b] = [d,b']. DefinitionsgemdB gilt a+ b’ = o’ + b.
Mit Satz 1.3.18 und Bemerkung 1.3.20 schlieBen wir

a+d < b+c
~— d+a+d < d+b+c
— ad+a+d < a+b+c
— a+d < b+c

1.4.14 Satz. i) Die Relation ,<" ist eine Anordnung von Z.
i) Fur zwei natdrliche Zahlen n,n’ € N gilt

n<nbzw.n<n < [n0]<[n.0]bzw. [n0]<[n.0].

i) Ist [a. b] > [0,0]. dann gibt es genau eine natdrliche Zahl n mit [a, b] =
[n.0].

iv) Fur [a, b] < [0,0] existiert eine und nur eine natdrliche Zahl n, so dass
[a.b] =[0.n].

18 Auf der rechten Seiten bezeichnet ,<" die Anordnung der natirlichen Zahlen.
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Beweis. Teil i) lassen wir als Ubung (s. Aufgabe 6.3.3). Teil ii) ist offensichtlich.
i) Nach Definition bedeutet [a,b] > [0,0], dass a > b. Daher gibt es ein
n € N mit a = b+ n. Wegen Behauptung 1.3.19 ist n eindeutig bestimmf.
Offenbar haben wir [a. b] = [n.0].
Punkt iv) wird analog beweisen. O

Die Abbildung

A

N —
n — [n,Q]

hat folgende Eigenschaften:

o ¢ ist injektiv.

eVny, Np e N:u(n +ny)=cu(n)+c(Ny).
eVny,Np € N: L(n] c n2) = L(n]) c L(n2).
eVN,NpelN:nN <Ny L(n]) < L(n2).

Vermdge « kdnnen wir N als Teiimenge von Z auffassen. Wir vereinbaren fol-
gende, etwas missbrduchliche

Schreibweise. n:=[n,0] =«(n), —n:=[0,n], n € N.
Allgemeiner: —x :=(—1) - x, x € Z.

Man beachte, dass diese Konventionen miteinander vertraglich sind, d.h.
VvneN:(—-1)-n=[0,1]-[n.0]=[0,n] = —n.
Mit diesen Konventionen ist auch die Schreibweise
Z={0+1,+2,43,..}

wieder gerechftfertigt.

1.4.15 Satz. Das Tupel (2.0, 1,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins, d.h. es
gelten folgende GesetzmdBigkeiten:
i) (Neutralelement der Addition)vVx € Z : x+0=x=0+x.
i) (Kommutafivgesetz der Addition)Vx,y e Z : x+y =y +X.
iii) (Assoziativgesetz der Addition) Vx,y.,z € Z :(X +y) +z = X+(y + 2).
iv) (Existenz von inversen Elementen)Vx e Z3y e Z : x+y =0=y + X.
Schreibweise: —x = y.
v) (Neutralelement der Multiplikation)Vx e Z . x-1=x=1-
Vi) (Kommutativgesetz der Mulfiplikation) vx,y € Z : x - y = y
vii) (Assoziativgesetz der Multiplikation)Vx,y,z € Z :(x - y) -z = (y - 7).
viii) (Distribufivgesetz)Vx,y,.z € Z : x-(y +2)=X-y + X - Z.

Beweis. Die Regeln i), ii), iii) folgen sofort aus der Definition und den entspre-
chenden Rechenregeln fur natUrliche Zahlen (Satz 1.3.12). Regel iv) haben
wir bereits in Beobachtung 1.4.12 festgehalten.

Die Regeln v)-viii) ergeben sich aus den Regeln der Multiplikation natdrli-
cher Zahlen (Satz 1.3.12) und der Beobachtung, dass

(=x)y=x(—y)=—(xy)
fur alle x, y € Z gilt. O

24



1.5 Die rationalen Zahlen

Wir halten folgende Eigenschaft der Anordnung fest (s. Aufgabe 6.3.3):

Va,b,ceZ:a<b = a+c<b+c.

. ac< bc, fallsc>0
Va,b,ceZ:a<b = {aczbc, falls ¢ < 0

1.5 Die rationalen Zahlen

Die rationalen Zahlen lassen sich jetzt in ganz Ghnlicher Weise aus den gan-
zen gewinnen wie die ganzen aus den natUrlichen.

Wir klrzen z* := Z \ {0} ab.

1.5.1 Definition. Die Relatfion ,~" auf Z x Z* wird erklart durch:

(a,b) ~(c.d) <= ad=bc.

1.5.2 Satz. Bei ,~" handelt es sich um eine Aquivalenzrelation auf Z x Z*.

Beweis. S. Aufgabe 6.3.2.

1.5.3 Definition. i) £ :=[a,b], (a.b) € Z x Z*.
ii)Q:={%\er, bez*}.
i) Die Rechenoperationen auf @ sind gegeben durch:

+QAxQ — Q
(g C) . ad+bc.
bd

b'd
TQAxQ — Q

(2.8) — &
b’ d bd’

1.5.4 Satz. Die Operationen +" und ,-" sind wohldefiniert.
Beweis. S. Aufgabe 6.3.2.

1.5.5 Definition. Fur zwei rationale Zahlen a/b und c/d setzen wir:

{ ad < be, falls bd >0
< =

ad > bc, fallsbd <0 °

olQ
Qlo

1.5.6 Satz. Die Relation ,<" ist eine Anordnung von Q.
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Beweis. S. Aufgabe 6.3.3. O

Die genauen Eigenschaften der rationalen Zahlen und ihrer Anordnung wer-
den wir im n&chsten Abschnitt formulieren (Satz 1.6.8). Zum Abschluss dieses
Abschnitts definieren wir die Abbildung

v —

k +——

=X 0

Sie hat folgende Eigenschaften:

e ¢ ist injektiv.

o ki ko € Z : u(ky + ko) = u(Ky) + o(Kp).
o Vki, ko e Z: L(k] kg) = L(k]) . L(kg).
.Vk],kg ez k] < k2 — L(k]) < L(k2).

Wir kbnnen damit Z als Teilmenge von Q auffassen. Die Rechenoperationen
und die Anordnung von Q erweitern die entsprechenden Zusatzstrukturen auf
Z. Wir werden in Zukunft oft k statt k/1, k € Z, schreiben.

1.6 Die reellen Zahlen: Die Axiome

In diesem Abschnitt formulieren wir die Eigenschaften, die die reellen Zah-
len haben sollen.

Wir beginnen mit den Kérperaxiomen.

1.6.1 Definition. Ein Quintupel (K,0, 1,+,-), das aus einer Menge K, Elementen
0,1 € K und Abbildungen +: K x K — K und -: K x K — K besteht, nennt
sich Kérper, wenn folgende Regeln gelten:

() (K.0,+) ist eine abelsche Gruppe, d.h. es gilt
(Assoziativgesetz) Vx,y.z € K i(x +y) +Z = x+(y + 2).
(Neutralelement) vx e K: x+0=x=0+x.
(Inverse Elemente) Vx e Ky e K: x+y=0=y + x.
Schreibweise: —x := y; FUr x, y € K schreiben wir kurz x — y statt x+( — y).
(Kommutativgesetz) Vx,y e K: x+y =y + X.

)0 = 1.

(m1) (Assoziativgesetz) Vx,y.ze€ K :i(x-y)-zZ=x-(y - 2).

(m2) (Neutralelemend Vx e K:x-1=x=1"x.

(m3) (Inverse Elemente) Vx e K\ {0}3y e K: x-y=1=y-x.
Schreibweise: x~' := y; Fur x € K,y € K\ {0} schreiben wir auch x/y oder
X statt x - y~ .

(m4) (Kommutativgesetz) Vx,y e K i x-y =y - X.
(d) (Distributivgesetz) vx,y,z: x-(y+2)=X-y + X - Z.

Wir werden im Folgenden einen Koérper einfach mit K anstatt mit (K,0,1,+, )
notieren.
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1.6.2 Bemerkung. Es sei K ein Kérper. Wir setzen K* := K'\ {0}.
DVxeK:x-0=0=0-x.InderTat gilt 0 =0+0. Deshalb gilt0-x =(0+0)-x =
0-x+0-x. Wir addieren —(0 - x) auf beiden Seiten und erhalten 0 =0 x.
i Vx,y € K*:x-y e K*. Dax # 0, existiert das zu x inverse Element x~'. Wir
berechnen x—'-(x-y) =(x~"-x)-y =1-y = y # 0. Wegen i) muss x-y = 0 gelten.
i) Nach i) haben wir eine Abbildung

GKFx K* — K*
(X.y) = X-V.

Aus den Koérperaxiomen folgt, dass auch (K*, 1,-) eine abelsche Gruppe ist.

iv) Die Schreibweise in Definition 1.6.1 (wie auch in den Satzen 1.3.12 und
1.4.15) suggeriert, dass das inverse Element eindeutig bestimmt ist. Seien x € K
und y,y’ € K zwei Elemente mit x+y =y +x=0=x+y' =y + x. Dann gilt
naturlich y+(x + y) = y+(x + y’) und mit dem Assoziativgesetz (y + x) +y =
(y + x) + y’. Die letzte Gleichung wirdzu 0+ y = 0+ y’ und daherzu y =y’
Ahnlich argumentiert man bei der Multiplikation.

v) FUr jedes Element x € K gilt —x =(— 1) - x. Das folgt aus 0 = 0 - x =
(TI+(=1))-x=1-x+(—1)-x=x+(— 1) - x. Aus dem Distributivgesetz ergibt sich
weiter (— x)-y=—(x-y)furallex,y € K.

1.6.3 Definition. Ein Paar (K, <), das sich aus einem Korper K und einer An-
ordnung auf K zusammensetzt, heiBt angeordneter Kérper, wenn folgende
Zusatzbedingungen erfullt sind:
ONHVx,y,zeK: X>y=x+z2>y+2z
ODVX,yeK:x>0Ay>0=x-y>0.

1.6.4 Eigenschaften. In einem angeordneten Kérper (K, <) gelten folgende
Regeln:
DVx,yeK:x>y<+=x-y>0.
VYU, v.x,ye K:uU>VAX>YyY=U+X>V+Y.
Insbesondere folgt: x >0Ay >0=x+y > 0.
iDvVa,x,ye K:a>0Ax>y=ax>ay.
MVYxeK:(x>0=-x<0)AXx <0=—x>0).
VX, yeK:i(x>0ANy<0=xy <0O)A(x<O0Ay <0= xy >D0).
Vi)Vx € K* 1 x2:=x-x > 0.
vii) 1> 0.
viDVa,x,y e K:a<0AXx >y = ax < ay.
X)Vxe K*:x>0=x""1>0.
NVX,yeK:ix>y>0=x""<y
XDVx,yeK:x>y>0=x/y > 1.

Beweis. i) Fur die Richtung =" wenden wir (o1) auf x > y und z = —y an und
fur ,<" auf x—y >0undz=y.

i) Mit (o1) erhalten wir die Implikationenu > v = u+x > v+xund x > y =
X+ Vv > y+v. Mit der Transitivitdt von ,<" folgt u+x > v +y. (Genauer folgt erst
einmalu+x > v+y. Wlre u+x=v+y,soauch u+x=v+xunddamitu=v.)

i) Wegen i) haben wir x—y > 0. Mit (02) schlieBen wir ax—ay = a(x—y) > 0,
so dass — wiederum nach i) — ax > ay.
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iv) Wir addieren —x zu der Ungleichung x > 0 und wenden (o1) an. Es folgt
O0=x+(—x) > —x. Analog zeigtman x < 0= —x > 0.

V) x > 0Ay < 0: Nachiv) gilt —y > 0und damit nach (02) —(xy) = x(—y) > 0.
Aus iv) folgt xy = —(—(xy)) < 0.

x < 0Ay < 0 Dann haben wir wegen iv) —x > 0und —y > 0. Nach (02)
qgilt folglich xy =(— x)( — y) > 0.

vi) Dieser Teil ergibt sich fur x > 0 aus (02) und fur x < 0 aus v).

vii) Wegen 1.1 =1 folgt die Aussage direkt aus vi).

viii) Wir haben nach i) x — y > 0. Nach v) ax — ay = a(x — y) < 0, so dass
ebenfalls nach i) ax < ay.

ix) Ware x—! < 0, dann folgte zundichst x—! < 0 aus x~! # 0. Mit v) schlieBen
wir 1 =x—1. x < 0, im Widerspruch zu vii).

x) Nach (02) gilt xy > 0 und somit 1/xy > 0 nach ix). Multiplizieren wir die
Ungleichung x > y mit 1/xy so wird daraus nachiiii) 1/y > 1/x.

xi) Wir haben x > y und nach ix) auch 1/y > 0. Mit (02) erhalten wir x/y >
y/y =1 O

1.6.5 Definition. i) Der Absolutbetrag ist die Funktion
[-: K — K

X x, fallsx >0
— —x, fallsx < 0.

i) Die Funktion
sign: K — {-1,0,1} cK
—1, fallsx <0
X —> 0, fallsx=0 |,
1, fallsx >0

wird als Vorzeichenfunktion angesprochen.

Der Verifikation der folgenden Tatsachen Uberlassen wir dem Leser als Ubung
(Aufgabe 6.4.2).

1.6.6 Eigenschaften. i) Vx € K : x =sign(x) - |x|.
iDVx,y e K:|x-y|=|x|-|yl. sign(x - y) =sign(x) - sign(y).
i) vVx € K :(|x] > O)A(]x] =0 <= x =0).
VVx,eeK,e>0:|X|<e<= —e<Xx<e.

1.6.7 Satz (Dreiecksungleichung).

VX, y € K:|x+y| < |x|+]y|

Beweis. FUrjedes x € K gilt x < |x|. Damit schlieBen wir nach Eigenschaft 1.6.4
i, dass x +y < |x| +|y| fur alle x, y € K gilt.

Fall 1: x +y > 0. Dann haben wir [x + y| = x + y < |x] +|y]|.

Fall 2: x+y < 0. Jetzt gilt [x+y| = —(X+y) = —x+(—y) < |—x|+|—y| = |x|+]y|]. O
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Der folgende Satz fasst die Rechenregeln und die Eigenschaften der Anord-
nung des Korpers Q der rationalen Zahlen zusammen. Den Beweis stellen wir
als Ubung.

1.6.8 Satz. Das Paar (Q. <) ist ein angeordneter Kérper.

Warum sind wir dennoch nicht mit dem Kérper Q zufrieden? Die Antwort, die
diesmal in Termen der Anordnung formuliert ist, lautet, dass Q ,L6cher™ hat,
Dazu greifen wir das Beispiel v2 wieder auf.

1.6.9 Beobachtung. Durch /2 wird @ in die beiden Teile

L
R

{xeQ|x<0vx2<2}und
{xeQ|x>0Ax2>2}

unferteilt: L# @, R # @, Q=LURuUndL <R, ie.Vxel,yeR:x<y.
Es gibt kein Elementze Q mitL <z <R, d.h. keinze Q,so dassx <z <y
farallex € L,y € R gilt.

Beweis. Die Behauptungen L # @ und R # @ sind klar. Die Gleichung LUR = Q
folgt, weil es keine rationale Zahl z mit z2 = 2 gibt, so dass fur jede rationale
Zahl z entweder 72 < 2 oder 72 > 2 gilt.

Schritt 1. Zeigenwir L < R.Seienx e Lund y € R. Falls x <0,sogiltx <0< y.
Wenn x > 0, dann haben wir x2 < 2 < y2, Wir schlieBen

)/27X2
y+X

> 0.

y—x=
Schritt 2. Sei z € Q mit L < z < R. Es ist zu Uberprifen, dass z2 = 2 folgt.

(Denn wir wissen ja, dass es in Q keine solche Zahl gibt.)

2z+72 _2_22—2
z+2 z+2

Sei 7= (1.4)

Wegen z > 0 gilt auch n > 0. Ferner

(2z+2)2 —2(z+2)?  2(22-2)
(z+2)2 T o(z+2)2

2

P o2= (1.5)

Nehmen wir z2 — 2 > 0 an, dann folgt z > 5 aus (1.4) und 72 > 2 aus (1.5).
Die Eigenschaften n > 0 und 77 > 2 besagen n € R. Unser z soll z < R erflillen.
Wir haben aber gerade z > n und € R nachgewiesen. Die Annahme 72 > 2
fuhrt also zum Widerspruch,

Ebenso vergewissert man sich, dass z2 < 2 unmadglich ist. Der einzige Aus-
weg ist 72 = 2, O

Nach diesem motivierenden Beispiel kdbnnen wir genau sagen, was es fur
einen angeordneten Korper bedeutet, keine Lécher zu haben,

1.6.10 Definition. Ein angeordneter Kérper (K, <) wird ordnungsvollstdndig
genannt, wenn es zu je zwei Teilmengen A, B ¢ K mit den Eigenschaften
A # &, B # @und A < Bimmer noch ein Element ,zwischen A und B" gibt,
d.h. ze K mit A < z < B existiert .
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Wie die vorherigen Diskussionen zeigen, ist der Korper der rationalen Zahlen
nicht ordnungsvollsténdig. Dies ist der Defekt von @, an dem wir AnstoB ge-
nommen haben.

1.6.11 Ubung. Es sei (K,<) ein ordnungsvollstandiger Kérper. In K haben wir
das Element 2 = 1+ 1. Zeigen Sie, dass v/2 wie auch jede andere Quadratwur-
zel in K existiert.

Wir bendtigen noch eine alternative Charakterisierung der Ordnungsvoll-
sténdigkeit.

1.6.12 Definition. Es seien K ein angeordneter Korper und A C K eine Teil-
menge.

i) Eine Zahl s € K heiBt obere (bzw. untere) Schranke von A, wenn gilt:
VxeA:x<s (bzw.s<X).

i) Eine Zahl s € K heiBt Supremum von A, wenn sie die kleinste obere
Schranke von A ist, d.h.

e s ist obere Schranke von A und

o fUr jede obere Schranke s’ von A findet man s < ¢,

Schreibweise: sup(A) = s.

il Entsprechend definiert man das Infimum inf(A) von A als die gréBte
untere Schranke von A, sofern existent.

iv) Die Menge A heit nach oben (bzw. nach unfen) beschrénkt, wenn sie
eine obere (bzw. untere) Schranke besitzt. Ist A sowohl nach oben als auch
nach unten beschrénkt, so nennen wir A beschrdnkt.

V) Sei A eine Menge mit Supremum sup(A). Gilt sup(A) € A, so wird das
Supremum auch Maximum genannt und mit max(A) notiert. Entsprechend
heiBt das Infimum von A Minimum von A, wenn es in der Menge A enthalten
ist. In diesem Fall schreibt man min(A) fur inf(A).

1.6.13 Bemerkung. Das Supremum oder Infimum von A muss selbst, wenn es
existiert, nicht zu A gehdren.

1.6.14 Satz. Fur einen angeordneten Kérper K sind folgende Aussagen aqui-
valent:

i) K ist ordnungsvollstandig.

i) Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge von A besitzt ein
Supremum.

iii) Jede nichtleere, nach unten beschrankte Teilmenge von A besitzt ein
Infimum.

Beweis. Wir weisen die Aquivalenz von i) und ii) nach. Der Leser mag zur
Ubung die Aquivalenz von i) und iii) Uberprifen.

A)=iD". Es sei A C K eine nichtleere, nach oben beschrdnkte Menge. Die
zweite Eigenschaft besagt, dass

S:={se K|sist obere Schranke von A }

nicht leer ist. Offensichtlich gilt A < S. Auf Grund der Ordnungsvollstndigkeit
von K existiert s € K mit A < s < S. Offenbar ist s das Supremum von A,
LA)=0)". Esseien A,B C K,so dass A # @ # Bund A < B. Jedes Element von
Bist offenbar eine obere Schranke fur A. FUr das Supremum s = sup(A) gilt folg-
lich s < B. Die Ungleichung A < s ist bereits in der Definition des Supremums
enthalten. O
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1.7 Die reellen Zahlen: Eine Konstruktion

Wir fUhren nun die Konstruktion der reellen Zahlen als Menge der Dede-
kindschen Schnitte der rationalen Zahlen durch. Im Anhang des ndchsten
Kapitels werden wir eine weitere Konstruktion Uber Cauchy-Folgen ratio-
naler Zahlen prdsentieren.

1.7.1 Definition. Eine Teilmenge R C Q heiBt (Dedekindscher) Schnitt, wenn
sie folgenden Anforderungen genUgt:

SO R#2.R+#Q.

SHVa,BeQ:aeRAB>a= B R

(s2) R enthdlt kein kleinstes Element, d.h. inf(R) & R, falls es inf(R) gibt.

1.7.2 Bemerkung. i) Sei R ein Schnitt. Wir setzen L := Q \ R. Nach Definition gilt
LNR=g,
L# @, R # @ (hach (s0)),
L=< R (nach (s1)).
Falls existent, gilt sup(L) = inf(R) und sup(L) € Lwegen (s2) und LU R = Q.
Ein Paar (L, R) mit diesen Eigenschaften wird in der Literatur Dedekindscher
Schnitt genannt. Wie gerade gesehen genugt die Angabe von R.
i) Fur eine Teilmenge R C @, die nur (s0) und (s1) erfullt, fihren wir

P = R, inf(R) existiert nicht
R\ {inf(R)}, sonst

ein. Die Menge R* ist dann ein Schnift.
1.7.3 Beispiel. i) FUr jede rationale Zahl o € @ ist

Sa={BeQ|f>a}
ein Dedekindscher Schnitt.

i) Wir haben in Beobachtung 1.6.9 den Dedekindschen Schnitt zu v/2 un-
tersucht.

1.7.4 Definition. i) Die Menge der reellen Zahlen ist
R:= { R c Q| R ist Dedekindscher Schnitt }.
i) Die Relation ,<" auf R wird durch
VR, Ro e R: Ry <Ry <= Ry D Ry
festgelegt.

Wir bemerken, dass die Bildung von R nach dem Potenzmengenaxiom 1.2.18
und dem Teilmengenaxiom 1.2.9 zuldssig ist.

1.7.5 Lemma. Die Relafion ,<" ist eine Anordnung der reellen Zahlen.

Beweis. Die Antisymmetrie und die Transitivitdt folgen sofort aus den entspre-
chenden Eigenschaften der Mengeninklusion ,c".
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Totalitat. Es seien R, R € R. Wenn R, o R, gilt, folgt R < R, und wir sind
fertig. Ansonsten existiert ein Element a € R, \ R;. Wegen (s1) und o ¢ Ry muss
a < B fur jedes g € Ry sein. Diese Ungleichung besagt aber nach (s1) far Ry,
dass 8 € . Es folgt R, © Ry und somit R, < R;. O

Wir wollen R als ordnungsvollstndigen Kérper konstruieren. Das néchste Re-
sultat zeigt, dass wir in Hinblick auf die Anordnung die richtige Definition ge-
troffen haben.

1.7.6 Satz. Die Menge R ist bzgl. der Anordnung ,<" ordnungsvollsténdig.'?

Beweis. Wir wenden Kriterium iii) aus Satz 1.6.14 an. Es sei # C R eine nach
unten beschrdnkte nichtleere Teilmenge. Es ist die Existenz von inf(»#) nachzu-
weisen.

Sei
C:= U R.
ReA4

Esgil: D VReA:RcC;
i) Fur C' € R bedeutet C' < 4, dass C' D R fur alle R € 4 und
daher C' o C.

Wenn C eine reelle Zahlist, sagti) R > C fUralle R € # und ii) C' < C far
jede untere Schranke C’ von #. Wir mussen jetzt noch (s0) - (s2) verifizieren.

(s0). Die Menge A4 ist nicht leer und nach unten beschrdnkt. Seien R € 4
und S € R mit S < 4. Dann haben wir R ¢ C c S. Die zweite Inklusion haben
wir hierbei aus ii) gefolgert. Da R # &, folgt C # @, und da S # Q, folgt C # Q.

(s1). Seien a € Cund 3 > a. Es gibt ein R € # mit « € R. Eigenschaft (s1) fur
R zeigt 8 € R, so dass wegen R c C auch g e C gilt.

(s2).Seia € Q@ mit a < C. Wirmussen a ¢ C beweisen. Dies ist gleichbedeu-
tend mit o ¢ R fUr alle R € 4. FUr R € 4 haben wir R ¢ C und somit o < R. Da
R nach (s2) kein kleinstes Element enthdilt, schlieBen wir o ¢ R. O

Der obige Beweis springt zwischen den Interpretationen einer reellen Zahl als
Element von R und Teilmenge von @ hin und her. Dies macht ihn konzep-
tionell anspruchsvoller als die bisherigen Beweise. Jetzt mussen wir uns noch
um die Rechenoperationen auf den reellen Zahlen kimmern. Wir werden nur
die notwendigen Konstruktionen angelben. Die Verifikationen, dass sie wirk-
lich einen Kérper ergeben, sind recht langwierig. Ein Teil steht in (2), Kapitel 4.
Ganz ausfuhrlich geht esin (9) und (11) zu.

Die Addition

19Wir hatten ,Ordnungsvollstéindigkeit* nur fur Kérper definiert. In der Tat werden in der Defini-
tion nur die Anordnung ..<" nicht aber die Rechenoperationen benutzt. Daher macht der Satz
Sinn, obwohl wir R noch nicht mit den fUr einen Kérper notwendigen Extras ausgestattet haben.
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1.7.7 Definition. i) FUr Ry, R, € R sei
Ri+R={a+BeQ|acR, BeR}.
i Sei R € R. Wir definieren

Ri={aecQ|VBeR:a+5>0)}
und _

—R:=R* (s.Bemerkung 1.7.2ii).
1.7.8 Bemerkung. FUr & erhalten wir

S={aeQla>0}

und & = 55. Das Herausnehmen des Infimums ist damit eventuell notwendig.

Die Multiplikation

1.7.9 Definition. i) Das Produkt der beiden reellen Zahlen Ry, R, ist
Ri-Ry:={a BlacR.,BeR}, falsR >Sund R, > .

und

—(Ri-(=Ry)), falls R >Sund R, < S

—((—R) R, falls R < SHund R, > S
Ry Ry =
(—R)(—R), fallsR <Sund R, < &

i) Fir R € R mit R > & setzen wir
Ri={acQ|V8eR:a-6>1} und R :=R"

iily Fir R e Rmit R < Sysei R~ = —((— R)~).

1.7.10 Bemerkung. Es kann vorkommen, dass inf(ﬁ) € R. Ein Beispielist R = §;.
Daher wenden wir wieder die ,x-Konstruktion™ aus Bemerkung 1.7.2 i) an.

Der Korper der reellen Zahlen

Es gilt S # S;. Abermals ohne Beweis stellen wir fest, dass (R,0 := &, 1 := 5.+, )
auch (d) erfullt und mit der Anordnung <" auch (o1) und (02) (Definition
1.6.3). In Satz 1.7.6 haben wir bewiesen, dass R ordnungsvollstandig ist. Wir
fassen alles nochmal zusammen in

1.7.11 Satz. Das Tupel (R,0, 1, +,-) ist ein ordnungsvolistandiger angeordneter
Korper.

Die Abbildung
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hat folgende Eigenschaften:

o ¢ ist injektiv.

o L) + ) = Sayvay = Say + Sa, = L) +1(a2).
o ) - a2) = Say-ap = Sy Sa, = L)) - Laz).

o a) < ap < S, D Sy, = o) < tlag).

Somit kdnnen wir Q als Teilmenge von R und R als Erweiterung von @ auf-
fassen. Mit R haben wir nun endlich den Zahlbereich gefunden, in dem wir
die Analysis erfolgreich betreiben kdnnen Wir dndern nun unsere Notation
wieder ab und bezeichnen reelle Zahlen mit Kleinbuchstaben und fassen ro-
tionale Zahlen als Elemente von R auf. Lediglich in den folgenden beiden
Beweisen werden wir noch auf Dedekindsche Schnitte zurGckgreifen. Wenn
wir die Interpretation einer reellen Zahl x als Dedekindschen Schnitt heraus-
stellen wollen, so schreiben wir R, daflr. Bei einer rationalen Zahl o schreibben
wir wie gehabt S,. Das néchste Resultat besagt, dass die rationalen Zahlen
dicht in den reellen Zahlen liegen.

1.7.12 Satz. Es seien x,y reelle Zahlen, und es gelte x < y. Dann existiert eine
rationale Zahl o € Q mit
X<a<y.

Beweis. Seien Ry und R, die Schnitte. Nach Voraussetzung gilt Rx 2 Ry,. Wir
wdhlen g € Ry \ R,. Nach (s2) fr Ry existiert a € Ry mit o« < 5. Nach (s1) fur Ry
gilt S, € Rx. Daa € Ryund a ¢ S, Qilt sogar S, € R, d.h. R < S,.

Sei v € R,. Es kann nicht v < g gelten, da sonst 8 € R, aus (s1) folgt. Somit
Qilt 5 <« fur alle ¥ € R, und daher S5 > R,. Zusammengenommen haben wir

Sa < S < R,. Damit ist x < a < y gezeigt. O

Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf das Resultat 1.9.13, das aussagt,
dass die Menge der reellen Zahlen ,viel gréBer™ ist als die Menge der rationa-
len Zahlen.

1.7.13 Folgerung (Satz des Archimedes?®). Zu jeder positiven reellen Zahl x
existiert eine natdrliche Zahl n mit x < n.

Beweis. Analog zum Beweis des letzten Satzes finden wir ein o € Q mit x < a.
(Man nehme einfach a € Ry.) Wir schreiben o = m/nmit m,n € N\ {0}. (Dies
ist moglich, weil o > 0.) Wenn n = 1 gilt, sind wir fertig. Ansonsten haben wir
n > 1 und damit 1/n < 1 nach Eigenschaft 1.6.4 ix). Dann folgt mit 1.6.4 x)
m/n < mund zusammen x < m/n < m. O

FUr die Geschichte dieses Satzes verweisen wir auf Abschnitt II.F in (10).

1.7.14 Folgerung (Satz des Eudoxos?'). Zu jeder positiven Zahl e € R existiert
eine natdrliche Zahl n, so dass

1
—<e, Ym>n.
m

20Archimedes von Syrakus (= 287 - 212 v.u.Z.), antiker griechischer Mathematiker, Physiker und
Ingenieur.
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Beweis. Die Behauptung

1 1
— < =<c
m n

ist wegen Eigenschaft 1.6.4 x) dquivalent zu

1
m>n>—,
S

Wir schlieBen sofort mit dem Satz von Archimedes. O

Potenzen und der binomische Lehrsatz

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einer wichtigen Formel, deren Beweis
eine weitere schéne Anwendung des Prinzips der vollstandigen Induktion ist.

1.7.15 Definition. Es seien 0 < k < n natUrliche Zahlen. Der Binomialkoeffizient

(zu n und k) ist
(n) .= n! n----- (n—k+1)

k)T K n—kyl

1.7.16 Lemma. Fur0 < k < n gilt

Beweis. Wir haben

<Z)+<k21) = T (Z!kH)J'n”(.;;fq)!k)

Damit ist die Formel Uberpruft, O

1.7.17 Definition. i) Es sei x eine reelle Zahl. Die Abbildung

N — R
X — X"

wird mit der Rekursionsvorschrift
° XO =1
ex™ =x.x"(=x"-x),neN,
erkldrt,
i) Essei n e N. Fir x € R\ {0} setzen wir

1
= 01—
X = F

21Eudoxos von Knidos (= 390 - 338 v.u.Z), berihmter griechischer Mathematiker, Astronom,
Geograph, Arzt, Philosoph und Gesetzgeber der Antike.
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1.7.18 Bemerkung. Insbesondere haben wir mit der Definition 0° = 1 festge-
legt.

1.7.19 Satz (Der binomische Lehrsatz). Es seien a und b reelle Zahlen. Dann

gilt far alle n € N
n

(@+b)"=>" (;) @t (g

k=0

Beweis. Der Fall n = 0 ist unmittelbar klar. Fir den Induktionsschritt n — n+ 1
rechnen wir wie folgt:

(a+b)™ = (a+b)(a+b)" "¥'(o+b)-z(:> gk . pnk =
k=0

= ai() a- bk +b. Z()-ok-b”‘k=

0

k=
n
”) o+ . pn—k n n+l—k _
= . b + Z ( ) O b
k=0 (k o \K

:!II

n

n 1 1= (k+1) K T—k _
k> +.bn+ + +Z<>.o.bn+ —

k=0 k=0

- <k”

n
ok . b1k 4 <”> Lok pm—k =
k=0

- 1> k

"/ n " /n

— n+1 + (k ) . Clk . bn+1—k +Z (k) -Ok . bn+1—k + bn+1 —
k=1 k=1
n

— n+1+ <(kn > ( >) ~Ok~bn+1_k+bn+] —
k=1
n

— n+1 + < ]> O bn+1 k+bn+1

=1
n+1

_ Z <”Z ]> gk Bk

k=0

Bei einigen Umformung haben wir die offensichtliche Tatsache (§) = () = 1.
I € N, benutzt und bei der vorletzten Lemma 1.7.16. O

1.7.20 Ubung. Leiten Sie die Bernoullische Ungleichung fir x > 0 aus dem
binomischen Lehrsatz ab.

1.8 Das Supremum mit Hilfe von Dezimalzahlen

Da die Existenz des Supremums einer nichtleeren nach oben beschréinkten
Menge A eine zentrale Rolle fur die Entwicklung der Analysis spielt (s. Ab-
schnitt 2.3), wollen wir sie hier zusatzlich in der Sprache der Dezimalzahlen
herleiten.
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Sei
C=cg,C1CC3 -

eine obere Schranke von A. Wir definieren induktiv

&
[

max{neN|IxceA:n<x} <cp+1,
max{s€{0,...9}|3x € A: 55, 81---$ps< X}, neN.

Sn+1

1.8.1 Satz. Es gilt
SUP(A) =5 :=85.5583 " .

Beweis. Fall 1. Es gibt eine Neunerperiode. Dann definieren wir
np:=min{neN[n>1AVk>n:s5=9}
als Beginn der Neunerperiode nach dem Komma und ng := np — 1. Es gilt
S=50,81Spy—1(Sny + 1).

Nach Konstruktion der Zahlen s,, n € N, gilt s > x fur alle x € A.
Nun sei s < s. Wir schreiben s’ = s, 515, - - - als Dezimalbruch ohne Neuner-
periode. Seien

U/:=So,5]"'3n09"'Q, | €N,

I-mal

ko:=min{k e N|k > nyAs, <9} und k= kg — ng. Damit
SI<O'/O.

Auf der anderen Seite gibt es nach Definition von s flr jedes | € N ein x; € A
mit o, < x;. Somit haben wir s’ < x;, und ¢’ ist keine obere Schranke flr A.

Fall 2. Es gibt keine Neunerperiode. Esseien x € A, x # sund X = Xg, X1 Xo - - -
die Dezimalbruchentwicklung ohne Neunerperiode. Sei weiter

no:=min{neN|x,# s}

Es gilt

X > Xg., Xj © - Xng

Nach Definition von s ist daher x,, > s, ausgeschlosssen, und wir haben
Xn, < Sp, UNd x < s. Damit ist s eine obere Schranke flr A. Seien s < s und
s'=55.55,--- die Dezimalbruchentwicklung ohne Neunerperiode. Definieren
wir jetzt ng :=min{ne N|s;, < sy}, so gilt

§' < 50,81 Spy-

Nun wurde s,, so gewdhlt, dass ein x € A mit x > .5;--- 8y, existiert. Da
folglich x > ¢, ist s’ keine obere Schranke fur A. O

37



Kapitel 1 Reelle Zatilen

Anhang. Mdchtigkeiten

In diesem Abschnitt fuhren wir die notwendigen Begriffe ein, um von der
.GroBe" einer Menge zu reden. Dadurch erlangen wir zuséizliche Informa-
tionen zu den Konstruktionen, die wir bisher durchgefUhrt haben.

1.9.1 Definition. i) Wir definieren die Teiimengen A, € N, n € N, durch

Ay = g,
Ans1 = ApUu{n+1}, neN,
also A, = {1...n}. n>1.

i) Eine Menge M heiBt endlich, wenn es ein n € N und eine Bijektion
a: Ap — M gibt. In diesem Fall nennen wir

#M :=n

die Anzahl der Elemente von M.??

i) Eine Menge M, die nicht endlich ist, ist unendlich.

Schreibweise: #M = co.

iv) Eine Menge M ist abzdhlbar, wenn sie leer ist oder es eine Surjektion
o: N — M gibt.

v) Die Menge M ist abzdhlbar unendlich, wenn sie abzdhlbar und unend-
lich ist.

vi) Eine Menge M, die nicht abzdhlbarist, wird Uberabzahlbar (unendlich)
genannt.

1.9.2 Lemma. Es seien A und B endliche Mengen und «: A — B eine injekti-
ve Abbildung. Es folgt
#A < #B.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktfion tUber n:=#B. Firn=0ist B
die leere Menge. Die einzige Menge A, die Uberhaupt eine Abbildung nach
B zul@sst ist, ist die leere Menge. Damit ist der Induktionsanfang gemacht.

FUr den InduktionsschluB nehmen wir A = A, mit m > 1 an. Wir schreiben
m=m + 1. Die Abbildung « induziert eine injektive Abbildung

o't A — B\ {a(m)}.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass #(B\ {a(m)}) = #B — 1. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gilt m <#B— Tund daherm=m'+1 < #B. ([

1.9.3 Folgerung. Die Menge N isf unendlich.

Als néchstes betrachten wir eine nichtleere Teilmenge A ¢ N. FUr n € N haben
wir die Abbildung

for AXD A
min(A), fallsA={ag,....an}

22Diese Definition ist nach Zusatzaufgabe 6.3.4 sinnvoll,
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Wir definieren eine Abbildung F: N — A mit
e F(0) :=min(A),
o F(n+1)="1(F),...F(n)), neN.

1.9.4 Lemma. Die Abbildung F ist surjektiv. Jede Teilmenge von N ist somit
abzdhlbar.

Beweis. Es sei
N={aeA|Vne[N:F(n);éa}:A\BiId(F)

die Menge der Elemente von A, die nicht im Bild von F liegen. Falls N nicht
leer ist, sei ng = min(N) (s. Satz 1.3.22). Die Menge

G={aeAla<ny} cCBild(F)
ist nicht leer, da min(A) = F(0) € G. Das gréBte Element von G ist
gv=max(G)=min{ne N|Vvge G:g<n}.
Nach Definition von N und G gibt es ein Element k € N mit F(k) = gy. Es gilt

F(k+1) =min(A\{ F(0)..... F(k) }) < ng. Die Gleichung F(k+1) = ng widerspricht
der Definition von N. Aus F(k+ 1) < ng folgt F(k+ 1) € G. Da

gm = F(k) =min(A\ { F(0).....F(k = 1)})

und
F(k+1) = min(A\ { F(0),.... F(k — 1), gm = F(k) })

folgt gu = F(k) < F(k + 1). Dies wiederum widerspricht der Definition von gy.
Wir schlieBen daher, dass N leer und F surjektiv ist, O

1.9.5 Satz. Eine Teimenge von N ist entweder endlich oder abzdhlbar un-
endlich.

Beweis. Wir betrachten die Menge
E:={neN|n>1AF(n)=min(A) }.

Fall 1. Die Menge E ist nicht leer. Wir setzen n := min(E). Die Einschr&nkung
F{o...n—1y von Fauf {Q,...,n— 1} istimmer noch surjektiv. Wir behaupten, dass
sie auch injektiv ist. Es sei k < I. Wegen F(k) = min(A\ { F(0).....F(k—1)}) und
F(l) = min(A\{ F(0). ..., F(I-1) }). folgt F(k) < F(/). Damit sind die Mengen A und
{0,....n—1} gleichmdchtig, und A ist eine endliche Menge mit n Elementen.

Fall 2. Die Menge E ist leer. Dann gilt F(n) < F(n+ 1) fr jede natUrliche
Zahl n. Induktiv folgt, dass F(m) < F(n) fur natdrliche Zahlen m < n. Somit ist £
injektiv, und A ist abzdhlbar unendlich. O

1.9.6 Folgerung. Eine abzdhlbare Menge A ist entweder endlich oder abzdhl-
bar unendlich.
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Beweis. Esseio: N — A eine Surjektion. Wir definieren

acA — N
a — min{neN|o(n)=a}.
Diese Abbildung ist injektiv. Daher sind die Mengen A und Bild(a) C N gleich-
mdchtige Mengen, und wir schlieBen mit dem vorhergehenden Satz. O

1.9.7 Satz. Das kartesische Produkt A x B zweier abzéhlbarer Menge A und B
ist abzahlbar.

Beweis. Wir mussen eine Abzdhlung von N x N angeben. Das geschieht mit
Cantors Diagonalverfahren. Wir betrachten

fANxN — NxN

(a+1,0), fallsb=0und a+ b gerade

(@.b) —s (a+1,b—-1), fallsb>0und a+ b gerade
’ (0,b+1), fallsa=0und a+ b ungerade
(a-T1.b+1), fallsa>0und a+bungerade

Zusammen mit dem Startwert F(0) =(0,0) ergibt sich nach dem Dedekind-
schen Rekursionssatz (Satz 1.3.8) eine Abbildung F: N — N x N, die man sich
wie folgt veranschaulichen kann:

(0,0) — (1,0) (2,0) — (3, (4,0) — -
A

0.1 (1.1 2,1 (3.1 4,1)
S

(olQ) (1,2) (2,2) (3.2) 4,2)
S S

(0.3) (1.3) (2.3) (3.3) (4.3)
S S

(0,14) (1,4) (2,4) (3.4) (4,4)

Wir zeigen durch Induktion Uber s die Aussage

A(s):¥(a,.b)eNxN:(a+b=5)=(3necN: F(n)=(a.b)).
s=0.Aus (a,.b) e Nx Nund a+ b = 0folgt a = b = 0, und wir haben
F(0) =(0.0).
s— s+ 1. Fall 1. s+ 1 ist gerade. Wir zeigen durch Induktion Uber a:

B(a):(a>s+1)V(EneN: F(n)=(a.s+1—-0q)).

a = 0. Nach Induktionsvoraussetzung an s, ist (0, s) im Bild von F enthalten.
Sei etwa F(n) =(0, s). Die Rekursionsvorschrift liefert F(n+ 1) =(0,s+1).
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a — a+1.Falls a+1 > s+1,ist nichts zu zeigen. Andernfallsist a+1 < s+1 und
daher auch a < s+ 1. Nach Induktfionsvoraussetzung an a existiert ein n € N
mit F(n) =(a, s+ 1 — a). Die Rekursionsvorschrift zeigt F(n+ 1) =(a+ 1.5 — Q).

Der zweite Fall, in dem s+1 ungerade ist, I&sst sich genauso abhandeln. O

1.9.8 Folgerung. Die Mengen Z und Q sind abz&hlbar unendlich.

Beweis. Wir haben eine Surjektion o: N x N — Z, (a,b) — [a.b]. Da N x N
abzdhlbar ist, folgt die Behauptung.

Da Z x Z* abzdhlbar ist und die Abbildungo: Z x Z* — Q, (a.b) — a/b,
surjektiv, ist auch Q abzdhloar.

Die beiden Mengen Z und Q enthalten die natirlichen Zahlen, und sind
deshalb nicht endlich. O

1.9.9 Folgerung. Eine seien An. n € N, abdhlbare Mengen. Dann ist auch die

Menge
A= U An

neN

abzdhlbar.

Beweis. Es seien on: N — An, n € N, Abzdhlungen. Die Abbildung

c:NxN — A
(m.,n) +— onp(M)

ist dann eine Surjektion. O

Im né&chsten Schritt bemerken wir, dass die Potenzmenge 2(M) einer Menge
M echt gréBer ist als die Menge M selbst. Zundchst beobachten wir, dass die
Abbildung

a:M — P(M)
m — {m}

injektiv ist. Damit hat 2(M) ,mindestens so viele® Elemente wie M.

1.9.10 Satz. Fdr jede Menge M gilt: Es gibt keine Surjektion
o M — P(M).

Beweis. Seio: M — P(M) eine Abbildung. Wir definieren
A={meM|m¢go(m)} cP(M).
Sei a € M, so dass o(a) = A. Es ergibt sich der Widerspruch
ageo(a) <= aégo(a).

Daher kann es ein solches Element a nicht geben, und A liegt nicht im Bild
von o. (]
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1.9.11 Bemerkung. i) In obigem Beweis haben wir offenbar die Idee benutzt,
die bei der Formulierung der Russelschen Antinomie verwandt wurde. Aller-
dings hatten wir diesmal den Ausweg, dass das fragliche Objekt gar nicht
existierte.

i) Der Satz zeigt, dass es Uberabzdhlbare Mengen gibt (z.B. 2(N)). Er zeigt
auch, dass es sehr viele verschiedene GréBen unendlicher Mengen gibt. De-
finieren wir rekursiv Py := N, Py = 2P(Pn), n € N, so sind die Mengen P, far
n > 1 Uberabzdhlbar und fur m < n gibt es immer eine injektive Abbildung
Pm — Pn aber keine surjektive.,

iii) Die Anzahl der Elemente von N wird mit Rg bezeichnet, die von 2(N) mit
N;. Die ,Zahlen™ Xy und ¥, sind Beispiele fur sogenannte Kardinalzahlen.

Bevor wir noch ein interessantes Ph&nomen in diesem Zusammenhang disku-
tieren, zeigen wir:

1.9.12 Satz. Es gibt eine Bijektion
a:P(N) — [0,1]={xeR|0<x<1}.

Beweis. Jede Zahl x € [0, 1) l&sst sich in eindeutiger Weise als Dualbruch
0.5081%--. $p€{0,1},. neN,
schreiben, wenn man Einserperioden fur x # 1 verbietet. Mit Hilfe der Theorie

der Reihen |Gsst sich die Dualbruchentwicklung genauso rechtfertigen wie die
Dezimalbruchentwicklung (s. Aufgabe 6.7.4). Explizit erhalten wir die s,, n € N,

wie folgt:
_ [0 x<3
% = 1, 1<x’
7 2 =
0, fallsx < 0,58 ---Sh+ 55
Sn+l { So1 q 2™ neN,
1, fallsQ, 81 Sp+ zmz < X

Zundchst finden wir die Surjektion

a:P(N) — [0,1]
A — 0,58 - mits;=0farng Aund s, =1flarne A
Es gilt z.B. a(@) =0und «(N) = 1. In a(A) kbnnen Einserperioden auftreten. Das
mussen wir uns jetzt genauer anschauen.

Es seien A C N eine nichfleere endliche Menge und a := max(a). Dann
definieren Aund

A=A\ {ah)u{neN|n>a}
dieselbe reelle Zahl. Wir erklGren 2°(N) als Menge der nichtleeren endlichen
Teilmengen von N und 2P¢" als Menge aller echten Teilmengen A C N, fUr die
ein k € N existiert, so dass
{neN|n>k} cCA
Die Abbildung « induziert eine Bijektion

ot P'(N) :=P(N) \ P°*°'(N) — [0, 1].
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Die Abbildung

P°(N) — PP(N)
A — A

ist bijektiv. (Der Leser mdge sich zur Ubung die Umkehrabbildung Uberlegen.)

FUr n € N definieren wir weiter 2 (N) ¢ 2°(N) als die Menge aller nicht-
leeren Teilmengen mit hdchstens n+ 1 Elementen. Wir zeigen durch Induktion
Uber n, dass 2" (N) abzdahloar ist. Fur n = 0 ist das offensichtlich. Fur den In-
duktionsschluss benutzen wir die Surjektion

o PON) x PM(N) — PN
(A.B) — AUB

und Satz 1.9.7.
Nach Folgerung 1.9.9 ist

PN = | P"(N)

neN
abzdhlbar.
Es folgt leicht (Stichwort: Hilberts?® Hotel), dass 2°(N) und 2°(N) U 2P°'(N)
gleichmd&chtig sind und damit auch 2’(N) und 2(N). O

1.9.13 Folgerung. Die reellen Zahlen sind Gberabzdhlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass [0, 1] und R gleichmd&chtig sind. Dazu suchen wir uns
zwei Mengen Ey, Ey mit By, Ey € Rund £ # Ey (zB. B = Rund £y = RU{R}). Die
Abbildung

a:[0,1] — RU{E.E}
Ey, fallsx=0
Ey, fallsx =1
falls 0 < x < %

X
—1 1
e +3, falls 5 <x <1

X

ist bijektiv. Da auch die Abbildung

BI[RU{E(],E]} — R
x, fallsxe R\ N
x+2, fallsxeN

X = 0, fallsx = E
1, falls x = £,
bijekfiv ist, haben wir unsere Behauptung belegt. O

Die Erweiterungen N c Z und Z c Q haben nicht zu einer VergroBerung der
Machtigkeit geflhrt. Dagegen erhdlt man beim Ubergang von Q zu R eine
echt gréBere Menge.

Die Mdachtigkeiten der Teilmengen von N haben wir verstanden: Eine Teil-
menge von N ist entweder endlich oder gleichmdachtig mit N. Die reellen Zah-
len enthalten endliche Mengen, abzdhlbar unendliche Mengen und Men-
gen, die gleichmdchtig mit R sind. Sind das schon alle Mbglichkeiten?

23David Hilbert (1862 - 1943), deutscher Mathematiker

43



Kapitel 1 Reetle Zatlen

1.9.14 Die Kontinuumshypothese (Cantor 1878). Es gibt keine Kardinalzahl
zwischen Xg und Xy, d.h. eine Teilmenge A C R ist enfweder endlich oder
abzdhlbar unendlich oder gleichmdachtig mit R.

Die Kontinuumshypothese Idsst sich im Axiomensystem der Mengenlehre we-
der beweisen noch wiederlegen. Genauer hat Gddel 1938 gezeigt, dass das
Axiomensystem, das aus den Axiomen der Mengenlehre und der Kontinuums-
hypothese besteht, widerspruchsfrei ist, sofern das fur das Axiomensystem der
Mengenlehre gilt.?4 Dasselbe gilt fir das Axiomensystem, dass aus den Axio-
men der Mengenlehre und der Negation der Kontinuumshypothese besteht.
Dies ist ein Resultat von Cohen aus dem Jahr 1960.2°

24Man erinnere sich, dass letzteres sich nach Gédel nicht beweisen lasst.

25paul Joseph Cohen (1934 - 2007), US-amerikanischer Logiker und Mathematiker. Cohen wur-
de fur seine Arbeit zur Kontinuumshypothese die Fields Medaille, die hdchste Auszeichnung fur
Mathematiker, verliehen.
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Kapitel 2

2.1 Folgen: Definitionen und erste Beispiele

In diesem Abschnitt stellen wir den Begriff der Folge vor und besprechen
einige Beispiele, darunter die berihmte Fibonacci-Folge.

2.1.1 Definition. Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung f: N — R.
Schreibweise: Mit a, := f(n), n € N, schreiben wir eine Folge in der Form
(An)nen OdEr (aQn)n>o-

2.1.2 Bemerkung. Fir m € N setzen wir
N>m:i={neN|n>m}

und betrachten Abbildungen f: N>, — R, die wir auch als Folgen bezeich-
nen. Diese werden in der Form (ap)p>m Nofiert.

Der Begriff der Folgen und inrer Grenzwerte ist der Grundstein fur die Entwick-
lung der Analysis. Um eine Anschauung fUr Folgen zu gewinnen, kann man
sich eine Folge als Messreihe vorstellen. Dabei werden in festen Zeitintervallen
(Minuten, Monate, Jahre) Messwerte erhoben. Die Zahl oy ist der Ausgangs-
wert, die Zahl a; der Messwert nach dem ersten Zeitintervall usw. In der Ma-
thematik erstreckt sich diese Messreihe idealisiert ins Unendliche.

2.1.3 Beispiel. i) (2n+1)nen. Die ersten Folgengliedersind 1, 3. 5,7, 9. Die Folge
liefert alle ungeraden naturlichen Zahlen in aufsteigender Reihenfolge.
i) (2Mnen. Dies ist die Folge aller Zweierpotenzen. Sie beginnt mit 1, 2, 4, 8,
16.
i) (”—;1) ¥ Die ersten Folgengliedersind 0, 1/2,2/3,3/4, 4/5.
n>

iv) (#)M. Die Folge beginnt mit —1,1/2, —1/3,1/4, —1/5.

v)0,1,0,11,0,111,0,1111,0,11111, .... Der Leser mdge sich das Bildungs-
gesetz fUr diese Folge Uberlegen.

Rekursiv definierte Folgen

2.1.4 Beispiel (Fioonaccis Kaninchen). Eine der berihmtesten Folgen ist die
Fibonacci-Folge. Sie stammt aus dem Jahr 1202. Fibonacci beschreibt in sei-
nem ,Liber abaci® in einer Art Gedicht! die Entwicklung einer Kaninchenpo-

'Eine englische Ubersetzung findet man in (17).
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pulation und stellt die Aufgabe, das Bildungsgesetz der zugehdrigen Folge zu
ermitteln. Das Modell basiert auf folgenden Annahmen:

¢ Kaninchen werden nach einem Monat geschlechtsreif.

e Die Tragzeit betragt einen Monat,

e Ein Paar Kaninchen produziert jeden Monat ein weiteres Paar Kaninchen
als Nachkommen.

e Kaninchen sind unsterblich.

e Es kommen keine Kaninchen von auBen hinzu, und es entweichen keine
Kaninchen.

e ZU Beginn gibt es ein Paar Kaninchen.

Die Glieder der Fibonacci-Folgen sind

an = #(Kaninchenpaare nach n Monaten), ne N.

Die obigen Annahmen fuhren zu den Startwerten
e (Opy= 1,
e (O = 1

und der Rekursionsvorschrift

Qne1 =0n+0an_7, nh>1.

(Zum Zeitpunkt n+ 1 gibt es die Kaninchenpaare, die es zum Zeitpunkt n gab
(Unsterblichkeit usw.) sowie die Neugeborenen. Diese stammen von den Ka-
ninchen, die zum Zeitpunkt n geschlechtsreif waren, also schon zum Zeitpunkt
n — 1 vorhanden waren.) Die ersten Folgenglieder sind

Qo = 1,a=1 a=2, O3=3, a, =95, O5=8, Qg = 13, a; =21, 08=34, Qo = 55.
Anzahl Pérchen

1 F'Q

[
1 JQ

[ \
2 F'Q J'Q

0 I
3 gQ gQ dQ
[ I -

5 ge aeQ ge

Die Fibonacci-Folge mag zwar die Vermehrung der Kaninchen nicht adédquat
beschreiben, es gibt aber zahlreiche Prozesse in den Naturwissenschaften,
die den GesetzmdBigkeiten der Fibonacci-Folge genlgen (Zusatzaufgabe
6.4.5).

Es ist im Ubrigen moglich, die Rekursionsvorschrift aufzuldsen und eine ex-
plizite Formel, die Formel von Moivre-Binet, fUr a, anzugeben (s. Aufgabe
6.4.4).

2.1.5 Beispiel. i) Es seien r,ap € R reelle Zahlen. Wir bilden die Folge (an)nen
mit Startwert ag und Rekursionsvorschrift

Qne1 — On=r-an, neN.

Wenn wir uns die Folge wieder als Populationsmodell vorstellen, dann sagt
die Formel, dass die Zu- bzw. Abnahme der Population proportional zum Be-
stand ist. Der Proportionalitétsfaktor ist r.

Ebenso beschreibt die Folge den radioaktiven Zerfall mit Zerfallsrate r.
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Man kann sich die Folge auch als Kontostand vorstellen: Man beginnt mit
dem Startkapital ag und l&sst das Geld bei konstantem Zinssatz r auf der Bank.
Mit g := 1 + r schreiben wir die Rekursionsvorschrift um zu

Op1=Q-Qan, neNl.
Far g =0 gilt a, =0 far n > 0. Wir setzen ab jetzt g # 0 voraus.
Behauptung. Es gilt a, = g" - ag. n > 0.

Dies verifizieren wir mit einem kleinen Induktionsbeweis. Es gilt g° = 1 (s. Defini-
tion 1.7.17), und wir haben ag = g° - ap. Das ist der Induktionsanfang.
Wirhaben a,.1 =g-an=q(q" @) =(g-q") - ag = g™ - ap. Damit ist auch
der Indukfionsschritt gemacht. O
i) Wir fixieren g, ag € R wie vorher und zusaizlich d € R. Wir untersuchen
die modifizierte Rekursionsvorschrift

OrH.]_On:r'On"‘d.

Eine mogliche Interpretation lautet wie folgt: Die Zahl a, beschreibe die
Konzentration eines Medikaments im Blut eines Patienten. Diese nimmt ab
(r < 0) und wird durch tégliche Gabe von Tabletten (~ d) wieder erhdht,

Man kann sich die Folge auch als Sparplan bei der Bank vorstellen. Es gilt
wieder der konstante Zinssatz r. Neben dem Startkapital ag wird zu vorgege-
benen Zeitpunkten die Summe d hinzugefugt.

Mit g = 1 + r schreiben wir die Rekursionsvorschrift als

Qn1 =g-0On+d.
Far g =0 gilt a, = d, n > 0. Wir nehmen ab jetzt g # 0 an. Es gilt

a = g -oq+d
& = g a+d=qg(q-ag+d)+d=q -ap+qg-d+d

an = q"-ap+q" - d+---+qg-d+d=
n-1 n—1

= q"-a+» g-d=q"a+d > g~
k=0 k=0

Die Summe ganz rechts spielt eine zentrale Rolle in der Theorie der Reihen. Fur
q = 1 haben wir 7= g = n. Fir andere Werte von q gilt:

2.1.6 Satz. Seig e R, g # 1. Fur jede natdrliche Zahln € N gilf:

n+1

n k_-l_q
Zq_ ],q
k=0

Beweis. n=0.50_ ,g“=q%=1.
n+1

n—n+1.3 0 d=g™ +3> 0 g =g™"+(1 — g™")/(1 — g), nach Indukti-
onsvoraussetzug. Weiter

. N 1 — CIn+1 _ qn+1('| o CI)+ 1 — CIn+1 _ qn+1 o qn+2+ 1 — CIn+1 _ 1 — qn+2
q 1—-qg 1—-qg - 1—-qg T 1-qg
Damit ist der Induktionsschritt getan. O

47



Kapitel 2 Zalgen wnd Rectien

2.1.7 Folgerung. Fur die in Beispiel 2.1.5, ii), definierfe Folge gilt

ap+d-n, fallsg=1

_ AN
Gn = q”-oo+d-]1 a, fallsg#1 ° Bz L

2.2 Folgen: Konvergenz

In den Beispielen haben wir gesehen, dass Folgen Prozesse in den Nao-
furwissenschaften oder dem Finanzwesen beschreiben kbnnen. In diesen
Fdllen interessiert man sich fUr Zukunftsprognosen bzw. die Langzeitent-
wicklung einer Folge. Mathematisch formalisiert man dies durch die Be-
griffe der Konvergenz und des Grenzwerts.

2.2.1 Definition. Es seien (an)nen €ine Folge reeller Zahlen und a € R. Die
Folge (an)nen konvergiert gegen a, wenn gilt:

Ve >0INeNVNn>N: |a,—a|<e.

Konvergenz einer Folge.

Qo ¢ 55
[ )
Qs
[ )
a+em ° Qe ° ° ° °
[0 R R aa ............... (yeecobooalbaac o O
a—ef ‘ N e
S QN+l
Qy
0 o
(@)

2.2.2 Satz (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Es seien (an)nen €ine Folge reeller
Zahlenund a, d’ € R. Die Folge (an)nen konvergiere sowohl gegen a als auch
gegen d'. Dann folgt a = d'.

Beweis. Wir geben uns ¢ > 0 vor. Wir wahlen N € N, so dass

€

2

€

und |a,—d'| < 5

Yvn>N: |an—a|<
Unter Verwendung der Dreiecksungleichung 1.6.7 erhalten wir fur n > N

/| — / /| — / € E_
|a—o|—|a—on+on—o|g|a—o,,|+|on—o|—|an—a|+|an—o|<§+§—s.

Wegen 0 < |a — d'| bedeutet die Ungleichung |0 — d'| < e fur alle e > O,
dass |[a— d'| =0und damit a — o’ =0, d.h. a= d (s. Eigenschaften 1.6.6). O
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Der obige Beweis ist fypisch fur den Gebrauch der Dreiecksungleichung in
der Analysis. Ahnliche Schlussweisen werden uns im Folgenden sehr oft be-
gegnen. Satz 2.2.2 erméglicht die Vereinbarungen:

2.2.3 Definition. i) Wenn die Folge (an)nen gegen a € R konvergiert, dann
heiBt a der Grenzwert der Folge.
Schreibweise: a .= lim an.

n—oo

il Eine Folge heiBt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Man
nennt sie divergent, wenn sie nicht konvergent ist.
iii) Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen 0 konvergiert.

2.2.4 Bemerkung. Es seien (an)nen €ine Folge und a € R. Die Folge an konver-
giert genau dann gegen a, wenn (an — A)nen €ine Nullfolge ist.

2.2.5 Beispiel. i) (Konstante Folgen) Es sei a € R. Wir bilden die Folge (an)nen
mit an := a, n € N. Diese Folge ist offensichtlich konvergent mit Grenzwert a.

i) Die Folge (%) . ist eine Nullfolge: Nach dem Satz des Eudoxos (Folge-
n>
rung 1.7.14) gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein N mit 1/N < ¢, so dass

1’ 11
—l=-< < <e
n n

>N:
vn > N

iii) Die Folge (H)”) ist ebenfalls eine Nullfolge: Fur n > 1 haben wir
n>

]
n n’

und wir schlieBen wie in ii).
iv) Die Folge (”—;1) ] konvergiert gegen 1: Fur n > 1 berechnen wir

n>
—1

n

1

n

n-1 n

n n

n—1
n

n—1-n
n

und wir beenden das Argument wie in ii).

v) Die Folge (( — 1)M)nen ist divergent: Nehmen wir an, sie konvergierte ge-
gen a e R. Wirwdhlenein N e N,sodass |(—1)"—a| < 1/2furalle n > N. Dies
fuhrt zum Widerspruch

2 = (=DM (=1N=l(-D" —a+a-(-) <

< =DM al+la (- DY =l DY ol |- DY al< g g =
Eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz

Wir beginnen das interessante und reichhaltige Studium der Konvergenz von
Folgen mit einer einfachen Eigenschaft konvergenter Folgen.

2.2.6 Definition. i) Eine Folge (an)nen heiBt nach oben (bzw. nach unten) be-
schrdnkt, wenn es eine Zahl s € R mit

an<s (bzw.s<an) VneN
gibt.

in Die Folge (an)nen ist beschrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch
nach unten beschrdnkt ist.
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2.2.7 Bemerkung. Die Folge (an)nen ist genau dann beschrénkt, wenn eine
reelle Zahl s > 0 mit |an| < s flr alle n € N existiert.

2.2.8 Satz. Eine konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Seien (an)nen €ine konvergente Folge und a € R ihr Grenzwert. Wir
wdhlen N € N, so dass |a, — a| < 1 fur alle n > N und setzen

$:=max{ |ag|.....|an_1|. 1+ |al }.
Farn < N — 1 gilt |an| < s nach Definition von s. Far n > N qilt
lan| =[an—a+al<|on—al+]al < T+[a[ <.
Die Behauptung ist damit verifiziert. O

2.2.9 Beispiel. Wir untersuchen die Folge

(= (e3)). .,

Diese Folge ist hdchst interessant. Zum einen ist die Untersuchung auf Konver-
genz bereits recht aufwdandig. Zum anderen ist ihr Grenzwert (vgl. Aufgabe
6.6.1 und 6.7.2), die Eulersche Zahl e, eine der berihmtesten und wichtigsten
Zahlen der Mathematik.

Im Moment wollen wir nur nachweisen, dass die Folge beschrénkt ist. Sie
ist offensichtlich durch 1 nach unten beschrénkt. 2

Unsere ndchste Behauptung lautet, dass die Folge durch 3 nach oben
beschrénkt ist. Mit der binomischen Formel 1.7.19 berechnen wir

R B R =

Nun giltfar1 <k <n

(n) T 1 nn=1)----- (n—k+1) 1 n n—k+1<1
PRk =_ . ... AT

da die Faktoren n/n.....(n — k + 1)/n kleiner gleich 1 sind. Wir haben somit die

Abschdatzung
- ”<] N
k=1

abgeleitet. Als ndchstes zeigen wir die Aussage

sz]:l< ]

k! — 2k=1
durch Induktion Gber k. Fir k = 1 haben wir 1/11 = 1 = 1/2° Im Induktions-
schluss k — k + 1 gehen wir wie folgt vor:
L I B N I N~ N N
(k+ D! k+1 k! = k+1 2k=1 = 2 2k=1 = 2k’

2Mit der Bernoullischen Ungleichung 1.3.7 berechnen wir die untere Schranke 2. Diese ist we-
gen a; =2 optimal.
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Zusammengenommen haben wir
1" S
(1 + ﬁ) <T+y T
k=1

bewiesen. SchlieBlich haben wir

n
o iy 1-(3) 1

2 5 i B R T

k=1 k=0 2
Dabei haben wir Satz 2.1.6 benutzt. Dies ergibt die obere Schranke 3 fur die
Folgenglieder a,. n> 1.

Die benutzten Abschdtzungen sind recht grob. In der Tat gilt fur den Grenz-

wert e =2,728....

Y () [ (] [ ] [ [ ] [ ] [ (] [} [ )
Qs G Q7 Qg Qo Cip On Tr2 Gz Qg Gis Tie

2.2.10 Bemerkung. Die Folge ((—1)")nen ist beschrénkt aber nicht konvergent.
Das obige Kriterium ist somit nicht hinreichend fur die Konvergenz.

2.2.11 Beispiel. Die Folge (2n+ 1)pen ist nicht beschrénkt (hach dem Satz des
Archimedes 1.7.13) und somit auch nicht konvergent.

2.2.12 Satz. Essei g € R eine reelle Zahl mit|q| > 1. Dann ist die Folge (q")nen
nicht beschrénkt und folglich divergent.

Beweis. Wir schreiben |g| = 1+ x mit x > 0. Gemd&B Eigenschaften 1.6.6 ii) und
Bernoullischer Ungleichung 1.3.7 gilt

19" =1g|"=(1+x)" > 1+nx.

Sei s > 0 eine reelle Zahl. Nach dem Satz des Archimedes 1.7.13 existiert ein

n € N mit
s—1
n>—,
X

Fur dieses n haben wir |g"] > s. O
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2.2.13 Bemerkung. FUr |g| = 1 haben wir die beiden Fdlle g = 1und g = —1.
Fur g = 1 handelt es sich bei der Folge (g")nen UM die konstante Folge mit
Folgengliedern 1. Sie konvergiert daher gegen 1. Fir g = —1 ist die Folge
(@M nen divergent (s. Beispiel 2.2.5 v).

2.2.14 Satz. Furg e R mit|q| < 1ist (q")nen €ine Nullfolge.

Beweis. Fur |q| = 0, also g = 0, ist dies klar. Fir g # 0 haben wir [1/g| > 1. Sei
e > 0. Es existiert ein N € N, so dass

‘l
q
Far n > N finden wir somit
19" -0/ =1q" =|q|" <e.
und unsere Behauptung ist gezeigt. O

Wir haben jetzt das Konvergenzverhalten fur alle Folgen der Form (") nen. g €
R, verstanden. Wir erg&nzen unsere Diskussion mit dem folgenden Beispiel.

2.2.15 Beispiel. Fur jede reelle Zahl g € R gilt:

n
lim qa. 0, neN.
n—oo n'
Die Fakultat wéachst also schneller als jede Potenzfunktion n— g”, n € N.
Um die Behauptung nachzuprufen, wdhlen wir zundchst eine natdrliche
Zahl Ny, fur die

1
'% <3 @
gilt. Wir zeigen durch Induktion Uber n, dass
g™ (1Y g
mg 5) Nt neN. 2.2

Far n = 0 ist die Ungleichung offensichtlich. Fir den Schluss n — n+ 1
schatzen wir wie folgt ab:

|q|n+1+N0 _ |CI| |q|n+N0
(n+ 1+ Np)! n+1+N0 n+N0
v ol (1Y |C7|N°
- n+1+ No

eH 1 (] "
- 5 . E . 0.
1 n+1 |C7|NU
B <§> SN
Da der behauptete Grenzwert fUr g = 0 trivialerweise richtig ist, setzen wir

in den folgenden Betrachtungen g # 0 voraus. Sei nun eine reelle Zahl e > 0
vorgegeben. Wir setzen

|2g|"

C:= Nol

2.3
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Wie wir zuvor gesehen haben, ist ((1/2)")nen €ine Nullfolge. Folglich exis-
tiert eine natlUrliche Zahl N € N mit

1\" €
<§> <Z NN 2.4)

Wir wéhlen N > Ng. Fir n > N gilt dann

n (2.2 n—No N, n No (2. .
g 22 (1N g (1) J2ql evsea £
Die Folgen (3"/n!)neny und (4”7/n) pen
.lO [ ) [ )
° [ ]
° [ ) [ ) ©
[ ) o [ )
© °
S S W S, S WG Sy W—
0

Rechenregeln fiir Grenzwerte
2.2.16 Satz. Es seien (an)nen UNA (bp)nen zZwei konvergente Folgen mit

a=|lim a, und b= Ilim bp.
n—oo n—oo

i) Die Folge (an + bn)nen konvergiert, und far den Grenzwert gilt

lim (an+ bn) = a+b.

nN— o0

i) Die Folge (an - bn)nen konvergiert und hat als Grenzwert

lim (an - bn) =a-b.

n— oo

i Wenn b, # 0 farn € N und b # 0 gilt, dann konvergiert (an/bn)nen
gegen den Grenzwert
lim 20 = ¢
nsoc by b’

Beweis. i) FUr e > 0 kdnnen wir ein N € N so wdhlen, dass
g

an —a| <
|/'7 |2

und |b,—b| < % neN.
Dann haben wir auch

€ _
5= E.

i) Konvergente Folgen sind nach Satz 2.2.8 beschrdnkt. Sei s € R eine po-
sitive reelle Zahl, fur die

[(an+bp)—(a+b)|=|an—a+b,—b|<|a,—a|+|b,y— b| <%+

ol <s sowie |an<$s und |bs|<s, neN,
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gilt. Des Weiteren wdhlen wir eine natUrliche Zahl N € N mit
e

an—al <
|9n |2s

9
— — > N.
und |bp b|<2s, n>N

Wir erhalten

|an-bn—a- b |On-br—a-by+a-by—a- b

< |On-bp—a-bpl+|a-b,—a- b
= |on—al-[bn| +[a] - |bn - b]

9 9
< 52-5+S- - =e

i) Wegen Teil i) reicht es, die Konvergenz der Folge (1/bn)nen gegen den
Wert 1/b nachzuweisen. Es gilt

1 1 _b-b,

b, b b-by’

Da fur groBe n der Wert von b, dem Wert von b sehr nahe kommt, liegt
die Konvergenz nahe. Wir formalisieren wie folgt. Sei Ny € N so, dass |b, — b| <
|bl/2 faralle n > Ny. Gilt b < 0, bedeutet das b/2 = —|b|/2 < bp—b < —b/2. Es
folgt by, < b/2 < 0und |by| = —bp > —b/2 = |b|/2. Fir b > 0 gilt by > b/2 > 0
und damit auch |bs| = by > b/2 = |b|/2. In jedem Fallhaben wir |1/bp| < 2/|b].
n> Ng.

Weiter seien e > 0 und N > Ny so groB, dass |b, — b| < ¢ - |b|?/2, n > N. Wir
schatzen ab:

1 1| _|bh—b]| 1 e-|b? 2 _
i o L R e s S
Es folgt die Konvergenz der Folge (1/bn)nen gegen 1/b. O

2.2.17 Folgerung. i) Es seien (an)nen €ine konvergente Folge und c € R. Die
Folge (¢ - an)nen konvergiert gegen

lim (c-an)=c- lim an.
Nn—o0 n—oo

i) Far zwei konvergente Folgen (an)nen UNA (bn)nen UNd a, B € R konver-
giert die Folge (- an + 3 - bp)nen. Und es gilt
lim (- an+8-bp)=a- lim a,+ 8- lim bp.
n—oo n—oo

n—oo

Beweis. i) Wir wenden Satz 2.2.16 iii) mit der Folge (bp)nen Mit by :=C. n € N,
an. Teil ii) folgt sofort aus i) und Satz 2.2.16 ). O

2.2.18 Satz (Monotonieverhalten des Grenzwerts). Gegeben seien die kon-
vergenten Folgen (an)nen UNd (bn)nen. Und es gelfe

an<bp neN.
Dann folgt

im an < Iim bp.
n—oo n—oo
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2.3 Cauchy-Folgen

Beweis. Falls die Behauptung falsch ist, gilt

im b,=:b<a:= lim ap,
n—oo n—oo

und wir setzen § :=(a — b)/2. Man beachte, dass dann a — § = b + ¢ gilt. Sei
N € N, so dass

l[ahn—a|<d und |by,—b|<d, n>N.

Dann gilt farn> N (s. 1.6.6 iv)
bhr<b+d=a-0< an.
Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Behauptung richtig ist. O

2.2.19 Bemerkung. Gilt in der Voraussetzung des Satzes sogar a, < by fur alle
n € N, so folgt daraus nicht a < b. Man betrachte z.B. die Folgen (an)nen Und
(bn)nen mit

anp:=0 und bn:=ln, n>1T.

Offenbar haben wir

und
lim a,=0= |Iim bp.

n—oo n— oo

2.3 Cauchy-Folgen

Bisher kbnnen wir Konvergenz nur nachweisen, wenn wir den potentiellen
Grenzwert kennen. Es ist wlnschenswert, Konvergenzkriterien zu haben,
die nur die Kenntnis der Folgenglieder voraussetzen. Solche Kriterien wollen
wir nun angeben.

Ein hinreichendes Kriterium fir Konvergenz

2.3.1 Definition. i) Eine Folge (an)nen heiBt monotfon wachsend, wenn a, <
Qny fUr alle n e N gilt.

i) Eine Folge (an)nen. fUr die an < apy fUralle n € N gilt, ist streng monoton
wachsend.

iii) Entsprechend werden die Begriffe monoton fallend und sfreng mono-
fon fallend eingefuhrt.

2.3.2 Satz. Es sei (an)nen €ine Folge, die eine der folgenden Voraussefzungen
erfullt:

e Die Folge ist nach oben beschrdnkt und monofon wachsend.

e Die Folge ist nach unfen beschréankt und monoton fallend.
Dann ist die Folge (an)nen konvergent.
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Beweis. Wir beweisen den Satz unter der Annahme, dass die Folge (an)nen
nach oben beschrankt und monoton wachsend ist. Die Menge

A={an|neN} CR

ist nach Voraussetzung nach oben beschrdnkt und zudem nicht leer. Sie be-
sitzt also ein Supremum. Wir definieren a := sup(A) und behaupten, dass die
Folge (an)nen gegen a konvergiert. Sei e > 0. Nach Definition des Supremums
ist a—e keine obere Schranke fur A. Damit existiert ein N € N, so dass ay > a—e.
Aus der Monotonie der Folge und der Definition des Supremums ergibt sich

a-e<ay<ap<a, n>N,

und daher auch
l|oan—al=a—-an<e, n>N.

Damit ist die Konvergenz der Folge bewiesen. O

2.3.3 Beispiel. Die Monotonie I&sst sich besonders gut bei rekursiv definierten
Folgen nachweisen. Betrachten wir zum Beispiel die Folge (an)nen. die Uber
die Rekursionsbedingungen

e 0= ],

e Opii =%n()2{’“)-an,n2 1,
definiert ist. Man verifiziert leicht durch Induktion, dass alle Folgenglieder po-
sifiv sind. Die Folge ist also durch 0 nach unten beschrankt. Um zu bewei-
sen, dass sie auch monoton fallend ist, mUssen wir zeigen, dass (2n — 1)(2n +
1)/(2n)? < 1 fur alle n > 1 erfullt ist. Dazu muss man lediglich

2n—1)(2n+1) =4 —1 <4r* =(2n)?, n>1,

beachten. Nach dem Satz ist die Folge (an)nen kOnvergent.

Haufungspunkte

2.3.4 Definition. Es sei (an)nen €ine Folge reeller Zahlen. Dann heit a € R
Hdaufungspunkt der Folge (an)nen, wenn fur jedes e > 0 gilt:

#{neN||lah—a|<e}=oo.

2.3.5 Beispiel. i) Eine konvergente Folge (an)nen hat genau einen Haufungs-
punkt, ndmlich a = lim,_.o, an. (Beweis?)

il Die Folge (( — 1) nen hat (genau) zwei Haufungspunkte, und zwar —1
und 1.

iii) Es gibt Folgen reeller Zahlen, die jede reelle Zahl als Haufungspunkt ha-
ben (s. Aufgabe 6.6.2).

2.3.6 Definition. i) Eine Auswahlfolge ist eine Folge (ny)ren. die streng mono-
ton wdachst und fur die n, € N fUr alle k € N gilt.

i) Es seien (an)nen €ine Folge reeller Zahlen und (ny)ken €ine Auswahlfol-
ge. Wir nennen die Folge (an, )ken die durch (ny)ken definierte Teilfolge von
(Qn)nen-
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2.3 Cauchy-Folgen

2.3.7 Satz. Es sei (an)nen €ine Folge reeller Zahlen. Dann existiert eine Aus-
wahlfolge (ny)ken. fUr die eine der folgenden Aussagen zuftrifft:

o Die Teilfolge (an, )ken ISt monoton fallend.

o Die Teilfolge (an, )ken ISt Sfreng monofon wachsend.

Beweis. Wir betrachten
Si={neN|VvI>n:a,>q}.

Fall 1. #5 = co. Wir konstruieren die Folge (ny)ken rekursiv mit

e Ny := min(S).

e Ny :=min{ne Sin>ng}. ke N (Man beachte, dass {ne S|n>n,}
nicht leer ist, weil S unendlich viele Elemente enthdlt.)

Die Folge (nk)ken ist nach Definition streng monoton wachsend und somit
eine Auswanhlfolge. Wegen ny € Sfur alle k € N ist die Folge (ap, )ken MoOnoton
fallend.

Fall 2. #5 < co. Wir wahlen ein N € N mit der Eigenschaft N > sfuralle s € S
und fuhren die Auswahlfolge (ny)en Uber die rekursive Definition

® g = N.

e Npp :=min{neN|nN>ngAan>0an }, KeN,
ein.

Wir mussen kurz begrinden, dass diese Rekursion moglich ist. Fur m ¢ S,
etwa m > N, existiert ein n € N mit n > mund a, > am,. FUr ein solches m ist
die Menge {ne N|n> mA a, > am } nicht leer.

Da die Folge (nk)ken Nach Definition streng monoton wachsend ist, ist
sie eine Auswanhlfolge. Weiter ist (ap, )ken NACh Konstruktion streng monoton
wachsend. O

2.3.8 Bemerkung. i) Seien (an)nen €ine Folge reeller Zahlen und (Ng)ken €i-
ne Auswahlfolge, so dass (an, )ken konvergiert. Dann ist a := limy_,., an, €in
Haufungspunkt der Folge (an)nen-

i) Wenn umgekehrt a ein Haufungspunkt der Folge (an)nen ist, dann defi-
nieren wir die Auswahlfolge (ny)ken rekursiv durch

® Ny =0,n:=1

e N :=min{neN|n>nAlan—al< i} k>T

Die zugehdrige Teilfolge (an, )ken kONvergiert dann gegen a.

Zusammenfassend kdnnen wir festhalten:

Haufungspunkte=Grenzwerte von Teilfolgen.

Der folgende, bedeutende Satz ist eine gewisse Umkehrung der Beobach-
tung aus Satz 2.2.8.

2.3.9 Satz (Satz von Bolzano-WeierstraB). Jede beschrdnkte Folge reeller Zah-
len besitzt einen Haufungspunkt bzw. eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Nach Satz 2.3.7 kbnnen wir eine Auswahlfolge (ny)xen finden, so dass
die Folge (an, )kenw Monoton fallend oder streng monoton wachsend ist. Da
die Folge (an, )ken 9eMAB unserer Voraussetzung beschrankt ist, folgt aus Satz
2.3.2, dass sie konvergiert. O
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2.3.10 Definition. Eine Folge (an)nen heiBt Cauchy-Folge, wenn flr jedes e > 0
ein N € N existiert, so dass

vm,n>N:|a,— an| <e.

2.3.11 Lemma. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Es sei (an)nen €ine konvergente Folge mit Grenzwert a. Sei weiter ¢ >
0. Wir fixieren eine natUrliche Zahl N, so dass

|on—o|<5, n> N.
2
Far m, n > N ergibt sich aus der Dreiecksungleichung

|Oh—Om| =|0h—a+a—am| < |ah—Qa|+|ad—am| = |Onh—a|+|am—a| < %+% =e.

Die Folge (an)nen ist daher eine Cauchy-Folge. O

2.3.12 Satz (Volistéindigkeit der reellen Zahlen®). Jede Cauchy-Folge reeller
Zahlen ist konvergent.

Beweis. Es sei (an)nen €ine Cauchy-Folge von reellen Zahlen.
Schritt 1. Wir zeigen, dass die Folge (an)nen beschrénkt ist. Zundchst geben
wiruns N € N mit der Eigenschaft

|ah — am| <1, ¥Ym,n>N,

vor und setzen
s :=max{ |ag|.....|an_1|. 1+ |an] }.

FUr0 < n < Ngilt |ap| < snach Definition, und fur n > N hat man |a,—ay| <
1, so0 dass

|On| = |C’n_ C’N'*'ON| < |On_ ON| + |ON| <1+ |ON| <8S.

Schritt 2. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB 2.3.9 existiert eine Aus-
wahlfolge (Nk)ken. SO dAss (an, )ken kONvergiert. Sei a = liMy_, o, ap,. Wir be-
haupten, dass auch (an)nen gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Es gibt ein
K € N mit -

|onk—o|<§, k> K,

und ein N > ng mit
3

5 m.,n > N.

|an — aml| <

Far n > N folgt

9
|anh — a] = |Gnh — O + On, — Q] < |Gp — On| +0n, — O] < =e.

£y
2 2
Dies zeigt die Konvergenz der Folge (an)nen. O

3Diese Volisténdigkeit bezieht sich auf die Zusatzstruktur |.| und nicht auf die Anordnung.
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Das Cauchy-Kriterium ist ein notwendiges und hinreichendes Kriterium, mit
dem man die Konvergenz einer Folge ermitteln kann. Es sieht allerdings recht
kompliziert aus, und man kénnte sich fragen, ob man mit mehr Arbeit ein
einfacheres Kriterium ableiten kann. Das folgende Beispiel illustriert, dass das
nicht méglich ist und wie subtil Konvergenzfragen sein kbnnen.

2.3.13 Beispiel (Die harmonische Reihe). Die Folge (an)n>1 wird vermdge fol-
gender Rekursionsvorschrift eingefuhrt:

e =1,
® Oy :=On+%,n21.
Es qilt also
n
1 1 1
OI'I: E=]+§+.“+E’ nG[N

k=1
Zundchst bemerken wir, dass (an)nen keine Cauchy-Folge ist. In der Tat gilt
— = RPN _ > . —
|Gon = Cnl = g+ 4 g 2N 5= 3
fUr jedes n > 1. Fixieren wir allerdings k € N, so gilt

1 1 1

+---+ <k- , nheN.
n+1 n+k — n+1

|On+k - C’n| =

Die Folge erfullt somit die Bedingung
Yk € Nve >0IN e NVN > N |Opi — On| < &,

die nicht hinreichend fUr Konvergenz ist. Das Cauchy-Kriterium verlangt, dass
wir N uniform fUr alle k € N wdhlen kénnen.

2.4 Folgen: oo als Grenzwert

In einigen Situationen ist es gunstig, die ,Werte" co oder —oo als Grenzwerte
zuzulassen. Die Formalisierung wird in diesem Abschnitt vorgestellt.

2.4.1 Definition. Man nennt eine Folge (an)nen bestimmt divergent oder unei-
gentlich konvergent gegen +co (bzw. —c0), wenn es fur jede reelle Zahl s € R
ein N € N gibt, so dass

an>s (bzw.an<s), n>N.

Schreibweise: Im a, = o (bzw. lim a, = —0).
n—oo n—oo

2.4.2 Beispiel. i) limp_s N = 0.

i liMp_ 00 —(27) = —00.

i) Die Folge ((— 1)" - n?)nen ist nicht bestimmt divergent.

iv) Die harmonische Reihe (an)peny Mit an=1+---+1/n, n € N, ist bestimmt
divergent gegen +oo.

Man kann verschiedene sinnvolle Rechenregeln fur das Rechnen mit +oo auf-
stellen und somit die Grenzwertsdtze 2.2.16 und 2.2.17 verallgemeinern. Als
Beispiel prdsentieren wir die Regel ,1/00 =0=1/( — o0)".
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2.4.3 Satz. Die Folge (an)nen Sei bestimmt divergent gegen oo oder —. Fer-
ner gelte an # 0, n € N. Unter diesen Voraussefzungen ist die Folge (1/an)nen

eine Nullfolge:

Beweis. Die Folge (an)nen Sei bestimmt konvergent gegen oo (bzw. —oco). Wir
wdhlene > 0und N € N, so dass a, > 1/¢ (bzw. ay < —1/¢), n > N. In beiden

, 1
Im — =0.
n—oo Qp

Fallen folgt |an| > 1/, n > N, und damit auch

<e, n>N.
On

Damit ist (an)nen als Nullfolge entlarvt.

2.5 Berechnung von Quadratwurzeln

Es sei x eine positive reelle Zahl. Fur jede positive reelle Zahl « st (1/2)(a + x/ )
ebenfalls eine positive reelle Zahl. Dies Uberprlft man leicht mit den Eigen-

Bisher haben wir uns vor allem mit den theoretischen Aspekten von Folgen
beschdftigt und diese an einigen Beispielen illustriert. Die anschlieBende
Diskussion zeigt eine Anwendung. Wie wir gesehen haben, kbnnen wir die
irationalen Zahlen mit den Dezimalbrichen mit unendlich vielen Nach-
kommastellen, die sich nicht periodisch wiederholen, identifizieren. Da-
mit sind solche Zahlen expliziten und exakten Rechnungen unzugdnglich.
Andererseits tauchen irrationale Zahlen wie v2 und = in technischen An-
wendungen auf. Es ist daher notwendig (und fur die Anwendungen auch
hinreichend), irrationale reelle Zahlen bis auf einen vorgegebenen Fehler
zu approximieren. Nun ist eine rekursiv definierte Folge nichts anderes als
ein Algorithmus, der die Folgenglieder generiert. Konvergiert die Folge zu-
dem, so sind die Folgenglieder Approximationen des Grenzwerts. FUr die
technische Anwendung muss die Rekursion so gewdhlt werden, dass der
Grenzwert die gewUnschte Zahl ist. AuBerdem ist es winschenswert, eine
Abschdatzung fur den Fehler, d.h. fUr die Differenz zwischen dem n-ten Fol-
genglied und dem Grenzwert zu haben, um zu wissen, wieviele Iterationen
man benodtigt, um den Grenzwert bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit
anzundhern. All dies wollen wir am Beispiel der Quadratwurzeln illustrieren.

schaften 1.6.4. Mit anderen Worten, wir haben die Selbstabbildung

f: [R>0 — |R>O

o s ;.(Mg).

Nach dem Dedekindschen Rekursionssatz definiert die Vorschrift

e (p .= 1,
e Ony1 =(1/2)(an+Xx/an). N €N,
eine Folge (an)nen positiver reeller Zahlen. Diese Folge wird nun im Detail ana-

lysiert.
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2.5.1 Satz. i) Die Folge (an)nen st konvergent.
i) Der Grenzwert a := limp_.o, aQp, ist positiv.
iii) Es gilt a® = x.

Schreibweise: \/x := a.

Beweis. Wir beweisen zundchst Teil i) in zwei Schritten.
Schritt 1. Wir zeigen, dass a2 > x fur n > 1 gilt. Es gilt also a2,, > x fur n >0
zu UberprUfen. Mit der Rekursionsvorschrift argumentieren wir wie folgt:

) ] x \? ] 2,5 X2 _
Q5 — X = 7 c:,7+a—n fX—Z~ a5+ X+o_?, —X=
1 ) X2 1 x\?
= — . — JR— = — . - - > .
i <on 2X + C’%) 2 (o,, Cln) >0

Schritt 2. Die Folge ist ab dem Index n = 1 monoton fallend. In der Tat
haben wir fir n > 1

1 X 1 X 1
on—o,,+1=on—§-<an+o—>=§-<an——>= (a2 —x)>0.

n

Dabei ergibt sich die letzte Ungleichung aus Schritt 1.

Da die Folge (an)nen auf Grund ihrer Definition durch 0 nach unten be-
schrankt ist, garantiert Satz 2.3.2 die Konvergenz. Ferner folgt mit Satz 2.2.18,
dass

a= lim a, > 0.

n—oo

i) Wir mUssen noch a = 0 ausschlieBen. Dazu gentigt es, a? # 0 zu zeigen.
Nach Satz 2.2.16 konvergiert die Folge (a?)nen gegen a?. Mit Satz 2.2.18 und
Schritt 1im Beweis von Teil i) erhalten wir

a?= lim a2 >x>0.
n—oo

i) Wegen Teil i) und Teil i) konvergiert die Folge (bn)nen Mit by :=(1/2)(an +
Xn/an), N € N, und ihr Grenzwert ist (1/2)(a + x/a). Auf der anderen Seite gilt
bn = ans1. N € N, so dass sich lim,_.., by = a ergibt. Insgesamt erhalten wir die

Gleichung :
X
a= 5 . (O + a) .

Wir multiplizieren mit 2a und finden
20 =’ + x.

Daraus folgt a? = x. O
2.6.2 Bemerkung. i) Der Satz zeigt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl x eine
positive Wurzel v/x gibt. Diese Aussage kann man bereits leicht aus der Ord-
nungsvollstandigkeit von R ableiten. NatUrlich haben wir auch die negative
Wurzel —v/x.

i) Jede positive reelle Zahl hat genau eine positive und eine negative Wur-
zel: FUr zwei reelle Zahlen a und b mit a? = b? folgt

(a+b)(a—b)=a?—b*=0.

In Bemerkung 1.6.2, i) und ii), wurde dargelegt, dass ein Produkt zweier
reeller Zahlen genau dann Null wird, wenn einer der Faktoren Null ist. Damit
habenwira+b=0odera—-b=0,i.e. b=+a.
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Kommen wir zur Fehlerabschd&tzung. Der relative Fehler f, im n-ten Schritt ist

an — VX
5

Aus (1 + fy)v/x = an folgt die Rekursionsvorschrift

-((1+fn)-\/§+]T\/}fn)

fn = ne N.A

(]+fn+1)'\/}=

N —

also

o=t (fo1e—_)=1 fo <lmin{ff2} neN
mi = " frt1) 2 Ff+1-2 nein o '

Man spricht von quadratischer Konvergenz. Man beachte, dass diese Ab-
schatzung zeigt, dass das Verfahren auch funkfioniert, wenn man in jedem
Schritt gewisse Rundungs- und Rechenfehler zuldsst. (SchlieBlich kann auch
die Dezimaldarstellung einer rationalen Zahl mehr Nachkommastellen haben,
als man verarbeiten kann oder méchte.)

Wir bemerken auch, dass man anstatt mit ag = 1 mit jeder beliebigen an-
deren positiven reellen Zahl beginnen kann. Soweit bekannt kann man mit
einer besseren Ndherung fur /x starten.

2.5.3 Beispiel. iy Wenn der relative Fehler f,, = 0,01 (£ 1%) betrdgt, dann folgt
frr < 0,5-107% =5.10-% = 0,00005 (£ 0,005%) und fryp < 0,5-25-10"10 =
1,25-107°,

i) Wirmochten v/ 11 berechnen. Wir lassen einen absoluten Fehler von 10-°9
zu. Eine grobe Uberlegung fUhrt zu 3 < V11 < 4. Wir beginnen mit ap = 4. Fir
den absoluten Fehler F, = a, — V11 gilt

Fn=fn'\/)_(§4'fn, nZ.l.

Es gilt

JIT - 3 3

Somit haben wir f; < 1/18, f, < 1/648, f; < 1/839808 < 1,2-107°, f; <
7,2-10~13. Damit gilt F, < 2,2-1072 < 10-°.
Man ermittelt die folgenden Werte

f0=47\/ﬁ<473 1

a = Z£=3375 as = 4106358 . 3,316624829
ap = M85+3,31712963 | a; = 3872426958059  3,316624790

2.6 Unendliche Reihen: Definitionen

Die Theorie der unendlichen Reihen formalisiert das Summieren unendlich
vieler reeller Zahlen. In diesem Abschnitt stellen wir die relevanten Defini-
fionen vor, die die Theorie der Reihen in diejenige der Folgen einbinden.

4Man beachte, dass f, > 0, n € N, so dass wir auf Betragsstriche verzichten kdnnen.
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Das Paradoxon von Achilles und der Schildkrote

Zenon formulierte eine Reihe von Paradoxa, die die Unmdglichkeit der Bewe-
gung darlegen sollten. Das Paradoxon von Achilles und der Schildkrbéte be-
handelt ein Wettrennen zwischen Achilles, dem schnellsten Laufer der Antike,
und einer Schildkréte, das nach folgenden Regeln abléuft:

e Achilles I&uft zehnmal schneller als die Schildkrote.
e Die Schildkréte erhdilt einen Vorsprung von 100m.

Zenon behauptet, das Achilles unter diesen Voraussetzungen die Schilo-
kr6te niemals einholen kann. Er begrindet dies wie folgt:

e Wenn Achilles die 100m zurlickgelegt hat, ist die Schildkrdte weitere 10m
gelaufen.

e Hat nun Achilles diese 10m zurGckgelegt, dann ist die Schildkréte einen
weiteren Meter “gerannt”.

o Auf diese Weise behdlt die Schildkréte immer einen, wenn auch sehr
kleinen, Vorsprung.

100m
i ®, 5
Om 100m

10m

] C
100m 110m
m
110m 111m

Zenons Trick ist die Beschreibung des Bewegungsvorgangs: Er suggeriert,
dass es unendlich lange dauert, bis Achilles die Schildkréte eingeholt hat, Da-
zu unterteilt er den Bewegungsvorgang in unendlich viele positive Intervalle,
die durch die Beschreibung alle gleichberechtigt erscheinen, er verwendet
eine “Superzeitlupe”.

Nehmen wir an, Achilles 1&uft mit einer Geschwindigkeit von 10m/s und
schauen uns die Zeitintervalle genau an. Das erste Zeitintervall dauert 10s,
das zweite 1s, das dritte 0,1s usw. Insgesamt vergehen somit

<§: 101—k> S.
k=0
1

2101—k=11,T=116. (2.5)
k=0

Wir erwarten (vgl. Satz 2.1.6)

Nach 11, Ts sollte Achilles die Schildkréte eingeholt haben.

2.6.1 Bemerkung. Mit Formel (2.5) folgt sofort, dass jede positive reelle Zahl als
Summe unendlich vieler positiver reeller Zahlen geschrieben werden kann.
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Dieses einfUhrende Beispiel sollte nicht allzu verwirrend wirken. Es ist ein
frhes Auftreten einer sogenannten geometrischen Reihe (s. Beispiel 2.6.6).
Archimedes konnte zweihundert Jahre spdater schon virtuos mit solchen Rei-
hen umgehen (s. (10) I1.D). Es sollte vor allem motivieren, einen sauberen For-
malismus fur das Summieren unendlich vieler reeller Zahlen einzufUhren.

Zeichnet man sich das Weg-Zeit-Diagramm fur Achilles und die Schildkréte
auf, so kann man die Konvergenz sehen:

Ein anderes Beispiel fur eine geomerische Reihe ist 22 ( — 1)K, Es wurde
argumentiert, dass dieser Reihe mit demselben Recht der Wert O wie der Wert
1 zugewiesen werden kénne und daher 0 = 1 gelten musse (s. (10), .C.4,
S. 65). Der berihmte Euler schlug den Wert 1/2 vor (vgl. (1) 8.1, S. 215, und
Beispiel 2.6.6).

Um sinnvoll Uber solche Fragen reden zu kdnnen, brauchen wir erst eine
genaue Definition.

2.6.2 Definition. Es sei (an)nen €ine Folge reeller Zahlen. Die Folge (sn)nen der
Partialsummen wird durch

® 5o .= dp.
® Sni1 :=Sp+Ony1, NEN,
also durch
n
Sn :=Zok, neN,
k=0
erkldrt,
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Statt von einer Folge von Partialsummen spricht man auch von einer (unend-
lichen) Reihe.

o0
Schreibweise: > a.
k=0

2.6.3 Bemerkung. Unendliche Reihen sind also spezielle Folgen. Umgekehrt
kann man jede Folge als unendliche Reihe schreiben. Sei (an)nen €ine Folge.
Wir definieren die Folge (bn)nen durch

e by =y

® Dpy1 = 0pyy — A, NEN,
und behaupten

n
on:=Zbk, nen.
k=0

Dies zeigen wir durch Induktion Uber n. Der Fall n = O ergibt sich aus der
Definition. Der Schritt n — n+ 1 vollzieht sich wie folgt:

n+1 n

Z by = Z by + bpy1 = On+(Aps1 — On) = Opar.
k=0 k=0

Die Schwierigkeit in der Theorie der Reihen liegt darin, die Konvergenz an-
hand der Folge (an)nen zu ermitteln.

2.6.4 Definition. Die unendliche Reihe /2, ax konvergiert gegen a € R,
wenn die Folge der Parfialsummen (Sy)nen gegen a konvergiert.

o0
Schreibweise: > o, := Iim s, =a.
=0 n— oo

2.6.5 Bemerkung. i) Bei einer konvergenten Reihe wird das Symbol Y72, ax
missborduchlicherweise fur zwei verschiedene Objekte benutzt: zum einen fur
die Folge der Partialsummen, zum anderen fur deren Grenzwert. Dieser Miss-
brauch ist in der Literatur Ublich und sollte nicht zu groBen Verwirrungen fuhren.

i) Wie bei Folgen lassen wir auch die “Werte” oo und —co fUr unendliche
Reihen zu und sprechen von uneigentlich konvergenten oder bestimmt diver-
genten Reihen.

2.6.6 Beispiel (Geometrische Reihen). Es sei g € R. Wir studieren die Reihe
> reo G¥. Die Folge (sn)nen ist nach Satz 2.1.6 gegeben durch

1_qml
snz{ 1-qg q;ﬁ]

n, g=1

Damit erkennen wir (s. Satz 2.2.14)

> a1 _
k=0 00, gz

(Euler hat diese Formel auch fur g = —1 verwendet und damit 52, (= 1)k = 1/2
gerechtfertigt.)

Far g < —1 kénnen wir der Reihe Y2, gk keinen sinnvollen Wert zuordnen.
Fur g = —1 erhalten wir etwa

s = 0, nungerade
"7 1, ngerade
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Fur g =1/2 qilt z.B.

) k

S(3) =r5-7-2
2 '|_1 1

k=0

Auch diese Konvergenz kann man sich wieder graphisch veranschauli-
chen:

Fur g = 1/10 liefert Formel (2.6)

(L) o T 10 )
W) 1L 2 9 9

k=0

Somit erhalten wir (vgl. Definition 1.7.17)

1
T—k _ 17
E 10 %= 119.
k=0

Dies zeigt, dass unsere Uberlegungen zu Zenons Paradoxon korrekt waren.
Fur g = —1/2 berechnen wir mit (2.6)

SO i

2.6.8 Satz. i) Es seien Y 2y ax und Y2 by zwei konvergente Reihen reeller
Zahlen. Dann ist auch die Reihe Y~ 2, (ak+by) konvergent, und flr den Grenz-

wert gilt
Z(Gk ar bk) = (Z Ok> + <Z bk> .
k=0 k=0

k=0
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i) Es seien "2, ax eine konvergente Reihe reeller Zahlen und ¢ € R. Die
Reihe /2y (c - ax) konvergiert und hat als Grenzwert

i(c-ok) =C- (iok> .
k=0

k=0

Beweis. i) Es seien (Sp)nen UNd (fr)nen die zugehdrigen Folgen der Partialsum-
men. Fur n € N haben wir nach dem Kommutativgesetz der Addition

n n
Z (ax +by) = <Zak> +<Zbk> =S, + 1.
k=0 k=0
Somit gilt nach Satz 2.2.16 )
n o0
Jlim %(ok +by) = lim (sn+ 1) = lim sp+ lim o = (kzoj c:k> + (kz_oj bk) .

i) Hier gilt nach dem Distributivgesetz fir n € N
n

> (c-a) (Z ok)
k=0

Dieser Teil folgt dann durch Anwendung von Folgerung 2.2.17. O

2.6.9 Bemerkung Fur konvergente Reihen Y~/ 2, ax und Y~ .2, by erhalten wir
(D koo ) (X rep bx) 1LA. nicht als Grenzwert der Reihe Y~ 24 (ak - by). Das Distri-
butivgesetz zeigt, dass i.A.

n n n
(Z Ok) . (Z bk) # Z(Clk - by).
k=0 k=0 k=0
Fir n= 1 haben wir etwa

(CIO + O])'(bo + b]) = Oobo + Clob] + O bo + O b].

FUr agby + a;,bg # O stimmt dies nicht mit agbg + a; b, Uberein. Man verglei-
che auch Abschnitt 2.11.

2.7 Reihen: Erste Konvergenzkriterien

Wie zuvor bemerkt mdchten wir den Summanden einer unendlichen Rei-
he ansehen, ob die Reihe konvergiert oder nicht. Zunéchst Ubertragen wir
einige Konvergenzkriterien fur Folgen auf Reihen. AnschlieBend beweisen
wir das Uberraschend einfache Konvergenzkriterium von Leibniz fur alter-
nierende Reihen.

2.7.1 Satz (Cauchy-Kriterium fur Reihen). Eine unendliche Reihe "2, ax kon-
vergiert genau dann, wenn es zu jedeme > 0 ein N € N gibt, so dass gilt:

vn>m> N:
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Beweis. Es sei (sn)nen die zugehdrige Folge der Partialsummen. Nach dem
Cauchy-Kriterium 2.3.12 fr Folgen konvergiert diese Folge genau dann, wenn
zu jedeme > 0 ein N € N existiert, so dass

vymn>N: [$5—Sm|<e.
Da |sn — Sm| = |Sm — $n| durfen wir n > m fordern. SchlieBlich gilt fur n > m

n m n
Sn=Sm=Y = =Y O
4=0 ¥=0

k=m+1

und dies zeigt die Behauptung. O

2.7.2 Folgerung. Wenn die Reihe }" 2, ax konvergiert, dann muss (Qn)nen €ine
Nullfolge sein.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium 2.7.1 fUr Reihen existiert ein
N € N, so dass

n
vn>m>N: Zok <e.
k=m
Dies liefert
n
lanl = > ax| <e
k=n
farm=n> N. O

2.7.3 Bemerkung. Das Kriterium aus der Folgerung ist notwendig aber (bei
weitem) nicht hinreichend fUr die Konvergenz einer Reihe. Z.B. gilt

2.7.4 Satz. Sei (an)nen €ine Folge mit a, > 0, n € N, so dass die Folge der
Partialsummen (sn)nen Nach oben beschrénkt ist. Dann konvergiert " 22, Q.

Beweis. Die Voraussetzung a, > 0, n € N, garantiert, dass die Folge (Sn)nen
monoton wdchst. GemdB Satz 2.3.2 konvergiert eine monoton wachsende,
nach oben beschrénkte Folge. O

2.7.5 Folgerung. Esseis € N eine naturliche Zahl mit s > 2. Dann konvergiert
die Reihe

= 1

2

k=1
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Beweis. Wir mussen zeigen, dass die Folge der Partialsummen beschrdnkt ist.
Sei n € N. Dann finden wir ein r € N, so dass n < 2'. Damit ergibt sich die

Abschdatzung
N 2r—1 1 roo/2k=1 1
o3 e Y- X )
k=1 k=1 k=1 \j=2k-1

Die Summe 21.2:211] 1/j* hat 2¥=1 Summanden, und der gréBte Summand ist

1 1

(2k—1)s (28)k=1"

Wir folgern

und

Sn

IN

r 1 k—1 r—1 1 k
(=) -x(=)-
k=1 k=0

Wegen s > 2 gilt 0 < 1/2571 < 1, und die geometrische Reihe > 72, (1/25 1)k

konvergiert. Daraus leitet man die Abschdtzung

> /1 \X 1 251
s”§2(2s—1> Ty L T s 1
k=0

ab.

2.7.6 Bemerkung. In dem obigen Beispiel haben wir wieder einmal Konver-
genz nachgewiesen, ohne den Grenzwert der Reihe zu kennen. Der Beweis

gibt auch keinen Hinweis auf den Grenzwert. Es gilt z.B.
S
— k2 6

k

Alternierende Reihen

2.7.7 Definition. Eine Reihe > 2, by, heiBt alfernierend, wenn es eine Folge

(an)nen Nicht negativer reeller Zahlen gibt, so dass
br=(—1)"-an, nNneN,

oder
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2.7.8 Satz (Leibniz-Kriterium fUr die Konvergenz alternierender Reihen). Sei
(an)nen €ine Folge reeller Zahlen mit den folgenden drei Eigenschaften:
1.a, >0.neN,
2.0n1 < an.NEN,
3. lim a,=0.

n— o0

Dann konvergiert die alfernierende Reihe

> (= DFa.

k=0

Beweis. Es sei (Sp)nen Mit

die Folge der Partialsummen.
Schritt 1: Fir / € N gilt

S — Sp1 = Qo2 — Gy < 0.

Die Folge (8y)en ist also monoton fallend.
Schritt 2: Fir | € N gilt

3 — Sps1 = — Q3 + Aopup > 0,

so dass die Folge (S1+1)1eny Monoton wachsend ist.
Schritt 3: FUr | € N gilt

S — Sy = —0g41 <0,

und wir schlieBen
Sop = >8>S = = 8.

Die Folgen (Sy)en UNA (S2141)1en Sind somit beschrdnkt und daher nach Schritt
1, Schritt 2 und Satz 2.3.2 konvergent.
Wir setzen

s:=lim sy und s := lim Sy,q.
|—o00 | =00
Schritt 4: Wir berechnen mit Hilfe von Satz 2.3.2 i)

s—¢§ =1Im So; — liMm Sp4q = lim (32/ - 32/+]) = lim ayyy = 0.
|—o00 |—o00 |—o0 =00

Es giltalso s=¢'.
Schritt 5: Wahlen wir L € N, so dass

vI>L: |52/ - S| <e und |32/+] — S| <eég,

dann gilt furn > 2L+ 1
|sh — 8| < e,

und die Konvergenz der Folge (sn)nen 9egen s ist nachgewiesen. O
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2.7.9 Bemerkung. Die erste Voraussetzung in Satz 2.7.8 bendtigen wir, weil wir
von alternierenden Reihen reden wollen. Die zweite und die dritte sind i.A.
unverzichtbar: Dass man die dritte Voraussetzung nicht weglassen kann, ist
Gegenstand von Folgerung 2.7.2.

Wir definieren die Folge (an),>1 Uber

1
5. hgerade
anp =

—, hungerade

Dannsind 1. und 3. im Satz erfullt. Wenn die Reihe >"32,(— 1)¥- ay konvergierte,

so auch die Reihe
> 1 1 ,
; <k+ 1T ﬁ) = fim sai

Da die Reihe Y72, 1/k? konvergiert, mUsste nach Satz 2.6.8 i) auch die Reihe
> req 1/(k + 1) konvergieren. Dies tut sie aber nicht.

2.7.10 Beispiel (Die alternierende harmonische Reihe). Die Folge (1/n),>1 er-
fullt alle Voraussetzungen des Satzes. Daher konvergiert die alternierende har-
monische Reihe

00 _-lk
S

k

2.8 Reihen: Absolute Konvergenz

Wir unterteilen die konvergenten Reihen in zwei Teilklassen: die absolut und
die bedingt konvergenten Reihen. In diesem Abschnitt werden wir zeigen,
dass absolut konvergente Reihen unempfindlich gegenuber Umsortierun-
gen ihrer Summanden sind.

2.8.1 Definition. Eine unendliche Reihe 2 ay ist absolut konvergent, wenn
die Reihe "2, | ak| konvergiert.

2.8.2 Lemma. Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Wir benutzen das Cauchy-Kriterium 2.7.1 fur die Konvergenz von Rei-
hen, und zwar beide Richtungen. Sei " /2, ax eine absolut konvergente Reihe.
Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu jedem e > 0 ein N € N, so dass

n
Yn>=m>=N: Y |af<e.

k=m

Far n > m > N gilt nach der Dreiecksungleichung
n

D o

k=m

Daher erflllt 3~ 2, ax das Cauchy-Kriterium fur Reihen und ist folglich konver-
gent. O

n
<> o <
k=m
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2.8.3 Beispiel. Die Reihen

>(3) e £

o
k=0

sind absolut konvergent.

2.8.4 Definition. Eine unendliche Reihe, die konvergiert aber nicht absolut
konvergiert, nennt man bedingt konvergent.

2.8.5 Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe

k
k=1
ist bedingt konvergent.

Absolute Konvergenz ist eine wesentlich robustere Form der Konvergenz. Ab-
solut konvergente Reihen zeichnen sich dadurch aus, dass sie eine starke Ver-
allgemeinerung des Kommutativgesetzes erflllen. Dazu formulieren wir das
Kommutativgesetz fur die Addition von reellen Zahlen wie folgt:

Fur jedes n > 0, jede Permutation® o: {0,...,.n} — {0,...n} und
jedes Datum ag, ..., an von reellen Zahlen gilt

n n
Z Ay = Z Og(k).
k=0 k=0

(Diese Version ergibt sich z.B. mit der Faktorisierung von Permutationen in
Transpositionen (s. (15), §23, (14), Satz 15.13) durch Induktion Uber die Anzahl
der verwendeten Transpositionen aus dem uUblichen Kommutativgesetz.)

2.8.6 Definition. Eine Umordnung der natdrlichen Zahlen ist eine bijektive Ab-
bildungo: N — N.

2.8.7 Satz (Umordnung absolut konvergenter Reihen). Es seien Y2, ax eine
absolut konvergente Reihe und o: N — N eine Umordnung. Dann ist auch
die Reihe Y~ 2, a, ) absolut konvergent, und fur die Grenzwerte gilt

Z Oa'(k) = Z Q.
k=0 k=0

Zur Vorbereitung des Beweises formulieren wir:

2.8.8 Lemma. Essei ) .., ax eine konvergente Reihe. Zu jedem ¢ > 0 gibt es
ein ng € N, so dass

o0
Zok <e.

k=ng

5d.h. bijektive Abbildung
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Beweis. Dies folgt aus dem Cauchy-Kriterium 2.7.1 fUr die Konvergenz von Rei-
hen. Zu gegebenem ¢ > 0O finden wir ein Ny, so dass

Da (ZLL% Ok )n>n, Konvergiert (warum?), folgt die Behauptung aus Aufgabe
6.6.1 o) und Satz 2.2.18. O

Beweis von Safz 2.8.7. Wir sefzen A := "2, ax. Sei ¢ > 0. Nach Lemma 2.8.8,
angewendet auf die konvergente Reihe Y2 |ak|. existiert ein ng € N, fir das

= 9
Z Q| < 5
k=n0

gilt. Damit haben wir

ngf]

A— Z (o)%
k=0

Wir wdhlen ein N mit der Eigenschaft

{0,...ng =1} c {5(0),...a(N) }.

oo

o0
9
= §Z|ok|<§.

k=ng

Ak

k=ng

Farn > N gilt

np—1 no—1

n
Zog(k) - Z Qg + Z ar— A
k=0 k=0 k=0

n
Z Clg(k) —A
k=0

n ng—1 ng—1
S 2o = 2O F| D A=A
k=0 k=0 k=0
0 3
< a + =
;J a5
o (K)Z{0..ng—1}
n e
< a + —
=~ kz=0 | a(k)' 2
o (K)Z{ 0.y —1}
> 3
< Z | Q| + P
k=ng
o EL.t..
2 2 7

(Bei diesen Umformungen haben wir wesentlich benutzt, dass die Indizes O, ...,
ng — 1 alle unter den Indizes ¢(0),...,a(N) auftreten.) Damit konvergiert die
Reihe Y20 O, (k). und es gilt

Z GU(k) = Z Q.
k=0 k=0

Diesselbe Uberlegung kann man auf die konvergente Reihe > o lak| an-
wenden und schlieBen, dass 2, |0,k | konvergiert, d.h. dass )2, A,k ab-
solut konvergiert. O
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2.9 Bedingt konvergente Reihen

In diesem Abschnitt zeigen wir das Gegenstuck zum Umordnungssatz far
absolut konvergente Reihen: Eine bedingt konvergente Reihe Idsst sich so
umordnen, dass sich der Grenzwert dndert. Damit ist eine konvergente Rei-
he genau dann absolut konvergent, wenn jede ihrer Umordnungen gegen
denselbem Grenzwert konvergiert.

2.9.1 Satz (Umordnung bedingt konvergenter Reihen). Seien Y /2, ax eine
bedingt konvergente Reihe und x € R. Dann gibt es eine Umordnungo: N —
N, so dass Y2 Ay gegen x konvergiert.

Beweis. FUr a € R setzen wir a* := max{0,a} und a= := max{0, —a}. Damit
gilt

Ha=a" —-a"

++H) |al=a*+a".

Da die Reihe 2, |ax] = Y 2p(ap + a, ) divergiert, muss nach Safz 2.6.8
) eine der Reihen "2, ap oder Y2, a, divergieren. Auf der anderen Seite
konvergiert > 2q ax = > 2(ay — ay). Safz 2.6.8 i) impliziert, dass in der Tat
beide Reihen Y~ /2, ay und 32, a, divergieren.

Wir definieren die Mengen

P = {neN|a,>0},
N = {neN|a,<0}
und die Abzdhlungen
K1 N— P
bzw.
K92 N— N
rekursiv durch
k1(0) = min(P)
ri(n+1) = min(P\ {£(0)....k1(N)}). nNeN,
bzw.
ko(0) = min(N)
ro(n+1) = min(N\ {s2(0),....52(n)}), neN.

Weiter definieren wir

n
min{nen\ly Zom(k)>x},

No =
k=0
Nyy n
Mol o= min{ne N | Zom(k)szonz(k) <X}, [>0,
k=0 k=0
n N2
Moy = min{ne N | Zom(k)'*'zonz(k) >x}, /> 0.
k=0 k=0
Die Moglichkeit zu dieser rekursiven Definition liegt in der Tatsache
Z Qi (k) = 00 und Z Qiy(k) = —00
k=0 k=0

74



2.9 Bedingt konvergente Reihen

begrindet, die ihrerseits aus der Divergenz der Reihen Y~/2, af und >~ 2, ap
folgt.
Die Umordnung o: N — N definieren wir folgendermaBen:

n| 0 - N No+1 -+ nNo+n+1 nNg+nm+2 -
o(n) [ x1(©0) -+ ki) #200) -+ wa(m)  mi(Mo+T)

n | ng+n+1+(ny—ng) Ng+ny+2+(Ny; — ng)
a(n) | k1(M2) ra(Mm +1) o kp(Ng)

Wirméchten Y~ 2, a,«) = x nachweisen. Da die Reihe 3 2, o konvergiert,
ist (an)nen €ine Nullfolge. Sei M € N, so dass |am| < e fur alle m > M. Sei weiter
L e N, so dass k1(ny) > M und ko(Ngr) > M fr | > L. SchlieBlich wéhlen wir
N € N, so dass

a(n) > max{ xy(N). k2(Noie1) }. N> N.

Sei n > N. Wir unterscheiden einige Fdlle.
a) o(n) = k1(Ny). Nach Definition von ny; gilt

Ny Nj—y

n
D o) =Y ey + D Oy > X,
k=0 k=0 k=0

aber
Ny —1 Noj—y

n—1
D G =D G+ D Ony(hy < X.
k=0 k=0 k=0

DA |Gy, (ny)| = Oy (nyy) < €, kONNEN Wir

n

X+e>Y Ay > X
k=0

schlieBen.
b) o(n) = ka(Noy4p). Hier finden wir auf analoge Weise

n
X75<Zog(k) < X.
k=0

) a(n) € {ki(ny+1),...61(Nae2 — 1) }. Man kann wie folgt abschdétzen:

b) 7] Moy n
X=e< > A+ k) < D Aofigy < X.
k=0 k=0 k=0

5Formal definiert man die Abbildung o folgendermaBen: Fir n € {0,...,ng + ny + 1} ist die
Vorschrift aus der Tabelle klar. Wir definieren ng = 0 =1 m, ng,5 = Moo — N, | > 0, Ny o 0=
Moz — Noje1. 1> 0. FUr n > ng + Ny + 1 gibt es genau einen Index A > 1, so dass

A A+1
(Np+m+1)+> me<n<(ng+nm+1)+> np.
k=1 k=1

Wir definieren
A
n=n- <(n0+n1 + 1)+an<> .
k=0

Ist A = 2/ gerade, so setzen wir a(n) := xk1(Ny + n'). Falls A\ = 2/ + 1 ungerade ist, dann definieren
wir o(n) = rp(Ngq + 1Y'). Der Leser oder die Leserin mage zur Ubung Uberpriifen, dass o eine
bijektive Abbildung ist.
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d) o(n) € { ka(Ngi1 + 1), ... k2(Noe3 — 1) }. Hier gilt

M2 M1 n

a)
X+e> E Om(k) + E Om(k) > E Clg(k) > X.
k=0 k=0 k=0

Die Fdlle ) - d) zeigen die Konvergenz von 2 Oy ) - O

2.9.2 Bemerkung. i) Man sieht, dass die Konvergenz der Reihe Y2 a, ) ana-
log zur Konvergenz einer alternierenden Reihe wie im Leibniz-Kriterium (s. Satz
2.7.8) hergestellt wird.

i) Es sollte aus dem Beweis klar werden, dass man eine bedingt konver-
gente Reihe auch so umordnen kann, dass sie divergent wird. Wir fuhren dies
am Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe vor.

Die Reihe 3772, ( — 1)k /k wird wie folgt arrangiert:

Die Abschdtzung der Summe ergibt sich daraus, dass die Summe 27—
Summanden hat und der kleinste vorkommende gréBer als 1/2™1 ist. Da wei-
ter 1/(2n+2) < 1/8 fr n > 4 gilt, sehen wir, dass bei dieser Umordnung immer
wieder eine Zahl gréBer als 1/8 abgezogen wird, so dass >~ 2, O,k bestimmt
gegen —oo divergiert.

2.10 Reihen: Kriterien fur absolute Konvergenz

Dieser Abschnitt enthdlt die bekanntesten Kriterien, mit denen man die
absolute Konvergenz einer Reihe sicherstellen kann.

2.10.1 Satz (Majorantenkriterium). Es sei (Cn)nen €ine Folge nicht negativer
reeller Zahlen, so dass Y-, ck konvergiert. Eine Reihe "2, ax mit |an| < cp,
n € N, konvergiert absolut.

Beweis. Wir verwenden abermals das Cauchy-Kriterium (Satz 2.7.1). Zue > 0
existiert ein N, so dass
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2.10 Reihen: Kriterien fiir absolute Konvergenz

Dann gilt auch
n n
dlad <) ci<e
k=m k=m
farallen>m> N. O

Aus dem Majorantenkriterium werden wir durch Vergleich mit einer geometri-
schen Reihe zwei weitere wichtige Konvergenzkriterien beweisen.

2.10.2 Satz (Quotientenkriterium). Es seien (an)nen €ine Folge reeller Zahlen
und g €(0,1). Falls a, # 0 und

0]
’ n+1 <qg, ne N,
Qn

dann konvergiert die Reihe "2, ax absolut.

Beweis. Durch Induktion Uber n verifizieren wir die Bedingung
lan| <lagl- 9", neN. Q.7

Far n = O ist nichts zu zeigen. Wenn Gleichung (2.7) fUr n richtig ist, dann
leiten wir sie fGr n+ 1 wie folgt ab:

|Ona1| < |0n| - g < |ao|- 9" g =] g™

Wegen |qg| < 1 konvergiert die Reihe 372, g* absolut. Nach Satz 2.6.8 ii)
konvergiert auch die Reihe 332, || - g absolut. Gleichung (2.7) und das
Majorantenkriterium zeigen die absolute Konvergenz der Reihe Y 2ga. O

2.10.3 Bemerkung. i) Es genugt zu fordern, dass es ein ng gibt, so dass a, # 0
und |Gpe1/an| < g flrn> ng.
i) Es reicht nicht, dass a, # 0 und |an/an| < 1 far alle n € N gilt. Ein
Gegenbeispiel ist die harmonische Reihe Y~ /2, 1/k. Fur sie gilt
i
— N+l _

<1, neN,

On+1
On

1
n
sie ist aber divergent.

2.10.4 Beispiel. i) Fur jedes x € R konvergiert die Reihe

oo

Xk
k!
k=0
absolut,
FGr x = Oist das offensichtlich. FUr x # 0 kdnnen wir das Quotientenkriterium
in der Version aus Bemerkung 2.10.3, i), anwenden: FUr n € N haben wir

Xn+1
(n+ 1)1 xm! n_ x
X" T xn (n+ D)l n+ 1’
nl

Wir fixieren ng > 2|x|. Far n > ng gilt

R .
n+11 7~ 2|xj+1 2
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Die Konvergenz der Reihe }_ /2, xk /k! impliziert nach Folgerung 2.7.2, dass
(x"/nh)nen €ine Nullfolge ist. Dies hatten wir in Beispiel 2.2.15 direkt UberprUft.
il Die Reihe
2k
k=0
konvergiert absolut.
Far n > 1 gilt n?/2" > 0. Weiter haben wir fir n € N:

(n+1)?
o _(n+12 1 0 ] 2
P 2 2 n)
2n

Wenn n > 3 gilt, kbnnen wir diesen Ausdruck durch

(e 8
2 3) T9°
nach oben abschdatzen.

2.10.5 Hilfssatz. i) Sein > 1. Fur jede reelle Zahl x > 0 gibt es genau eine nicht
negative reelle Zahly mit y" = x.
Schreibweise: /x = y.

ity Die Folge (v/n)n>1 konvergiert gegen 1.

Beweis. i) Die Menge
Wi={weR|lw>0AwW">x}

ist nicht leer und durch 0 nach unten beschrankt, Daher besitzt sie ein Infimum
(Satz 1.6.14 und 1.7.6). Sei y := inf(W). Es qilt sicher y" > x. Hatten wir y" > x,
so folgte y > 0, und fur y > ¢ > 0 ergdbe sich aus der Bernoulli-Ungleichung
(Satz 1.3.7)

n
(y—s)”=y”-(1—§) zy”-<1—n-)—5/)=y”—n-y”]-s-

Zu § = y" — x kbnnten wir ¢ > 0 so wdahlen, dass y — e > 0 und

1)
e< oyt
Dann folgte (y — )" > xund y — e € W im Widerspruch zur Definition von .

Es bleibt die Eindeutigkeit der n-ten Wurzel nachzuweisen. Fur x = O ist sie
klar. Seien nun x > 0 und y;, y» zwei verschiedene positive reelle Zahlen, so
dass yi' = x = yb. Wir kbnnen y; < y, voraussetzen. Dann ergibt sich der
Widerspruch (vgl. 1.6.4)

X=y <yy=x

i) FGr n > 2 haben wir sicher ¥/n > 1. Aus der binomischen Formel (Satz
1.7.19) leitet man fUr eine positive reelle Zahl e und n > 2 die Ungleichung

(1+5)”>1+(g).52=1+w.52
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2.10 Reihen: Kriterien fiir absolute Konvergenz

ab. Insbesondere sehen wir

n
<1+Q> >n n>2.

Vvn
Wie im Beweis von Teil i) impliziert dies
1+ % >vn, n>2.
Da die Folge
< ﬁ)
1+ —
\/ﬁ n>1

gegen 1 konvergiert (Ubung), folgt die Behauptung aus Aufgabe 6.6.1b). O

2.10.6 Satz (Wurzelkriterium). Es seien (an)nen €ine Folge reeller Zahlen und

g €(0,1). Wenn
Vian <q. neN,

gilt, dann konvergiert die Reihe 3", ax absolut.

Beweis. Wegen {/|an| < g hat man auch

lan| = (\”/m)né q", n>1.

Der Satz folgt jetzt wie im Beweis des Quotientenkriteriums durch Vergleich
mit der konvergenten Reihe >~ 2, | o] - g aus dem Majorantenkriterium. O

2.10.7 Beispiel. Die Reihe

ek 11
;2( ) -2+?+§+F+§+---

konvergiert absolut.
Das Quotientenkriterium ist nutzlos, weil

1
a 2n+1
2n+2 _ 2 =9,

Aon+1 1
22n+2

neN.

Auf der anderen Seite haben wir

Uocrnz Loy L

n—oo 2

NI

Es gibt daher ein ng, so dass

V2=nr-n < % <1, n>ng

Dies genugt (vgl. Bemerkung 2.10.3, .
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2.10.8 Bemerkung. Das Quotienten- und das Wurzelkriterium sind beide hinrei-
chende Kriterien fUr die absolute Konvergenz einer Reihe. Es gibt Fdlle absolut
konvergenter Reihen, bei denen beide Kriterien versagen. Ein solcher ist die

Reihe
v
k=0 K
die wir in Folgerung 2.7.5 als absolut konvergent nachgewiesen haben.
Es gilt
1
(n+1)2 n?

: =(n+1)2' n>1, (2.8)
n?
und
af 1 1
™ (Un)

Die in (2.8) und (2.9) auftretenden Folgen konvergieren beide gegen 1.
Daher k&dnnen wir sie durch kein g € Rmit 0 < g < 1 nach oben beschrénken.

2.11 Reihen: Das Cauchy-Produkt

Wir wenden uns in diesem Abschnitt dem in Bemerkung 2.6.9 aufgeworfe-
nen Problem zu, wie man auf geeignete Weise das Produkt zweier Reihen
definiert.

2.11.1 Definition. Das Cauchy-Produkt der Reihen Y~ 2 ax und Y~ 2, by ist die
Reihe >~ /2; cx mit

n
Chi=)» Qi-bp, neN.
i=0

2.11.2 Satz. Es seien Y2 o und -2, by zwei absolut konvergente Reihen.
Dann ist auch ihr Cauchy-Produkt Y~ 2, ¢ absolut konvergent, und es gilt

e (Be) (&)

Beweis. Wenn Y/ |ax| = 0, d.h. a, =0, n e N, oder 32 |bx| = 0, dann ist
die Aussage klar. Diese Fdlle schlieBen wir in den folgenden Betrachtungen
daher aus.

FUr n € N hat man

Lo (o) ()

k=0 k=0

< Y lal-1b.

0<ij<n:
i+>n

=
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Man beachte, dass aus i+j > nfolgt, dass i > n/2 oder j > n/2. Wie in Lemma
2.8.8 gezeigt kbnnen wir N € N so festlegen, dass

Ylal<=— und S |bl < .

>N > b j>N > o
k=0 k=0

(Hier bendtigen wir >"02 |ak| # 0 # > oog |bk])
Far n > N schdatzen wir ab:

n n
mo< Y dal- Y+ lad - Y b
2<i<n k=0 k=0 5<j<n
oo oo

< Slal-Y 1o+ lad - > 1)
i>n k=0 k=0 >3

< S48,
2 2 7

Damit ist die Konvergenz der Reihe Y2, cx gegen das Produkt ("2, ak)-
(3" reo bx) nachgewiesen.

Dieselbe Argumentation I&sst sich auf die Reihen 3~ 2 |ax| und >~ 2, |bk|
anwenden. Damit konvergiert die Reihe

S (i ail- |bkf|> -

k=0 \ /=0

Ferner gilt
n

|cn| < Z|C’i| ’ |bn—i|' neN.
i=0

Das Majorantenkriterium 2.10.1 liefert die Konvergenz der Reihe Y72 |ck|, d.h.
die absolute Konvergenz der Reihe >~ 2, Ck. O

2.11.3 Bemerkung. i) Es genugt, dass eine der beiden beteiligten Reihen ab-
solut konvergiert (Satz von Mertens’, s. (8), Kapitel IV, Abschnitt 32, Aufgabe
8).

i) Wir betrachten die Reihe Y2, a, mit

a = ) neN
n: m: .

Diese Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium 2.7.8. Jetzt bilden wir das
Cauchy-Produkt 3~ 2, ¢, dieser Reihe mit sich selbst. Dann gilt

. 1
Cnl = '
e ;x/iﬂ-\/nﬂq

neN. 2.10)

Der Ausdruck

1 1
Vit1-vn+1—i Ji+D(h+1-1)

’Franz Mertens (1840 - 1927), deutscher Mathematiker.
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wird minimal, wenn (i + 1)-(n+ 1 — i) maximal wird. Da entweder i < n/2 und
n—i>nj/2oderi>n/2undn—i< n/2, kdnnen wir diesen Ausdruck in der

Form
(+1-0) (G 10) = ()= (3+)
schreiben.

In (2.10) kommen n+1 Summanden vor, und jeder ist mindestens 1/(n/2+1),
so dass

2

n+1
len| > ——=>1, neN.

3+1
Die Folge (ch)nen ist daher keine Nullfolge, und die Reihe Y2, ¢k divergiert.
Der obige Satz ist daher i.A. falsch, wenn beide Reihen nur bedingt kon-

vergieren.

Anhang.
Die reellen Zahlen — Eine weitere Konstruktion

Wir besprechen nun eine weitere Konstruktion der reellen Zahlen. In die-
sem Fall nehmen wir das Cauchysche Konvergenzkriterium (Satz 2.3.12)
als Ausgangspunkt. Es gilt nicht in Q, und wir wollen den Kérper der ro-
fionalen Zahlen so erweitern, dass in der Erweiterung jede Cauchy-Folge
konvergiert. Die Konstruktion von R, die wir so erhalten, ist die technisch
einfachste. Man kann ohne groBen Aufwand alle Kérperaxiome und die
Anordnungsaxiome verifizieren. (Bei den Dedekindschen Schnitten haben
wir wegen des enormen Umfangs der Nachweise noch darauf verzichten
mussen.)

Man kann Folgen mit Werten in einer beliebigen Menge definieren. Insbeson-
dere kbnnen wir Folgen rationaler Zahlen betrachten. Da wir in Q, wie in je-
dem angeordneten Kérper, den Absolutbetrag haben, kébnnen wir auch von
konvergenten Folgen, Cauchy-Folgen usw. reden.

2.12.1 Definition. i) Der Raum der Folgen rationaler Zahlen ist die Menge

Fi=XQ={fiN—Q}={(Annen]an € Q. NeN}.

neN

Schreibweise: In diesem Abschnitt schreiben wir kurz (an) statt (an)nen-
i) Die Addition ist die Abbildung

+:FxF — F
((an).(bn)) — (an+bn).

i) Die Mulfiplikation ist die Abbildung

< FxF — F
((C’n)'(bn)) — (an- bp).

iv) FUr eine rationale Zahl r steht (r) far die Folge (an) mit a, =r, n € N.
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2.12.2 Bemerkung. Die Abbildung

1t Q — F
r — (r
ist injektiv.
2.12.3 Satz. Das Quintupel (F,(0). (1), +,-) ist ein kommutativer Rings mit Eins.

Die Axiome eines kommutativen Rings mit Eins wurden in Satz 1.4.15 festge-
halten.

Beweis. Das Assoziativ- und Kommutativgesetz sowie die Aussage Uber das
Neutralelement fur Addition und Multiplikation folgen unmittelbar aus den Re-
chenregeln fUr rationale Zahlen. Ferner UberprUft man sofort, dass ( — ap) das
additive inverse Element zu (an) € F ist. O

2.12.4 Bemerkung. In (F.(1),-) existieren nicht zu allen Elementen inverse Ele-
mente. Schlimmer noch: Es gibt Nullteiler, d.h. (an) #(0), (bn) #(0) € F, so dass
(an)-(bn) =0.

2.12.5 Definition. Der Raum der Cauchy-Folgen rationaler Zahlen ist die Men-

ge
C = { (an) € F|(an) ist eine Cauchy-Folge }

2.12.6 Lemma. i) FUr jede rationale Zahlr ist (r) € C. Insbesondere (0), (1) € C.
i) Fur (an) € C und (bp) € C ist auch (an)+(bn) =(an + bp) € C.
i) Sind (an) € C und (bn) € C, dann auch (an)-(bp) =(an - bp) € C.

Beweis. Punkt i) ist sofort klar. Die Beweise der Punkte ii) und iii) sind einfache
Modifikationen der Argumente im Beweis von Satz 2.2.16. O

Mit dem Lemma erhalten wir auf C die Addition

+:CxC — C
((an),(bn)) — (an+bn)

und die Multiplikation

2 CxC — C
((On)'(bn)) — (On'bn).

2.12.7 Folgerung. Das Quintupel (C,(0),(1),+,-) ist ein kommutativer Rings
mit Eins.

2.12.8 Bemerkung. Nachwievor existieren in C Elemente ungleich (0) ohne
multiplikative Inverse und Nullteiler.

Jetzt betrachten wir

N :={ (an) € C|(an) ist Nullfolge }.
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2.12.9 Lemma. i) Die Summe zweier Nullfolgen ist eine Nullfolge:
V(an).(bn) € N: (an)+(bn) € N.

i) Das Produkt einer beliebigen Cauchy-Folge und einer Nullfolge ist eine
Nullfolge:
V(an) € C.(bp) € N: (an)-(bn) € N.

Der Beweis ist eine leichte Ubungsaufgabe. Wir betonen nochmals, dass in i)
nur eine der beteiligten Folgen eine Nullfolge sein muss. Das ist entscheidend
fur die Konstruktion von R.

2.12.10 Definition. Die Relation ,~" auf C ist wie folgt erkldrt:

V(an).(bn) € C: (an) ~(bp) <= (an)—(bn)=(an— bn) € N.

Der Sinn dieser Relation ist unmittelobar klar: In den reellen Zahlen soll jede
Cauchy-Folge konvergieren. Die Mindestanforderung ist, dass jede Cauchy-
Folge von rationalen Zahlen konvergiert. In unserer Konstruktion der reellen
Zahlen steht eine Cauchy-Folge von rationalen Zahlen fur inren Grenzwert in
den reellen Zahlen (s. Satz 2.12.17). Da aber zwei konvergente Folgen genau
dann denselben Grenzwert haben, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist, ist
die EinfUhrung der obigen Aquivalenzrelation unabdingbar.

2.12.11 Lemma. Die Relation ,~" ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexivitdt und die Symmetrie von ,~" sind sehr einfach zu Uber-
prufen. Widmen wir uns nun der Transitivitat. Es seien (ap). (bn). (cn) Cauchy-
Folgen, so dass die Folgen (an)—(bn) und (bn)—(cn) Nullfolgen sind. Dann ist
nach Lemma 2.12.9 auch (an)—(cn) =((an)—(bn))+((bn)—(cpn)) eine Nullfolge,
d.h. (an) ~(cn). O

2.12.12 Definition.
R:={[an]|(an) € C}

+RxR — R
([Gn],[bn]) — [an+bn]

+RxR — R
([on]'[bn]) — [an- bn].

Wie zuvor rechtfertigen wir die Definition der Abbildungen .+ und ,-* im
Nachhinein durch folgendes Resultat:

2.12.13 Satz. Die Abbildungen+: R x R und -: R x R sind wohldefiniert.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung fur die Multiplikation. Es seien (an), (a},).
(bn). (b},) Cauchy-Folgen rationaler Zahlen, so dass (an) ~(aj,) und (by) ~
(br,). Dann gibt es also Nullfolgen (¢n) und (dn) mit (a},) =(an)+(cn) und (by,) =
(bp)+(dn). Wir berechnen mit dem Distributivgesetz und Lemma 2.12.9

(ap)-(bp) ((an)+(cn)) - ((bn)+(dh))

(@n)-(bn) + (An)-(An) + (Cn)-(bn) + (Cn)-(An) .
—_—

N——
eN eN eN
eN
Wir schlieBen (a},)-(b},) ~(an)-(bn). d.h. [a] - [PL] = [an] - [bn]. O

2.12.14 Satz. Wir sefzen O := [0] und 1 := [1]. Dann ist ein (R,0,1,+,) ein
Korper.

Beweis. Aus der Tatsache, dass (C, (0), (1), +.-) ein kommutativer Ring mit Eins
ist, folgt, dass auch (R,0. 1, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins ist.

Somit muss noch der Nachweis erbracht werden, dass man zu jedem Ele-
ment [ap] # 0 ein multiplikatives Inverses finden kann. Die Voraussetzung [ap] #
0 bedeutet

~(VeaNVN > N |an| < ¢),

also
FeVNIN > N: |0 > e

Wir fixieren solch ein e. Da (ap) eine Cauchy-Folge ist, existiert weiterein N € N,
5o dass |an — am| < /2 fur alle m,n > N. SchlieBlich haben wir ein ng > N, so
dass |an,| > €. FUr n > ng finden wir

g
e <|an| =|an+ an, — an| < |Qn| +|An, — On| < |Qn| + 5

Folglich gilt |an| > /2 fur alle n > ng. Wir halten fest:
vYn>ng: an#0. @10
Die Folge (qy,) sei definiert durch

q. = 1, fallsa,=0
"7 g fallsa,#0

Wegen (2.11) ist (a},) eine Cauchy-Folge und (a},) ~(ap). Nun kénnen wir auch
(bn) mit
1
bn = o—;), ne [N:

einfUhren. Es ist noch zu Uberprufen, dass (bn) eine Cauchy-Folge ist. Die Glei-
chung [an] - [bn] = [an] - [Pn] = 1 ist dann eine direkte Konsequenz aus der
Definition.

Sei K :=min{ ap,....a;, _4,e/2}. Nach Definition gilt [ay| > K far alle n € N.
Sei § > 0. Es existiert ein mg > ng, so dass |al, — al,| < § - K2 far alle m,n > my.
Damit haben wir fir m,n > mq:

1 1 1 1
o o =|d,— | —— < §-K?-

| — bm| = [bm—bn| = ‘ |am| - || K2

_loh—am
an, - an

Dies beendet unser Argument. O
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2.12.15 Definition. i) Wir definieren die Relation ,<" auf R Uber

V[an].[br] € R: [an] < [bn] <= Fe >03INe NVYn>N: by—an>e.
[an] < [bn] <= [an] < [bn] V [an] = [bn].

i) Wir fihren die folgende Abbildung ein:

fTQ — R
ro— [r].

2.12.16 Lemma. i) Die Relation ,<" ist wohldefiniert und eine Anordnung der
reellen Zahlen.

i) Farr, rn € Q sind folgende Aussagen wahr:

o f(n+n)=1(n)+f(r),

o f(n - ) =1f(n)-f(r).

o << f(n)<f(n).

i) Zu jedem x € R existiert eine rationale Zahlr € Q, so dass x < f(r).

iv) Fur jede reelle Zahl e > 0 existiert eine rationale Zahl 6 > 0, so dass
f(o) <e.

Beweis. i) Dass die Definition von ,<" nicht von der Auswahl der Représen-
tanten abhdngt, ist eine Anwendung der Dreiecksungleichung und wird dem
geneigten Leser als Ubungsaufgabe Uberlassen. Transitivitét und Anfisymme-
trie sind ebenfalls sehr leicht zu sehen. Fur die Totalitédt beachte man, dass fur
[an].[bn] € R die Folge (b, — an) eine Cauchy-Folge ist. Wenn sie gegen 0
konvergiert, gilt [an] = [bn]. Ansonsten existiert § € Q mité > Ound |b,—an| > o
fur unendlich viele n € N. Sie weiter N € N, so dass

vm.n>N: |bn— an—(bm— am)| < g

Wir wéhlen ein ng > N mit |bp, — ap,| > 6. Gilt by, — an, > 4, so folgt

bm—om>bn0—onofg>%, m> N.
In diesem Fall haben wir [ap] < [bn]. Analog schlieBt man [an] > [bn]. wenn
Qn, — bp, > 0.

i) Dieser Teil ist frivial.

i) Wir schreiben x = [x,] fUr eine geeignete Cauchy-Folge (x,). Die Folge
(xn) ist als Cauchy-Folge beschrénkt (s. Beweis von Satz 2.3.12). Sei r € Q mit
r>|xa|+1>Xx,+1farallene N. Esfolgtr—x, > 1f0r alle n € N, so dass
f(r)=1[r] > [Xa] = x.

iv) Es gibt ein r € Q mit 1/¢ < f(r). Es folgt e > 1/f(r) = f(1/r). Wir wahlen
folglich ¢ :=1/r. O

Auf R haben wir den Absolutbetrag (s. Definition 1.6.5). Damit kénnen wir
auch in den neu definierten reellen Zahlen von Konvergenz, Cauchy-Folgen
usw. reden. Sei (an) eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen. Dann ist (f(an))
nach Lemma 2.12.16 eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Ziel unserer Konstruk-
tion von R war es, dass jede Cauchy-Folge in R konvergiert. Der Grenzwert fUr
die Folge (f(an)) sollte die reelle Zahl a = [ap] sein. Dies ist in der Tat so:
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Anhang. Die reellen Zahlen — Eine weitere Konstruktion

2.12.17 Satz. Es sei (an) € C. Dann konvergiert die Folge (f(an)) € R, und ihr
Grenzwert ist a = [ap].

Beweis. Zu jedem ¢ € R mit ¢ > 0 soll ein N € N gefunden werden, so dass
|a — f(an)| < e flr alle n > N. Unter Vermeidung der Betragsstriche haben wir
zu zeigen, dass ein N € N existiert, so dass

a—f(an) <e und f(an) —a<e.

Nach Lemma 2.12.16 iv) kdnnen wir e = f(4) fUr § € Q annehmen. Sei p :=
§/2. Da (ap) eine Cauchy-Folge ist, existiert ein N € N, so dass

o

an—am| <
|n m| 2

=6—p, mn>N.

Wir schlieBen ap, — am < d —p.i.e. Gn — Om — 86 < —p,und Om — ap < § — p, d.h.
Om — ap — 6 < —p, M, n > N. Multiplikation dieser Ungleichungen mit —1 fuhrt
zZu

Om—Qn+d>p und ap—am+d>p, mn>N. 2.12)

Wir halten n > N fest. Ungleichung (2.12) und Definition 2.12.15 besagen, dass
a—f(an)+f(6) >0 und f(an)—a+f(6) >0 n>N.

Nach Multiplikation mit —1 wird dies zu f(an) — a < f(§) und a — f(ap) < f().
d.h.zu |a—f(ap)| < f(6) flr n > N. Unsere Arbeit ist nun getan. O

2.12.18 Satz. In R ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Beweis. Sei (an) eine Cauchy-Folge von reellen Zahlen. Sei weiter (en) € C
durch e, := 1/(n+ 1), n € N, gegeben. Nach Satz 2.12.17 gibt es zu jedem
ne N ein b, € Q mit |ay — f(bp)| < f(en).

In einem Zwischenschritt zeigen wir nun, dass (b,) eine Cauchy-Folge ist.
Seid e Qmitd > 0. Es gibtein N € N mit |ap — am| < f(§/3) fGralle m,n> N
und e, < §/3 fr alle n > N. Fir m, n > N schtzen wir wie folgt ab:

[f(bn) — an| + |an — am| + [f(bm) — am|

flen)+f (g) +f(em)

) 5 )
< f<§> +f (5) +f<§> = f(0).
Wir setzen a := [by]. Seie > 0. Nach Satz 2.12.17 gibt es ein N € N, so dass

|a—f(bp)| < /2 fur alle n > N. Wir durfen ferner annehmen, dass f(en) < /2.
FUr n > N erhalten wir

IN

A

lan—al = |an—F(bn)+f(bn)—a| < |f(bn)—an|+|f(bn)—a| < f(en)+

+
NI ™

<

N ™
N ™
1l
™

Damit ist der Beweis beendet. O
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Kapitel 2 Folgen wnd Rectien

Warum liefert diese Konstruktion dassellbbe Ergebnis, wie die mit Dedekinschen
Schnitten? Es sei Rp der mit Dedekindschen Schnitten konstruierte Korper der
reellen Zahlen und R der mit Cauchy-Folgen konstruierte. Beide Korper ent-
halten den Kérper der rationalen Zahlen. Es sei [an] € Re. Die Folge (ap) besitzt
in Rp einen Grenzwert . Man kann nachprifen, dass die Abbildung

[Rc — [RD
[an] — «

wohldefiniert, mit allen Zusatzstrukturen vertréglich und bijektiv ist. Sie identifi-
ziert die beiden Konstruktionen miteinander.
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Kapitel 3

Reelle Fanktianen wnd
Stetcglect

3.1 Definition und erste Beispiele

Wir fUhren jetzt den Begriff einer (reellen) Funktion (in einer Verdnderlichen)
ein und stellen einige Standardbeispiele vor.

3.1.1 Definition. i) Eine reelle Funktion ist eine Zuordnung f, die jedem Element
aus einer Teiimenge D c R eine reelle Zahl y zuordnet.
Man nennt die Menge D den Definitionsbereich von f. Die Menge

={y=f(x)eR|xeD} CR
heiBt der Wertebereich von f und die Menge
fli={(x.y)eR?|xe DAy =f(x)}

der Graph von f.
Schreibweise:

D — R
x — f(x).
i) Es seien

f:D(f)y — R
X +—
und

g:D(gg — R
x — g
zwei reelle Funktionen. Wir sagen f ist gleich g, wenn
e D(f) =D(g) und
o f(x) = g(x) fur alle x € D(f) = D(g).
Schreibweise: f = g.
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Kapitel 3 Reelle Fwnktionen wnd Stetighect

Zu Definition 3.1.1: Definitions-, Wertebereich und Graph einer Funktion.

|
= Definitionsbereich

3. 1.2 Bemerkung. Die Angabe des Definitionsbereichs ist Bestandteil der Defi-
nition einer Funktion, nicht nur die ,Abbildungsvorschrift®. Wenn z.B. eine Funk-
tion f: D — R gegeben ist und D' C D eine echte Teilmenge, dann definiert
man die Einschrankung von f auf D’ als

fip: D' — R
x — f(x).

In Anwendungen beschrénkt man sich auf ,sinnvolle™ Definitionsbereiche, z.B.
Zeitt > 0.

3.1.3 Beispiel. i) Konstante Funktionen. Es sei a € R. Man definiere

frR — R
X — Q.
y
a o .
e Definitionsbereich: R.
. . . . o Wertebereich: W(f) = {a}.
2 1 0 1 2 X

i Lineare Funktionen. Es seien a € R\ {0} und b € R. Man setfze
f: R R
X a-x+b.

Es gilt:
o Definitionsbereich: R.
 Wertebereich: R (Beweis: y € R = y = f((y — b)/q)).

FUr a = 1 und b = 0 spricht man von der Idenfitatidg auf R. Analog erhalt
man fur D ¢ R durch Einschrédnkung von idr auf D die Identitatidp auf D.
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3.1 Definition und erste Beispiele

iy Quadratische Funktionen. Es seien a € R\ {0} und b,c € R. Man be-
frachte

frR — R
X — a-x’+b-x+c.

Man kann eine solche Funktion auf eindeutige Weise in Scheitelpunkifform
schreiben, i.e. es existieren eindeutig bestimmte reelle Zahlen xg und yp mit

a-x>+b-x+c=a(x—x)+y.

In der Tat liest man aus dieser Gleichung

X = _b und =C— b—2
0="2a N=C"735
ab. Der Punkt (xg. yo) € I'(f) heiBt Scheitelpunkt der Parabel.

Es gilt:
¢ Definitionsbereich: R.
o Wertebereich:

_ y>y+ fallsa>0
W(f)_{ }ygyo% fallsa <0

(Beweis fir a > 0: Aus y = f(x) = a(x — xp)? + yo folgt (1/a)(y — yo) =(x — xp)2.

Dies ist nur moglich fUr y > yg. In diesem Fall ist x = /(1/9)(y — yo) + X eine
Lo&sung.)

2
4+ y=x? y=—<x—%> +2 21
31 14
0
27 : ' : -
2 -1 1 2
11 gt
: : : : ol
-2 -1 0 1 2
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Kapitel 3 Reelle Fwnktionen wnd Stetighect

iv) Der Absolutbetrag (vgl. Definition 1.6.5).

frR—R
21 .
X — |X| =max{ —x,x}.

e Definitionsbereich: R.

o Wertebereich:

Rso:={x€R[x>0}.

ol - frR—R

X+— [X] =

max{meZ|m<x}.

. } } e Definitionsbereich: R.
-2 -1 0 1 2 3

—_l o Wertebereich: Z.

vi) Die Viorzeichenfunktion (vgl. Definition 1.6.5).
sign:R — R

1, fallsx >0
X — 0, fallsx=0 .

—1, fallsx <0

e Definitionsbereich: R.

. . e Wertebereich: { -1,0,1}.

vii) Ein exotisches Beispiel.

frR — R

X 0, fallsxe @
— 11, fallsxeR\Q

o Definitionsbereich: R.
¢ Wertebereich: {0, 1}.
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3.2 Neue Funktionen aus alten

viii) Die Hyperbel.

f:R* =R\ {0} — R 4+
X — %
e Definitionsbereich: R*.

o \Wertebereich: R*.

3.2 Neue Funktionen aus alten

Die Rechenoperationen auf den reellen Zahlen kbnnen zu einem gewissen
Grad auf Funktionen Ubertragen werden. Dies wird im Folgenden erkldrt,

3.2.1 Definition. Es seien : D(f) — R und g: D(g) — R zwei reelle Funktio-
nen.
i) Far A € R ist das A\-Fache von f die Funktion

A-f:D(fy — R
x +—  X-f(x) (Multiplikationin R).

Speziell -f :=(—1) - .Minus f*.
il Die Summe bzw. Differenz von f und g ist die Funktion

f+£g:D(fynD(g) — R
x +— f(x)£g(x) (Additionin R).

i) Das Produkt von f und g ist die Funkfion

f-g:D(fynD(g) — R
x +— f(x)-g(x) (Multiplikationin R).
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Kapitel 3 Reelle Funbstioncn wnd Stetigbect

v) Die VerknUpfung/Komposition von f und g ist die Funkfion

fog:{xeD(g)|g(x)eD(f)} —
—  f(g(x)).

(Man beachte die Reihenfolge!)

3.2.2 Beispiel. Esseien f: R — R, x — x+3,und g: R — R, x — x2. Dann
Qilt
gof: R — R
X — g(f(x)) = g(x+3) =(x +3)* =x* +6x +9

und

fogtR — R
X — f(g(x) =f(x*)=x*+3,

Man beachte fo g # go f!

3.3 Erste Eigenschaften reeller Funktionen

Dieses und die folgenden Kapitel beschaftigen sich mit dem Studium re-
eller Funktionen. In diesem Abschnitt fuhren wir einige elementare Begriffe
ein, die der Beschreibung reeller Funktionen dienen.

Nullstellen

3.3.1 Definition. Es sei f: D — R eine reelle Funktion. Eine Zahl x5 € D heilt
Nullstelle von f, wenn f(xp) = 0 gilt. Man sagt auch: f besitzt an der Stelle xg
eine Nullstelle.

3.3.2 Bemerkung. Eine Zahl xg € D ist genau dann Nullstelle von f, wenn der
Graph (f) die x-Achse im Punkt (xg,0) schneidet.

3.3.3 Beispiel. i) Essei f: R — R, x — a-x+b, mit a # 0 eine lineare Funktion.
Dann besitzt f genau eine Nullstelle, ndmlich xg = —b/a.

iDEssei f:R — R, x — a-x2+b-x+c, mit a # 0 eine quadratische
Funktion. Man setze A := b? — 4ac (Diskriminante). Aus Beispiel 3.1.3 iii) folgt:

A <0 <« fbesitzt keine Nullstelle.

A=0 <« fbesitzt genau eine Nullstelle,
namlich xo = — 2.
A>0 <« fbesitzt genauzwei Nullstellen,

—b—y/b2—4ac —b+y/b2—4ac
Xj =TundXQ=T.
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3.3 Erste Eigenschaften reeller Funktionen

iiif) Die Funktion sin: R — R, x — sin(x),' besitzt unendlich viele Nullstellen
und zwar an den Stellen
Xoe{k-wlkelZ}.

y = sin(x)

Symmetrieeigenschaften

3.3.4 Definition. i) Eine reelle Funktion f: D — R heiBt gerade, wenn fur alle

x € D qgilt
e —x € Dund
o f( —X) = f(x).

i) Eine reelle Funktion f: D — R heiBt ungerade, wenn fur alle x € D gilt
e —x € Dund
o f(—X) = —f(x).

3.3.56 Bemerkung. i) Eine Funktion f: D — R ist genau dann gerade, wenn ihr
Graph I (f) achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

i) Eine Funkfion f: D — R ist genau dann ungerade, wenn ihr Graph I (f)
punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

3.3.6 Beispiel. i) Beispiele fur gerade Funktionen.
e Konstante Funktionen.
e Quadratische Funktionen der Gestalt f: R — R, x — a-x2+ ¢, a # 0.
e Der Absolutbetrag.
e Die Kosinusfunktion.

y = COS(X)

|
SE}
NS
|

=] &

i) Beispiele fur ungerade Funktionen.

e Lineare Funktionen der Gestalt f: R — R, x— a-x,a # 0,
d.h. Geraden durch den Ursprung.

e Die Vorzeichenfunktion.

of: R* — R, x+— 1/x.

e Die Sinusfunktion,

TWir setzen voraus, dass lhnen der Sinus und der Kosinus aus der Schule bekannt sind. Eine
genaue Definition und Diskussion folgt in Abschnitt 3.8 und 4.8.
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Kapitel 3 Reelle Fwnktionen wnd Stetighect

Periodizitat

3.3.7 Definition. Es sei f: D — R eine reelle Funktion. Eine Zahl p € R* heilt
Periode von f, wenn far alle x € D gilt:

ex+tpeD( x+k-peDfirale k € Z) und

o f(X £ p) =f(x).

Die Funktion f heiBt periodisch, wenn sie eine Periode besitzt.

Falls existent’wird die kleinste positive Periode einer periodischen, nicht
konstanten Funktion primitive Periode genannt.
(Man beachte: p Periode von f und k € Z \ {0} = k - p Periode von f.)

3.3.8 Beispiel. i) Die Sinus- und Kosinusfunktion sind periodisch mit primitiver
Periode 2.

y = COs(X)

/

y = sin(x)

i Die Tangens- und Kotangensfunktion sind periodisch mit primitiver Peri-
ode .

y =tan(x) = sin(x)/ cos(x) y = cot(x) = cos(x)/sin(x)
| 51 | | |
: | | | 4 |
| I3 | | | 3 |
| | | | |
: 12 | | | 2 |
| | | | |
- ] | | | 1 |

I

— & us 3 — v
7o s VY
: [ 2 [ : 2 :
[ ' -3 | I [ -3 [
| | | | | |
| | 4 | | -4 |
s ks

iii) Die SGdgezahnfunktion. Man definiere

ffR — R
X — X—[x].

2vgl. hierzu Aufgabe 6.10.2

96



3.3 Erste Eigenschaften reeller Funktionen

'tl ) ) e W(f)=[0.1).
e fist periodisch
f f f f | mit primitiver Periode 1.
-2 -1 0 1 2

Injektivitat und Umkehrfunktionen

3.3.9 Definition. Essei f: D — R eine reelle Funktion mit Wertebereich W(f).
i) Eine Funktion g: W(f) — R heiBt Umkehrfunktion von f, wenn gilt

e W(g) = D, i.e. der Wertebereich von g stimmt mit dem Definitionsbereich
von f Uberein.

o Es gl”' fo ag= IdW(f) und go f= idD.3
Schreibweise: f~' .= g
i) Die Funktion f heiBt injekfiv/umkehrbar, wenn fur alle x;, X, € D mit x; #
Xo Qilt:
f(x1) # f(x2).

3.3.10 Satz. Eine Funktion f: D — R ist genau dann injektiv, wenn sie eine
Umbkehrfunktion besitzt,

Beweis. Es gebe eine Umkehrfunktion f~1: W(f) — D. Seien x;,x% € D, so
dass f(x7) = f(x). Dann gilt wegen f~' o f = idp

xi =(F"1of)(x) =F(f(x1)) = F(F(x)) =(F~" 0 F)(X) = Xo.

Somit ist f injektiv.
Seiumgekehrt f: D — R injektiv. Fur y € W(f) gibt es ein x € X mit f(x) = y.
Auf Grund der Injektivitdt von f ist x eindeutig bestimmt. Damit ist

W) — R
y — Xx mitx e D,sodassf(x)=y

eine Funktion. Auf Grund der Definition gilt W(f~') ¢ D, und wir kdbnnen fo f~!
bilden. FUr y € W(f) haben wir nach Definition f(f~1(y)) = y. Dies zeigt fof~! =
idw(r.-

Far x € D gilt f=1(f(x)) = x wegen x € D und f(x) = f(x). Damit gilt D c
W(f=1) und folglich D = W(f~1). AuBerdem haben wir f~'of = idp gezeigt. O

3.3.11 Bemerkung. i) Eine Funktfion f: D — R ist genau dann injektiv, wenn

der Graph I (f) jede zur x-Achse parallele Gerade hdchstens einmal schnei-
det.

i) Den Graphen I (f~') der Umkehrfunktion einer injektiven Funktion f erhdilt
man durch Spiegelung von I (f) an der Geraden {y = x }.

3.3.12 Beispiel. i) Eine lineare Funktion

fTR — R
X — a-X,

3Es genuigt, eine der beiden Gleichungen zu fordern (Ubung).
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a € R*, ist umkehbar mit
fF"R — R

1
X — —-X,
a

ity Die Funktion f: R — R, x — x2, ist nicht umkehrbar, da f(x) = f( — x) fur
alle x € R gilt. Ihre Einschrénkung g := fjr_, ist jedoch umkehrbar, und es gilt

g_1: Rso — R

X —> \/)_(
y=X
9T 7
/
s
/
s
s
/
s
7
s
/
s
s
v
v
s
7
Vi
s
v
/
s
v
/
s
7
/
s
V2 y=\/)_(
3+ 7
V4
/
s
Y
/
s
7
/
14+
2
7
7
} } } }
0 1 3 5 9

iii) Die Funktion f: R* — R*, x — 1/x, ist umkehrbar. Es gilt f~' = 1,

Monotonie

3.3.13 Definition. Es sei f: D — R eine reelle Funktion.
i) Die Funktion f wird monoton wachsend bzw. monoton fallend genannt,
wenn fur alle x;, X € D mit x; < X

f(x1) < f(xp) bzw. f(x3) > f(x) gilt.

i) Die Funktion f wird stfreng monoton wachsend (smw) bzw. streng mo-
notfon fallend (smf) genannt, wenn fur alle x;, xo € D mit x; < X,

fx) < f(xo) bzw. f(x3)>f(x) gift
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3.3 Erste Eigenschaften reeller Funktionen

3.3.14 Bemerkung. Jede streng monoton wachsende/fallende Funktion ist
nach Definition umkehrbar.

3.3.15 Beispiel. i) Jede konstante Funktion ist sowohl monoton wachsend als
auch monoton fallend aber weder smw noch smf,

i) Die Vorzeichenfunkfion ist monoton wachsend, aber weder monoton
fallend noch smw noch smf.

i) Die untere Gaussklammer ist monoton wachsend, aber weder monoton
fallend noch smw noch smf.

iv) Eine lineare Funkfion f: R — R, x — a - x+ b, a # 0, ist genau dann
smw bzw. smf, wenn a > 0 bzw. a < 0 gilt.

v) Die Funktion f: R — R, x — x3, ist smw und damit umkehrbar.

AN
<

1]
8

vi) Der Arkussinus. Die Sinusfunktion ist im abgeschlossenen Intervall [-x/2,
/2] smw. Der Wertebereich der auf das Intervall [ /2, 7 /2] eingeschrénkten
Sinusfunktion ist das abgeschlossene Intervall [—1, 1]. Ihre Umkehrfunktion ist
nach Definition der Arkussinus

arcsin: [-1,1] — R
X +— arcsin(x)

mit dem Wertebereich [—#/2,7/2].

vii) Der Arkuskosinus. Die Kosinusfunktion ist im abgeschlossenen Intervall
[0. 7] smf. Der Wertebereich der Funktion cos(g .} ist das abgeschlossene In-
tervall [-1, 1]. Die Umkehrfunkfion ist der sogenannte Arkuskosinus

arccos: [-1,1] — R
X +— arccos(x).

Nach Definition gilt W (arccos) = [0, 7].
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~ y = arcsin(x) _—
z 4
'| .
2 y = Qrccos(x)
-7 -l 1 7 1+
-1 +
_% 1 : : 1 [—
-7 -l 1 7

3.4 Grenzwerte und Stetigkeit

Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt a bedeutet, dass sich die Funkfti-
onswerte in der Nachbarschaft des Punktes a nur wenig von denen am
Punkt a unterscheiden. Sie ist eine nutzliche Voraussetzung fur das Studi-
um von Extremwerten (vgl. Satz 3.5.3) und eine hinreichende Bedingung
fur Integrierbarkeit (s. Satz 5.1.9 i). Die Formulierung von Stetigkeit benutzt
den Begriff des Grenzwerts einer Funktion. Dieser wiederum baut auf dem
Grenzwertbegriff fur Folgen auf.

Grenzwerte von Funktionen

3.4.1 Definition. Es sei D C R eine Teilmenge. Ein Punkt a € R heiBt Haufungs-
punkt der Menge D, wenn es eine konvergente Folge (an)nen Mit a, € D,
ne N, und lim,_, - an = a gibt. Die Menge

D :={ a € R| aist Haufungspunkt von D}

ist der Abschluss von D.

3.4.2 Bemerkung. 1) Jeder Punkt a € D ist Haufungspunkt von D. Man nehme
einfach (an)nen Mit an :=a, N € N.
i Far (0,1),]0,1).(0,1].[0, 1] € Rist der Abschluss [0, 1].

3.4.3 Definition. Es seien f: D —s R eine reelle Funkfion und a € D oder
a = —oo bzw. a = o, falls D nicht nach unten bzw. oben beschrénkt ist.

i) Die Zahl b € R U {#o0} heiBt (links- bzw. rechftsseifiger) Grenzwert von f
an der Stelle a, wenn fUr jede Folge (Xn)nen Mit

e Xn € D(und x, < abzw. x, > a) furalle n € N,

[ ] |im Xn = a
nN—o0

gilt:
lim 7(xn) = b.

n—oo
Schreibweise: limy_.4 f(x) = b (limy_,o_g f(X) = b bzw. limy_, 40 f(X) = b).

i) Falls der links- bzw. rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle a existiert
und +oo ist, SO nennen wir a eine Polstelle von f.
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3.4 Grenzwerte und Stetigkeit

3.4.4 Bemerkung. 1) FUr Grenzwerte von Funktionen gelten dieselben Rechen-
regeln wie fur Grenzwerte von Folgen.

i) Im Allgemeinen braucht weder der links- noch der rechtssseitige Grenz-
wert zu existieren. Man betrachte z.B. die Funktion f: R — R mit f(x) = 0 fUr
x € Qund f(x) =1furx € R\ Q. Dann gibt es fUr jede Zahl a € R Folgen (Xn)nen
und (Yn)nen. die gegen a konvergieren, mit x, < aund y, < afUralle n € N,
SO dass liMp_ oo f(Xn) =0 und liMp oo F(Vn) = 1.

i) Falls sowohl der linksseitige Grenzwert b_ als auch der rechtsseitige
Grenzwert b, von f an der Stelle a existieren und b_ = b, = b gilt, dann
existiert der Grenzwert von f an der Stelle a und ist gleich b. (Beweis?)

3.4.5 Beispiel. i) Es seien f: R* — R, x — 1/x, und a = 0. Dann gilt

lim f(x)=—oco und lim f(x) = cc.
x—0-0 x—0+0

Wir sprechen von einer Polstelle mit Viorzeichenwechsel.
ii) FUr die Vorzeichenfunktion existieren an der Stelle 0 weder der links- noch
der rechtsseitige Grenzwert, da

r}ilrgosign <ln) =-1, r}ilrgosign <%> =1und
nI|_r>T;O sign(0) = 0.
FOr f := sign . gilt
lim f(x)=-1und Iim f(x)=1.

x—0-0 x—0+0

il Essei g: R — R, x — [x]. die GauBklammer. Dann hat man fur a € R\Z

Xh_rpg f(x)=f(q)
undfarme Z
lim [x]=m=f(m).

X—m+0

Der linksseitige Grenzwert an der Stelle m existiert wiederum nicht.

Stetigkeit

3.4.6 Definition. Es seien f: D — R eine reelle Funktion und a € D.
i) Die Funktion f heiBt (links- bzw. rechtsseitig) stetig im Punkte a, wenn der
(links- bzw. rechtsseitige) Grenzwert von f in a existiert, d.h.
lim f(x) = f(Q)

X—a

(lim f(x)=f(a) bzw. lim f(x)=f(q)).

X—a—0 x—a+0

Wir nennen f unstetig an der Stelle a, wenn f in a nicht stetig ist.

il Die Funktion f heiBt stetig, wenn sie in jedem Punkt inres Definitionsbe-
reichs stetig ist. Andernfalls nennt man f unsfefig.

ii) FUr eine Teilmenge D c R bezeichnet €(D) die Menge der stefigen
Funktionen mit Definitionsbereich D.
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3.4.7 Bemerkung. In manchen Quellen wird vorausgesetzt, dass f .in einer
Umgebung von a" definiert ist. Das soll heissen, dass es eine (hinreichend
kleine) Zahl 6 > 0 gibt, so dass (a — 6, a+d) C D. In unseren Beispielen wird
diese Bedingung immer erfullt sein.

Anschaulich bedeutet Stetigkeit in a, dass man den Graphen von f durch
den Punkt (a, f(a)) durchzeichnen kann, ohne abzusetzen.

Eine andere geldaufige Definition von Stetigkeit ist die sogenannte ,e-§-Defini-
tion™:

3.4.8 Satz. Esseif: D — R eine reelle Funktion. Dann ist f genau dann in
a € D stetig, wenn es zu jeder Zahl e > 0 eine Zahl § > 0 gibt, so dass

VxeDmitlx—a|<d: |f(x)—Tf(a)| < e

Zur e-6-Definition der Stetigkeit (Satz 3.4.8).
y

0 >;1 x:2 \/ X

= fin x, stetig.
x-Werte, fur die f(x) im orange
eingefdrbten ,e-Streifen™ um f(x;) liegt.
Dies ist ein Intervall der Form (x; — 4§, x1]
= fin x; nicht stefig.

Beweis. Wir nehmen zun&chst an, dass f das ,e-§-Kriterium™ im Punkt a erfUllt.
Es sei (an)nen €ine Folge in D, die gegen a konvergiert. Wir wollen die Konver-
genz der Folge (f(an))nen studieren. Dazu geben wir e > 0 vor. Nach Voraus-
setzung gibteseiné > 0, so dass aus | x—a| < ¢ die Ungleichung |f(x)—f(a)| < e
folgt. Weiterhin k&dnnen wir einen Index N € N festlegen, so dass |a, — a] < §
fur alle n > N gilt. Dies impliziert |f(an) — f(a)| < e far n > N. Unser Anliegen ist
damit erledigt.

Nun sei die Funktion f in a stetig. Wir nehmen an, sie gentge nicht dem
e-0-Kriterium im Punkt a. Dann existiert ein e > 0, so dass es zu jedem § > 0
ein x € Dmit |[x — a| < §d und |f(x) — f(a)| > ¢ gibt. Insbesondere kdbnnen wir
Elemente a, € D mit

|on—o|<% und |f(an) —f(a)l>e, n>1,

finden. Die Folge (an),>1 konvergiert offenbar gegen a. Entweder ist die Folge
(f(an))n>1 divergent, oder es gilt [iMp_,ocf(an) — F(Q)| = liMp_oo|f(an) —f(Q)| > €
nach Aufgabe 6.6.1, a), und Satz 2.2.18. Dies steht im Widerspruch zur Stetig-
keit von fin a. O
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3.4.9 Folgerung. Es sei f: D — R eine Funktfion, die in a € D stetig ist. Gilt
f(a) # 0, dann gibt es eine Zahl 6 > 0, so dass f(x) # O fdr alle x € D mit
[x —al <é.

Beweis. Man wdhle ¢ := |f(a)| > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit |f(x) — f(a | < 5
faralle x e Dmit |x — a| < 4. Es folgt |[f(x)| > |[f(a)| — |f(x) — f(a)| > |f(a)| —
furalle x e Dmit |x — a| < 4. I:|

3.4.10 Beispiel. i) Beispiele fur stetige Funktfionen sind konstante, lineare und
quadratische Funkfionen, der Absolutbetrag, die Funkfion f: R* — R, X —
1/x. sowie Sinus und Kosinus.

i) Die Vorzeichenfunktion ist an der Stelle 0 weder links- noch rechtsseitig
stetig. In allen anderen Punkten ist sie stetig.

i) Die GauBklammer ist in jedem Punkt a € R\ Z stetig. An einer Stelle
a € Z ist sie rechtsseitig aber nicht linksseitig stetig.

iv) Die Funkfion f: R — R, f(x) = 1 firx € R\ Q und f(x) = 0 fur x € Q, ist
an keiner Stelle links- oder rechtsseitig stetig.

v) Stetige Ergdnzung/Fortsetzung. Es seien f: D — R eine stetige Funktion
und a e D\ D. Wir nehmen an, dass b = lim,_,of(x) existiert, und definieren

f:Du{a} — R

N {f(x) X#a
b x=a.

Dann ist f wieder eine stetige Funktion. Dieses Verfahren wird z.B. bei gebro-
chen rationalen Funktionen angewandt.

Z.B. findet man fur die Funkfion f: R* — R, X — sin(x)/x, dass limy_,qf(X) =
1 (s. Aufgabe 6.11.3). Man kann f also in O stetig ergdnzen.

sin(x

y =
/—\ /\ ~
Mﬂ' 3I7T

Neue stetige Funktionen aus alten

Der folgende Satz ergibt sich unmittelbar aus den Rechenregeln fur Grenz-
werte bzw. der Definition von Stetigkeit.

3.4.11 Satz. Esseien f: D(f) — R und g: D(g) — R stefige Funktionen und
A € R. Dann sind auch die Funktionen

A-f, f+g, f-gQ, g—fJ und gof

in ihrem jeweiligen Definitionsbereich stetig (s. Definition 3.2.1).
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3.4.12 Beispiel. Da die Sinus- und die Kosinusfunktion stetig sind, sind auch die
Tangensfunktion

Ton:[R\{(2l<+1)-g|keZ} — R

_sin(x)
x +— tan(x) = cos(x)
und die Kotangensfunktion
cot: R\{k-w|lkeZ} — R
_ COs(x)
X +— COof(x) = SN (x)

stetig.

3.4.13 Satz. Es sei f: [a,.b] — R eine smw bzw. smf stetige Funktion. Dann
gilt W(f) = | mit | = [f(a).f(b)] bzw. | = [f(b).f(a)] (vgl. Safz 3.5.3), und die
Umkehrfunktion f=': | — R ist ebenfalls smw bzw. smf und stefig.

Beweis. Wir werden den Beweis im Anschluss an Satz 3.5.3 fUhren. O

3.4.14 Beispiel. Aus diesem Satz folgt, dass die Wurzelfunktion, der Arkussinus
und der Arkuskosinus stetige Funktionen sind.

3.5 Wichtige Satze Uber stetige Funktionen

Stetige Funktionen haben einige bemerkenswerte Eigenschaften, die sie
fur die Mathematik sehr wichtig machen. Eine davon ist, dass eine stetige
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ein Minimum und ein Maxi-
mum annimmt. Diesen und andere Satze werden wir jetzt beweisen.

3.5.1 Satz (Existenz von Nullstellen). Esseif: [a,b] — R eine stetige Funktion,
so dass f(a) - f(b) < 0 (d.h. entweder f(a) < 0 < f(b) oder f(a) > 0 > f(b)),
dann gibt es eine Stelle xy €(a, b) mit f(xg) = 0.

Beweis. Wir behandeln den Fall f(a) < 0 < f(b). Im anderen Fall betrachte
man einfach die Funktfion —f. Wir definieren induktiv eine monoton wachsen-
de Folge (an)nen sOwie eine monoton fallende Folge (bn)nen Mit folgenden
Eigenschaften
1.bh—an=(b—0a)/2">0flralleneN
2. f(an) <0< f(bp) fUralle ne N
vermoge folgender Vorschrift
e Op:=aund by = b.
e Es seien ap, ..., an, und by, ..., b, bereits definiert. Wir setzen m :=(an+bp)/2
und
Ope1 i= ApUNd by = m, falls f(m) >0
Ops1 := mund by = by, falls f(m) < 0.

Da die beiden Folgen monoton und beschrdnkt sind, konvergieren sie, und
wegen 1. gilt
im a, = nIim bn =: X9 €(a. b).
— 00

n—oo
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Aus der Stetigkeit und Eigenschaft 2. folgt nach Satz 2.2.18

f(x0) = lim f(an) <0< lim f(bn) = f(Xo),

n— oo n— oo

i.e. f(xp) =0. O

3.5.2 Folgerung (Zwischenwertsatz). Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funkti-
on. Dann existiert fir jede Zahl yy €(f(Q). f(b)) bzw. yy €(f(b),f(Q)) eine Zahl
X €(a.b) mit f(xg) = Yo.

Beweis. Es gilt f(a) < yg < f(b) oder f(a) > yy > f(b). Die Aussage ergibt sich
durch Anwendung des vorigen Satzes auf f — yg: [0, b] — R, x — f(x) —
Yo- O

3.5.3 Satz (Existenz von Minima und Maxima). Esseif: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Dann ist der Wertebereich beschrankt, und es gibt Stellen x, €
[a.b] und xy, € [a., b] mit

Pt
x

e
Il

inf(W(f))
sup (W(f)).

P
x

S
I

Insbesondere gilt nach dem Zwischenwertsatz W(f) = [f(Xm), f(Xm)].

Beweis. Wir nehmen zun&chst an, dass der Wertebreich beschrénkt ist und
zeigen die Aussage fur das Supremum. Die Aussage Uber das Infimum erhdilt
man durch Betrachtung von —f. Nach Definition des Supremums kénnen wir
eine konvergente Folge (8n)nen Mit 87 € W(F) und limp_ 00 8n = § 1= sup(W(f))
finden. Es gibt Elemente o, € D mit f(an) = 84, N € N. Die Folge (an)nen ist be-
schrankt, weil an, € [a,b], n € N. Der Satz von Bolzano-WeierstraB (Satz 2.3.9)
garantiert die Existenz einer konvergenten Teilfolge (an, Jken. S€i a € [, b] der
Grenzwert dieser Teilfolge. Auf Grund der Stetigkeit gilt

f(a) = lim f(an,) = lim Bn,.
k—o00 k— o0

Damit ist f(a) Haufungspunkt der Folge (8n)nen. Letztere ist aber konvergent

und hat als einzigen Haufungspunkt den Grenzwert s (s. Beispiel 2.3.5, i). Es

folgt f(a) = s.

Jetzt weisen wir nach, dass der Wertebereich nach oben beschrénkt ist.
Das Argument fur die Beschrénktheit nach unten verlduft analog. Ware der
Wertebereich nicht nach oben beschrénkt, so kbnnten wir eine Folge (87)nen
mit B, € W(f) und lim,_.8n = oo finden. So eine Folge hat keinen Haufungs-
punkt (warum?). Das zuvor verwendete Argument zeigt aber, dass diese Fol-
ge doch einen Haufungspunkt haben musste, und fuhrt unsere Annahme ad
absurdum. O

3.5.4 Bemerkung. Dieser Satz ist falsch fur (halb)offene Intervalle. Man be-
tfrachtezB. f: [-1.0) — R, x — 1/x.

Beweis von Satz 3.4.13. Wir betrachten den Fall, dass f streng monoton wach-
send ist. Dann gilt offensichtlich f(a) = inf(W(f)), f(b) = sup(W(f)) und W(f) =
[f(a),f(b)]. Es sei f~': [f(a).f(b)] — [a.b] die Umkehrfunktion. Da f streng
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monoton wachsend ist, folgt aus y; > yo (= =(y1 < yo)), dass F=1(yq) > =1 (y»)
(==(f""(y1) < F~1(y2))). Da f~! auch injekfiv ist, ist f~! streng monoton wach-
send.

Es seien 5 € [f(a).f(b)] und (Bn)nen €ine Folge in [f(a).f(b)]. die gegen
B konvergiert. Weiter seien o := f~1(8) und ap := f~1(8,), n € N. Wir nehmen
an, die Folge (an)nen konvergiere nicht gegen a. Dann gibt es ein e > 0 und
unendliche viele | € N, so dass |a; — o > . Wir definieren die Auswahlfolge
(Nk)ken durch ng :=0 und

N1 i=min{neN||an—al|>eAn>nc}, k>0

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB (Satz 2.3.9) gibt es eine Auswahlfolge
(ki)iew . so dass die Folge (an, )ien konvergent ist. Es sei o/ der Grenzwert. Es gilt
(s. Aufgabe 6.6.1)

o' —a| = lim |ap, —a] > ¢,
|—o00 !

so dass o/ # a. Es folgt f(o’) # f(a) = 5. Auf der anderen Seite gilt wegen der
Stetigkeit von f, dass
f(o') = lim f(an, ) = lim By, .
|— 00 ! |— 00 !
Damit ist f(«’) Haufungspunkt der Folge (8n)nen. Diese Folge ist aber konver-
gent, so dass ihr einziger Haufungspunkt der Grenzwert 5 = f(«) ist und sich
der Widerspruch f(a') = f(«) ergibt. O

3.6 Ganz- und gebrochen rationale Funktionen

Wir besprechen den Beginn einer Kurvendiskussion fur einfache Klassen
von Funktionen.

Ganzrationale Funktionen

3.6.1 Definition. i) Ein Polynom ist ein Ausdruck der Form
p(x) = anX" + ani]xn—1 +.+ O1X + Qp.

mit an # 0 oder n = 0 und ag = 0. Dabei sind die Koeffizienten ag. ..., a, reelle
Zahlen, und x ist eine Unbestimmte.

Sind alle Koeffizienten von p Null, so sprechen wir von dem Nullpolynom.
Ansonsten heilt n der Grad von p. Dem Nullpolynom wird der Grad —oo zu-
geordnet.

Schreibweise: Grad(p) = n.
ii) Es seien p ein Polynom und o € R. Dann ist

1

p(a) = apa” + an_10" ' + -+ aja+ ag € R.

Auf diese Weise definiert p eine ganzrationale Funktion oder auch Polynom-
funktion

R

p:R —
a +— pa).
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3.6.2 Bemerkung. i) Streng genommen ist ein Polynom von der dadurch de-
finierten ganzrationalen Funkfion zu unterscheiden. Die durch ein Polynom
p definierte Funktion bestimmt das Polynom p aber eindeutig (s. Folgerung
3.6.4), so dass diese Unterscheidung fur uns unwesentlich sein wird. Far Po-
lynome (im abstrakten Sinne) kann man die Operationen a) ,Multiplikation
mit einer reellen Zahl*, b) ,Addition™ und c) ,Multiplikation™ einfUhren, indem
man a) jeden Koeffizienten mit der entsprechenden Zahl multipliziert, b) koef-
fizientenweise addiert und c) (amx™)-(bnx™) =(ambn)x™" setzt und ansonsten
das Distributivgesetz anwendet. Z.B.

(X° +4x% +3x)+(2x" = 5x* +3x% +x — 1) =2x" + x° —=Bx* + 7x? + 4x — 1;

(P +3x+2)-(2x+1)=2x3 +7x% + Tx + 2.

Diese Operationen entsprechen dann den jeweiligen Operationen fur Funk-
tionen.

i) Nach den Eigenschaften fur stetige Funktionen und den Beispielen ist
jede ganzrationale Funktion (auf ganz R) stetig.

Eigenschaften des Grades. i) Fur A € R* und ein Polynom p Polynom gilt
Grad(A - p) = Grad(p).
i) Fir Polynome p und g hat man Grad(p+q) < max{ Grad(p), Grad(q) }.
iii) Es seien p und g Polynome. Dann gilt Grad(p - ) = Grad(p) + Grad(q).

3.6.3 Satz (Division mit Rest). Es seien p und g # 0 Polynome. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome t und r mit

Grad(r) < Grad(q)
und
p=t-qg+r.
Zum Beweis. Wir erinnern mit folgendem Beispiel an das Verfahren. Es seien

p=2x°—5x"+7x3+2x>+8x -5

und
g=x>—3x+5.
(2x5 — 5x4 +7x3 +2x? + 8x — B) :(x? — 3x +5) = 2x° + x°+ Rest
—(2x° — 6x4 + 10x3)
x4 —3x3 +
—(x* = 3x3 +5x?)
—3x? +
—( )
Also p =(2x3 + x? — 3) - g+( — x + 10). O
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3.6.4 Folgerung (Abspaltung von Linearfaktoren). i) Es seien p ein Polynom
vom Grad mindestens eins und « € R eine Nullstelle von p, d.h. p(«) = 0.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom g vom Grad Grad(p) — 1,
so dass
p=(x—-a)-q.

i) Ein reelles Polynom p # 0 vom Grad n besitzt hdchstens n mit Vielfach-
heiten gezdahite Nullstellen. Genauer gesagt existieren eindeutig bestimm-
te, paarweise verschiedene reelle Zahlen a;,...,ar, pOSitive ganze Zahlen
ap....,ar und ein Polynom q ohne Nullstellen, so dass

p:(xfon)ol ..... (Xfoz,)o’ - q.

(Es gilt dann oy + - -- + a, + Grad(q) = n.)
iii) Zwei Polynome p und g vom Grad héchstens n sind genau dann gleich,
wenn es n+ 1 paarweise verschiedene reelle Zahlen a;, ..., anyy gibt mit

plaj)=q(ey),  j=T1,..n+1.

3.6.5 Bemerkung. i) FUr die Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms p geht
man in der Praxis (im Wesentlichen beim Ldésen der Ubungsaufgaben) wie
folgt vor:

e Man bestimme eine Nullstelle o von p (z.B. durch Raten, Ausprobieren).

e Man spalte (x — «) ab,i.e. p=(x — «a) - qy.

e Man bestimme eine Nullstelle 8 von q;, g; =(x — ) - g Usw.

e Schliesslich sieht man, dass g; keine Nullstelle oder Grad < 2 hat. In die-
sem Fall kann man die Nullstellen mit der Losungsformel aus Beispiel 3.3.3 ii)
ermitteln.

i) Far Polynome vom Grad 3 und Grad 4 existieren Losungsformeln — ahn-
lich denen fUr Grad 2 —, vermdge derer man die Nullstellen eines Polynoms
durch iteriertes Ziehen von Wurzeln ermitteln kann. Man kann weiter zeigen,
dass es fur Polynome vom Grad > 5 keine solchen Formeln geben kann. Den-
noch gibt es Formeln, die kompliziertere Funktionen als Wurzeln beinhalten.
Solche Lésungsformeln sind in Computer-Algebra-Programmen (z.B. Maple,
Mathematica) implementiert.

3.6.6 Beispiel. Es seip = x3+(7/3)x?>—(4/3). Als erste Nullstelle findet man z.B. o =
—1.Dann erhdalt man p =(x+1)-(x?+(4/3)x—(4/3)). Das Polynom x?+(4/3)x—(4/3)
hat nach der Lésungsformel aus Beispiel 3.3.3 i) die Nullstellen —2 und 2/3. Al-

Slo)
o= (x%) (x+1) - (x+2).

Verhalten im Unendlichen

Es sei p = ap - x" + Terme niedrigerer Ordnung ein Polynom mit an, # 0 und
n> 1. Es gilt

lm p(x) = sign(an) - o
im p(x) = (—1)"-sign(an) - oco.

X——00

M.a.W., das Verhalten im Unendlichen wird lediglich von dem Term apx"
bestimmt.

108
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Gebrochen rationale Funktionen

3.6.7 Definition. Es seien p und g # 0 zwei Polynome. Diese definieren die
(gebrochen) rationale Funktion

g: R\{x|gx)=0} — R

o P

q(x)’

Wir nennen p das Zdhlerpolynom und g das Nennerpolynom.

3.6.8 Bemerkung. Es ist wiederum klar, dass eine rationale Funktion auf inrem
gesamten Definitionsbereich stetig ist.

Im Folgenden besprechen wir die ersten wichtigen Schritte zur Kurvendiskus-
sion rationaler Funktionen. Dazu seien p und g Polynome, und g sei nicht das
Nullpolynom.

Verhalten an den Unbestimmtheitsstellen
Es sei a € R eine Nullstelle von q. Dann ist die Funktion f := p/q an der Stelle «
nicht definiert. Wir kbnnen jedoch lim,_, .40 f(x) studieren. Dazu schreiben wir

p=(x—a)? - rmita>0und r(a) #0und g=(x —a)?-smit b > 0und s(a) # 0.

Fall i): b > a. In diesem Fall gilt

: —a o r(a)
im f(x) = (—1)P=9.sign <@)oo
| N ()

Jm o) = sign (@)“

Die Funktion f hat in a also eine Polstelle.
Fallii): b < a. In diesem Fall gilt

. . 0, fallsb< a
lim f(x)= lim f(x)=14 ra) falls b = a

x—a—0 Xx—a+0 s(a) /

Die Funktion f kann stetig nach « fortgesetzt werden, und die Forsefzung ist
gegeben durch

f:{a}UR\ {x|g(x)=0} — R

(x = )9 - r(x)

X S(X)

Man nennt « in diesem Fall eine heblbare DefinitionslUcke.

Nullistellen
Auf Grund der vorhergehenden Diskussion nehmen wir an, dass jede Nullstelle

des Nennerpolynoms g zu einer Polstelle der Funktion f fUhrt, Dann sind die
Nullstellen der Funktion f gerade die Nullstellen des Z&hlerpolynoms p.
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Verhalten im Unendlichen

Es seien
p(x) = anx" +Terme niedrigerer Ordnung mit ap # 0
gx) = bmx™+Terme niedrigerer Ordnung mif by, # 0
undf:=p/q.

e FUrm > n gilt
lim f(x)=0= lim f(x).

X—00 X——00

e FUrm < n gilt

, o On
X“L*Qo f(x) = sign <_bm> 00
i = (=m) . sign ( 2
Xﬂrpoo f(x) (=1 5|gn< m> 00
e FUrm=n gilt
lim f(x) = 9D~ i f(x)
X—00 - bn " X —o00

hebbare Definitionslticke

Abbildung 3.1: Zu Beispiel 3.6.9
3.6.9 Beispiel. Es seien p(x) = 2x® — 4x?> — 16x und

q(x)=x3+§-x2—g= (x—%) (x+1)-(x+2).
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Es ist p(x) = 2x(x?> — 2x — 8). Das Polynom x° — 2x — 8 hat die Nullstellen
—2 und 4. Also p(x) = 2x(x — 4)(x + 2). Die Funktion f mit Definitionsbereich
R\{-2.-1,2/3} hatin —1 und 2/3 Polstellen und in —2 eine hebbare Definiti-
onslucke. Die Fortsetzung

2-x(x—4)
(x—%) (x+1)

hat 0 und 4 als Nullstellen. Die Gerade y = 2 ist eine waagerechte Asymptote
fUr die Funktion f im Unendlichen.

7=

3.7 Funktionenfolgen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen von Funktionen. Wir zeigen,
dass unter geeigneten Voraussetzungen der Grenzwert einer Folge ste-
tiger Funktionen wieder eine stetige Funktion ist. Dies ist eine Konstrukti-
onsmoglichkeit fur stetige Funktionen, derer wir uns im folgenden Abschnitt
Uber Potenzreihen bedienen werden.

3.7.1 Definition. Es sei D c R eine Teiimenge. Mit Z(D) bezeichnen wir die
Menge aller Funktionen f: D — R.

3.7.2 Bemerkung. i) Nach Axiom 1.2.9 kbnnen wir Z(D) als Teilmenge der Po-
tenzmenge 2(D x R) definieren.

i) Mit der in Definition 3.2.1 eingefUhrten Addition und Skalarmuiltiplikati-
on wird Z(D) zu einem R-Vektorraum im Sinne der linearen Algebra. Falls D
unendlich ist, so ist Z(D) ein unendlich dimensionaler Vektorraum. Die in Defi-
nition 3.4.6, i), vorgestellte Menge (D) der stetigen Funktionen auf D ist ein
Unterraum.

Wir haben bisher Folgen von reellen und rationalen Zahlen betrachtet. All-
gemeiner kdnnen wir Folgen in jeder Menge M betrachten. Hier sind wir an
folgender Situation interessiert:

3.7.3 Definition. Es sei D c R. Eine Funktionenfolge auf D ist eine Abbildung
h: N — Z(D).

Schreibweise: (f,)nen Mit f, := h(n), n € N.

Fur jedes Element x € D bekommen wir die Folge (f,(x))nen von reellen Zah-
len. Der Konvergenzbegriff fur Folgen reeller Zahlen liefert einen ersten Kon-
vergenzbegriff fur Funktionenfolgen.

3.7.4 Definition. Es seien D C R eine Teilmenge, (f,)nen €ine Funktionenfolge
auf Dund f: D — R eine Funktion.

Die Folge (f,)nen konvergiert punktweise gegen f, wenn fur jedes x € D
die Folge (f,(x))nen Qegen f(x) konvergiert. Die Funktfion f heiBt die Grenz-
funktion der Folge (fn)nen.
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3.7.6 Bemerkung. Aus Satz 2.2.2 folgt direkt, dass eine Funktionenfolge (fn)nen
hoéchstens eine Grenzfunktion hat.

Punktweise Konvergenz ist fUr viele Belange der Differential- und Integralrech-
nung zu schwach.

3.7.6 Beispiel. Wir betrachten die Funktfionenfolge (f,)nen aQuf [0, 1] mit

f:[0.1] — R
X — X"

Nach Folgerung 2.2.14 gilt

lim x"=0, faro<x<T.
n—oo
Offenbar hat man
lim f(1)=1.

n—oo

Die Folge (fn)nen konvergiert daher punktweise gegen die Grenzfunktion

f:[0,1] —- R
{O, falls0 < x < 1

X 1, fallsx =1

Man beachte, dass jede der Funktionen f,, n € N, stetig ist, die Grenzfunk-
tion f aber nicht.

Stetigkeit bleibt unter punktweiser Konvergenz i.A. nicht erhalten.

3.7.7 Definition. Es seien D c R eine Teilmenge, (f,)nen €ine Funktionenfolge
auf Dund f: D — R eine Funktion.

Die Folge (fa)nen konvergiert gleichmdaBig gegen f, wenn es zu jedem
e >0ein N € N gibt, so dass

Vn>Nvx e D: |fp(x) — f(Xx)| <e.
Schreibweise: f, = f.

3.7.8 Bemerkung. Es ist unmittelbar klar, dass gleichmdaBige Konvergenz punkt-
weise Konvergenz impliziert. Bei punktweiser Konvergenz fordert man, dass
man zu jedem ¢ > 0 und zu jedem Punkt x € D ein N(x) € N finden kann, so
dass |fr(x) — f(x)| < e fur alle n > N(x). Die gleichmd&Bige Konvergenz fordert
dagegen, dass man zu vorgegebenem ¢ > 0 ein N € N wdhlen kann, das
nicht von x € D abhdngt, so dass |f,(x) — f(x)| < e fUralle x € Dund n > N. Der
Leser mag sich zur Ubung vergewissern, dass die Folge in Beispiel 3.7.6 nicht
gleichmdaBig konvergiert.

3.7.9 Satz. Esseien D C R eine Teilmenge, (f,)nen €ine Funktionenfolge auf D
und f: D — R eine Funktion. Fur jedes n € N sei die Funktion f, stetig.

Wenn die Funktionenfolge (f,)nen gleichmdaBig gegen f konvergiert, dann
ist die Grenzfunktion f ebenfalls stetig.
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Beweis. Wir benutzen die e-5-Charakterisierung der Stetigkeit aus Satz 3.4.8.
Zu jedem x € D und jedem ¢ > 0 haben wir die Existenz von § > 0 mit der
Eigenschaft

VyeD: |y—x|<d = |fly)—1f(x)<e

nachzuweisen.
Wir wdhlen zunécht N € N, so dass

vn> Ny € D1 [f(y) — (V)] < .

Wegen der Stetigkeit von fy existiert ein § > 0, so dass

g
vyeD: Jy—-x[<d = |f(y) - ()l <3

Fury € D mit |y — x| < ¢ finden wir weiter
[Fy) =0l = [F(y) = In(y) + In(y) = in(x) + fn(X) = F(X)|
< FY) = W)+ () = iG]+ [In(x) = F(X)] <

w| ™

w| ™

w| ™
1l
™

Dies zeigt die Behauptung. O

3.8 Potenzreihen

Die Polynomfunktionen bilden eine groBe Klasse von interessanten stetigen
Funkfionen mit guten Eigenschaften. Potenzreihen sind Folgen von Poly-
nomfunktionen. Dort, wo Konvergenz vorliegt, vererben die Polynomfunk-
tionen ihre guten Eigenschaften auf die Grenzfunktion. Mit Potenzreihen
kénnen wir elegante Definitionen fur so zentrale Funkfionen wie die Expo-
nentialfunktion, den Sinus und den Kosinus geben.

3.8.1 Definition. Es seien (an)nen €ine Folge reeller Zahlen und xp; € R. Die
zugehdrige Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xq ist die Folge (pp)nen der
Polynomfunktionen

ph:R — R

n

X Y ae(x = x0)~.
k=0

Schreibweise: 3" ay-(X — x0) .
k=0

3.8.2 Lemma. Zwei Potenzreihen Y ;2 Q- (X — Xo)K und S"p2q bi- (X — X)X sind
genau dann gleich, wenn ap = b, fdr alle n € N gilt.

Beweis. Es seien (Pp)nen UNA (gn)nen die zugehodrigen Folgen von Polynom-
funktionen. Die Gleichheit der Potenzreihen ist die Gleichheit dieser Folgen.
Diese bedeutet, dass p, = gn als Funktion auf R, n € N. Die Funktion p, — gn
wird durch das Polynom

n

> Q= by)(x = x0)

k=0
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vom Grad < n gegeben. Wenn es sich bei diesem Polynom nicht um das Null-
polynom handelt, so besitzt es nach Folgerung 3.6.4 i) hdchstens n Nullstellen.
Es gilt folglich genau dann p, = gn, wenn g, = by, k=0,....n,ne N. O

Wir wollen mit Potenzreihen reelle Funktionen definieren. Dazu mussen wir uns
zundachst um den moglichen Definitionsbereich kimmern.

FUr eine Potenzreihe Y32y Ok (X — X)X definieren wir

K = {5 €R| ;_Ook-(g — Xo)¥ konvergier’r}. @&.D

3.8.3 Bemerkung. Offenbar gilt immer xg € K.

Wir moéchten die Struktur der Menge K untersuchen. Das SchiUsselresultat lau-
tet:

3.8.4 Satz. Es seien > 2; k(X — xp)k eine Potenzreihe , & € K (s. (3.1)) und
iy = | — Xo|. Dann konvergiert die Reihe

o0

> (€ —x)*

k=0
fur jedes & € R mit |€ — xg| < rp absolut.

Beweis. Wir nehmen x5 = 0 an. Ferner fordern wir & # 0, da sonst nichts zu
zeigen ist. Wenn die Reihe ij‘;o o] -55 konvergiert, dann muss (an-£5)nen NACH

Folgerung 2.7.2 eine Nullfolge und damit insbesondere beschrankt sein (Satz
2.2.8). Es existiert also eine reelle Zahl M > 0, so dass

vneN: |ap|-[&]" < M.

Wir schreiben dies um zu

M
YneN: |op| < —=. Q.2
! < TR
Sei & e Rmit [£]| < 1y = |&]. Wir setzen
i
=== < 1.
77 el

Wir schétzen somit

ny — n(3'2) |§|n _ n
|an - &7 = an|- [€]" < M- =M-q
1€o|”

ab. Die Reihe Y~ 2, M- q" konvergiert, so dass Y2y Ok - €K nach dem Majoran-
tenkriterium 2.10.1 absolut konvergiert. O

Aus dem Beweis leitet man die folgende wichtige Aussage ab:

3.8.5 Folgerung. In der Situation von Satz 3.8.4 sei0 < r < ry. Dann konvergiert
die Potenzreihe Y" 2o k- (Xx—xp)¥ auf dem abgeschlossenen Intervall [xo—r. xo+
r] gleichmdaBig.
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3.8 Potenzreihen

3.8.6 Definition. Es seien Y32, ax-(x — X)X eine Potenzreihe und K wie in (3.1)
definiert. Der Konvergenzradius p € RU{oc} von 372 i-(X —xo)¥ wird definiert

als
_ { sup{ [¢ — x| | £ € K}, falls K beschrdinkt ist

0o, sonst

Aus Satz 3.8.4 ergibt sich nun unmittelbar:

3.8.7 Folgerung. Es seien > -, Qi-(X — X)X eine Potenzreihe, p ihr Konvergenz-
radius und ¢ € R.

) Gilt|¢ — xo| < p. sO konvergiert die Reihe >"2, Qx-(€ — Xo)¥ absolut.

i) Aus |€ — Xo| > p folgt, dass sie Reihe Y- p2q Ak (€ — Xo)¥ divergiert.

In Beispiel 3.8.9 werden wir sehen, dass wir fur die Werte £ mit |£¢ — xg| = p kei-
ne allgemeingultige Aussage freffen kdnnen. Zuvor notieren wir das zentrale
Resultat dieses Abschnitts, das sich aus Satz 3.7.9 und Folgerung 3.8.5 ergibt:

3.8.8 Satz. Es sei Y p2n o (€ — X)X eine Potenzreihe mir Konvergenzradius p.
Dann ist die Funktion

(Xo—p.Xo+p) — R

X — > ae(E—x)

k=0

stefig.

3.8.9 Beispiel. i) Wir betrachten die Reihe ZEZO xK. (Hier gilt also a, = 1, n €
N, und xg = 0.) Wir wissen, dass die Reihe fur x mit |x| < 1 konvergiert und
fur x = +1 divergiert. Damit ist der Konvergenzradius p = 1. In den beiden
Randpunkten des ,Konvergenzintervalls® ( — 1, 1) divergiert die Reihe.

Die zugehdrige Funktion ist

(-1.) — R

) 1

k _
X +— EX—]_X.
k=0

Diese Darstellung verdeutlicht besonders gut die Divergenz fr x = 1.
i) Wir untersuchen die Potenzreine mit a, =1/n,n>1,und xg =0, d.h.

E — X",
k=1

FUr x = 1 erhalten wir die harmonische Reihe, die divergiert. Damit gilt fur
den Konvergenzradius p < 1.

Far x = —1 ist dies die alternierende harmonische Reihe, die konvergiert. Es
folgt p > 1.

Zusammengenommen haben wir p = 1, und die Reihe konvergiert in ge-
nau einem der beiden Randpunkte des Konvergenzintervalls ( — 1, 1).
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Betrachtet man die Potenzreihe

& <—k1>k "

k=1
so hat diese ebenfalls den Konvergenzradius 1, divergiert fur x = —1 und kon-

vergiert fur x = 1.
i) Far an 1= 1/n2, n> 1,und xg = 0 erhalten wir die Potenzreihe

=T
Zp-x‘(.
k=1

Sie konvergiert fur x = £1 absolut. Der Konvergenzradius p ist also mindes-
tens 1.
Sei x > 1. Wir untersuchen die Reihe "3, x¥/k? mit dem Quotientenkriteri-

um:
Xn+1

(n+1)2] _
Xn
n?
Da (n/n+ 1),>1 gegen 1 konvergiert und x > 1 gilt, finden wir einen Index ng
mit

2

X(n?]) = 1. nzno

Die Reihe kann deshalb nicht konvergieren (s. Aufgabe 6.11.2).
iv) Die Daten a, :=n", n € N, und xg = 0 fUhren zu der Potenzreihe

oo

ik"-x’(=2(k-x)k.
k=0 =

= k=0

FOrx > 0und n> 1 gilt
v(n-x)"=n-x.

FUr n > 1/x ist dieser Ausdruck gréBer als 1. Dies macht die Konvergenz der
Reihe unmoglich (s. Aufgabe 6.11.2).
Die untersuchte Reihe hat folglich den Konvergenzradius p = 0.

Die Exponentialfunktion

Aus Beispiel 2.10.4 und Folgerung 3.8.8 leiten wir die folgende Aussage ab:
3.8.10 Satz. Der Konvergenzradius der Reihe

P

k=0
ist p = 0o, und die Funktion

exp:R — R

X — exp(x)=§ i
k=0

ist stetig.
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3.8.11 Definition. Die Funktfion exp aus Satz 3.8.10 heiBt Exponentialfunktion.

3.8.12 Satz (Die Funktfionalgleichung der Exponentialfunktion). Fdr x,y € R
gilt die Gleichung
exp(x +y) = exp(x) - exp(y).

Beweis. Die Funktionswerte exp(x) und exp(y) sind durch die beiden absolut
konvergenten Reihen 7%, x¥/k! und >"p2, y¥/k! gegeben. Nach Satz 2.11.2
l&sst sich der Wert exp(x) - exp(y) durch das Cauchy-Produkt Y72, ¢, bere-
chen. Dabei gilt

n xk yn—k

= F(n—k)ll I’)E[N
k=0

Cn

Mit den Binomialkoeffizienten (1.7.15)

n n!
=— <k<
<k> KN =Kyl 0<k<n neN,

schreiben wir

o0

1 n
cn=ﬁ-z<k>-xk-y”k, neN.

k=0

Unter BerUcksichtigung des binomischen Lehrsatzes 1.7.19 erhalten wir end-
lich
1
Cn= H'(X+ y)", neN.

Damit sehen wir

= L (X + y)K
ch=z( k!)/) = exp(x +Y),
k=0 k=0

so dass die Behauptung folgt. O

3.8.13 Folgerung (Eigenschaften der Exponentialfunktion). i) Fur jede reelle
Zahl x gilt exp(x) > 0.

il Genauer hat man W(exp) = R.g.

iii) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend.

Beweis. ) FUr x > 0 haben wir exp(x) = Y"p2o x€/k!l > 1. Ferner gilt exp(0) = 1.
FUr eine reelle Zahl x zeigt die Funktionalgleichung

exp( — X) -exp(x) =exp(— x+x)=exp(0) =1,

so dass :

=) o

exp( — X)
folgt. Insbesondere erkennen wir, dass exp( — x) €(0, 1] far x > 0 gilt.

i Nach Teil i) haben wir Rvg € W(exp) zu zeigen. Wir wissen bereits 1 €
W (exp). Weiter gilt (s. Beispiel 2.2.9 und Aufgabe 6.6.1 und 6.7.2)

exp(l)=e> 2,
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so dass
exp(n)=¢e">2", neN,
und
lim exp(n) = oo.

n—oo

Der Zwischenwertsatz 3.5.2 liefert daher [1,00) € W(exp). Gleichung (3.3)
zeigt, dass auch (0,1] ¢ W(exp), so dass in der Tat Ryg =(0,1] U [1,00) C
W (exp) folgt.

iii) Es seien x < y zwei reelle Zahlen und h := y — x > 0. Wir berechnen mit
der Funktionalgleichung

exp(y) = exp(x + h) = exp(x) - exp(h).

Da h > 0 gilt, haben wir auch
=, h¥
exp(h)=> o 2 T+h>1.
k=0

Die vorletzte Gleichung zeigt daher wie gewunscht exp(x) < exp(y). O

Die Exponentialfunktion ist injektiv und besitzt somit eine Umkehrfunktion.

3.8.14 Definition. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wird in der Form

log: Rvo — R
x — log(x)

geschrieben und (natdrlicher) Logarithmus genannt.
Aus Folgerung 3.8.13 leiten wir zusammen mit Satz 3.4.13 ab:

3.8.15 Folgerung (Eigenschaften des Logarithmus). i) Der Logarithmus ist ste-
tig und streng monoton wachsend.

i) W(log) =

i) Fur zwei positive reelle Zahlen x, y giltlog(x - y) = log(x) +log(y).

Nun ké&nnen wir beliebige Potenzfunktionen erkl&ren:

3.8.16 Definition. Es sei a € R eine positive reelle Zahl. Wir setzen

exps,: R — R
X +— a“:=exp(x-log(a)).

3.8.17 Bemerkung. Die obige Festlegung ist mit den vorigen Definitionen von
Potenzen vertrdglich. So gilt

e a®=exp(0-log(q)) = exp(0) = 1,

e a™! = exp((n+1)-log(a)) = exp(n-log(a) +log(a)) = exp(n - log(a)) -
exp(log(a)) = a"- a, n e N. Man vergleiche dies mit Definition 1.7.17.
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Sinus und Kosinus

Der Formalismus der Potenzreihen gestattet auch eine elegante Definition der
tfrigonometrischen Funkfionen. Zundchst liefern die Konvergenz der Exponen-
tialreihe und das Majorantenkriterium 2.10.1 folgendes Resultat:

3.8.18 Satz. Der Konvergenzradius der Reihen

i( B ])k X2k+1
pard 2k + 1)!
und -
( B ])k . X2k
pars (2k)!
ist jewells co.

3.8.19 Definition. i) Der Sinus ist die Funktion

sintR — R

. oo L
X — S|n(x):=;_0(—1) BT

i) Die Funktion

cos:R — R
x2k

X +— COs(X) :=Z(—1)k-(2k)!

k=0

heilt Kosinus.

Aus dieser Definition liest man sofort ab, dass Sinus und Kosinus stetige Funktio-
nen sind, dass Sinus eine ungerade Funktion und Kosinus eine gerade Funktion
ist.

Die Periodizitdt ist nicht so offensichtlich. Sie ergibt sich aus den berGhmten
Additionstheoremen (s. Satz 4.8.8). In unserer Sprache sind dies Identitdten
zwischen den Koeffizienten gewisser Potenzreinen und sollten sich als solche
direkt beweisen lassen. Die Beweise werden jedoch mit Hilfe der Differenti-
alrechnung wesentlich einfacher. Wir verschieben die Diskussion daher auf
Abschnitt 4.8.
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Kapitel 4

D‘fzﬂ ’ Z é

4.1

Differenzierbarkeit

Gegeben seien eine reelle Funktion

R

D —
X — f(x)

und ein Punkt a im Definitionsbereich von f. Die Ableitung f'(a) von f an
der Stelle a soll eine GréBe sein, die das ,lokale Wachstum™ von f an der
Stelle a beschreibt.

Man denke z.B. an einen Punkt, der sich entlang der reellen Zahlengera-
den bewegt. Fur t > 0 bezeichne s(t) die Position dieses Punkts zum Zeit-
punkt . Dies definiert eine Funktion s: R>g — R. Die Ableitung s'(f) von
s zum Zeitpunkt t ist die Momentangeschwindigkeit des Punkts zum Zeit-
punkt t.

Betrachten wir den Graphen [ (f), so gibt die Ableitung an der Stelle a die
Steigung der Tangente an den Graphen I (f) im Punkt (a, f(a)) an. Um die
Tangente etwas prdziser zu erkl@ren, betrachten wir fur jede reelle Zahl h
mit a + h € D die Sekante von I (f) durch (a.f(a)) und (a+ h,f(a + h)),
i.e. die Gerade, die besagte Punkte miteinander verbindet. Lassen wir h
gegen Null streben, dann ndhern sich die Sekanten an die Tangente an.
Aber Vorsicht! Diese letzte Aussage stimmt nur unter gewissen Umsténden.
Man betrachte z.B. den Absolutbetrag im Nullpunkt. Jede Sekante durch
den Nullpunkt ist entweder die Gerade x — —x oder die Gerade x — X.
Die Sekanten ndhern sich also keiner eindeutig bestimmten Geraden an.

Esseif: R — R, x — x'/3, die Umkehrfunktion der Funktion x — x>, Un-
tersuchen wir hier die Sekanten durch den Ursprung, dann sehen wir, dass
sich diese an die y-Achse anndhern. Die Tangente an I (f) im Ursprung hat
also unendliche Steigung! Diesen Fall wollen wir auch ausschlieBen (vgl.
Aufgabe 6.13.1).

Mit diesen Vorbetrachtungen kdnnen wir die geometrische Bedingung,
dass (f) in (a,f(a)) eine wohldefinierte Tangente mit endlicher Steigung
hat, prézise formulieren. Die Sekante durch (a,f(a)) und (a + h.f(a + h))
hat die Steigung

f(a+h)—f(a)

Aralh) = .
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Zum Begriff der Tangente.

I (f)

a_; h2 é’ ©f ar h]
Tangente an I (f) in (a, f(a))

Sekanten von I (f)

4.1.1 Definition. Gegeben seien eine reelle Funktion

f:D — R
X — f(x)

und a € D.
i) Der Differenzenquotient von f in a ist die Funktion

Arg: {heR*|a+heD} — R
f(a+h) —f(a)

h — Arg(h) = "

i) Die Funktion f heiBt differenzierbar in a, wenn
e f in einer Umgebung von a definiertist, d.h. eseine > 0 mit (a—e, a+¢) C
D gibt, und
e lim Af4(h) in R existiert.
h—0
In diesem Fall setzen wir
00 o (F
(@) = lim Ara(h)
und nennen diesen Wert die Ableitung von f an der Stelle a.
i) Die Funktion f heiBt differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt ihres Defi-
nitionsbereichs differenzierbar ist.
iv) Die (erste) Ableitung von f ist die Funktfion

f': { a e D|fin adifferenziebar} — R
x — f(x).
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v) Héhere Differenzierbarkeit und Ableitungen werden induktiv definiert.
Wir nehmen also an, die Begriffe n-mal differenzierbar und n-te Ableitung (")
(lies: .f n-Strich™) seien bereits eingefuhrt. (Fir n = 1 ist dies Definition ii) und
iv).)

Wir sagen, dass f an der Stelle a (n + 1)-mal differenzierbar ist, wenn

o fin a n-mal differenzierbar ist und

o f(N in a differenzierbar ist.

Wir setzen

f(™D(a) = (F)"(a)

und definieren die (n + 1)-ste Ableifung von f als die Funkfion

f™D: {ae D|fina(n+1)-mal differenziebar} — R

x — fMD(x),

v) Wir nennen £ in a links- bzw. rechtsseitig differenzierbar, wenn es ein
e >0mit (a—e,a] Cc Dbzw. [a,a+¢) C D gibt und der links- bzw. rechtsseitige
Grenzwert von A¢ 4(h) in a existiert.
Schreibweise:

f(a) = m Are(h)
bzw. fl(a) = hiraoAf'a(h)'

vi) Sei n > 0. Die Funktion f ist n-mal stetig differenzierbar in a, wenn f in
einer Umgebung von a n-mal differenzierbar ist und (" in a stetig ist. Ist f
in jedem Punkt des Definitionsbereichs n-mal stetig differenzierbbar, dann ist f
n-mal stetig differenzierbar.

4.1.2 Bemerkung. Wenn f an der Stelle a differenzierbar ist, dann ist die Glei-
chung der Tangente an I(f) ¢ R? im Punkt (a, f(a)) gegeben durch

L(x)=f'(a)- (x— a) +f(a).
Es gilt dann
F(x) = L(x) + ¢(x).

Dabei hat man limy_,q¢(x)/(x—a) = 0. M.a.W., f(x) ist in der N&he von a durch
die lineare Funkfion L(x) approximierbar.

Sind nun umgekehrt eine lineare Funktion L(x) = c-(x — ) + f(a) und eine
Funktion o(x) mit limy_.q@(x)/(x — a) = 0 gegeben,' so dass

F(x) = L(x) + o (x),

dann Uberpruft man, dass f in a differenzierbar ist mit f'(a) = c.

4.1.3 Lemma. Die Funktion f sei in a differenzierbar. Dann ist sie in a auch
stefig.

Beweis. Wir schreiben f(x) = L(x) + ¢(x) wie in der letzten Bemerkung. Man
beachte, dass limy_qp(x)/(x — a) = 0 insbesondere limx_,qp(x) = 0 impliziert.
Damit gilt

lim £(x) = lim L(x) + lim (x) = f(@) +0

"Man beachte hier, dass x — ¢(x)/(x — a) nur auf D \ {a} definiert ist.
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far den Grenzwert. O

4.1.4 Beispiel. i) Es seien a € Rund f: R — R, x — @, die zugehd&rige kon-
stante Funktion. Dann ist f auf ganz R differenzierbar mit f = 0. (Folgerung
4.3.7 ist die Umkehrung dieser Aussage.) In der Tat gilt fur alle x € R und alle
heR fix+h)—f(x) _ a-a
h ~ h

Die Funkfion f ist sogar beliebig oft differenzierbar. Alle Ableitungen sind
identisch null.

iDEsseif: R — R, x — ax+ b, mit a # 0 eine lineare Funktion. Dann ist f
an jeder Stelle x € R differenzierbar, und es gilt f/(x) = a. FUr jedes x € R und
jedes h € R* findet man

Agx(h) = = 0.

_alx+h)+b—(ax+b) _ah
Arx(h) = P =5
Wegen i) ist f beliebig oft differenzierbar, und (M =0 fir n > 2.
iy Die Normalparabel f: R — R, x — x?, ist differenzierbar, und es gilt
f'(x) = 2x. FUr x € R und h € R* hat man

=a.

(x+h?2—x2 _ x2+2xh+h? — x2

Af,X(h) = h - h
2
_ 2heR?
h
Es folgt
lim Asx(h) = 2x.
h—0

Die Funktion f ist wiederum beliebig oft differenzierbar. Es gilt f/ = 2, und
die Ableitungen ab Ordnung 3 verschwinden identisch.

iv) Wir betrachten f: R* — R, x — 1/x. Diese Funktion ist Gberall differen-
zierbar, und die Ableitungsfunktion ist f': R* — R, x — —1/x°. Fir x,h € R*
mit x + h = 0 gilt

1 1

_ x+h x_1 (1 1\ _
Arx(h) = h  h <x+h x)_
_ L x=x+hy _ 1
" h \x(x+h) X2+ xh
Es folgt
. 1
im Arx(h) = ——.

Die Quotientenregel (Satz 4.2.1 iv) wird zeigen, dass f beliebig oft differen-
zierbar ist und alle Ableitungen nicht trivial sind.

v) Esseiabs: R — R, x — |x|, der Absolutbetrag. Die Funktion albs ist in 0
links- und rechtsseitig differenzierbar mit

abs’ (0)=-1 und abs,(0)=1.

Da abs’_(0) # abs., (0), ist abs an der Stelle 0 nicht differenzierbar. In jedem
anderen Punkt ist abs differenzierbar. Die erste Ableitung ist die Funktion

abs: R* — R

X 1 fallsx >0
— -1 fallsx <0 °
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4.1 Differenzierbarkeit

y = abs’(x)

Es folgt, dass abs in jedem Punkt x € R* beliebig oft differenzierbar ist, und
far n > 2 gilt abs™: R* — R, x — 0.
vi) Es sei f: R — R, x — x3. FUr die Umkehrfunktion gilt

lim A1 o(h) = +0.

Damit ist =1 im Ursprung nicht differenzierbar.
vii) Wir definieren folgende Funkfion

fR — R

. x2 fallsx >0
—x2 falls x < 0.
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Wie in Beispiel vi) Uberpruft man, dass f Uberall differenzierbar ist und ' =
2 - abs gilt. Damit ist f im Nullpunkt genau einmal differenzierbar und in jedem
anderen Punkt beliebig oft differenzierbar.

4.2 Ableitungsregeln

Wie im Falle der Stetigkeit kann man Addition, Multiplikation und VerknUp-
fung von Funktfionen dazu nutzen, aus bekannten differenzierbaren Funk-
tionen neue differenzierbare Funktionen zu konstruieren.

4.2.1 Satz. Im Folgenden seien f: D(f) — R und g: D(g) — R zwei reelle
Funktionen, und a € D(f) n D(g) sei ein Punkt, in dem sowohl! f als auch g

differenzierbar sind. Dann gilt:
i) (Faktorregel) Fur jede reelle Zahl X ist X - f in a differenzierbar, und es gilt

(A-H(a)y=x-(f(a)).
i) Summenregel) Die Summe f + g ist in a differenzierbar, und es gilt
(f+g)(a)=f(a)+g(a).
i) (Produkfregel) Das Produkt f - g ist in a differenzierbar mit
(f-9)'(a)=f'(a)-g(a)+f(a) - g'(a).

iv) (Quotientenregel) Falls g(a) # 0, so ist der Quotient f/g in a differen-
Zierbar, und es gilt

\' . _f(a) gl —fa)-g(a)
(g) el 9(a)? '

Beweis. In Teil i) - iii) sieht man leicht, dass A - f bzw. f + g bzw. f - g in einer
Umgebung von xp definiert ist. Teil i) und Teil i) folgen aus den Rechenregeln
fur Grenzwerte (Satz 2.2.16) und den offensichtlichen Tatsachen

A/\~f,0 =\ Af,O bZW. Af+g,a = Af,O + AQ,CI-

Teil iii). Es gilt
Brgetn) = (O IET 1000
_ f(a+h)-g(a+h)—f(a)-g(a+h)+f(a)-g(a+h)—f(a) g(a)

- h
= WQ(o+h)+f(a)

Ara(h)-gla+h)+f(a)- Aga(h).

Da g nach Lemma 4.1.3 in g stetig ist, liefern die Grenzwertsatze 2.2.16

gla+h) —g(a)
h

M Arga(h) = lim Aro(h)-m g(a+h)+f(a)-im Aga(h) = F'(a)-g(a)+f(a)-g(a),

und die Behauptung ist gezeigt.
Teil iv). Wir dirfen annehmen, dass f die konstante Funktion mit Funktions-

wert 1 ist. Der allgemeine Fall folgt dann mit Teil ii). Da g in a steftig ist und
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g(a) # 0, gibt es wegen Folgerung 3.4.9 ein ¢ > 0, so dass g(a + h) = 0 fUr alle

h €( —¢,¢). Daher ist 1/g in einer Umgebung von xg definiert. Fir h €( — ¢, ¢)
haben wir

1 1
Ajgatn) = 9OTH 9@
g(a) - g(a+h)
g(a+h)-g(a)-h
1 1

— m . TCI)( —1)-Aga(h).

so dasss

: o im __d(
M Avgalh) = g(a) /mg(a+h) i Agalh) = g(a)?’

Der Satz ist damit bewiesen. O

Das folgende Resultat wird in den Beispielen benutzt.

4.2.2 Folgerung. i) FUr n € N ist die Funktion f: R — R, x — X", auf ganz R
differenzierbar mit erster Ableitung

f:R — R

X — n-x",

Auf Grund der Faktorregel ist f sogar beliebig oft differenzierbar. Fir m > n
gilt f(m =0,

i Wir betrachten die Funktion f: R* — R, x — x~" = 1/x", mit n > 0.
Diese Funktion ist in jedem Punkt x € R* differenzierbar mit

n
=

Zusammen mit der Faktorregel schlieBen wir, dass f beliebig oft differenzier-
bar ist und dass alle hbheren Ableitungen nicht trivial sind.

Beweis. i) Dies ist eine leichte Induktionsaufgabe. Es wird die Produktregel be-
nutzt.

i) Nach der Quotientenregel ist f in jedem Punkt x € R* differenzierbar mit

n-xn-1 n
f/ (X) =- X2n =

Dies ist die ersehnte Formel. O

T

4.2.3 Beispiel. i) Es sei
p:R — R
X — an- X"+ - X"+ +apx+ag

eine Polynomfunktion mit a, # 0.

Mit Folgerung 4.2.2, der Faktorregel und der Summmenregel folgert man,
dass p Uberall differenzierbar ist und

PR — R
X — N-an-X""'+(n=1)-an1 - X"+ + 0
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gilt. Dies ist wiederum eine Polynomfunktion. Damit ist p beliebig oft differen-

zierbar. Die letzte Ableitung, die nicht identisch verschwindet, ist f(7) = nl - an.
il Gegeben seien zwei Polynome p und g, und f = p/q sei die zugehdrige

rationale Funktion. Der Definitionsbereich von f ist nach Definition 3.2.1 iv)

D={aeR|qg(a)#0}.

Die Quotientenregel impliziert, dass f im gesamten Definitionsbereich dif-
ferenzierbar ist mit
_P-g-p- o
= 7 ,
Dies ist wiederum eine rationale Funktion mit demselben Definitionsbereich
wie f. Man folgert, dass f beliebig oft differenzierbar ist.

fl

4.2.4 Satz (Kettenregel). Esseien f: D(f) — R und g: D(g) — R zwei reelle
Funktionen. Es gelfe f(D(f)) c D(g). f sei in a differenzierbar und g sei in f(Q)
differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion go f: D(f) — R in

a differenzierbar mit
(gof)(a)=F(a) g (f(a)).

Beweis. Wir bilden die Hilfsfunktion

g:D(gg — R

aly) —g(f(a))
—f(,folls y # f(a)

y Y- O)
g (f(a)).fallsy = f(a)
Da g in f(a) differenzierbar ist, ist g eine stetige Funktion. Insbesondere

haben wir
lim g =g (f(a)).
y—(q) Q(y) Q( ( ))

Nach Definition von g gilt auch

aly) —g(f(a) =a(y) - (v — f(a)). yeD(@)\{f(a)}.
Damit sehen wir

Aoty = SO h)Zf 9(f(@) _g(f(a+h)- (fh<o +h) — f(a))

g(f(a+h)) - Ara(h).

Mit den Grenzwertsdizen 2.2.16, den Eigenschaften stetiger Funkfionen
(Satz 3.4.11) und den bisherigen Erkenntnissen folgern wir

fLIE?J Agof,a(h) = fLIE?J Q(f(0+ h)) Lm] Af,a(h) — Ql(f(Cl)) ) f/(CI)

und haben die Behauptung bewiesen. O

4.2.5 Bemerkung. i) In obiger Situation nennen wir f die .innere Funktion™ und
g die ,duBere Funktion™. Die Ableitung von g o f ist dann gegeben als

| .(innere Ableitung) mal (GuBere Ableitung)". |
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i) In der Praxis wird man eine gegebene Funktion h erst in der Form go f
schreiben mussen, um die Kettenregel anwenden zu kénnen.

4.2.6 Beispiel. Wir betrachten die Funktion

h:R — R
X — (X3 —4x2+2x—1)2

Innere Funktion: f(x)=x3—4x%+2x — 1
AuBere Funktion:  g(y) = y?

Innere Ableitung:  f/(x) = 3x?> — 8x +2
AuBere Ableitung: g'(y) = 2y.

= h'(x)

(9o f)(x)
(B3x? —8x+2)-2:(x3 —4Ax? +2x — 1)
6x° — 40x* + 80x3 — 54x° +24x — 4.

4.2.7 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion). Es sei f: [a.b] — R eine stefige
und streng monoton wachsende oder fallende Funktion. Es seien | := f([a, b])
und f~': | — R die Umkehrfunktion (vgl. Safz 3.3.10 und Aufgabe 6.10.3).
Die Funktion f sei im Punkt x differenzierbar mit f'(x) # 0. Dann ist f=! im Punkt
y = f(x) differenzierbar, und es gilt

RV I
W= 560 T FE )

Beweis. Es ist zundichst zu Uberprifen, dass £~ in einer Umgebung von f(x)
definiert ist. Dazu muss man lediglich beachten, dass f in einer Umgebung
von x definiert ist und dass f stetig und smf bbzw. smw ist.
Es sei (hn)new €ine Nullfolge reeller Zahlen, so dass y + h, € D(f~1) = W(f).
Es gibt eine Folge (nn)nen Mit X + 1y € D(f) und y + hy = f(X +1n), N € N. Damit
gilt
F'y+hp) = F(y) _ I (F(x+20) — I (F(X))
A1 40 (hn) = A =
n y+hn—y
X+np—X 1
f(x +nn) — f(x) Af,x(nn)l

Die Stetigkeit von f~! impliziert

lim x +1 = lim U y+hp)=f"(y)=x,
— 00

n—oo
SO dass (nn)nen €ine Nullfolge ist. Daher erhalten wir

. i -l -l .l
n|I_>I’T('>]O Affllf(x)(hn) - nlmo Arx(1n) - n“m Arx(nn) - f'(x) ,
— 00

und der Beweis ist vollendet. O

4.2.8 Bemerkung. Da der Graph der Umkehrfunktion 7~! durch Spiegelung
des Graphen von f an der Geraden {y = x} erhalten wird, gilt dies auch fur
die Tangenten in den entsprechenden Punkten. Damit kann man sich obige
Aussage sofort kiar machen. Insbesondere sieht man, dass die Voraussetzung
f'(x) # 0 wesentlich ist, denn eine waagerechte Tangente von I (f) wird zu ei-
ner senkrechten Tangente von I(f~'). Man erinnere sich etwa an das Beispiel
der Funktion f: R — R, x — x°.
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4.3 Extremwerte und der Mittelwertsatz

Differenzierbare Funktionen sind in vieler Hinsicht ,schoéner® als beliebige
Funktionen. Einer inrer Vorteile ist, dass man sie gut auf Extremstellen unter-
suchen kann. Diese Eigenschaft ist fUr viele Anwendungen wichtig. Wir for-
malisieren zund&chst den Begriff des lokalen und globalen Extremums. An-
schlieBend zeigen wir, dass in einem lokalen Extremnum die erste Ableitung
verschwinden muss. Aus dieser Beobachtung folgern wir den Satz von Rol-
le und den Mittelwertsatz. Letzterer ist das zentrale Mittel zur Untersuchung
differenzierbarer Funktionen: Er setzt die Ableitung mit den Wachstumsei-
genschaften der Funktion in Verbindung. Als erste Folgerungen aus dem
Mittelwertsatz leiten wir her, dass eine Funkfion mit verschwindender Ab-
leitung bereits konstant ist, und beweisen die bekannten hinreichenden
Kriterien fur das Vorliegen lokaler Extremstellen.

4.3.1 Definition. Essei f: D — R eine reelle Funktion.
i) Wir sagen, dass f an der Stelle xg € D ein globales Minimum bzw. Maxi-
mum annimmt, wenn fur alle x € D gilt:

f(x) > f(xg) bzw. f(x) < f(Xp).

i) Die Funktion f nimmt an der Stelle xg ein lokales Minimum bzw. Maximum
an, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass

VxeDN(xg—e.xg+e): f(x)>1(x) bzw. f(x) < f(xg).

Gilt sogar ,>" bzw. <" fur x €(DN(Xg — €. X0 +€)) \ {Xo}, dann sprechen wir
von einem isolierten lokalen Minimum bzw. Maximum.

i) Wollen wir nicht spezifizieren, ob es sich um ein Minimum oder Maximum
handelt, dann sprechen wir von einem (globalen/lokalen) Extremum.

4.3.2 Satz . Es seien a < b reelle Zahlen und f: (a,b) — R eine reelle Funk-
fion, die in xp €(a. b) ein lokales Extremum besifzt. Falls f in xg differenzierbar
ist, dann gilf ' (xg) = 0.

Beweis. Wir nehmen an, in xg liege ein lokales Miminum vor. Den anderen Fall
behandelt man genauso bzw. folgert ihn durch Betrachtung von —f. Es gibt
also ein e > 0 mit f(xg + h) > f(Xg) fUr alle —e < h < ¢. Daher finden wir

f(xg+ h) — f(xg)

S o
()= I Arx(h) = lim h <0
“ne f(xo+h) — (%)
, T o Xo + — T'(Xp
fixo) = lim Arx () = im0 h = 0.
Folglich gilt 7/ (xg) = " (Xg) < 0 < f{(Xp) = f'(xg). d.h. f'(xg) =0. O

4.3.3 Bemerkung. i) Wir betrachten f: R — R, x — x3. Die Ableitung dieser
Funktfion ist f: R — R, x — 3x2. Es gilt f/(0) = 0. Allerdings haben wir f(x) < 0
fur x < Ound f(x) > 0 far x > 0. Daher liegt in O keine lokale Extremstelle vor.
Das obige Kriterium ist somit nicht hinreichend fur die Existenz eines lokalen
Extremumis.
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i Essei f: [0,1] — R, x — x. Das globale Minimum dieser Funktion wird
in 0 angenommen und das globale Maximum in 1. Es gilt f/(0) = 1 = " (1).
Deshalb k&énnen wir das obige Kriterium nicht auf abgeschlossene Intervalle
ausdehnen. Fur eine Funktion f: [a, b] — R bedurfen die Randpunkte immer
einer gesonderten Diskussion.

4.3.4 Folgerung (Satz von Rolle?). Esseien a < b reelle Zahlen undf: [a, b] —
R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Wenn f in (a.,b) differenzierbar ist,
dann existiert ein xp €(a, b) mit f'(xg) = 0.

Zum Satz von Rolle.
Existenz eines Punktes (xo. f(xp)). Xo € [a. B]. in [(f)
mit waagerechter Tangente.

f'(xp) =0

Beweis. Wir wissen bereits, dass f auf [a, b] ein Minimum und ein Maximum
annimmt (Satz 3.5.3). Wenn f nicht konstant ist, dann existiert ein x €(a, b) mit
f(x) # f(a) = f(b). Also wird das Minimum (falls f(x) < f(a)) oder das Maximum
(falls f(x) > f(a)) in einem Punkt xg im offenen Intervall (a, b) angenommen.
Nach Satz 4.3.2 gilt f'(xg) = 0. Fur eine konstante Funktion f ist der Satz von
Rolle trivial. O

Wir kommmen nun zum zentralen Hilfsmittel fUr die Untersuchung differenzierba-
rer Funktionen:

4.3.5 Folgerung (Mittelwertsatz). Fur jede stetige Funktfion f: [a,b] — R, die
in (a, b) differenzierbar ist, existiert ein Xy €(a. b) mit

f(b) —f(a) = f'(x)-(b - a).

Beweis. FUr eine beliebige stetige Funktion f: [a,b] — R, die in (g, b) diffe-

renzierbar ist, ist F: [a, b] — R mit

1(b) — f(a)
b-a

eine stetige und in (a, b) differenzierbare Funktion mit F(a) = F(b). Daher exis-

tiert nach dem Satz von Rolle ein xg mit

F(x) :=f(x) — ((x—aq)

f(b) — f(a)
b-—a
2Michel Rolle (1652 - 1719), franzdsischer Mathematiker.

0=F(x)="(x) -
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Dies ist unsere Behauptung. O

Zum Mittelwertsatz.
Die Tangente an (xg. f(xg)) hat dieselbe Steigung wie die Gerade,
die (a.f(a)) und (b, f(b)) verbindet.

Der Mittelwertsatz bringt die Ableitung der Funktion f mit ihnrem Wachstum
in Verbindung: Wenn wir die Ableitung von fin (a, b) kennen, dann kénnen
wir die Funktionswerte f(a) und f(b) miteinander vergleichen. Aus dem Mit-
telwertsatz werden wir jetzt zahlreiche interessante Aussagen, wie z.B. hinrei-
chende Kriterien fur lokale Extrema, ableiten.

4.3.6 Folgerung. Esseien a < bundf: [a,b] — R wie im Mittelwertsatz und
m < M reelle Zahlen, so dass

vxe(a,b): m<fi(x) <M.
Dann gilt far alle x, y € R:

a<x<y<b = m(y—x) <f(y)—f(x)<M-(y—x).

Beweis. FUr x = y ist nichts zu zeigen. Andernfalls wenden wir den Mittelwert-
satz auf fii,,; an. Demnach existiert ein £ €(x, y) mit

fly) = f(x) = F(£)-(y — x).
Die Abschatzungen fur ' liefern dann sofort das Ergebnis. O

4.3.7 Folgerung. Esseif: [a,b] — R eine in [a, b] stefige und in (a, b) diffe-
renzierbare Funktion. Gilt f'(x) = 0 fdr alle x €(a, b), dann ist f konstant.

Beweis. In Folgerung 4.3.6 kbnnen wir m =0 = M wdhlen. O

4.3.8 Folgerung. Gegeben sei eine stetige Funktion f: [a,b] — R, die in
(a, b) differenzierbar ist.

i) Far alle x €(a.b) gelte f'(x) > 0. Dann ist f auf [a, b] monoton wach-
send.

i) Wenn f'(x) < O far jeden Punkt x €(a, b) gilt, dann ist f auf [a, b] mono-
fon fallend.

i)y Die Funktion f ist auf [a, b] smw, wenn f'(x) > O fdr alle x €(a, b) gilt.
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iv) Gilt f'(x) < 0, x €(a, b), danniist f auf [a, b] smf.

Beweis. Wir zeigen ). Es seien Punkte x < y in [a,b] gegeben. Nach dem
Mittelwertsatz fr i, gibt es ein £ €(x, y) mit

fly) = f(x) = F()-(y — x).

Da f'(¢) > 0und y — x > 0 gilt, ist der Ausdruck auf der rechten Seite nicht
negativ, so dass wie gewunscht f(x) < f(y) folgt. O

4.3.9 Folgerung (Hinreichende Bedingungen fur Extrema ). Esseif: (a,.b) —
R eine differenzierbare Funktion, und xy €(a, b) sei ein Punkt mit f'(xg) = 0.

i) Es gebe eine > 0, so dass f'(x) < 0 (bzw. > 0) fdr alle x €(xg — &.Xp)
und f'(x) > 0 (bzw. < 0) fdr alle x €(xg. Xo + €) gilt. Dann liegt in xy ein lokales
Minimum (bzw. Maximum) vor.

i) Wenn ein e > O existiert, far das f'(x) < 0 (bzw. > 0) fdr alle x €(Xg — . Xp)
und f'(x) > 0 (bzw. < 0) fdr alle x €(xg. X0 + ) gilt, dann nimmt f in Xy ein
isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum) an.

i) Die Funktion f sei in xg zweimal differenzierbar, und es gelte " (xg) > 0
(bzw. f"(xg) < 0). Dann liegt in xp ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maxi-
mum) vor.

Beweis. i) Nach Folgerung 4.3.8 ist die Funktion f auf (X — &, Xg] monoton fal-
lend (bzw. monoton wachsend) und auf [xp, X + €) monoton wachsend (bzw.
monoton fallend). Damit gilt f(x) > f(xg) (bzw. f(x) < (X)) fur Xg —e < x < X
und f(xg) < f(x) (bzw. f(x) > f(xp)) fUr xg < X < xg +e. Wir sehen also, dass
f(xo) < f(x) (bzw. f(xp) > f(X)) auf ganz (X — &, xg + ) Qilt.

i) Diesen Teil beweist man analog zu Teil i).

i) Wir betrachten nur den Fall ,>". Nach Voraussetzung gilt

. f(xg+h)
11 —
f (Xo) = I!)”—T]>O —h > 0.
Daher gibt es ein e > 0, so dass f'(xg+ h) < 0fur he(—¢,0)und f(xg+ h) >0
fur h €(0, ¢) gilt. Damit folgt iii) aus ii). O

4.3.10 Bemerkung. i) Wir betrachten f: R — R, x — x*. Diese Funktion nimmt
in Xo = 0 ein isoliertes globales Minimum an. Die erste Ableitungist f': R — R,
x — 4x3, und die zweite f’: R — R, x — 12x2, Wir haben /(0) = 0 = f”(0).
Damit kdnnen wir das Minimum nicht mit Kriterium i) aus dem Satz erkennen.
Allerdings gilt f/(x) < 0 fir x < 0 und f'(x) > 0 far x > 0. Damit finden wir das
Minimum mit Teil i) des Satzes.

50 y =x3—3x? - 24x +26

0
3

AN

[1-3v3 2 | 1 4 1+3V3
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i) Wir betrachten die Polynomfunktion

ffR — R
X —s x3—3x%—24x +26.

Wir haben
f*"R — R
X +— 3x?—6x—24=3.(x>—-2x—8).
Mit der Formel in Beispiel 3.3.3 ii) ermittelt man die Nullstellen x; = —2 und

X, = 4 der ersten Ableitung.
Die zweite Ableitung ist

f"R — R
X +— bx-—06.

Aus (- 2) = —18 < 0 folgt, dass in x; = —2 ein lokales Maximum vorliegt, und
aus f’(4) = 18 > 0, dass die Funktfion in x, = 4 ein lokales Minimum annimmt.
Weitere Extremstellen gibt es nicht.

iii) Das zweite Kriterium in Folgerung 4.3.9 ist notwendig, wenn f stetig diffe-
renzierbar ist und die Nullstellen der ersten Ableitung keinen Haufungspunkt in
Xo haben. (Dies gilt z.B. fur eine Polynom- oder eine gebrochen rationale Funk-
tion.) Dann gibt esin der Tat ein e, so dass f/(x) = 0 fdr alle x €(Xg—e, xo+¢)\{X0}.
Wegen der Stetigkeit von ' ist das Vorzeichen von f' nach dem Zwischen-
wertsatz 3.5.2 auf den Intervallen (xp — e, Xg) Und (Xg, Xg + ¢) konstant. Entweder
wechselt die Funktion ' in xg ihr Vorzeichen, und es liegt ein Extremum in xg
vor, oder es ist f/(x) < 0 (bzw. > 0) fur alle x €(xg — e, xg+¢) \ {Xo}. i.e. fist smf
(bzw. smw) auf (X — &, Xp + €). Dann nimmt f in xp kein Extremum an.

Es ist jedoch moglich, dass sich die Nullstellen der ersten Ableitung in xg
haufen, z.B., wenn f in einer Umgebung von xp konstant ist. (Wir basteln z.B.
die Funktion

ffR — R
(x+2)4, fallsx < -2
X — 0, falls-2<x<0 .
x4, fallsx >0

Sie ist dreimal differenzierbar und auf dem Intervall [-2, 0] konstant null.)

4.4 Krimmung und zweite Ableitung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die zweite Ableitung einer zweimal dif-
ferenzierbaren Funktion. Genauer gesagt geben wir dem Vorzeichen der
zweiten Ableitung die Bedeutung der Krummung der Funktion. FUr zweimal
stetig differenzierbare Funktfionen liefert dies eine anschauliche Interpreta-
fion des hinreichenden Kriteriums fur Extremstellen Uber die zweite Ablei-
tung.

4.4.1 Definition. Es sei D ein (moglicherweise unbeschranktes) Intervall.
i) Eine reelle Funktion f: D — R heiBt konvex (linksgekrimmt) bzw. konkav
(rechtsgekrimmf), wenn fUr alle x; < xo € Dund alle A € [0, 1]

134



4.4 Krimmung und zweite Ableitung

F((T=X) X +X-X) < (ozw. >) (1 =) - f(x7) + X f(x)

gilt.

Die Strecke, die (X, f(x;)) und (X, f(x2)) miteinander verbindet, liegt also
Uber (bzw. unter) dem Graphen der Funkfion f.

i) Ein Punkt xo € D heiBt Wendepunkt, wenn es ein e > 0 gibt, so dass f
im Intervall (xg — €, xg] konvex (bzw. konkav) und im Intervall [Xg, Xg + £) konkav
(bzw. konvex) ist. Wenn zudem f in xg differenzierbar ist und f'(xg) = O gilt,
dann heit xg Saftelpunkt.

Zu Definition 4.4.1.

/
Ne—" AN

konvex konkav

4.4.2 Satz. i) Es sei D ein offenes (moglicherweise aber unbeschranktes) Infer-
vall, und f: D — R sei eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann ist f ge-
nau dann linksgekrimmt bzw. rechtsgekrimmt, wenn " (x) > 0 bzw. f”(x) <0
fur alle x € D gilt.

i) Unter den Vioraussefzungen von i) sei xq ein Punkt, in dem f dreimal
differenzierbar ist, " (xg) = 0 und f'(Xg) # 0 gilf. Dann ist xo ein Wendepunkt.

Beweis. i) Wir nehmen ’(x) > 0, x € D, an. Es seien x;.x; € D mit x; < X,
gegeben. Wir bilden die stetige und auf (0, 1) differenzierbare Funktion

g:[0.1] — R
A — F((T=X) X +X-%)—(1=X)- (X)) = A- f(Xp).
Es gilt

g\ =% —x1)-F((1=X) X1 +X-x) — (f(x) — f(x1))

und
g’ V) =0 —x)2"(1=XN)-x+X-x), Ae€@.1).

Nach Voraussetzung gilt g”(\) > 0, A €(0, 1). Deshalb ist g’ nach Folgerung
4.3.8 i) monoton wachsend. Da wir g(0) = g(1) = 0 haben, existiert nach dem
Satz von Rolle 4.3.4 ein \g €(0, 1) mit g’(\g) = 0. Wegen des Monotoniever-
haltens von g’ folgt g’(A) < g'(Ag) = 0,0 < A < X, und 0 = g'(Ng) < g'(N).
Ao < A < 1. Daher ist g auf [0, Ag] monoton fallend und auf [Ag, 1] monoton
wachsend. Wir schlieBen 0 = g(0) > g(A) fur A € [0, A\g] und g(A\) < g(1) =0 fur
A € [Ag. 1]. Damit nimmt g nur nicht positive Werte an. Dies ist unsere Behaup-
tung.

Seinun umgekehrt g linksgekrimmt. Wir argumentieren durch Widerspruch.
Es gebe also einen Punkt xg € D mit f’(xp) < 0. Wir fihren die Funktion

oD — R
X F(X) — £ (x0)-(X — Xo)
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Kapitel 4 Defferentiatrectining

ein. Sie ist zweimal differenzierbar und erfullt ¢(xg) = f(Xp). ¢’ (x9) = 0 und
©"(xg) = f"(xg) < 0. Damit nimmt sie nach Folgerung 4.3.9iii) in X ein isoliertes
lokales Maximum an. Wir finden insbesondere ein h > 0, so dass

(X0 —h) <ex) und o(X+h) <e(X).
Wir schlieBen
2(00) > 5 - (2000 + ) + 630 — ).
Mit x; := X9 — h. o 1= xg + hund X := 1/2 wird diese Ungleichung zu
FI(T=X) X+ X-x) >(1=X)- (X)) + X f(x).

Diese Ungleichung widerspricht unserer Voraussetzung an f.
i) Sei etwa " (xg) > 0. Wie im Beweis von Folgerung 4.3.9 iii) schlieBt man

aus

”m Af”,Xo(h) = f”/(XO) > O,

h—0
dass es ein e > 0 mit f’(x) < 0 flr x €(Xp — £, x0) Und " (xg) > 0 flr x €(Xp, xg + )
gibt. Nach Teil i) des Satzes wechselt die Funktion in xg von Rechts- auf Links-
krummung. Daher liegt ein Wendepunkt vor. Entsprechend folgert man aus
f"(x) < 0, dass die Funktion in xg von Links- auf Rechtskrummung wech-
selt. O

4.4.3 Bemerkung. Dieser Satz veranschaulicht Teil iii) von Folgerung 4.3.9 ii).
In jener Folgerung gelte etwa ’(xg) < 0. Zu den dortigen Voraussetzungen
fugen wir hinzu, dass f in xg zweimal stetig differenzierbar ist. Dann existiert
ein e > 0, so dass fin (xg — e.Xg + ¢) zweimal differenzierbar ist. Da " in xg
stetig ist, kbnnen wir wegen Folgerung 3.4.9 ¢ so klein wdéhlen, dass f/(x) < 0
fur alle x €(xg — €, %9 + €). Nach dem vorherigen Satz ist f auf (x — e,X + ¢)
rechtsgekrimmt. Daher kann es sich bei dem Punkt xg nur um eine lokale
Maximalstelle handeln.

4.4.4 Beispiel. i) Die Funktion f(x) = x?*1, k > 1, hat in 0 einen Sattelpunkt. lhre
zweite Ableitung. i.e. f”(x) =(2k+1)-2-k - x?=1, ist negativ fUr x < 0 und positiv
far x > 0. Daher st f im Intervall (— oo, 0] rechtsgekrdmmt und im Intervall [0, o)
linksgekrammt.

i) Es gilt sin” = —sin und sin”’ = —cos (s. Satz 4.8.7). Die Nullstellen der zwei-
ten Ableitung des Sinus sind also die ganzzahligen Vielfachen von #. Dort hat
die dritte Ableitung den Wert +1. Es handelt sich daher um Wendepunkte.

4.5 Kurvendiskussion

Ziel der Kurvendiskussion ist es, eine gegebene Funktion auf ihre Charakte-
ristika wie Symmetrie, Periodizitét, Extremstellen, Krimmungsverhalten usw.
zu untfersuchen und anhand der gewonnenen Erkenntnisse ihren Graphen
zu skizzieren, um so eine Anschauung fur das Verhalten der Funktion zu
gewinnen. Dazu gehe man wie folgt vor:

e Soweit nicht angegeben: Bestimmung des ,natUrlichen® Definitions-
bereichs.
e Soweit erkennbar: Symmmetrie, Periodizitdt.

e Untfersuchung der Definitionsltcken: Liegen Polstellen, hebbare Defi-
nitionsltcken vor? Gdfs. stetige Fortsetzung durchfuhren.
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4.5 Kurvendiskussion

e Bestimmung der Nullstellen. Vorzeichen zwischen den Null- und Pol-
stellen.

e Berechnung der Ableitungen (i.A. bis zur zweiten oder dritten Ord-
nung).

e Monotonieverhalten (mit Funktion oder erster Ableitung).

e Bestimmung der Minima und Maxima (mit erster und ggfs. zweiter Ab-
leitung).

e Krummungsverhalten, Wende- und Sattelpunkte (mit erster bis zweiter
oder dritter Ableitung).

e Falls der Definitionsbereich unbeschrdnkt ist: Untersuchung des Ver-
haltens fUr x — +oo.

o Wertebereich der Funktion.
e Skizze des Funktionsgraphen.

Gebrochen rationale Funktionen werden besonders gerne zur Kurvendiskussi-
on herangezogen.

4.5.1 Beispiel. Gegeben seien die Polynome p = —5x? +5 und g = x3. Zu
besprechen ist die zugehdrige rationale Funktion f = p/q.

i) Die Funktion ist auBerhall der Nullstellen des Nennerpolynoms definiert,
i.e. D(f) = R*.

i) Es gilt

_ —5(—=x)?+5 _ -5x?+5 _
fl—x)= —xp =3 = —f(X).

Die Funkfion ist also ungerade.

iii) Es gilt p(0) = 5. In x =0 liegt also eine Polstelle vor.

iv) Die Nullstellen des Z&hlerpolynoms sind offenbar +1, d.h. p(x) = —=5(x —
1)(x + 1). Dies sind auch die Nullstellen der Funktfion f. Fur das Vorzeichen von
f ergibt sich

| Infervall | Vorzeichen von f |
(—o0,—1) +
(— 1.0 -
(0.1 +
) =

v) Die Ableitungen werden mit der Quotientenregel bestimmt:

, " ~10(x* - 6

fiixX)y=——5—=; f (x)=7(x5 );

30(x? — 10)
%6

f/// (X) =

vi) Die Nullstellen der ersten Ableitungen sind ++/3. Fr die Vorzeichen der
ersten Ableitung ergibt sich

| Intervall | Vorzeichen von f’ | Monotonie von f |
(— 00, —V/3) + smw
(—+/3,0) - smf
(0,V3) - smf
(V/3,00) + smw
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vii) Der obigen Tabelle entnimmt man, dass in —v/3 ein lokales Maximum
und in v/3 ein lokales Minimum vorliegt. Es gilt f( — v/3) ~ 1,92 und f(v/3) ~
—1.92.

viii) Die zweite Ableitung hat die Nullstellen +v/6. Wir erhalten folgende
Tabelle

| Intervall | Vorzeichen von f” [ Krdmmung von f |
(— o0, —V6) + links
(—6,0) - rechts
(0,/6) + links
(V6,0) - rechts

An den Stellen +v/6 liegen also Wendepunkte vor. Es gilt f(—v/6) ~ 1,7 und
f(V6) ~ —1,7.

ix) Da der Grad des Nennerpolynomes groBer als der Grad des Zahlerpo-
lynoms ist, gilt

lim f(x)=0.
X—+o0

x) Der Wertebereich ist R. Dies folgt z.B., da f( —/3) > 0 und lim,_,o_of(x) =
—o0 (= (- 00,0] ¢ Wertebereich) und f(v/3) < 0 und lim,_g,of(X) = oo (=
[0,00) C Wertebereich).

xi) Skizze des Funktionsgraphen.

4..
3..
I\/IOX|mum2__
W1
'|..
5 6 a4 % 5 4 6 8
-1+
W,
27 Minimum
31
A+

4.5.2 Bemerkung. NatUrlich kann man alle Berechnungen auch vom Com-
puter durchfUhren lassen. Ein bekanntes Programm dazu ist Maple.

> f(x):= (-5*x"2+5)/x"3;

f(x) := (=5%x"2+5)/x"3

> discont (f(x),x);

{0}
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4.5 Kurvendiskussion

> g (x):=normal (diff (f(x),x));
g(x) := 5#%(x°2-3)/x"4

> h(x):=normal (diff (g(x),x));
h(x) := -10%(x"2-6)/x"5

>  j(x):=normal (diff (h(x),x));
J(x) := 30%(x"2-10)/x"6

> solve (f(x)=0,x);

-1, 1

> solve(g(x)=0,x);

3°(1/2), -37(1/2)

> eval (h(x), x=sqrt(3));
10/9%37(1/2)

> evalf (eval (f (x),x=sqgrt(3)));
-1.924500898

> solve (h(x)=0,x);

-6 (1/2), 67(1/2)

> eval(j(x), x=sqrt(6));

-5/9

> evalf (eval (f(x),x=sqrt(6)));
-1.701034544

> plot(f(x), x=-10..10, -5..5, discont=true, scaling=
constrained, legend=‘'‘Graph von f’’);

4
_10_6_4_ 12 4x6 8 1
-4
Legend

—— Graph von f
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4.5.3 Beispiel. Man bestimme i) den Definitionsbereich, ii) die Nullstellen, iii)
die (lokalen) Extrema und iv) das Verhalten an den Réndern des Definitions-
bereichs der Funktfion f mit

f(x) :=log (:)2(—_]5> .

Man erinnere sich zun&chst an folgende Eigenschaften der Logarithmus-
funktion (s. 3.8.15):

o Definitionsbereich R.g.

log ist smw.

Die einzige Nullstelle liegt bei x = 1.

Xlrao log(x) = —oo und XI|_>mOO log(x) = oo.

) Es sei g(x) :=(x?> — 1)/(4x — 5) die ,innere Funktion". Es folgt

D(f)={xe[R\{g} ‘g(x)>0}.

Es gilt x> — 1 =(x — 1)(x + 1). Man folgert leicht

D(f) =(—1,1)U(g,oo).

i Die Funktfion f wird an den Stellen in D(f) null, an denen g(x) = 1 gilt. Es
sind also die Lésungen der Gleichung x? — 1 = 4x — 5 oder aquivalent dazu
der Gleichung x? — 4x + 4 = 0 zu bestimmen. Da x? — 4x + 4 =(x — 2)?, ist x = 2
die einzige Nullstelle der Funktion f.

iii) Auf Grund der Eigenschaften des Logarithmus nimmt die Funktion f ih-
re lokalen Minima/Maxima an denselben Stellen an wie die Funktion g. Also
berechnen wir die erste und zweite Ableitung der Funktion g:

g HEI0xka 18
IV =—ax—sz IV T e

Man sieht leicht 4x? — 10x + 4 =(4x — 2)(x — 2).

Die Nullstellen der Funktion g’(x) sind x; = 1/2und x, = 2. Ferner gilt g”(x;) <
O und g’(x2) > 0. Damit nimmt die Funktion g in x; ein lokales Maximum an
und in X, ein lokales Minimum.

Da x;.x € D(f), gelten die entsprechenden Aussagen auch fur f. Fur die
Funktionswerte an den Extremstellen gilt:

f(x) ~—1,3863;  f(x)=0.

iv) Es gilt
xllm+0 Q(X) =0 xlqlo Q(X) =0
und
XLW;OQ(X) =o0; lim g(x) = oo
Es folgt
lim f(x)=—-o0; lim f(x)=—-o0
x——1+0 x—1-0
und
lim f(x) =o0; lim f(x) = oo.
x—3+0 X—00
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4.6 Extremwertaufgaben

NI— T
el
N

4.6 Extremwertaufgaben

Extremwertaufgaben sind von der folgenden Form:

Gegeben ist eine Funktion f: [a.b] — R auf einem (endlichen) abge-
schlossenen Infervall.

Zu bestimmen sind die absoluten Minima/Maxima der Funktion. (Diese kdén-
nen u.U. an den Randern a und b des Intervalls angenommen werden!)

Lésungsverfahren:

1. Man bestimme mit den Methoden der Differentialrechnung die loko-
len Minima/Maxima der Funktion im Inneren (a. b) des Intervalls.

2. Durch Vergleich der Funkfionswerte an den gefundenen Extremstel-
len und der Funkfionswerte an den Randstellen ermittle man die ab-
soluten Minima/Maxima.

Es kommt oft vor, dass die Funktion f gar nicht a priori bekannt ist. Meistens
liegt eine Funktion F(xi.,.... X») in mehreren Variablen vor, die in einer gege-
ben Situation minimiert bzw. maximiert werden soll. Erst durch sogenannte
Nebenbedingungen erhdlt man eine Funktion f(x) in einer Variablen. Die-
se Nebenbedingungen muss man aus der Problemstellung ablesen. Wir
erl@utern dies in den Beispielen.

4.6.1 Beispiel. i) Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenldnge a. Diesem Quadrat
ist ein Rechteck so einzubeschreiben, dass

1. die Seiten des Rechtecks parallel zu den Diagonalen des Quadrats sind
2. die Fldche des Rechtecks so groB wie moglich ist.

Es seien ¢ und d die Seitenldingen des Rechtecks. Die Fli&iche des Rechtecks
ist durch die Funktion
F(c,.d)=c-d
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gegeben.
Nun teilen die Ecken des Rechtecks eine jede Seite des Quadrats in zwei
Stucke. Die obere Seite werde etwa in Stlcke der Lange x und a— x unterteilt,

X a—X

a—Xx

Die Bedingung, dass die Seiten des Rechtecks parallel zu den Diagonalen
des Quadrats sein sollen garantiert, dass die Dreiecke | und Il gleichschenkelig
sind.

Der Satz von Pythagoras liefert

c = V2x2=+2x
d = /2(a—x)2=Vv2(a-x).

Die FiGiche des Rechtecks ist daher durch
f(x) =2 x-(a—x)=2ax — 2x*
gegeben. Dabei gilt x € [0, a]. Wir haben offenbar das absolute Maximum zu

finden.
Wir untersuchen die erste Ableitung:
2)

ff(x)y=2a-4x = (f’(x)=0 = Xx=

2
Es gilt
a
" - _ (=Y - _
"x)=-4 = '(5)=-4<0
In a/2 liegt also das einzige lokale Maximum der Funktion f im Intervall (0, Q)
vor. Es gilt
ay o
"(3)=%
und
f(0) = f(a) =0.

Daher nimmt f an der Stelle a/2 sogar das absolute Maximum an.
i) Einem Kreis vom Radius r soll ein Rechteck so einbeschrieben werden,

dass die Funktfion

W(b, h) := %th

maximal wird (b: Breite des Rechtecks; h: Hohe des Rechtecks).
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4.7 Ableitungen und Grenzwerte

Praktische Bedeutung:

Kreis =

Querschnitt eines Baumstammes
Rechteck =

Querschnitt eines Balkens, der aus
dem Baumstamm ausgeschnitten
wird

W =

Widerstandsmoment des Balkens

ISlley

Mit dem Satz von Pythagoras erhalten wir wieder
b’+h*=4r° = h>=4r"-p°
Damit ist die Funktion

w(b) := %b- (4r* — p?) = %(4r2b - b%)

im Intervall [0, 2r] zu maximieren.
Wir betrachten die erste Ableitung:

wWi(b)= (4 -3b?) = w(b)=0£2 b= 2

5)

1
6
Es gilt

2r 2r
w”(b)=—-b unddamit w” <—> =——<0.
(®) V3 V3

Da w(0) = w(2r) =0 und
2r\y _ 8 4
v (73) N

liegt an der Stelle 2r/+/3 das absolute Maximum vor.

4.7 Ableitungen und Grenzwerte

Wir betrachten eine Funktion h = f/g und wollen lim,_,, h(x) fur einen Punkt
b € RU{co} untersuchen. Falls limy_, 5 f(x) € RU{co} und limy_,p g(x) € RU
{o0} existieren, dann erwarten wir, dass wir daraus den gesuchten Grenz-
wert berechnen kénnen. FUr lim,_,» g(x) € R* ist das sofort moglich. Gilt
limy_p g(X) = oo und limy_,, f(x) # +oo, dann folgt limy_,, h(x) = 0. Wenn
liMmx—b g(x) = 0 und limy_ f(X) # 0, dann existiert limy_p h(x) (€ {xoo})
genau dann, wenn g “nahe bei” b entweder nur positive oder nur nego-
tive Werte annimmt. In den verbleibenden Fdllen macht die Regel von de
I"H&pital weitere Aussagen.
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4.7.1 Satz (Die Regel von de I'Hépital). Es seien f,g: (a.b) — R zwei diffe-
renzierbare Funktionen mit a < b < oo, so dass g'(x) # 0 fdr alle x €(a, b)
erfdllt ist. Es gelte

lim f(x) = Iirglog(x)=0 (Typ D

x—b—-0 X
oder
Xﬂrgw_o f(x) = +oo und Xﬂrgw_o g(x) =xoc0 (yp ).
Wenn der Grenzwert
'(x)
x—b—-0 @'(X)

existiert, dann existiert auch der Grenzwert
f(x)

xﬂ?—o ax)’
und es gilt

. fx) . f'(x)
L ax) ~ g gx)

FUr den Beweis bendtigen wir eine Anwendung des Satzes von Rolle 4.3.4:

4.7.2 Satz (Der zweite Mittelwertsatz). Es seien a < b zwei reelle Zahlen und
f.g: [a.b] — R zwei stetige und auf (a, b) differenzierbare Funktionen. Wei-
fer gelte g'(x) # O fur x €(a, b). Dann existiert eine Zahl & e(a, b) mit

F'(§) _ f(b)—f(a)

g€ gb)-ga)

Beweis. Es gilt g(a) # g(b). Andernfalls gébe es nach dem Satz von Rolle 4.3.4
ein¢ €(a, b) mit g'(¢) = 0. Das haben wir in der Voraussetzung ausgeschlossen.
Wir definieren nun

h:[a.b] — R

X — f(x)—(9(x)—g(a))-

Die Funktion h ist stetig und auf dem Intervall (a, b) differenzierbar. Sie erfllt
weiter h(a) = h(b) = f(a). Es gibt nach dem Satz von Rolle ein ¢ €(a, b) mit

0=h(&)=r()—-d):-
Damit ist £ die gesuchte Zahl. O

Beweis von Satz4.7.1. Typ |, b € R. Wir definieren f(b) := 0 =: g(b). Auf diese
Weise setzen wir f und g stetig auf das Intervall (a, b] fort. Nach dem Satz von
Rolle 4.3.4 gilt g(x) # 0 fUr alle x €(a.b). Es sei (Xp)nen €ine Folge mit x, €
(a,b), ne N, und limy_ X, = b. Satz 4.7.2 garantiert, dass wir zu jedem x, ein

3Im Fall b = oo ist der Zusatz *—0" gegenstandslos.
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4.7 Ableitungen und Grenzwerte

&n €(Xn. b) Mit f(xn)/9(Xn) = F'(&n)/9'(¢n) finden. Die Folge (£n)nen kOnvergiert
offenbar ebenfalls gegen b. Wir beobachten jetzt

) o P& o FX)
Am, alxn) ~ Am, g'(&n) xﬂg]—o g'(x)

Die letzte Gleichung ergibt sich aus der Voraussetzung, dass der Grenzwert
limy_p_o '(X)/9'(x) existiert.

Typ ll, b € R. Zun&chst bemerken wir, dass wir auf Grund der Annahme
limy_p_0 9(X) = co bzw. —oco Nach eventueller VergréBerung von a vorausset-
zen kénnen, dass g(x) > 0 bzw. g(x) < 0 fur alle x €(a, b) qilt.

Wir untersuchen wieder eine Folge (Xn)nen. SO dass x, €(a,b), n € N, und
liMp— oo Xn = b. Seien

o f'(x)
A= Im, g (x)

und ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert ein § > 0, so dass fur x €(a., b) mit
|x —b| <4

f’(X) _ ‘ < € @
g'(x)

2
gilt. Wir kbnnen ein N € N finden, so dass |x, — b| < § fur alle n > N gilt. Nach
dem zweiten Mittelwertsatz gibt es fur jedes n > N ein Element &, €(Xy. Xn) mit

f'(€n) _ f(xn) = flxn)

g&)  glxn) —aglxn)’

Da |¢n — b| < |Xn — b| < 4, n> N, gilt nach Gleichung (4.1)

o T =T 4y

g
A2 g gt ~ T2

Setzen wir Ky := —(A—¢/2) - g(xn) + f(Xn) UnNd Ky = —(A+¢/2) - 9(xn) + f(Xn). SO
lautet diese Ungleichung

(A - E) -gxn) + Ky < f(Xp) < (A+ E) - g(xn) + Ko

2 2
bzw.
£ K, f(Xn) 5 Ko
A——+ < <A+-+—2=-, n>N. 4.2
2 gxn) glxn) 2 g(xn)

K; e
<=, i=1,2,n>N.
’Q(Xn) 2 -
Nach Gleichung (4.2) haben wir dann
A—c< f(x0) <A+e, dh. ‘f(xn) A‘<€, n>N.

9(xn) a(xn)

Diese Uberlegungen zeigen die Konvergenz der Folge (f(Xn)/9(Xn))nen QEQEN
den Grenzwert A.
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Typ | oder Ill, b = oo. Hier durfen wir sicherlich a > 0 voraussetzen. Wir

betrachten
1
©: <a,0> — R

e o(-)

Da ' (x) =(1/x%)-g'(—1/x) # 0fur —1/a < x < 0 gilt, kdbnnen wir die Regel von
de I'Hopital anwenden:

/ 11 f(—1
m 10 2 0 PR e P)
X—00 g(X) x—0-0 1) X) x—0-0 1/)’(X) x—0-0 % . g/(f%) x—0-0 g’(f%)
!
= im L0
x—o0 g'(X)
Das hatten wir behauptet. O

4.7.3 Beispiel. Wir wollen
. 1
XILrTng- log (1 + ;)
berechnen. Daher wdhlen wir f(x) = log(1 + 1/x) und g(x) = 1/x. Es qilt also
lim f(x) =log(1) =0= lim g(x).
X—r00 X— 00

Wir haben g'(x) = —1/x?* < 0, x > 0. Die Regel von de I'Hopital ist also an-
wendbar. Nach der Keftenregel ist

Also gilt fur x > 0

Es folgt

im 1 FX0
A g00 T g

Als Anwendung dieser Uberlegungen geben wir einen neuen Beweis flr:
4.7.4 Satz. .,
=1 , 1
exp(1) _Zﬁ = lim (1 +ﬁ> =e.
n=0
Beweis. Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt
exp(1) = lim exp ( x-lo (1+1) i (140)
p - X—00 p g X - X—00 X '

Damit ist der Satz beweisen. O
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4.8 Differentiation von Potenzreihen

im (5~ g )

4.7.5 Beispiel. Es ist

ZU berechnen.
FUr x € R mit sin(x) # 0 gilt

1 _ sin(x) — x

1
X sin(x)  x-sin(x)

Wir arbeiten also mit f(x) = sin(x) — x und g(x) = x - sin(x). Offenbar liegt ein
Problem von Typ | vor.
Es gilt

-
R
~~
>
=
|

cos(x) — 1
sin(x) + x - cos(x).

Q
x
I

Wir haben immer noch

lim f’(x) =0 = lim g'(x).

x—0 x—0

Die zweiten Ableitungen ergeben

f’(x) = —sin(x)
g’(x) = cos(x)+cos(x) — X -sin(x).
Damit / §
iim LX) iy Py 700

x50 g(X) x=0g'(X) x=0g"(x) 2

(Die Leserin oder der Leser médge sich die Details, wie die Regel von de |I'Hbpital
hier verwendet wird, bitte genau Uberlegen.)

4.8 Differentiation von Potenzreihen

Wir haben einige der wichtigsten Funktionen - die Exponentialfunktion, Si-
nus und Kosinus — Uber Potenzreihen eingefuhrt. Jetzt wollen wir Metho-
den entwickeln, um die Differenzierbarkeit solcher Funktionen nachzuwei-
sen und die Ableitung zu ermitteln. Da Potenzreihen spezielle Beispiele von
Funktionenfolgen sind, werden wir das Hauptresultat in diesem Kontext be-
weisen.

4.8.1 Satz (Vertauschung von Differentiation und Grenzwertbildung). Es seien
a < b reelle Zahlen und f,: (a,b) — R differenzierbare Funktionen, n € N.
Die Folge (f})newn der Ableitungsfunktionen konvergiere gleichmdBig gegen
die Funktion g: (a.b) — R. Ferner gebe es einen Punkt xy €(a, b), so dass
(f2(x0))nen konvergiert. Dann gilt:

i) Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiert gleichmdaBig auf (a., b).

i Die Grenzfunktion f: (a,b) — R der Folge (f,)nen ist differenzierbar mit

f'=g.

Beweis. i) Auf Grund der gleichmdBigen Konvergenz der Folge (f})nen kann
zu vorgegebenem e > 0 ein N € N gefunden werden, so dass gilt:

€

vm,n > Nvx €(a.b): |f(x) — fi(x)| < 2(b—a)

4.3)
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Wegen der Konvergenz der Folge (f1(Xg))nen kONNen wir auch annehmen,
dass
<
5
Far m,n > N und x €(a, b) wenden wir den Mittelwertsatz auf die Funktion

¥m,n>N: o [fin(xo) = fa(x0)| < 4.4)
(fm = f)xxe]  OZW. (T — )]
an. Demnach gibt es ein € €(x, xg) bzw. £ €(Xxg. X). SO dass
fm(X) — f(X) = fm(X0) — fa(X0) + (Fn(€) — 7(€)) (X — X0).

Dies fuhrt zu der Abschdtzung

[fm(X) — fn(X)] < |fm(X0) — Tn(X0)| + [T70(&) — FA(E)] - X — Xo
(43) & (4.4) E+L-|x—x|<£+£—
2 2(b-a) olsp737¢e

Diese Abschdatzung gilt fUr alle x €(a., b) und alle m,n > N.
Nach dem Cauchy-Kriterium konvergieren alle Folgen (f(x))nen. SO dass
wir

f:(a,b) — R
X — lim f(x)
n—oo
bilden ké&nnen.
Seien m > Nund x €(a, b). Wir haben

[fm(X) = F(X)| = M |fm(X) = fn(X)| <.

Diese Ungleichung zeigt die gleichmd&Bige Konvergenz der Funktionenfolge
(fn)neﬂ\l OUf (O, b)-

i) Es sei x; €(a, b). Wir wollen den Differenzenquotienten A¢ ,, untersuchen.
Seie > 0. Es gibtein N € N, so dass
3

3

Auf Grund der gleichmd&Bigen Konvergenz der Funktionenfolge (f,)nen dUrfen
wir auch

vn>N: [fi(xq)—9g(x)| < 4.5)

vm,n= NV e(a,b) [f(€) — O] < 5
voraussetzen.

Sei x €(a.b), x # x;, Nach dem Mittelwertsatz gibt es eine Zahl ¢ €(x;, x)
bzw. £ (X, x;), fUr die

(fm(X) = 1a(X)) = (fm(x1) = fa(x1)) = (fn (&) — 13(&))-(x — X1)

gilt. Die obigen Abschdétzungen zeigen daher

¥m,n> Nvx €(a,b): | (fn(X) = (X)) = (fn(x1) = fa(x1))| < % X = x|
Der GrenzUbergang m — oo fUhrt zu
vn > Nvx €(a,b): |(f(x) — fa(x)) = (F(x1) = fa(x1))| < % X = x). 4.6)
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4.8 Differentiation von Potenzreihen

Wir fixieren ng > N. Es existiert eine Zahl § > 0, so dass

g (X) = Ty (1)

Vxe(a.b): |x—x|<d=
X —Xi

— fr,(x1)] <

w| m

Wir schlieBen
VX e(a.b):  |x—xi| <& = |fa(X) — oo (x1) — fr (X1)-(x = X7)| < %-|X—X1|. 4.7

Wdhlen wir h €( — 4§, 4), so bekommen wir die Abschdtzung

1
[Arx (N =g0a)| = - [f(xi+h) =) —glx) - hl
< (Ifoa+h) = f0x) - (fno(x1 +h) = fy (x1)) | +
#] oy (X1 + 1) = g (x1) = 1, 00) - |+ [T, (1) - h = g(x1) - A])
1 /e € €
S B(§h+§h+§h)_€
Hier haben wir Abschdtzung (4.6), (4.7) bzw. (4.5) benutzt.

Es folgt
lim Ar, (h) = g(x).

Damit haben wir die Differenzierbarkeit von fin x; und f'(x;) = g(x;) nachge-
wiesen. O

4.8.2 Satz. Es sei Y 72, ai(X — xo)k eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p.
Dann ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

Zk+] - Qa1+ (X — X0)¥ Zk - (X — X)¥ !
k=0
ebenfalls p.

Beweis. Sei p’ der Konvergenzradius der Reihe 2o (k+1) - Qs -(x —xp)k. Wenn
> e (k+ 1) Qa1 (X — Xo)¥ absolut konvergiert, dann auch Y2 (k+1) - Qs+ (X —
X0)**! und nach dem Majorantenkriterium 2.10.1 auch 372 Qa1+ (X — x0)¥*1.
Daher qilt p’ < p.

Schritt 1: Seien g < 1 und M reelle Zahlen. Die Reihe

o0

> (k+1)-M- g
k=0
konvergiert nach dem Quotientenkriterium 2.10.2.

Schritt 2: Seien x; e(xg—p. Xo+p). |X1 —Xo| <1 < pund g = |X; — Xp|/r < 1. Wir
haben im Beweis von Satfz 3.8.4 gesehen, dass ein M’ € R, M’ > 0, existiert, so
dass

|an| - [x1 — x| <M -q", neN.

Mit M := M’ /|x; — x| folgt
(N+ 1) |G| - 11 = x0" <(n+1)-M-g™, neN.

Damit konvergiert die Reihe 325 (k + 1) - a-(x1 — Xo)¥ nach Schritt 1 und dem
Majorantenkriterium 2.10.1 absolut. O

4Vgl. Beweis von Satz 3.4.8.
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4.8.3 Folgerung. Essei> ;2 ax-(x—xp)¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p. Dann ist

fi(Xo—pxo+p) — R

o0
X — > ae(x—xo)
k=0

eine differenzierbare Funktion, und die Ableitung ist durch
ffixg—p.X0+p) — R

X — Y (k1) G- (X = x0)
k=0

gegeben.
Es folgt, dass eine Potenzreihe unendlich oft differenzierbar ist.

Die Exponentialfunktion
4.8.4 Satz. Die Exponentialfunktion

exp:R — R

k=0
ist differenzierbar, und es gilt
exp’ =exp.

Die genannte Gleichung ist wiederum charakteristisch fur die Exponential-
funktion. Genauer gesagt gilt:

4.8.5 Satz. Es seien c € R* und f: R — R eine differenzierbare Funktion, so
dass

vxeR: f(x)=c-f(x).
Dann gilt
VxeR: f(x)="f(0)- exp(c-x).

Beweis. Die Funktion

gR — R
X +— f(x)-exp(—cC-X)

ist differenzierbar, und fur x € R gilt

gX) = F(x)-exp(—c-x)+f(X)-(~C)-exp(—c-X)

c-f(x)-exp(—c-x)—c-f(x)-exp(—c-x)=0.

Damit ist g konstant. Es gibt somit eine Konstante K € R, so dass

VxeR: f(x)-exp(—c-x)=K,
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4.8 Differentiation von Potenzreihen

d.h.
VxeR: f(x)=K-exp(c-x).
Weiter gilt
f(0)=K-exp(0) =K,
und unsere Aussage ist gezeigt. O

4.8.6 Satz. Der natdrliche Logarithmus ist differenzierbar, und es gilt

log’(x) = % X € Rug.
Beweis. FUr jede reelle Zahl x gilt
exp’(x) = exp(x) > 0.

Nach Satz 4.2.7 ist log differenzierbar, und fur die Ableitung in x € Ry hat
man

SR B
9 exp(log(x)) X’

Dies ist unsere Behauptung. O

Sinus und Kosinus
4.8.7 Satz. Die Funktionen sin und cos sind differenzierbar, und es gilt

Vx e R: sin’(x) =cos(x) und cos'(x)=—sin(x).

Beweis. Die Ableitung des Sinus ist durch die Potenzreihe

o0 1 © x2k
— k. - —_— . 2k = _— k .
;( D@k ) - ey X ;( V"
gegeben. Dies ist die Potenzreihe des Kosinus.
Die Potenzreihe
i(_wk.Qk.L.x?k—]—i(_])k ﬁ—i(_wkﬂ ﬂ
e (2k)! - = 2k — 1)1~ e 2k + 1)

definiert die Ableitung des Kosinus. Daraus liest man die Behauptung ab. [

Sinus und Kosinus sind somit unendlich oft differenzierbare Funktionen. Der
Schlussel zum Verstdndnis der trigonometrischen Funktionen sind die Additi-
onstheoreme:

4.8.8 Satz (Die Additionstheoreme fUr Sinus und Kosinus). Fur reelle Zahlen
X1, X2 QIIT

sin(x; + Xo)
cos(x; + Xo)

SiN(x7) - COS(Xp) + COS(X7) - SiN(X2)
COs(X7) - COS(Xp) — sin(Xy) - sin(X2).
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Beweis. Wir fixieren a € R und definieren die (differenzierbaren) Funktionen

R — R
X — sin(x+a) —sin(x) - cos(a) — cos(x) - sin(Q)

und

FFrR — R
X +— COS(Xx+ a)— cos(x) - cos(a) +sin(x) - sin(q).

Wir haben unser Ziel erreicht, wenn wir zeigen kénnen, dass F, und F, beide
die Nullfunktion sind. Deshalb Uberprifen wir, dass die Funktion F2+F2 konstant
null ist. Aus den Ableitungsregeln (Abschnitt 4.2) und Satz 4.8.7 erhalten wir

F
7

COs(Xx + a) — cos(x) - cos(a) +sin(x) -sin(a) = F,
—sin(x + a) +sin(x) - cos(a) + cos(x) - sin(a) = —F,

und
(F]2+F22)’=2~F{~F1+2-F§~F2=2-F2~F1—2~F1~F2=O.

Nach Folgerung 4.3.7 ist F2 + F2 konstant. Aus sin(0) = 0 und cos(0) = 1 folgt
F(0)=0=F(0),

so dass F2 + F2 die Nullfunktion ist. O

4.8.9 Bemerkung. Im Ausblick zu diesem Kapitel erlGutern wie die Additions-
theoreme fUr die trigonometrischen Funkfionen als Anwendung der Funktio-
nalgleichung der Exponentialfunktion imm Komplexen.

4.8.10 Folgerung. Fur jede reelle Zahl x gilt

sin?(x) + cos?(x) = 1.

Beweis. Wir wenden das zweite Additionstheorem auf x; = x und x, = —x
an. Wegen cos(0) = 1, sin( — x) = —sin(x) und cos( — x) = cos(x) folgt die
Behauptung. O

4.8.11 Bemerkung. Nach der Folgerung liegt fur jede reelle Zahl x der Punkt
(cos(x),sin(x)) auf dem Einheitskreis (s. Abbildung 4.1). Die Ubereinstimmung
unserer Definition von Sinus und Kosinus mit derjenigen Uber Winkel ist also
verifiziert, sobald man zeigen kann, dass das gelb markierte Bogenstuck die
Ladnge x hat. Die Techniken, die einem die Messung der Lange einer Kurve im
R? gestatten, werden wir im Rahmen der Vorlesung ,Analysis II* vorstellen.

Der n&chste Satz bereitet die Definition der Kreiszahl 7 vor.

4.8.12 Satz. Es gibt genau eine Zahl x € [0, 2] mit

cos(x) = 0.
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(cos(x),sin(x))

L

Abbildung 4.1: Sinus, Kosinus und der Einheitskreis

Beweis. Wir schreiben zundchst die Potenzreihe des Kosinus etwas um: FUr x €
R gilt

x2 x4 x6 X8
cos(x) = 1f§+mfa+§i---

X2 X2 X0 X2
1‘5'(1‘m)‘a'(“ﬂ)‘
0 2+4k 2
Y X (1= X .
= (2 + 4k)! (3 +4k)-(4 + 4k)

Fur x € [0, 2] sind alle Summanden der unendlichen Summe positiv, so dass
sich die Abschdtzung
X2 x?
COS(X)<1—7-(1—ﬁ)

ergibt. Insbesondere finden wir

1 1
cos(2) < 1-2- (15) =3

Da cos(0) = 1, muss es nach dem Zwischenwertsatz 3.5.2 im Intervall [0, 2] eine
Nullstelle des Kosinus geben.
Wir schreiben weiter die Potenzreine des Sinus um:

x x x5 X
*§+ B 7
T R . G
2.3 5! 6.7

x 1+4k

1
X
T
- kzo 1+ 4k)! < (2+4/<).(3+4/<)>'

sin(x)

Fur x € [0, 2] sind alle Summanden positiv. Also gilt cos’(x) = —sin(x) < O fur
x € [0,2]. Nach Folgerung 4.3.8 iv) ist der Kosinus auf dem Infervall [0, 2] streng

153



Kapitel 4 Defferentiatrectining

monoton fallend und damit injektiv. Der Funktionswert 0 kann héchstens ein-
mal angenommen werden.

Da wir bereits eine Nullstelle des Kosinus auf [0, 2] gefunden haben, ist die
Aussage bewiesen. O

4.8.13 Definition. Die Zahl = ist definiert als diejenige reelle Zahl, fur die

™

s .
56[0,2] und 003(2) =0 gilt.

4.8.14 Bemerkung. Da der Kosinus eine gerade Funktion ist, besitzt er auf dem
offenen Intervall ( — 7/2,7/2) keine Nullstelle. Weiter gilt cos(x) > 0 fGr x €
(—7/2,7/2), weilcos(0) =1 > 0.

Wegen sin’(x) = cos(x) > 0 fUr x €( — n/2,7/2) ist der Sinus auf dem abge-
schlossenen Intervall [-x/2, /2] streng monoton wachsend und damit um-
kehrbar. Damit ist Beispiel 3.3.15 vii) gerechftfertig.

Ebenso vergewissert man sich, dass der Kosinus auf dem Intervall [0, 7]
streng monoton fallend ist.

4.8.15 Satz. Die trigonometrischen Funktionen sin und cos sind periodisch mit
primitiver Periode 2.

Beweis. Im Beweis von Satz 4.8.12 haben wir cos(n/2) = 0 und sin(x/2) > 0

bewiesen. Die |dentitat
sin? (g) + Ccos? (%) =1

sin (g) =1

Des Weiteren ergibt die Anwendung der Additionstheoreme 4.8.8 fUr x € R

zeigt daher

sin (g + x) = sin (g) - COS(X) +COs (g) -sin(x) = cos(x) 4.8)
COos (g + x) = COS (g) - COS(x) — sin (g) -sin(x) = —sin(x).

Daraus schlieBen wir

sin(m + x) = sin (g + (% +x)) = COS (% +x) = —sin(x)

und endlich
sin(27 + x) =sin(m+(m + X)) = —sin(r + x) = sin(x), x € R.

Damit ist 27 eine Periode des Sinus. Wegen

1=sin (g) = sin <7r— g) £ sin (fg) -1

ist = keine Periode des Sinus.

Sei nun 0 < h < 27 eine Periode des Sinus. Wegen (4.8) ist h auch eine
Periode des Kosinus, und wir haben

™ s .
0=cos (5) = COS (§ + h) = —sin(h).

Wir Uberlassen es dem Leser zu Uberprufen, dass aus 0 < h < 27 und
sin(h) = 0 die Gleichung h = = folgt. Da 7 keine Periode ist, haben wir einen
Widerspruch konstruiert, so dass 27 die primitive Periode sein muss. O
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Nachdem wir die Ableitungen der trigonometrsichen Funktionen zur Verfu-
gung haben, diskutieren wir nun einige weitere Beispiele, die die Ableitungs-
regeln aus Abschnitt 4.2 illustrieren. Diese Beispiele werden im folgenden Ab-
schnitt zu einem inferessanten Gegenbeispiel ausgebaut.

4.8.16 Beispiel. i) Der Leser moge sich mit den obigen Argumenten vergewis-
sern, dass die Nullstellen des Kosinus genau die Zahlen der Form (2k + 1) - 7/2,
k € Z, sind. Wir betrachten die Tangensfunktion

tan: [R\{(2k+1)-g|kel} — R,

sin(x)

X cos(x)’

Diese Funkfion ist Uberall differenzierbar, und nach der Quotientenregel
(Satz4.2.1iv)" gilt

_ COSQ(X) + Siﬂ2 (x) Folgerung 4.8.10 1
cos?(x) cos?(x)’

tan’(x)

81 y= cos?(x)

N —————— ————— — — — — — — — -

SE

i) Essei h: Rsg — R, x — sin(1/x). Wir wenden die Kettenregel 4.2.4 an.

Innere Funktion: f(x) =+
AuBere Funktion:  g(y) =sin(y)
Innere Ableitung:  f/(x) = —%;

/

AuBere Ableitung: g'(y) = cos(y).

= h(x) = (gof)/(x)
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T [
I RV

+8000 y = o)
+6000
4000

M[\[\/\ N A~ |
L oo0n O VVVo\gﬂz\/ Voox~ 004 0.05

+-4000
+-6000
+-8000

i) Es sei h: Rvg — R, x — x - cos(1/x). Die Funktion x - cos(1/x) I&sst sich
durch 0 in den Ursprung hinein stetig fortsetzen.

+0.05
+0.04

= W ) A
AT \/

T-0.04
T-0.05

Nach der Produktregel (Satz 4.2.1 iii) qilt

H (x) = cos <%> +Xx-k'(x), k(x):=cos <%> .

Wie in i) findet man

Also
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+100
reess(§) 10 ()

™ WA A A il
I 5 o.({ vv \}1503\/ o4 _/ 005

+-100

4.9 Zwei Gegenbeispiele

Man untersucht eine Theorie nicht nur durch das Beweisen von Aussagen,
sondern auch durch Gegenbeispiele, die zeigen, dass gewisse Schlussfol-
gerungen nicht méglich sind. Besonders in der Theorie der Reihen haben
wir viele Gegenbeispiele betrachtet. Hier wollen wir zwei markante Ge-
genbeispiele zum Verhdltnis der Begriffe ,Stetigkeit™ und ,Differenzierbar-
keit" vorstellen.

Zundchst wollen wir die Ableitung einer differenzierbaren Funktion etwas bes-
ser verstehen. Wir beginnen mit:

4.9.1 Satz. Es seien D ein offenes, mdglicherweise unbeschrdnktes Intervall
und f: D — R eine differenzierbare Funktion. Dann erfdllt ' den Zwischen-
wertsatz, d.h. zu xy. xo € D mit x; < Xo und f'(xy) # f'(X2) und einer reellen Zahl
c mitf'(x;) < c < f'(x) bzw. f'(xp) < ¢ < f'(x7) gibf es einen Punkt & (X1, X2)
mift

f'(¢)=c.

Beweis. Schritt 1. Es seien x;,x € D mit x; < xo und f/(x7) < 0 < f'(Xp). Aus der

Tatsache
f(x1+h) —f(x)

H _ — £/
lim Ar (h) = - ='(x)) <0
folgern wir, dass ein 7 > 0 mit der Eigenschaft
Vx e(x1.x1+¢e7) 0 f(x7) > f(X) 4.9
existiert.
Entsprechend folgern wir aus /(x;) > 0, dass ein e, > 0 existiert, so dass
VX E(XQ - 52,X2) . f(X) < f(XQ). 4.10)

Die Funktion firy, x,] ist stetig (Lemma 4.1.3). Damit nimmf sie in einem Punkt
¢ des Intervalls [x7. x] ein (globales) Minimum an. Auf Grund von (4.9) und
(4.10) muss £ €(x;. X2) gelten. Nach Satz 4.3.2 gilt

f'(¢) =0.

Schritt 2. Wir kdnnen nun den Satz beweisen. Wir betrachten dazu x;, x, € D
mit x; < Xp und f'(x7) < f'(X2) sowie ¢ €(f'(x1). ' (xp)). (Den Fall, in dem '(x;) >
f'(x2) gilt, fihrt man durch Betrachtung von —f auf diese Situation zurdck.)
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Wir bilden
gD — R
X — f(x)—c-x.
Die Funktion g ist differenzierbar, und unsere Annahmen besagen
gx)=f(x)—c<0 und g(x)>0.
Nach Schritt 1 existiert eine Stelle £ €(x;, x2) mit
0=g'()=r(-c
Diese Gleichung zeigt unsere Behauptung. O

Wegen dieses Satzes kann die Ableitung einer differenzierbaren Funktion nicht
beliebig ausfallen. Sie kann z.B. keine Sprungstellen haben. Die Vorzeichen-
funktion sign (s. Beispiel 3.1.3 vi) fritt also nicht als Ableitung einer differenzier-
baren Funktion f: R — R auf.

Dennoch kann man nicht schlieBen, dass die Ableitung einer differenzier-
baren Funktion stetig ist:

4.9.2 Beispiel. Wir definieren

fTR — R

2 H 1
X X% - sin (;) falls x # 0
0, fallsx=0.

Diese Funktion ist Uberall differenzierbar: Fir x = O ist das klar. Weiter gilt

h? -sin (+
Af,O(h) = # = h-sin (%) ., heR~
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4.9 Zwei Gegenbeispiele

Da [sin(1/h)| < 1, h € R*, folgt

lm Aso(h) =0.

Die Ableitung der Funktion f ist
f"R — R
in (] 1
X 2-x-sm(;)—cos(;), falls x #0
0, fallsx=0
Sie ist in O nicht stetig. (Genauer gesagt ist x — 2 - x - sin(1/x) nach 0 stetig
fortsetzbar, x — cos(1/x) aber nicht.)

Wir haben gezeigt, dass eine differenzierbare Funktion stefig ist. Es liegt
nahe, die Beziehungen zwischen stetigen und differenzierbaren Funktionen
genauer zu betrachten. Leider gibt es keine andere als die bereits genannte:

4.9.3 Beispiel. Es sei
fr R — R

1 1
X — |X—Kk[ xe {k?k+§>,kez.

Die Funktion fj ist stetig und periodisch mit primitiver Periode 1.

fo

2 -]

(@
M_

Weiter definieren wir, furn > 1,
fm R — R
X — % (47 - X).
Diese Funktion ist stetig und periodisch mit primitiver Periode 1/4". Wir halten
fest: .

; <= .
Vne Nvx € R Ifa(X)] < 5 “a1mn

Nun definieren wir

Gleichung (4.11) zeigt, dass diese Definition méglich ist und dass die Funkfio-

nenfolge
n
k=0 neN

gleichmdaBig gegen f konvergiert. Folglich ist die Funktion f stetig (Satz 3.7.9).
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Wir behaupten, dass f nirgends differenzierbar ist. Dazu sei xg € R. Wir wer-
den eine Nullfolge (hn)nen reeller Zahlen angeben, fur die

I A1)

nicht existiert.
Es seien

, heN.

und [} =

Xo. Xo t+

1
/n = |:XO_WIXO W
Die Funktion f, ist zumindest auf einem dieser beiden Intervalle linear (mit Stei-
gung —1 bzw. +1), n € N. Wenn f, auf Iy bzw. I} linear ist, dann gilt dies auch
fur fa.....Th_1, N € N. Wir setzen ¢, := —1, wenn f, auf /5 linear ist, und ¢, := 1
andernfalls.
Die Folge (hn)nen ist gegeben durch

1

W, neN.

hn=c¢n-
Nach dem zuvor Gesagten haben wir folgendes Verhalten:

fu(xo+hn) = fu(xo)| _ [ 1, fallsk e {0,...n}
hn 10, fallsk >n '

Deshalb ist D, := Afx,(hn) € Z, und D, ist gerade, wenn n ungerade ist, und
ungerade, wenn n gerade ist, n € N. Die Folge (A, (hn))nen kann damit nicht
konvergieren.

4.9.4 Bemerkung. Dieses Beispiel ist typisch fur die Entwicklung der Mathe-
matik: Zun&chst suchen wir nach einem geeigneten Formalismus, in dem wir
einen bestimmten Sachverhalt sauber behandeln k&nnen. Im obigen Beispiel
ist das der Formalismus der Funkfionenfolgen, mit dem wir z.B. die Exponenti-
alfunktion definiert haben. AnschlieBend stellt man fest, dass man mit diesem
Formalismus viele neue Beispiele konstruieren kann, die unerwartete und in-
teressante Eigenschaften haben kénnen. Oben war das die Funktion f.

4.10 [HHerationsverfahren

Far die Praxis ist folgendes Problem relevant: Gegeben seien f: D — R
und yp € W(f). Man bestimme

' (v0) = {x e DIf(x) = yo}.

Betrachten wir statt der Funktfion f die Funktion g: D — R, x — f(X) —
Yo. SO erhalten wir das dquivalente Problem, die Nullstellen der Funktion
g: D — R zu bestimmen.

Man wird nur selten eine exakte Antwort finden. Daher ist es wichtig, Ndhe-
rungsverfahren fur die Bestimmung von Nullstellen zu entwickeln.

Dazu benutzt man sogenannte Iterationsverfahren, die von folgender Bau-
art sind:

e Man fixiert eine gewisse Iferationsvorschrift y = I(x).
o Man wdhlt einen Startwert xg und setzt
Xy = I(Xg)
e und allgemein
Xn+1 = 1(Xn), N eN.

Man hofft, dass die so gewonnene Folge (xn)nen konvergiert und dass der
Grenzwert ¢ die gewunschte Eigenschaft hat, z.B. f(£) = yo.
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4.10 lterationsverfahren

Fixpunkte

Wir betrachten eine stetfige Funktion f: [a,b] — R mit —co < a < b < oo und
f([a.b]) C [a. b]. Die Iterationsvorschrift sei einfach /(x) = f(x).

Wenn wir nun einen Startwert xg haben, so dass die durch obige Iterati-
onsvorschrift gewonnene Folge (xn)nen g€gen ¢ € [a. b] konvergiert, dann
gilt
f stetig

= f(&).

€= Jm %= I fx)
Man sagt, € ist ein Fixpunkt von f.

Die Fixpunkte von f sind gerade die x-Werte der Punkte, an denen der
Graph I (f) von f die Gerade { y = x } schneidet.

Anndherung an einen Fixpunkt.

y =X
Xo = f(X]) -
1
1
| e A )
X1 = f(xo) — N~
! |
N .

4.10.1 Satz. Zusditzlich zu den obigen Voraussetzungen sei f in (a, b) differen-
Zierbar, und es gebe ein g € R mif |f'(x)| < g < 1 fdr alle x €(a, b). Dann gibt
es genau einen Fixpunkt £ € [a,b] von f, und fdr jeden Startwerf xp € [a, b]
konvergiert die Folge (Xn)nen Mit Xne1 = f(Xn). N € N, gegen &. Es gilt die
Abschdatzung

n
d “|Xn = Xp_1] < el

1_ _

1€ —Xn| <

'|X17X0.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar: Nehmen wir zwei Fixpunkte n und &, dann gilt
nach dem Mittelwertsatz (genauer Folgerung 4.3.6)

In=¢&l=1[fn) —FOI<qg-In—¢&l.

Wegen g < 1 folgt |n —¢| =0, alson =¢.
Nach dem Mittelwertsatz gilt flr je zwei Punkte x, y € [, b]

f) —fI<ag-x—vl
Insbesondere gilt
[Xne1 — Xn| = 1F(Xn) — F(Xn=1)| < Q- |Xn — Xn—1]. N EN.
Es folgt

[Xpe1 — Xn| < Q7 |X1 —Xo|. NeN.
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Kapitel 4 Defferentiatrectining

Damit konvergiert die Reihe Y /2 (Xk+1 — Xk) nach dem Majorantenkriterium
2.10.1 und daher auch die Folge

n—1
Xn=X0+Z(Xk+] 7Xk), ne N.
k=0
Ihr Grenzwert ¢ liegt in [a, b], da dieses Intervall abgeschlossen ist (vgl. Defini-

tion 3.4.1). Wie zuvor gesehen ist £ ein Fixpunkt.
SchlieBlich gilt fur ne N

oo n—1
x| = (xO £ 3 (e xk>> - <xO £ 3 (e xk>) | -
k=0 k=0
= Z(Xkﬂ - Xi)| = Z(ka — Xpek—1)| <
k=n k=1
< Z I Xnek — Xnsk—1] < Z < |Xn — Xn_1| =
k=1 k=1
n
= %q'b(n_xn—ﬂ < ](zq'|X1 - Xol.
Dies ist die gesuchte Absch&tzung. O

4.10.2 Bemerkung. i) Das Verfahren eignet sich auch fur die Bestimmung von
Nullstellen, indem man es auf die Funktion y = f(x) + x anwendet. Dann muss
allerdings |f'(x) + 1| < g < 1 fUralle x € [a, b] gelten.

il Der obige Satz wird in der Analysis Il zum Banachschen Fixpunktsatz ver-
allgemeinert. Mit ihm kann man sogar Aussagen zur Lésbarkeit von Differenti-
algleichungen machen.

iii) Die Fehlerabschdtzung zeigt, dass die Folge desto schneller konvergiert,
je kleiner g ist. Mit der Fehlerabsché&tzung kann man z.B. ermitteln, wieviele
[terationen man durchfUGhren muss, um ein Ergebnis zu erhalten, das den ge-
suchten Wert mit vorgegebener Genauigkeit approximiert.

iv) Im Allgemeinen wird man auch die Funktfionswerte f(x,) nur ndherungs-
weise berechnen kénnen. Dies muss man bei der Betrachtung der Genauig-
keit der Approximation in Betracht ziehen.

Nehmen wir an, wir machen Fehler, die kleiner als (1 — g) - 10~'° sind, d.h.
statt mit der Folge (Xn)nen Mit Xne1 = f(Xn), N € N, arbeiten wir mit einer Folge
(Xn)nen. IN der sich X,.; im Betrag vom Funktionswert von x, um einen Wert
<(1 = @) - 1079 unterscheidet, n € N. Der Mittelwertsatz garantiert, dass wir
uns dabei nicht immer weiter von der Folge (xn)nen entfernen. Dies zeigen wir
induktiv. Gilt

[Xn — Xn| < 10710,

dann folgt

[Xne1 — F(Xn) + F(Xn) = F(Xn)| < [Xnr1 — F(Xn)| + [F(Xn) — F(xn)| <
(1—=q)-107%+qg-|X—xa| <(1=q)- 10709+ g-1071°=
10°1°,

|}n+1 — Xn+1 |

A

Gilt nun in einem Schritt X, = X,, dann kdnnen wir also schlieBen

- - 1
%7 X1 = Xper |+ [Xn — Xn| < m .10719,

|§ - Xn| S : |Xn+1 - }nﬂ +}n+1 - }n +}n - Xn| S

IN
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4.10 lterationsverfahren

Es folgt

I 407941002229 1p-0. 412

|§*}n|§|§*xn|+|xn*)~(n|<1_q T—q

4.10.3 Beispiel. Man bestimme das Maximum der Funktion®

F:Ryo — R
1

x5. (exp(%) - 1) |

X

20+ y = F(x)
15+
10+
5__
; } : 1
Es gilt

Also haben wir fir x > 0
F(x)=0 < 5x. (exp(%) _ 1) ~exp(1) -0
= 5X'(6XD(%)—1)=eXD(%)
— 5-<1exp(%))=%.

Wir setzen f := 1/x und f(f)

5:(1 — exp( — 1)). Wir suchen also einen Wert
7> 0mit f(r) = 7. Es sei g(f)

f(t)—t teR.

5Die Bedeutung dieser Funktion in der Physik wird im Buch von Forster (4) erklért,
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Zundchst bemerken wir
gty=Fft)—-1=5-exp(-1) -1, teR.
Wir sehen
t€(0,log(d)) = d(H>0 = gsmwauf[0,log(5)]

te(log(d),00) = J(H <0 = gsmfauf(log(5).0).

Da zudem g(0) = 0O, gilt g(x) > O fur alle x €(0,log(5)]. Die Funktfion g besitzt
daher héchstens eine Nullstelle in (log(5), o).
Nun berechnen wir

g(4)~0,908 >0; g(5)~ —0,033 <O0.

Die Funktion g besitzt daher nach dem Zwischenwertsatz 3.5.2 in [4, 5] genau
eine Nullstelle. Da exp( — ) smf ist, folgt fur alle t € [4, o)

f'(t)y < f'(4)=5-exp(—-4)=0,090157-.- =@

und
g

1-qg
Wir flhren nun das Verfahren fUr fy = 5 durch und rechnen in jedem Schritt
auf 6 Dezimalstellen genau.
n 1 2 3 4 5
fh | 4966310 4965155 4965115 4965114 4,965114

< 0,101.

Nun unterscheiden sich f, und ?5 nicht mehr. Nach (4.12) gilt
7 —tl<(2-9)/(1-q)-107° < 10°°,

so dass auf jeden Fall
T=4,9651 41075,

Far¢=1/7 gilt
£=0,2014+1075,
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4.10 lterationsverfahren

d.h. der Wert von ¢ ist bis auf vier Nachkommastellen genau.
Jetzt muss noch Uberprift werden, dass an der Stelle € ein Maximum vor-
liegt. Dies folgt aus den Tatsachen
F(x)>0, x>0, Ilm F(x)=0 und Ilim F(x)=0.

x—0+0 X—00

Newtons Tangentenverfahren

Dieses Verfahren geht auf Sir Isaac Newton zurick und dient der Bestimmung
von Nullstellen.

Es sei f: [0.b] — R eine differenzierbare Funktion. Die Iterationsvorschrift
sei die folgende: FUr einen Wert x* ist /(x*) gegeben als der x-Wert des Schnitt-
punkts der Tangente an () in (x*, f(x*)) mit der x-Achse. Die Gleichung der
obigen Tangente ist

y = f/(x*)-(x — x*) + f(x*).

Damit ist /(x*) durch
0= f"(x*)-(I(x*) — x*) + f(x*)

bzw.

gegeben.

Zum Newtonverfahren. I (f)

s :

Um zu verstehen, warum diese Iterationsvorschrift sinnvoll ist, gehen wir ein-
mal von der extremen Situation f(x) = cx+d, ¢ # 0, aus. Dann stimmt die Tan-
gente an jeden Punkt x* mit dem Funktionsgraphen Uberein, und im ersten
Schritt des Newton-Verfahrens finden wir die Nullstelle.

Damit ist intuitiv klar, dass das Newton-Verfahren gut geeignet ist, falls

¢ der Startwert bereits eine gute Ndherung fur die Nullstelle ist, i.e. |f(Start-
wert)| klein ist,
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e die Kurve in dem Bereich zwischen Startwert und Nullstelle besonders
steil ist, i.e. |f’| groB ist,

e die Kurve in dem Bereich zwischen Startwert und Nullstelle wenig ge-
krimmt ist, i.e. |f”| klein ist.

Versagen diese Bedingungen, dann macht man sich auf der anderen Sei-
te klar, dass das Verfahren nicht zu konvergieren braucht.

Ein divergentes Newtonverfahren.

4.10.4 Satz. Esseif: [a,b] — R eine stetige, in (a, b) zweimal differenzierba-
re konvexe Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann gilt:

i) Es gibt genau ein ¢ €(a, b) mitf(£) =0.

i) Far jeden Startwert Xy €(a., b) mit f(xg) > 0 konvergiert die Folge (Xn)nen

mit
f(Xn)

70 neN,

Xn+1 = Xn —

monoton fallend gegen ¢.°
i) Falls f'(¢) > C > 0 und ""(x) < K fdr alle x €(£. b) gilt, dann folgt

[Xna1 — Xn| < |€ — Xn| < [Xn —Xn—1|2: n>1.

LS
2C

Beweis. i)y Nach Satz4.4.2,i), gilt f’(x) > 0fdralle x €(a.b). Daherist f: (a,b) —
R nach Folgerung 4.3.8, i), monoton wachsend.
Weiter sei g € [a, b] so gewdhlt, dass

fx) = f(q). xela.pb]

Die Existenz einer solchen Zahl wird von Satz 3.5.3 garantiert. Man beachte,
dass f(q) < f(a) < 0. Falls g €(a, b), so gilt f'(q) = 0 (Satz 4.3.2). Nach dem
zuvor Gesagten gilt f/(x) < 0fur x €(a. g), so dass f auf [a, g] monoton fallend
ist und wegen f(a) < 0 dort keine Nullstelle haben kann. (Man beachte, dass
a = g moglich ist.)

Nach dem schon zitierten Zwischenwertsatz existiert wegen der Vorausset-
zung f(a) < 0 < f(b) eine Nullstelle £ von f. Auf Grund der obigen Diskussion

5Gegenstand des Satzes ist auch, dass wir diese Folge Uberhaupt bilden kénnen, d.h., dass in
jedem Schritt f/(xn) # 0 und X, €(a, b) gilt.
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4.10 lterationsverfahren

muss ¢ €(q, b) gelten. Gdbe es zwei verschiedene Nullstellen & < &, sO exis-
fierte ein n €(&,&) mit '(n) = 0 (Satz von Rolle 4.3.4). Auf der anderen Seite
existiert nach dem Mittelwertsatz 4.3.5 ein 7 €(q. &) mit

2 &) —f@) _ -9
rim = &1—qg 51*Cl>0' @19

Die Ungleichungen 7 < & < nund f'(r) > 0 = f'(n) widersprechen dem mo-
notonen Wachstum von f'. Unsere Annahme zweier verschiedener Nullstellen
war also absurd.

i) Wir halten fest, dass /(¢) > 0. (Mit Gleichung (4.13) fUr & = £ finden wir
ein 7 < ¢ mit f'(r) > 0. Ferner ist f” monoton wachsend.)

Wir beweisen zundchst x, €(a.b). f(x5) > 0und x, > & n € N, durch
Induktion Uber n. Far n = 0 gilt xp €(a. b) und f(X5) > 0 nach Wahl von xg. Wie
im Beweis von Teil i) erkannt wurde, muss dann xg > g gelten. Ware xg €(q.€).
so gdbe es nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle von f auf [, xg]. Das
haben wir in i) ausgeschlossen.

Im Induktionsschritt stellen wir zun&chst fest, dass x, > ¢ die Ungleichung
f'(xn) > '(&) > O impliziert, so dass f(xn)/f' (xn) > 0 und

f(xn)

o0y S0 4.14)

Xp+1 = Xn —

Die Funktion’

p:la,b] — R
X — f(x) = f(Xp) — F'(Xn)- (X — Xn)

ist stetig und auf (a, b) differenzierbar, und es gilt
@' (x)=f(x) - f'(xn), xe(a.b).

Insbesondere folgt ¢’'(x) < 0 fur a < x < Xp, SO dass ¢ auf [a, x,] monoton
fallend ist. Da ¢(x,) =0 und a < x, folgt ¢(a) > 0, so dass

0> f(a) > f(xn) + f'(Xn)-(a — Xn).

Mit der Iterationsvorschrift wird dies zu a < Xn.1, d.h. Xp1 €(a.Xn) C(a.Db).
Ebenso folgt aus xn.1 < Xn, dass ¢(xn.1) > 0 und deshalb

f(Xn+1) > f(Xn) + f/(Xn)'(XnH —Xp) = 0.

Die letzte Gleichung ist eine Folge der Iterationsvorschrift (4.14). Wie im Induk-
tionsanfang schlieBen wir von f(xn41) > 0 auf X, > €.

Wegen (4.14) ist die Folge (xn)nen Monoton fallend. Da sie durch ¢ nach
unten beschrdnkt ist, konvergiert sie nach Satz 2.3.2. Sei ¢* ihr Grenzwert. Da f
und f’ stetig sind (Lemma 4.1.3), erfullt £ die Gleichung

F(&)
F(&)
Nun gilt aber &* > ¢ und daher auch f/(£*) > /(&) > 0. Es folgt f(¢*) = 0, d.h.
§r=¢.
’Die Funktion ¢ vergleicht die Funktion f mit der linearen Funktion, die die Tangente von I (f)

an (xn. f(xn)) beschreibt. GemdB unserer Anschauung sollte die Tangente unterhalb von I (f)
liegen. Mit Hilfe von ¢ |&sst sich das formal begrinden.

§*=§-*7
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iii) Die erste Ungleichung ergibt sich folgendermaBen:
|Xn+1 - Xn| =Xp— Xpe1 < Xp— & = |§ - Xn|-

Aus x > ¢ folgt wie Ublich f/(x) > f/(¢) > C. Der Mittelwertsafz impliziert f(x) =
f(x) = f(§) = C-(x = &), x €(£. b). Wir sehen

f(Xn)

o NeEN 4.15)

|§*Xn|=xn*§§

Seien n> 1 und?®
v:(a,b) — R

X — f(x)—f(xn_1)—f’(xn_1)-(x—xn_1)—g-(x—xn_1)2.

Diese Funktion ist zweimal differenzierbar, und fur x €(a, b) hat man

P(x) = F(X) = (Xp—1) — K-(X — Xp_1)
P(x) = f'(x)—K.

Aus der Voraussetzung folgt " (x) < 0 fur x €(¢, b). Damit ist ¢’ auf dem Inter-
vall [¢, b) monoton fallend. Da ¢/ (x,_1) = 0 gilt ¥/ (x) > 0fur x € [£, Xh_1]., SO dass
¥ auf [€, X,_1] monoton wachsend ist. Nun gilt aber auch ¢ (x,_1) = 0. Daraus
schlieBen wir ¢(x,) < 0. Diese Abschdétzung I&sst sich wie folgt schreiben:

, K K
f(Xn) < F(Xn=1) + ' (Xn—1)-(Xn — Xn—1) + 5'(Xn —Xn_1)? = 5'(Xn —Xp_1)%

Einsetzen in (4.15) liefert die behauptete Ungleichung. O

4.10.5 Bemerkung. i) Fir K/2C < 1 sagt einem die Fehlerabschdtzung, dass
X, Mit £ bis auf 2k Dezimalstellen Ubereinstimmt, falls x, und x,_; bis auf k
Dezimalstellen Ubereinstimmen. Ferner stimmen dann x,.1; und x, bis auf 2k
Dezimalstellen Uberein und somit x,,; und & bis auf 4k Dezimalstellen. Die Zahl
der gultigen Stellen verdoppelt sich somit in jedem Iterationsschritt.
i) Man kann das Verfahren zur Ermittlung von Fixpunkten auf
1)
F(x) =x 70x)
anwenden, um das Newton-Verfahren als Spezialfall zu erhalten. Dies fuhrt
auf eine andere Konvergenzbedingung, die unsere oben aufgelisteten Kon-
vergenzkriterien elegant zusammenfasst (s. Aufgabe 6.16.1).
iii) Das im Satz formulierte Kriterium ist nur hinreichend fur die Konvergenz. In
Aufgabe 6.15.3 lernen Sie ein Beispiel fur eine einmal differenzierbare Funktion
mit linear konvergentem Newton-Verfahren kennen.

4.10.6 Beispiel (Wurzelberechnungen). Es seien k > 2 eine naturliche Zahl,
a € Rygund
fiRyg — R
x — xK-a.

8Die Funktion ¢ erlaubt, den Vergleich zwischen der Funktion f und der linearen Funktion, die
die Tangente von I (f) an (xn, f(xn)) beschreibt, in Termen der Krimmung abzuschatzen. Die Wahl
des quadratischen Faktors wird durch die folgenden Rechnungen erkidrt,
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Ausblick. Die Exponentialfunktion im Komplexen

Die Nullstelle von f ist also gerade die k-te Wurzel von a (vgl. Hilfssatz
2.10.5). Es gilt

f(x)=k-x*1 und f'(x) = (k—=1)-k-x¥? = f'(x)>0, x>0,

Die Funktion f ist konvex (Satz 4.4.2 i), und deshalb ist das Newtonverfahren
anwendbar. Die lterationsvorschrift lautet

f(x) . xK—a
f'(x) k - xk=1

lk-((k—1)-x+xk—ci]).

Nach dem Satz konvergiert dieses Verfahren fUr jeden Startwert xg mit xg >a
gegen die k-te Wurzel aus a. Insbesondere erkennen wir das Verfahren aus
Abschnitt 2.5 wieder.

Ausblick. Die Exponentialfunktion im Komplexen

Erinnerung (Die komplexen Zahlen (15), §40).
e Im Korper C der komplexen Zahlen existiert i := /1.

Jede komplexe Zahl z Iasst sich in eindeutiger Weise in der Form z = x +iy
mit x, y € R schreiben. Die Zahl Re(z) := x heiBt der Realteil von z und die
Zahl Im(z) := y der Imagindrteil.

e Addition: Es seien z; = x; + iy; und 2 = x> + iy, zZwei komplexe Zahlen.
Dann ist ihre Summe

Z1+ 2 =(x1 + X0) +i(y1 + o).

o Multiplikation: Es seien z; = x; +iy; und 2, = X + iy, zwei komplexe Zahlen.
Inr Produkt ist die Zahl

Z1-Zp =(X1X2 — Viye) +i(X1Yo + Xo¥1).

e Esseiz = x+iy eine komplexe Zahl. Dann ist die konjugiert komplexe Zahl
gegeben als
Z=X-1ly.

e Der Befrag einer komplexen Zahl z = x + iy ist die nicht negative reelle

Zahl
|z| :=VZz-Z=/X2+y2.
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Die konjugiert komplexe Zahl Die komplexen Zahlen
vom Betrag r

v =) Z=X+iy
| X = Re(2) r
=Re(2)
—y =1Im(z)
Z=X—ly

{z=x+iy|lz|=r}

={z=x+iy|x2+y?=r?}

4.10.7 Definition. Man kann nun Folgen und Reihen von komplexen Zahlen
einfuhren. Begriffe wie Cauchy-Folge und konvergente Folge werden genau
wie fUr reelle Zahlen definiert, indem man den gewdhnlichen Absolutbetrag
durch den komplexen Betrag ersetzt. Z.B. sagt man, dass eine Folge (Cn)nen
gegen die komplexe Zahl ¢ konvergiert, wenn es fur jede reelle Zahl e > 0
eine natdrliche Zahl N gibt, so dass fur alle n > N

lch—cC|<e

gilt.

4.10.8 Satz. i) Eine Folge (cn = an + ibn)nen KOnvergiert genau dann, wenn
die beiden Folgen (an)nen UNd (bn)nen reeller Zahlen konvergieren. Im Fall
der Konvergenz gilt

lim ¢y = I|m Qn+i- I|m bn.
— 00

nN— o0

i) Im Korper C der komplexen Zahlen konvergiert jede Cauchy-Folge.
i) Far jede komplexe Zahl z konvergiert die Reihe

> o
k=0

Der Wert dieser Reihe wird mit exp(z) bezeichnet.

| N

Fur jede Teilmenge D c € kann man Funktionen f: D — C betrachten.

4.10.9 Definition. Es sei D c C eine Teilmenge. Eine Funktion f: D — C heiBt
stetig im Punkt p € D, wenn fUr jede Folge (Cp)pen Mit

e Chc Dfuralle ne Nund

. I|m Ch=p

die Folge (f(cn))nen konvergiert und limp_., f(Cn) = f(p) Qilt. Die Funktion f
heiBt stetig, wenn sie in jedem Punkt p € D stetig ist.
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Ausblick. Die Exponentialfunktion im Komplexen

4.10.10 Definition. Die komplexe Exponentialfunktion ist die Funktion

exp:C — C
z — exp(2).

4.10.11 Eigenschaften. i) Die komplexe Exponentialfunktion ist auf ganz C
stefig.
i) (Funktionalgleichung) Fur je zwei komplexe Zahlen z, und z, gilt

exp(21 +2,) = exp(2)) - XP(2).

iii) FUr jede komplexe Zahl z gilt

exp(z) = exp(z).

Auf Grund der Funktionalgleichung gilt fUr jede komplexe Zahl z = x + iy

exp(2) = exp(x) - exp(iy).

Um die komplexe Exponentialfunktion zu analysieren, muss man also die
reelle Exponentialfunktion sowie die Funktion f: R — C, X — exp(ix) verste-
hen. Das Letztere wird im Wesentlichen durch folgendes Resultat ermdglicht.

4.10.12 Satz (Eulersche Formel). Fur jede reelle Zahl x gilt:
D |lexp(ix)| =1,
i exp(ix) = cos(x) +i-sin(x).

Beweis. i) Es gilt

exp(ix) = exp( — ix)
und demnach
exp(ix) - exp(ix) = exp(ix) - exp( — ix) = exp(ix — ix) = exp(0) =
ii) Einsetzen in die Exponentialreine liefert
L K xK
exp(ix) = 0
k=0

Wegen 2 = —1 gilt X =( — 1)k und i = j.(— 1)k, k € N. Damit sehen wir

) ( Xk X2k+1
eXp(IX)=Z +i Z 2k+1
k=0
Auf der rechten Seite steht offenbar cos(x) + i - sin(x). O

4.10.13 Folgerung. i) Fur jede reelle Zahl x gilt
sin?(x) + cos?(x) = 1.

i) (CAdditionstheoreme) Flr zwei reelle Zahlen x und y gilt

sin(x +y) sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y)
cos(x+y) = cos(x)-cos(y) —sin(x) -sin(y).
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Beweis. i) Dieser Teil folgt aus

1 = lexp(ix)| = |cos(x) + i - sin(x)| = \/sinz(x) +COs2(X).

i) Es gilt
exp(i(x +y)) = exp(ix) - exp(iy).

cos(x+y) +1-sin(x+y) = (cos(x)+i-sin(x)) - (cos(y) +1-sin(y))
(cos(x) - cos(y) —sin(x) - sin(y)) +

+i - (Cos(x) - sin(y) +sin(x) - cos(y)).

Da zwei komplexe Zahlen genau dann Ubereinstimmen, wenn ihr Real-
und ihr Imangindarteil gleich sind, ist die Behauptung gezeigt. O

4.10. 14 Beispiel (Einheitswurzeln). Die komplexen Losungen der Gleichung x"—
1 sind durch die Zahlen

exp (j%) j=0,...n-1,

gegeben.
_1 + /- ﬁ
2 2 X3 —T=(x=12+x+1),
Das Polynom x?2 + x + 1
hat die komplexen Lbsungen
1 . .
f;+/~73=exp(§-7r-/>
und
C V3 _ .
i i o (i)
2 2
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Tutegralrectinany

5.1

Das Riemannsche Integral

Wir betrachten eine beschrénkte Funktion f: [a, b] — R, d.h. der Werte-
bereich W(f) ist beschrdnkt. Es gibt also s < S mit s < f(x) < S fur alle

x € [a,b].
b
/ f(x)dx

soll mit dem orientierten Fi&cheninhalt des vom Graphen (f) und der x-
Achse eingeschlossenen Gebietes Ubereinstimmen. Dabei werden die Tei-
le, die Uber der x-Achse liegen, positiv gezdhlt und diejenigen unter der
x-Achse negativ (s. Abbildung 5.1). Bevor wir beginnen, Berechnungsme-
thoden fur Integrale vorzustellen, werden wir das Integral formal einfUhren
und hinreichende Kriterien fur die Integrierbarkeit von Funktionen bewei-
sen.

Das Integral

Dazu betrachtet man zundchst Funktionen, fUr die das Integral offensicht-
lich definiert ist. Dies sind sogenannte Treppenfunktionen.

Abbildung 5.1: Das Integral als orientierter Fi&cheninhalt
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5.1.1 Definition. Eine Funkfion f: [a,b] — R heilt Treppenfunktion, wenn es
einn € N und reelle Zahlen a = xp < X1 < --- < Xp = b gibt, so dass f(x_, x)
konstantist fari=1,....n

Eine Treppenfunktion.

. ﬁ#ﬁ
1 1 1
1 ] 1
1 1 |
| 1 H
— ° ! | | |
1 1 ; 1 1 1
! Ay X3 X, | | |
1 = |3 |4 : ] ] ]
X =a X)X L ng X6 X7 xg=b
1
1 1
1 1
[ S——

5.1.2 Lemma. Es seien f: [a.b] — R eine Treppenfunktion, und a = xg <
< Xp=bunda=1fy<- - < ty= b seien zwei Unterteilungen des Intervalls
[a,b], so dass

flx)y = ¢ firallexe(x_1.x),i=1,..n,
f(x) = d fdrallexe(t i, 1), j=1,...m.

Dann gilt

Z = Xi-1) ZdJT*TJ1

Beweis. Schritt 1. Wir nehmen an, dass es zu jedem i € {0,...n} einj €
{0,...m} mit x; = f; gibt. Dann kénnen wir k; € N, i = 0,..,n, mit 0 = ky <
ki <- - < kp=mund

X1=t , <t < <h_1<t=x 1I=1,..n
finden. Man beachte, dass f(x) = ¢; fUr x e(t_1. %), j=ki_1 + 1,....k;, und

ki

Z it — 1) = Z Ci-(t = tiq) = ci-(hg =t ) = Ci-(Xi — Xi—1).

jkl 1+] jkl 1+]

Daher gilt

n

S tor) Zde—m Z (X = Xi1).
j=1

i=1 j=ki_q1+1 =1
Schritt 2. Wir kbnnen eine Unterteilung a = 55 < --- < §; = b finden, so dass

eszujedemi € {0,...n} bzw. zu jedem j € {0,...m} ein k € {0,..../} mit
Sk = x; bzw. 8¢ = 1; gibt. Jetzt kdnnen wir mit Schritt 1 schlieBen. O
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5.1.3 Definition. Es seien f: [a,b] — R eine Treppenfunktion, und a = x; <
.-+ < Xp = b sei eine Unterteilung mit

f(x)=c¢; farallex e(x_1.x). i=1,...n.
Dann definiert man

/b f(X)dX = i C,’-(X,’ = X,',]).
a i=1

(Nach dem lefzten Lemmma ist dies wohldefiniert.)

Das Integral einer Treppenfunktion.
Die Flchen der farbig schraffierten Rechtecke werden
— mit dem entsprechenden Vorzeichen — aufaddiert.

[ ) C p— )

qﬂw.

5.1.4 Definition. Esseien f,g: [a,b] — R zwei Funktionen. Wir schreiben
f<g,

wenn f(x) < g(x) fur alle x € [a, b] gilt.
Falls f konstant mit f(x) = ¢ fur alle x € [a, b] ist, dann schreiben wir auch

c<g.

Analog schreiben wir
f<c,

wenn g konstant mit Funktionswert c ist.

5.1.5 Lemma. Esseienf,g: [a,b] — R zwei Treppenfunktionen und X € R.
i) (Faktorregel) Die Funktion X - f ist eine Treppenfunktion, und es gilt

/b()\ -H(X)dx = A - /b f(x)dx.

il (Summenregel) Die Funktion f+ g ist eine Treppenfunkfion, und man hat

/:(f +9)(x)dx = /: f(x)dx + /: g(x)dx.
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i) (Monotonie) Aus f < g folgt

/ab f(x)dx < /ab g(x)dx.

Beweis. Teil i) ist offensichtlich. Fur i) und iii) seien a = xg < --- < X, = b und
a=1f <--- < fm=bzweiUnterteilungen des Intervalls [a, b], so dass

—
~~
>
=
Il

¢ faralle x e(x_1.x). i=1,...n,
g faralle x e(fi_y. %), j=1...m.

Q
=
[

Weiter wdhlen wir eine Unterteilung a = 55 < -+ < § = b, so dass es zu
jedem i € {0,...n} bzw. zu jedem j € {0,....m} ein k € {0,....1} mit s, = Xx;
bzw. s, = 1; gibt. Unter Beachtung von Lemma 5.1.2 dUrfen wir von vornherein
annehmen, dassn=mund x; = f;, i = 1,..., n. Dann gilt offenbar

(f+9)(x)=ci+q

zw.
ci=f(x)<gx)=d farallexe(x_i.x). i=1,..n,

und die Behauptungen sind einfach zu verifizieren. O

Nun sei f: [0, b] — R wieder eine beschrénkte Funktion. Man wdéhle Zahlen
sund S, so dass
s<f(x)<$S

far alle x € [a, b] gilt.
Far jede Treppenfunktion g < f gilt nach dem Lemma

b
/ g(x)dx < S-(b— a).
a
Ebenso folgt fur jede Treppenfunktion h > f
b
s(b—a)< / h(x)dx.
a
Dies zeigt, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

5.1.6 Definition. Es sei f: [a, b] — R eine beschrdnkte Funktion.
i) Das Oberintegral von f ist definiert als

b
x b
/ f(x)dx :=inf {/ h(x)dx |f < h Treppenfunk’rion} .
a
a

i) Das Unterintegral von f ist definiert als

b b
/ f(x)dx :=sup {/ g(x)dx] g< fTreppenfunk’rion} .
a

*
a
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i) Die Funktion f: [a, b] — R heiBt infegrierbar, falls

Zf(x)dx = /b* f(x)dx =: /: f(x)dx

gilt.
5.1.7 Bemerkung. Aus den Definitionen folgt unmittelbar

b

/*f(x)dx < /b* f(x)dx.

5.1.8 Beispiel. Fur f: [0,1] — R, x —— 0fUr x € QN[0, 1]und x — 1 andernfalls,
gilt

1 1
f(x)dx =0; f(x)dx =1.
frmace |

Die Funktion f ist also nicht integrierbar.
Die wichtigsten Beispiele fur integrierbare Funktionen liefert der folgende Satz.

5.1.9 Satz. i) Esseif: [a.b] — R eine stefige Funktion. Dann ist f infegrierbar.
i Es sei f: [a,b] — R eine monotfone (d.h. monoton wachsende oder
monoton fallende) Funktion. Dann ist f integrierbar.

Bevor wir mit dem Beweis des Satzes beginnen, formulieren wir eine einfache
Charakterisierung von Integrierbarkeit.

5.1.10 Lemma. Eine beschrdnkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann in-
tegrierbar, wenn es zu jedem e > 0 Treppenfunktionen ¢, [a,b] — R mit
o < f <y und

b b
/ w(x)dx—/ p(X)dx < e
gibt.

Beweis. Die Funktion f sei integrierbar. Sei ¢ > 0. Nach Definition des Supre-
mums gibt es eine Treppenfunktion ¢ < f mit

[ : f(x)dx — % < /O ’ o(x)dx < / : f(x)dx.

Ebenso gibt es eine Treppenfunktion f < ¢ mit

/:b f(x)dx < wa(x)dx < /:b f(x)dx + %

/*: f(x)dx = /G*b f(x)dx = /Gb f(x)dx

Mit
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ergeben diese Ungleichungen

/:w(x)dx—/:so(x)dxg/:f(x)dx+%_ (/:f(x)dx_ %) .

Das angegebene Kriterium sei erflllt. Wir wdhlen ¢ > 0. Es gibt Treppen-
funktionen ¢, ¢: [a,b] — Rmit ¢ < f <4 und

/be(x)dx — /Gb p(X)dx < e.

Es folgt

> /be(x)dx - /ab p(x)dx > /G*b f(x)dx — /*: f(x)dx > 0.

Da ¢ beliebig klein gewdhlt werden kann, mussen Ober- und Unterintegral
von f Ubereinstimmen. O

Beweis von Satz 5.1.9. Teil i). Zun&chst folgt aus Satz 3.5.3, dass f beschrankt
ist. Wir zeigen zundchst die folgende Aussage:

Behauptung 1. Zu jedem e > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass gilt
vx,yela.b]: |x—yl<d = |f(x)—Ff(y)<e

Falls die angegelbene Bedingung falsch ist, existieren ¢ > 0 und Folgen (Xp)n> 1
und (yn)n>1 in [a, b], so dass

1
|xn—yn|<ﬁ und |f(xn) = f(Vn)| >e, n>1.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral 2.3.9 gibt es eine konvergente Teilfol-

ge (X, Jken- Sei
p = lim x, €[a.b].
k—o00

Zu n > 0 finden wir ein K > 0, so dass

n T n
— = — < = > K.
|Xn, p|<2 und nk<2, k>K
Es folgt
1
|ynk_p|S|ynk_xnk|+|xnk—p|<n—+g<17, kZK:
k

so dass auch die Folge (vn,)ken 9egeN p konvergiert.
Mit der Stetigkeit von f schlieBen wir

0=f(p) —f(P)| = Im |f(Xn,) — F(yn,)|
Diese Gleichung widerspricht allerdings der Tatsache
VkeN: |f(Xn)—Tf(Yn)l > e

Behauptung 1 ist nun gezeigt. vV

Man sagt, dass f gleichmdBig stetig ist.
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Behauptung 2. Zu gegebeneme > O gibt es Treppenfunktionen ¢, : [a,b] —
R, so dass gilt

op<f<qh,

e 0 < 9(x) —p(x) <e, x e€[a.b].
Diese Behauptung I&sst sich wie folgt Uberprufen: Sei § > 0 eine reelle Zahl, fUr
die gilt:

vx,yelabl: |x—yl<d = |f(x)—f(y)< %

Wir wahlen n € N so groB, dass

b-a <5
n
und setzen
e
Xjii=a+i , i=0,...n
Seien weiter
Cj = f(x;)—f und g := f(x;)+5, i=1,...n
2 2
Nun definieren wir
e la.b] — R
f(a), fallsx=a
X — .
¢, fallsxe(xi_1.x]. i=1,...n
und
Y:[a.b] — R
X f(a), fallsx=a
d;, fallsxe(x_y.x]. i=1,...n

Sei x € [a.b]. Wir haben ¢(a) = f(a). Fir x # a gibt es genau einen Index
ie{l,...n}mitx e(x_;.X]. Noch Wahl von n gilt

f(x)—f(x)>—=, dh. f(x)>f(x)— % = ¢(X).

NI ™

Damit ist die Ungleichung ¢ < f nachgewiesen. Ebenso zeigt man f < . Die
Abschdtzung ¥(x) — p(x) < e, x € [a, b]. ist trivial.

Wir verifizieren nun das Kriterium aus Lemma 5.1.10. Sei ¢ > 0. Wir wéhlen
zu /(b — a) Treppenfunktionen ¢, : [a, b] — R wie in Behauptung 2. Da wir

€

— <
Vg g S

haben, folgt nach Lemma 5.1.5 iii)

b

b
/G B(x)dx — bid(b—o) g/a o(x)dx,

d.h.
b b
/ w(x)dx—/ p(X)dx <e.
a a
Teil ii). Wir betrachten den Fall, in dem f monoton wachsend ist. Dann gilt
W(f) c [f(a).f(b)],und f ist beschrdnkt.
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Wir wenden abermals Lemma 5.1.10 an. Zu £ > 0 wdhlen wir eine natdrli-

che Zahl n mit
(b—a)-(f(b) —f(a))

<e.
n <
Wir erkléren die Unterteilung a = xy < --- < X, = b durch
. b—-a .
X =a+]- P i=0,...n,

und fuhren die Treppenfunktionen

p:la.b] — R

f(xi_y)., fallsx e [x_1.x).i=1,..n
X = { f(b), fallsx=b

und

Y:[a,b] — R

f(X/), falls x € [X,‘,],X,‘), i=1,..n
X = {fwy falls x = b

ein. Es gilt ¢ < f <4, weil f monoton wachsend ist. Ferner berechnen wir

b b n n
[ wad = [T o0aax = 370000 xio0) = D FO-1 )06 - x0)
a a i=1 i=1

= 20yt - 2223 o)
i=1

= (f(xn) — f(x0)) =

Wie zuvor folgt jetzt die Behauptung. O

5.1.11 Definition. Es seien D C R eine Teilmenge und f: D — R eine Funktion.
D Es sei [a,b] C D ein Intervall, so dass fjj4,4 integrierbar ist. Dann schrei-
ben wir

b b
/ f(x)dx statt / fia,p1 (X)dX
a a

/: f(x)dx := — /Gb f(x)dx.

/: f(x)dx :=0.

und

i) Far a € D setzt man

5.1.12 Satz (Eigenschaften des Integrals I). Es seien f: [a,b] — R eine Funk-
fion und ¢ €(a.b). Dann ist f genau dann integrierbar, wenn die beiden
Funktionen fiiq,c) Und fi(c p) integrierbar sind, und es gilt

/Gb f(x)dx = /: f(x)dx + /Cb f(x)dx.
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Beweis. Schritt 1. Es sei p: [a, b] — R eine Treppenfunktion. Wir wdhlen reelle
Zahlen a=Xxy < --- < Xy = b, s0 dass reelle Zahlen o, ..., d, mit

fx)=d;, xeX_1.x).i=1,..n,
existieren. Wir dirfen annehmen, dass es einen Index ip € { 1,...,n} mit
C =X

gibt. Es ist offensichtlich, dass ¢jq,c] PZW. ¢|c b €ine Treppenfunktion auf [a, C]
bzw. [c, b] ist. Es gilt nun

b
/ p(x)dx Zd —Xi_1)
a

i=ig+1

c b
/ P|[a,c]IX + / @|[c.b19X.
a C

Der Satz stimmt also fur Treppenfunktionen.
Schritt 2. Wir nehmen an, dass f intergrierbar ist. Sei ¢ > 0. Nach Lemma
5.1.10 k&dnnen wir Treppenfunktionen ¢, ¢: [a,b] — Rmit ¢ < f <4 und

b b
/ w(x)dx—/ p(x)dx <e
a a

finden. Wir folgern

e > /b(z/;(x) ))dx = / P(x)dx — /Gbga(x)dx
Sendft ! / B(x)dx + / P(x)dx — / o(x)dx — Lb¢(x)dx
/O w(x)dx—/a <p(x)dx+/C w(x)dx—/cbap(x)dx.

=B =A

Wegen A > 0 und B > 0 impliziert diese Ungleichung A < e und B < ¢. Da
Pl[a.c] und P|[a.c] Treppenfunkfionen mit Plla.c] < f\[a,c] < ’L/J‘[c,lc] und

C C
/ it (X)X — / oo (X)X = B<
a a

sind zeigt Lemma 5.1.10, dass fjjq,¢] integrierbar ist. Ebenso schlieBt man, dass
fite.p) iInfegrieroar ist.

Schritt 3. Wir nehmen an, dass fjjq,c; Und fj[¢ ) intergrierbar sind. Mit Lemma
5.1.10 weisen wir die Integrierbarkeit von f nach.

Sei e > 0. Es gibt Treppenfunktionen ¢, ¢: [a.c] — Rund ¢, ¢ : [C.b] —
R, so dass ¢ < f\[o,c] <o < f\[c,b] <,

c b
| 00— p)ax< 5 und [ (w00 - art)ax <

N ™
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Wir definieren weiter
p:la.b] — R
X H*{gmm,xewb]
sowie

Y:[a,b] — R
w(x). xefa.c)
o {%m,xemm

Diese beiden Funktionen sind Treppenfunktionen mit ¢ < f <. Nun ergibt

sich
/a " (X)X + /C ’ pr(x)dx /a ’ o (x)dx

[ : F(x)dx

/O ° F(x)dx

/abw(X)dX = /Gclm(x)dx+ /war(x)dx.

Unsere Definitionen wurden so getroffen, dass aus dieser Ungleichung

/*b f(x)dx — /*: f(x)dx <e

a

IN

IN

IN

folgt. Diese Abschdtzung gilt fUr jedes e > 0, so dass Ober- und Unterintegral
von f gleich sind und f integrierbar ist.
Aus unseren Argumenten leitet man leicht die Gleichung

/Gb f(x)dx = /: f(x)dx + /cb f(x)dx
ab. O

5.1.13 Satz (Eigenschaften des Integrals II).
i) (Faktorregel). Es seien f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion und X € R.
Dann ist auch die Funktion X\ - f integrierbar mit

/b()\~ H(x)dx = X- /b f(x)ax.

i Summenregel). Esseienf,g: [a.b] — R zwei infegrierbare Funktionen.
Dann ist auch die Funktion f + g integrierbar mit

/:(f +g)(x)dx = /ab f(x)dx + /: g(x)dx.

i (Monotonie). Es seien f,g: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen

mitf < g. Dann gilt
b b
/ f(x)dx < / g(x)dx.
a a
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Beweis. Teil i). Dies folgt leicht aus der Definition des Integrals und Lemma
5.1.51).

Teil ii). Sei e > 0. Es gibt Treppenfunktionen ¢: [a,b] — R, ¢: [a.b] — R,
o:[a.b] — Rundo: [a.b] —m Rmitp<f<y,0<g<o,

b b -
/ (¥(x) — p(x))dx < und / (o(x) — p(x))dx < 5

N ™

Nach Lemma 5.1.5ii) sind ¢+ und ¥ +o Treppenfunktionen mit p+p < ¥ +o,
und wir erhalten

/Oblﬁ(X)dx — % + /:U(X)dx — % < /: o(x)dx + /: o(x)dx

b
. / (p(x) + o(x))dx

N

IN

IN

IN

Fur jedes e > 0 gilt somit
*b b
0= [ (f0+g0)ax [ (fo0+gm)dx <<,

a *a

so dasss

*b b
/ (f(x) + g(x))dx = / (f(x) + g(x))dx

a *a

gelten muss und f+g integrierbar ist. Unser Argument liefert auch die behaup-
tete Gleichheit der Integrale.

Teil iii). Es seien ¢: [a.b] — R und ¢: [a,b] — R Treppenfunktionen mit
p < f < g<vy. Nach Lemma 5.1.5iii) gilt

/ab p(Xx)dx < /abw(x)dx.

Wir schlieBen
b *b
/f(x)dxg/ g(x)dx.
*Qa a

Da f und g integrierbar sind, bedeutet diese Ungleichung

/: f(x)dx < /: g(x)dx,

und die Behauptung ist gezeigt. O
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5.1.14 Definition. Es sei f: [a, b] — R eine Funktion. Wir definieren

f.:[a.b] — R
x +— max{0,f(x)}

und

f:[a.b] — R
x +— max{0,—f(x) }.

Bemerkung 5.1.1. Es gilt

f=f—-f und |[fl=f+T_.

5.1.15 Satz. i) Es sei f: [a,b] — R eine infegrierbare Funktion. Dann sind
auch die Funktionen f, und f_ integrierbar.

i) Es seien f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion und p € R>g. Dann
ist die Funktion |f|P integrierbar. -

ii) Es seien f,g: [a.b] — R zwei integrierbare Funktionen. Dann ist auch
die Funktion f - g infegrierbar.

5.1.16 Bemerkung. |.A.

/:(f - g)(x)dx # </: f(x)dx) . (/: g(x)dx) .

Beweis von Satz 5.1.15. Teili). Es seien ¢, [a, b] — R Treppenfunktionen mit
e < f<9yund

b
/ (¥(x) — p(x))dx <.

Man Uberpruft, dass auch ¢4 und 4 Treppenfunktionen sindund ¢ > f_ >
Y_und ¢, < fp <, Qilt. Es folgt

b b b
0= [ (a0 = eab)ax < [ (00— w-(0)aix+ [ (10) = ()

a a

b
/ (¥(x) — p(x))dx < ¢,

und wir schlieBen mit den Ublichen Argumenten, dass f, integrierbar ist. Ana-
log folgt, dass f_ infegrierbar ist.

Teil ii). Nach Teil i) und Satz 5.1.13 ii) ist |f| = f. — f_ integrierbar. Wir kbnnen
f durch |f| ersetzen und dUrfen deshalb f > 0 annehmen.

Sei M € R*. Wenn die Aussage fur (1/M) - f gilt, dann impliziert Satz 5.1.13
i), dass sie auch fur f gilt. Wir wahlen

m:=max{ f(x)|x € [a.b]} und M:=max{1.m}.

Dann haben wir (1/M) - f < 1. Insgesamt kdnnen wir ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit 0 < f < 1 voraussetzen.
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5.1 Das Riemannsche Integral

Wir betrachten die Funkfion g: [0,1] — R, x — xP. FUr0 < x; < xp < 1
gibt es nach dem Mittelwertsatz 4.3.5 ein £ €(0, T) mit
X —xP=g'(€)0e—x)=p-P (6 —x) <pLe—X). G

Es gibt Treppenfunktionen 3,4 [a,b] —s R mit ¢ < f <+ und
~ ~ 3
P(X) — o(x) < m
Wir definieren ¢: [a,b] — R, x — max{0,¢(x) }, und ¢: [0, b] — R, X —
min{ 1, (x) }. Fur diese Funktionen gilt0 < o < f < ¢ < 1 und
«__ £
~ p(b-a)

Die Funkfionen ¢P und P sind Treppenfunktionen, und wir haben (P <
[f|P < ¥P. Wegen (5.1) gilt

g/:(wp(x) x))dx < p- / ))dx < e.

Daraus folgt, dass |f|P integrierbar ist.
Teil iii). Dieser Teil folgt aus Teil i), der Tatsache

f-g=l-((f+g>2—(f—g>2)=%-(|f+g|2—|f—g|2)

und Satz 5.1.13. O

x € [a,b].

€ [a.b].

N

5.1.17 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Gegeben seien die steti-
gen Funktionen
f.p:[a,b] — R.

Es gelte zudem ¢ > 0. Dann gibt es eine Zahl ¢ € [a, b], so dass

/ F(X) - p(x)dx = F(€) - /bcp(x)dx.

a

Far o = 1 lautet dieses Ergebnis also

/b f(x)dx = F(£)-(b — q).

Beweis. Es seien

m
M

minW(f)
max W (f).

Wegen der Monotonieeigenschaft des Integrals gilt somit

m/ dx</f dx<M/

Daher existiert eine Zahl € [m, M] mit

/f x)dx =y - /:<p(x)dx.

Nach dem Zwischenwertsatz 3.5.2 gibt es ein ¢ € [a, b] mit f(£) = u. O
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Zum Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Die Fl&iche des lila schraffierten Rechtecks stimmt
mit der des orange schraffierten Bereichs Uberein.

PO

5.2 Riemannsche Summen

Die Riemannschen Summen geben eine erste Berechnungsmaoglichkeit far
Integrale und zeigen, dass der oben eingeflhrte Integralbegriff mit dem
Ublicherweise in Schulblchern eingefuhrten Begriff Ubereinstimmt.

5.2.1 Definition. Essei f: [a,b] — R eine Funkfion, und

Q=X <X <:--<Xp_1<Xp=Db

sei eine Unterteilung des Intervalls [a, b]. SchlieBlich seien Stutzstellen ¢; €
[Xi_1.X].i=1,....n, gegeben. Dann heiBt

D (&) — xi-)
i=1

die Riemannsche Summe der Funktion f bzgl. der Unterfeilung (X;)i=o...n und
der Stdtzstellen (&j)i=1,. n-
Die Zahl
ni=mox{X;—X_1|i=1,..,n}

wird die Feinheit der Unferteilung (X;)i=0...n 9enannt.

5.2.2 Bemerkung. Es seien Daten wie in der Definition gegeben. Wir definieren

F:la,.b] — R

f(&), fallsxe[x_y.x).i=1,..n
X = {f(b), falls x = b '

Dann ist F eine Treppenfunktion, und die Riemannsche Summe der Funktion

f bzgl. der Unterteilung ()0, » Und der Stutzstellen (&)-1....» Stimmt mit dem
Integral

/: F(x)dx

Uberein.
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5.2.3 Satz. Gegeben sei die integrierbare Funktion f: [a, b] — R. Dann exis-
tiert zu jedem e > 0 eine Zahl § > 0, so dass fur jede Unterteilung (X;)=o,...,n des
Intervalls [a, b], deren Feinheit héchstens § ist, die Abschdatzung

b n
[ foaax =306 - x| <
< i=1

fur jede Wahl der Stutzstellen (&;)=1...n Qilt.

5.2.4 Bemerkung. Dieser Satz sagt aus, dass fUr jede Folge von Unterteilun-
gen (xf)i=1,..,,,,k, k € N, fUr die die Feinheiten n, gegen Null streben, und jede
Folge von StUtzstellen (&)1, p, Mit €€ € [xi_1,X], i = 1.....n;, k € N, die Folge
der Riemannschen Summen von f bzgl. der Unterteilungen (x,k);ﬂmnk und der

Stutzstellen (¢K)iz1,..n, . k € N, gegen das Infegral ff,’ f(x)dx konvergiert. Er zeigt
damit, dass unser abstrakt definiertes Integral der numerischen Behandlung
zugdanglich ist.

Beweis von Satz 5.2.3. Seie > 0. Nach Lemma 5.1.10 kbnnen wir Treppenfunk-
tionen ¢,v: [a,b] — R wdahlen, flr die ¢ < f < ¢ und

b b
/ w(x)dx—/ gp(x)dxgg (5.2)

qilt.

Wir wahlen reelle Zahlen a = fy < -+ <ty = b, s0 dass sowohl ¢ als auch
¢ auf dem Intervall (#_;,1) konstant ist, j = 1,...,m. Sei n die Feinheit dieser
Unterteilung.

Die Integrierbarkeit von f setzt in unserer Konvention die Beschrdnktheit
von f voraus. Deshalb k&dnnen wir die reelle Zahl

S:=sup{ |f(x)||x € [a.b] }

definieren.
Sei nun

= mi |
si=min{ g3}
Seien weiter a = x5 < --- < Xp = b eine Unterteilung von [a, b] der Feinheit

hochstens § und & € [x_1. X;] StUtzstellen, i = 1,...,n. Wie in Bemerkung 5.2.2
definieren wir zu diesen Daten eine Treppenfunktion F. Sicherlich gilt

0 —2S<F<+28,

Essei I* c {1....,n} die Menge der Indizes i, zu denen es einen Index j €
{1....m}mit [xi_1,x] C(f_y, 1) gibt. Fir i € I* und einen Punkt x € [x;_;, x;] gilt

p(X) < F(X) < 9(x).

Die Menge I* := { 1,....n}\ I* enthdlt die Punkte 1 und n sowie zu jedem Index
je{l,...m—-1}delIndizesiund i+ 1, falls f; = x; gilt, bzw. den Index i, wenn
f €(xi_1.X) gilt.2 Offenbar enthdlt /* hdchstens 2m Elemente.

2Wir haben & so gewdhlt, dass wir mit der geschilderten Definition nicht nochmals die Indizes
0 oder n definieren.
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Wir fuhren die Treppenfunktion

c:la,b] — R

X 0, fallsx e [x_1.x]. i€l
2S, sonst

ein. Nach Definition gilt o — ¢ < F < ¢+ c und

b
/ c(x)dx=2-8-) (—x_1)<2-5-2.-m-5 <

a

N ™

iele
Wir folgern

b b b
/ o(x)dx — % < /O F(x)dx < /O B(x)dx + %

a

Wegen Gleichung (6.2) und

/: p(x)dx < /: f(x)dx < /:w(x)dx

folgt
b - b b b -
/ f(x)dx — 5 < / e(x)dx, / P(x)dx < / f(x)dx + 5
a a a a
und
b b b
/ f(x)dx —e < / F(x)dx < / f(x)dx +¢e
a a a
Diese Abschdtzung wollten wir erreichen. O

5.2.5 Beispiel. Essei f: [0,1] — R, x — x2. Wir wollen

2
/ f(x)dx
1
berechnen.

Dazu benuzten wir die (Gdquidistanten) Unterteilungen (X;k)i=0,...,k der Fein-
heit 1/k mit
XK =1+ é =0,k k>1,

und die Stutzstellen

188



5.2 Riemannsche Summen

Zur Berechnung von Ss.

FUr k € N ist die Riemannsche Summe von f bzgl. der Unterteilung (x¥)i-o.. «
und der StUtzstellen (gf)l-:]w”k damit durch

S = i<1+£>2.

gegeben.
Man erinnere sich an folgende Formeln (Satz 1.3.6 und (1), S. 74)

« k-(k+1)

2= 5

k
2 - k(k+1g@k+1x

Es folgt
k+1 (k+1)(2k+1)
Tk T ek

Wir schlieBen
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5.3 Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Integration wird oft als die Umkehrung der Differentiation bezeichnet
oder gar als ,Aufleiten™. Die formale Begrindung dafur liefert der folgen-
de Satz. Aus ihm ergibt sich dann der Hauptsatz der Differential- und Inte-

gralrechnung, der den wichtigsten Ansatz zur expliziten Berechnung von
Integralen liefert.

Im Folgenden sei | # & ein beliebiges offenes Intervaill.
5.3.1 Satz. Esseienf: | — R eine stetige Funktion und a € I. Wir definieren
F:l — R
X
X — / f(H)dt.
a

Die Funktion F ist in | differenzierbar mit F'(x) = f(x) fdr alle x € /.

Beweis. Fur x € lund h € R*,so dass x + h € |, gilt
F(x+h) — F(x) _
—F=

L. </:+h f(f)df—/: f(f)df) - lh./xm F(Hat.

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass es fur h > 0 ein &, €
[X.x + h] bzw. fr h < 0 ein &, € [x + h, x] gibt mit

Arx(h)

x+h
/ f(Hydt = f(&p) - h.

Fur jede Folge (hn)nen Mit limp_o0hn = 0 erhalten wir eine Folge (Xp)nen Mit

Xn = &p,, N € N.Nun gilt |x — Xn| < hp.i.e. limpoeoXn = X. Da f stetig ist, gilt auch
liMnps oo f(Xn) = f(X). ZUSOMMen genommen ergibt sich
M Apx(hn) = lim f(x,) = f(x),

n—oo

und der Saftz ist bewiesen. O

5.3.2 Bemerkung. Naturlich kann man die Funktion F wie im letzten Satz auch
definieren, wenn f nicht stetig ist, das Integral aber dennoch definiert ist (z.B.,
wenn f eine Treppenfunktion ist). In diesem Fall wird F i.A. nicht differenzierbar
sein.

Wir betrachten z.B. die Vorzeichenfunktion sign (Beispiel 3.1.3 vi) und

FFR — R
X

X — /sign(f)df.
0

Far x <0 gilt

py
=
I

/Oxsign(f)df= /OX( ~ 1)dt
X

—/XO(—1)df=— .
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5.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

FUr x > 0 erhd&lt man F(x) = x. Damit ist F = abs der Absolutbetrag und an
der Stelle 0 nicht differenzierbar.

5.3.3 Definition. Es seien | ein offenes Intervall und f: | — R eine stetige
Funktion. Eine differenzierbare Funktion F: | — R heiBt Stammfunktion von f,
wenn F' = f gilt.

Schreibweise:

/ f(x)dx = F.

5.3.4 Bemerkung. Nach dem lefzten Satz besitzt jede stetige Funktion auf ei-
nem offenen Intervall eine Stammfunktion. Die Stammfunktion ist jedoch nicht
eindeutig bestimmt. Es seien a € | gegeben und F, die im lefzten Satz zu a de-
finierte Stammfunktion. FUr a # @’ € | erhalten wir eine andere Stammfunktion
Fo . die sich von F; um eine Konstante unterscheidet (welche?). Allgemeiner
gilt: Sind F eine Stammfunktion von f und C € R, dann ist auch F + C eine
Stammfunktion von f. Und umgekehrt: Sind F und G Stammfunktionen von f,
danngibtesein Ce RmitG=Ff+C.InderTatgilt (F-G) =F -G =f-f=0.
Mit Folgerung 4.3.7 schlieBen wir daraus, dass F — G eine konstante Funktion
ist. Die gerade geschilderte Mehrdeutigkeit muss man bei der Schreibweise
J f(x)dx = F im Hinferkopf behalten. Manchmal schreibt man auch etwas
korrekter [ f(x)dx = F+ C.

5.3.5 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es seien | ein of-
fenes Infervall, f: | — R eine stetige Funktion, F: | — R eine Stammfunktion
von f und a, b € I. Dann gilt

b

a

/ ’ f(x)dx = F(b) — F(a) =: F(x)

Beweis. Wir betrachten die Funkfion G: | — R mit
X
G(x) :=/ f(Hdt.
a

Offenbar gilt G(a) =0 und G(b) = f: f(x)dx, also

/  fx)dx = G(b) — G(a),
Nun gibt es aber eine Konstante C mit F = G+ C. Also gilt
F(b) — F(a) = G(b)+ C— (G(a) + C) = G(b) — G(a).

Der Satz ist damit gezeigt. O

5.3.6 Beispiel. In der folgenden Tabelle haben wir einige Funktionen, die uns
im Laufe der Vorlesung bereits begegnet sind, mit jeweils einer Sfammfunktion
eingetragen.
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| Funktion | (Eine) Stammfunktion || Funktion | (Eine) Stammfunktion |

XY, o # 1 L 1 log(|x])
Cos(X) sin(x) sin(x) —COs(x)
exp;(x) exP(x) @ tan(x)
Jie arcsin(x) Ti arctan(x)
sinh(x) cosh(x) cosh(x) sinh(x)

5.3.7 Beispiel. i) Wir berechnen

1
/ x2dx.
0

Eine Stammfunktion fur x? ist (1/3)x3. Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung gilt somit

! T 40 1 1
24y = 23 =2 a2t
/OXdX_SX‘o 3 0 3
i) Gesucht ist das Integral

"2

/ (x® —2x* +5)dx.
1

Eine Stammfunktion fur den Integranden ist
F(x) := %x“ _20348x,

3

Demnach gilt

/].2(x32x2+5)dx F(x)ﬁ: (47%+10)f(%7§+5) =
1

26 55 _104 1
3 12712 12712772

i) Man berechne
2
/ sin(x)|dx.
0

Eine Stammfunktion fUr den Sinus ist minus Kosinus. Also

27 T o
/o |sin(x)|dx /Osm(x)dx—/7r sin(x)dx

—cos(w) + cos(0) + cos(2w) — cos(r)
4,

5.4 Integrationsregeln

Die nun folgenden Integrationsregeln sind Konsequenzen des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung und den bereits bekannten Diffe-
rentiationsregeln.
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5.4 Integrationsregeln

Die Substitutionsregel

5.4.1 Satz. Esseien | und ' offene Intervalle, f: | — R eine stefige Funktion,
o: I' — R eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. ¢’ ist ebenfalls stetig) mit
o(I"y c I. Dann gilt fara, b €

b »(b)
/ f(p(h) - ¢/ (H)dt =/ f(x)dx.

a »(a)

Beweis. Essei F: | — R eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt
auf /

(Fleh)) = F(o(h) - &' (1) = F(olh) - ().

d.h. F o ¢ ist eine Stammfunktion fur (f o ¢) - ¢’. Also

b b ~p(b)
[ ett) - that =(Fo )| = Fleb) ~ Flut@) = [~

a a

Dies ist die behauptete Formel. O

Man kann die Substitutionsregel sowohl von links nach rechts als auch von
rechts nach links lesen. Wenn man sie von links nach rechfs liest, versucht
man den Integranden in der Form f(¢(1)) - ¢’(1) zu schreiben. Wenn f dann
eine Funktion ist, die man integrieren kann, z.B., weil man eine Stammfunktion
kennt, dann hat man das Integral geldst. Liest man die Regel von rechts nach
links, dann startet man mit einem Ausdruck der Form ff f(x)dx und fuhrt eine
Variablensubstitution x = (1) aus. Mit der Merkregel

%: ‘() also ,dx =/ (Hdt"

ersetzt man dx durch ¢’(f)dt. SchlieBlich muss man die Intfegrationsgrenzen a
und b durch @’ und b’ mit o(@’') = aund ¢(b’) = b ersetzen. Man sollte dabei
© naturlich so wdahlen, dass das neue Integral einfacher wird. Das néchste
Beispiel erlGutert diese beiden Vorgehensweisen.

5.4.2 Beispiel. Wirwollen fir a,b e(—1.1)

b "
/ —_dt
a VI—12

berechnen.
i) Wir sehen, dass —21t die Ableitung der Funktion 1 — 12 ist. Es sei also f(x) :=
—1/(2y/x) und (1) = 1 — 2. Nach der Substitutionsregel gilt nun

1-b? 1 1-b? 1
———dx=— ——d
/1702 2\/} X /1702 2\/} X
1-p?
Vx| = VTEp eV T-
— O

bt
/7df
a V1I—12

i) Wir setzen t =sin(u), u €( — n/2,7/2), an. Dann gilt

% =cos(u) also nach Merkregel dtf = cos(u)du.
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Ferner wird aus

V1= x2=1/1—5sin(x) = y/cos?(u) = cos(u).3

Nach der Substitutionsregel gilt nun

/orcsin(b) sin(u)

- arcsin(a) COS(U)

/orcsin(b) arcsin(b)
a

-cos(u)du

bt
/7df
a V-1

sin(u)du = —cos(u)
rcsin(a) arcsin(a)

—/ 1 —sinz(u)
arcsin(a)
~V1-b2+/1- 2

5.4.3 Beispiel. i) Es seien f: | — R eine stetige Funktion und a, b € I. Dann gilt

arcsin(b)

/b / 1 2
f(x) - f(x)dx = 5 - 9(X)

a

Denn mit G(f) := 1t fur alle t € R gilt

Il
o
>

®

=
<

N’
-

=
o
<

b
/ f(x) - f'(x)dx

1
—~
—+
N>
Q
-+
1
|
)

f(a) 2

Damit ist also (1/2)f? eine Stammfunktion far f - £,
Als Beispiele finden wir

/ Iog;]((x) dx = % . Iogz(x)

und

/sin(x) -cos(x)dx = % - sin?(x).

i FOr f und a, b wie oben mit f([a, b]) C R. oder f([a.b]) C R gilt

° ()
o )

Diesmal benutzen wir G(t) := 1/t. Es folgt

b
dx =log(|f(x)])| .

b £ b
/O ';((:))dx - /G G((x)) - F'(x)dx

f(b) f(b)
G(Hdt = Iog(|x|)‘f .
(a)

f(a)
Insbesondere ist log(|f(x)|) eine Stammfunktion fur ' /f. Z.B.

4x — 3

7 Y dx-= 2 _
5 3x+7dX log(|2x* — 3x +7|),

SWegen u €( — /2,7 /2) gilt cos(u) > 0.
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/ %dx =log(exp(x) +2).

iii) Es seien sinh(x) und cosh(x) die Hyperbelfunktionen, i.e.

sinh(x) = %(exp(x) —exp(— X))
cosh(x) = %(exp(x) +exp( — X))
Dann gilt
cosh?(x) — sinh?(x) = 1.
In der Tat

cosh?(x) = % - (exp?(X) +2exp(x) - exp( — X) + exp?( — X))
= % - (exp(2x) + 2 + exp( — 2x))
—sinh?(x) = —% - (exp(2x) — 2 + exp( — 2x))
1.

cosh?(x) — sinh?(x)

Damit kbnnen wir

/ ] dx
1+ x2

x:=s8inh(u) und dx =cosh(u)du.

berechnen. Wir substituieren

Also

cosh(u

[z |
T+x 1+sinh?(u

/ du=u=Arsinh(x) (s. Aufgabe 6.12.2).

Partielle Integration

5.4.4 Satz. Es seien | ein offenes Intervall und f, g: | — R zwei stetig differen-
Zierbare Funktionen. Dann gilt fara, b € |
- o

/f x)dx = f(x

Beweis. Nach der Produkiregelist f - g eine Stamnmfunktion fur - g+f- g’, also

b b
/O f(x)-g’(x)dx+/a f'(x) - g(x)dx

(F() - g'(x) + F'(x) - g(x))dx

I
Q\é_

Diese Gleichung ist dquivalent zu der behaupteten. O
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5.4.5 Bemerkung. Wie die Substitutionsregel erfordert auch die partielle In-
tegration die richtige Intuition bzw. eine gewisse Erfahrung, um zum Ziel zu
kommen. Bei dem Integral

/x -exp(x)dx

haben wir z.B. zwei Mbglichkeiten.
D f(x) = x, g'(x) = exp(x). Wir kdbnnen somit offenbar g(x) = exp(x) wahlen.
Es folgt

/x-exp(x)dx X - exp(x) — /exp(x)dx
X -exp(x) —exp(x) =(x — 1) - exp(x).

i) f(x) = exp(x), g'(x) = x. Diesmal wahlen wir g(x) =(1/2)x?. Also

/x-exp(x)dx = %XQ -exp(x) — ;/x2 - exp(x)dx.

Diese Vorgehensweise war wenig hilfreich, da wir nun ein noch komplizierteres
Integral, némlich [ x2 - exp(x)dx, zu berechnen haben.

5.4.6 Beispiel. i) Wir berechnen, fur a, b > 0,

/ log(x

Dazu wdhlen wir f(x) = log(x). g’(x) = 1 und g(x) = x. Partielle Integration

ergibt
b b b 1
/Iog(x)dx —/ x - —dx
a a a X

b b b
X - Iog(x)‘ —x’ =x - (log(x) — 1)‘ :
a a a
Insbesondere ist x-(log(x) — 1) eine Stfammfunktion des naturlichen Logarith-
mus.
i) Berechnung von

x -log(x)

/orcsin(x)dx
mit f(x) = arcsin(x), g’'(x) = 1 und g(x) =
. B . 1
/orosm(x)dx = X -arcsin(x) —/x- —

= x-arcsin(x)+ v 1—x2 (s. Beispiel 5.4.2).

dx

i) Wir berechnen

/orc’ron(x)dx
mit f(x) = arctan(x)., g’(x) = T und g(x) =
1
/oro’ron(x)dx = x - arctan(x) — /x- de.

Nach der Substitutionsregel gilt mit + = p(x) = 1+ x?

1
/Xﬁtﬁdx- 2/f“

= L log(lf) = 5 log(1 +x?).
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5.4 Integrationsregeln

Alles in allem findet man
/ arctan(x)dx = x - arctan(x) — % log(1 + x?).

iv) In manchen Fdallen muss man zweimal oder noch &fter partiell intergrie-
ren, z.B., um

/X2 . cos(x)dx
zu erhalten. Wir setzen f(x) = x2, g'(x) = cos(x) und g(x) = sin(x) an. Damit gilt
/x2 -cos(x)dx = x? - sin(x) — 2- /x -sin(x)dx.

Zur Berechnung von [ x - sin(x) verwenden wir f(x) = x, g'(x) = sin(x) und
g(x) = —cos(x). Folglich

/x-sin(x)dx = —x-cos(x)+/cos(x)dx
= —X-COSs(x) +sin(x).

Zusammengenommen erhdlt man
/x2 . cos(x)dx = x? - sin(x) + 2x - cos(x) — 2 - sin(x).

v) Das Integral
Im = /sinm(x)dx

soll rekursiv berechnet werden. Die ersten beiden Integrale sind

/dx=x

/ in(x)dx = —cos(x).

lo

h

1l
2]
>

FUr m > 2 nehmen wir f(x) = sin™~! (x), g'(x) =sin(x) und g(x) = —cos(x). Es
folgt

Im

/ sin™(x)dx

—cos(x) - sin™ ' (x)+(m = 1) - /cos2(x) -sin™=2(x)dx

—cos(x) - sin™ ' (x)+(m = 1) - /(1 —sin(x)) - sin™?(x)dx
= —cos(x)-sin™ ! (x)+(M = 1) ln_o—(M—=1) - Im.

Wir schlieBen
M- Iy = —cos(x) - sin™ " (X)+(M = 1) - Im_o,

m-—1

1 . _
Im = —— - cos(x) -sin™ 1 (x) + 2.

Als Anwendung dieser Rekursionsformel beweisen wir folgendes Resultat:
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5.4.7 Satz (Wallissches*Produk?).

Beweis. Wir berechnen zundchst

™

Am 1= / " sin™(x)dx.
0
Da /2 eine Nullstelle des Kosinus ist, gilt mit obiger Rekursionsformel
m-—1 .
Am=T'Am,2 furmZQ,

sowie Ag = /2 und A; = cos(0) = 1. Induktiv findet man fr k > 1

o201
Ao = 3 21
i=1
k ,
2i
Ao = Il 57y
i=1
Es gilt
fim 222 _ iy 2K

k—oo Aoy  k—oo 2k+2
Fur x € [0, 7/2] gilt 0 < sin(x) < 1 und daher fur alle k > 1
sin®*2(x) < sin®*! (x) < sin?(x)
und auf Grund der Monotonie des Integrals
Aokrz < Agiar < Aok

FuUr die Grenzwerte ergibt sich

. A2k+2 . A2k+1 f A2k
P20 A S A, S M, T
Weiter gilt
A2
A m
und far k > 1
A4 M 2k
Ao _ Puc1 _ kel _ 2k - 2k _ K
Aok Aok 2k =1 (2k+1)-(2k—-1) 4kz2-1°
Ao—a Aoz 2k
Es folgt induktiv
T Aol _ Y
2 Ay ~Uap
und damit .
. 4j2 T .. A T
Jm [lzz—y=5"Jm E\ZZ] T3

Damit ist der Satz bewiesen.
4John Wallis (1616 - 1703), englischer Mathematiker.
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5.5 Die Trapezregel

5.5 Die Trapezregel

Auch fUr die Integration gibt es Naherungsverfahren. Eines davon ist die
Methode der Riemannschen Summen. Ist die Funktion, die integriert wer-
den soll, (mehrmails) differenzierbar, dann gibt es verbesserte Ndherungs-
verfahren. Eines davon ist die Trapezregel, die in diesem Abschnitt vorge-
stellt wird.

5.5.1 Satz (Trapezregel). Esseien a < a < b < g reelle Zahlen und f: (., f) —
R eine zweimal differenzierbare Funktion. Weiter seien K eine reelle Zahl mit
|f"(x)| < K fdralle x € [a,b], n € N, und h :=(b — a)/n. Dann gilt die Abschdt-
zung

n—1
/b f(x)dx — % h-Y (fla+i-h)y+f(a+(i+1)-h))| < ]Q—KnQ-(b— a).
a i=0 '

Man erinnere sich, dass die FiGiche eines Trapezes mit den Seitenldngen
und kL und der H6he d durch (1/2) - d-(h + b) gegeben ist. (Der Beweis der
Trapezregel wird daflr einen Beweis liefern.) In der Formel des Satzes wird das
Intfegral also durch eine Summe von TrapezflGchen angendhert. Die folgende
Skizze illustriert das.

Zur Trapezregel.

5.5.2 Bemerkung. Die Abschdatzung mit der Krimmung, d.h. mit der zweiten
Ableitung, ist unmitteloar plausibel: Ist K = 0, dann ist die Funktion linear, und
die Formel ist exakt. Ist die Krimmung klein, so ist die lineare Approximation
gut und der gemachte Fehler gering.

Beweis. Schritt 1: Wir definieren die lineare Funktion p: R — R, X — Cy-X+Cq.
durch die Forderungen p(a) = f(a) und p(b) = f(b). Wir behaupten, dass es
zu jeder Zahl x €(a, b) eine Zahl & €(a, b) mit

F(x) ~ P(xX) = 5-(x ~ @)(x — b) - 1"(&) 53
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gibt. Dazu definieren wir die zweimal differenzierbare Funktion
gR — R

f(x) — p(x)
t — f(H)—p(t)—(f—a)(t—b) x— 0 (x—b)
Diese Funktion hat die Nullstellen a < x < b. Nach dem Satz von Rolle 4.3.4
hat die erste Ableitung g’ Nullstellen n; und 7, mit a < 77 < X <, < b. Nach
dem Satz von Rolle fur g’ gibt es eine Nullstelle & mit a < g < & < mp < b der
zweiten Ableitung. Da

/" — £l f(X)—p(X)
g =F(h) -2t o s te(ab),

hat & die gewunschte Eigenschaft,
Schritt 2: Wir betrachten hier den Fall n = 1. Zundichst berechnen wir

b ] b
/ p(x)dx (co X+ = C -x2)
a 2

= % ((co+cr-a)+(co+ ¢ - b)) =

—(b—aq)- (co+%-c1-(b+a))

b-a
2

- (f(a) +f(b)).

Weiter qilt

/Ob f(x)dx — /ab p(x)dx

Bei der ersten Abschdétzung haben wir Satz 5.1.13, iii), und 5.1.15 benutzt, bei
der zweiten Satz 5.1.13 und (5.3).
SchlieBlich ist es eine einfache Ubungsaufgabe, die Gleichung

b b
g/o \f(x)—p(x)]dxg%-K-/a (x — a)-(b — x)dx.

/b(x — a)(b-x)dx = @

zu Uberprdfen. Insgesamt haben wir die behauptete Ungleichung

/b F(x)dx — b; 9 (f(a)+F(b))| < ]]—2 K-(b—a)?

nachgewiesen.
Schritt 3: Wir setzen x; .= a+i-h,i=0,....n. Dann gilt nach der Dreiecksun-
gleichung

n—1

<

i=0

b n—1
[ foace— 3h S () + Fxen)
a i=0

/Xl f(x)dx — %h(f(xi) +06n))|

Nach Schritt 2 haben wir

AR

= 5K, i=0,..n-1,

Xix1
/ f(x)dx — 1 h- (f(x) + f(>q+1))‘ < i-K.hS
» 2 12

Zusammen ergeben diese Ungleichungen die behauptete Abschétzung. O

5.5.3 Bemerkung. In Map1e ist die Trapezregel implementiert. Der Befehl lautet
ApproximateInt (f(x), x = a..b, method = trapezoid, opts).
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5.6 Uneigentliche Integrale

5.5.4 Beispiel. Es sei f: R* — R, x — 1/x. Es gilt

/2 %dx = log(x) T =log(2) — log(1) =log(2).
1

Die Trapezregel liefert uns ein Verfahren zur nGherungsweisen Berechnung
von log(2). Wir arbeiten mit n = 5. Die StUtzstellen sind

X =1 x—é x—7 x—8 x—g X5 =2
o=l X=g X=g, X=Zp. Xa=g. X=2
Der N&hrungswert aus der Trapezregel ist
11 5 5 5 5 1
5-5-(1+6+5+7+---+§+§)—0,69563iO,OOOOO5. ®.4

Die zweite Ableitung ist f(x) = 2/x3, x € R*. Fur x € [1,2] gilt 1 < x* < 8 und
daher |f"(x)| < 2. Damit weicht log(2) von dem Wert in (5.4) um einen Betrag
von hoéchstens 1/(6-52) = 1/150 = 0,006 < 0,007 ab. Wir schlieBen

0,688 < log(2) < 0,703.

In der Tat gilt
log(2) =0,69314718 - - - .

Flr weitere Informationen zu diesem Themenkreis verweisen wir auf (1), Ab-
schnitt 12.5, (6), Abschnitt 4.3 1.

5.6 Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale sind Integrale, bei denen eine oder beide Inte-
grationsgrenzen kritisch sind. Dabei nennen wir eine Integrationsgrenze a
kritisch, wenn a = +oo oder die zu integrierende Funktion in a nicht defi-
niert ist. Das entsprechende uneigentliche Integral ist dann als Grenzwert
von Folgen gewisser .herkdbmmlicher" Integrale gegeben. Wir gehen nun
die verschiedenen Fdlle durch.

Eine Integrationsgrenze ist 0o

5.6.1 Definition. i) Es seien a € R und f: [a,00) — R eine Funktion, so dass
fiia.q fUr jedes r e(a, o) integrierbar ist. Das uneigentliche Integral [J° f(x)dx
ist die Funktion

r%/rf(x)dx, refa, ).

Es wird konvergent genannt, wenn der Grenzwert

r

lim f(x)dx

r—oo a
als reelle Zahl existiert. Andernfalls nennt man das uneigentliche Integral di-
vergent. Ist das uneigentliche Integral f;" f(x)dx konvergent, dann setzt man®

/Oo f(x)dx := lim rf(x)dx.

r—oo a

5Dieser Notationsmissbrauch ist analog zu dem bei Reihen.
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i) Fr a € R und eine Funktion f: ( — oo, a] — R, so dass [ o fUr jedes

r €( — oo, a] integrierbar ist, wird das uneigentliche Integral ffoo f(x)dx als die
Funktion

a
r»—>/ f(x)dx, re(—o0,ql,
r

definiert und konvergent genannt, wenn der Grenzwert

a
lim f(x)dx

r——oo [,

als reelle Zahl existiert, und man definiert in diesem Fall

a a
/_OO f(x)dx :=r_I|>r_nOO ! f(x)dx.

Ansonsten nennt man ff’oo f(x)dx divergent.
5.6.2 Beispiel. i) Es sei a > 1. FUr r > 1 finden wir
"1 1 T 1 1
/1 Fdx_ T—a x> 1h a-1 <] a ra—1>'

Es gilt lim—,oo (1/r*~") = 0,° so dass das uneigentliche Integral [ (1/x*)dx kon-
vergiert mit

Wegen lim;_,.;log(r) = oo ist das uneigentliche Integral [;°(1/x)dx divergent.
(Das Analogon zu diesem uneigentlichen Integral ist die harmonische Reihe
aus Beispiel 2.3.13. Der genaue Zusammenhang wird in Satz 5.6.8 erkldart.)

Der Integrand ist an einer Integrationsgrenze nicht definiert

5.6.3 Definition. i) Es seien a < breelle Zahlen und f: [a, b) — R eine Funkfi-
on, so dass f[q,q fUr jedes r €(a, b) infegrierbar ist. Das uneigentliche Integral

J2 £(x)dx ist die Funktion
r
r»—)/ f(x)dx, rela,b).
a

Es wird konvergent genannt, wenn der Grenzwert

r

lim f(x)dx

r—b—0 J4

5Man erinnere sich, dass re—! = exp((a — 1) - log(r)). r > 0.
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als reelle Zahl existiert. In diesem Fall definiert man

/b f(x)dx = lim r f(x)dx.

r—b-0 Jq

Andernfalls nennt man das uneigentliche Integral divergent.
i) Gegeben sei die Funktion f: (a,b] — R, fur die fi[; 5 fUr jedes r (a, b)

integrierbar ist. Dann ist das uneigentliche Infegral ff f(x)dx die Funktfion

r—s /b f(x)dx, re(a.b].

Man nennt es konvergent, wenn der Grenzwert
b
lim f(x)dx

r—a+0 /,

als reelle Zahl existiert, und setzt

/b f(x)dx = lim r f(x)dx.

r—a+0 J 4
Andernfalls spricht man von einem divergenten uneigentlichen Integral.

5.6.4 Beispiel. ) Es sei 0 < o < 1. Fur jedes r €(0, 1) hat man

1 1
/idX= L= ! (1=,
r Xa

1 -« r 11—«

Nun gilt lim,_g,0r'~® = 0. Daher ist das uneigentliche Integral fo] (1/x*)dx kon-

vergent mit
L 1 1
/ —dx = i (1= rl7) =
0

X 1 —a r=0+0 1—a'

i) FrO < r < 1 hat man

:= —log(r).

1
1

/r ;dx =log(r)

Mit lim,_,g+0log(r) = —oo folgt, dass jb] (1/x)dx nicht konvergent ist.

Beide Integrationsgrenzen sind kritisch

5.6.5 Definition. Es seien a € RU{—oo}, b € RU{oco} mita < bundf: (a,b) —
R eine Funkfion, so dass fj, g fUr jedes abgeschlossene Teilintervall [a, 5] C
(a. b) integrierbar ist. SchlieBlich wahle man ¢ €(a, b).

a) Das uneigentliche Integral ff f(x)dx besteht dann aus den Funkfionen

r
r— [ f(x)dx, re][c,b).
C
und
C
S f(x)dx, se(a.c].
S
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Es ist konvergent, wenn die beiden uneigentlichen Integrale

/: f(x)dx und /cb f(x)dx

konvergieren. In diesem Fall erklért man

/Gb f(x)dx = /: f(x)dx + /Cb f(x)dx

Man nennt fa x)dx divergent, wenn fa x)dx oder fC x)dx divergiert.

5.6.6 Bemerkung. Der Begriff der Konvergenz hdngt nicht von der Auswahl
von ¢ ab. Ebenso ist fcf f(x)dx + fcb f(x)dx unabhangig von ¢ (Ubung).

5.6.7 Beispiel. i) Das uneigentliche Integral

ist fur jedes o > 0 divergent.
i) Es ist die Konvergenz des Integrals

<]
/_Oo1+x2dx

zu untersuchen. Wir berechnen zundchst

r

/ T3 dx arctan(x )0= arctan(r).

Es folgt
/o de = rll@o arctan(r) =

SE

Entsprechend findet man

3

°
[m]+X2dx=§.

Wir schlieBen, dass [~ _(1/1 + x?)dx konvergiert mit

<]
/_deX—W.
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Das Integralvergleichskriterium

5.6.8 Satz (Das Integralvergleichskriterium fUr Reihen). Es sei f: [0,00) — R
eine monoton fallende’ Funktion, so dass f(x) > O fur alle x > 0. Dann kon-

vergiert die Reihe "2, f(k) genau dann, wenn das uneigentliche Integral
Jo~ f(x)dx konvergiert.

Beweis. Da wir die Funktion f als monoton fallend voraussetzen, gilt

f(n) > f(x) > f(n+1)

farne Nund n < x < n+ 1. Daraus leiten wir mit Satz 5.1.13, iii),

n+1
f(n) > / f(x)dx > f(n+1), neN,
n
ab. Diese Ungleichung liefert wiederum

N+ n+1

ﬁimm;{/ f(x)dx > > " f(k), neN. 5.5
k=0 0

Wir nehmen zundchst an, dass [ f(x)dx existiert. Da f(x) > 0, x > 0, ist
die Folge ( Yk f(k))nen Monoton wachsend. Die zweite Ungleichung in (5.5)
zeigt, dass sie auch beschrankt ist. Wegen Satz 2.3.2 konvergiert die Reihe
> ko F(K).

Nun konvergiere die Reihe "2, f(k). Die Folge

(f o).,

ist monoton wachsend, weil f nur positive Werte annimmt, und durch 322, (k)

nach oben beschrdnkt, Wiederum nach Satz 2.3.2 konvergiert sie. Es sei A ihr
Grenzwert. Man beachte

N
Og/fumng nen. (5.6)
0

Seien nun (xh)nen €ine Folge positiver Zahlen mit limp—, o X» = co und € > 0.
Wir wéhlen N € N mit

N
A—/ f(x)dx <e, n>N,
0
und N > N mit

xpn >N, n>N.
Dann haben wir

N Xn
A—ag/ f(x)dxg/ f(x)dx, n>N.
0 0

"Nach Satz 5.1.9 ist eine monoton fallende Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall inte-
grierbar.
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Auf der anderen Seite gibt es zu x, ein M, € N mit x, < M, n € N (Satz von
Eudoxos 1.7.14). Daher haben wir

Xn Mn (5.6)
/ f(x)dxg/ f(x)dx < A
0 0

Alles in allem folgt
"Xn
A—s</ fx)dx <A, n>N.
0

Wir schlieBen .

lim f(x)dx = A.

n—oo 0
Damit konvergiert das uneigentliche Integral fo"o f(x)dx gegen A. O

5.6.9 Bemerkung. 1) Im Falle der Konvergenz mussen der Wert der unendli-

chen Reihe und der Wert des Integrals nicht Ubereinstimmen. (In Beispiel 5.6.2

haben wir [ 1/x2dx = 1 nachgewiesen. Andererseits gilt 372, 1/k? = 72 /6.)
i) In der Situation des Integralvergleichskriteriums sei

n n+1
Ani=) f(K) 7/ f(x)dx, neN.
k=0 0

Nach (5.5) gilt
0< A, <f(0)—f(n+1)<f(0), neN.

AuBerdem haben wir

n+2
An+1—An=f(n+1)—/ f(x)dx >0, neN.
n+1
Die Folge (An)nen ist monoton wachsend und beschrénkt und daher konver-
gent. Ein interessantes Beispiel wird in 5.6.11 vorgestellt.

i) Wenn wir die Voraussetzung an die Monotonie von f weglassen, wird
die Aussage falsch. Dazu konstruieren wir die stetige Funktfion g: [1,00) — R
wie folgt: Fir n > 1 setzen wir g(n) := 1, auf dem Intervall [n— n—2, n] definieren
wir g als von 0 auf 1 linear anwachsend und auf [n,n+ n=2] als von 1 auf 0
linear abfallend. In allen anderen Punkten definieren wir g als 0. Offenbar gilt

N+
/ i g(x)dx = lz
e n
2

Wir schlieBen -
/ gx)dx <y % < 0.
! k=1

Sei nun f: [1,00) — R, x — g(x) + 1/x?. Dann ist f stetig® und nimmt
nur positive Werte an. Das uneigentliche Integrall f{’o f(x)dx konvergiert, aber
S ey F(k) =3 "r2, (1 + 1/k?) divergiert (Aufgabe 6.16.4, b).

Mit dhnlichen Methoden kann man eine stetige Funktion h: [1,00) — R
erhalten, die nur positive Werte annimmt und far die f{’o h(x)dx divergiert und

ey F(k) konvergiert.

8Damit garantieren wir in diesem Fall die Integrierbarkeit Uber abgeschlossene Teilintervalle (.
Satz 5.1.9).
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5.6.10 Beispiel. i) Es sei a > 1 eine reelle Zahl. In Beispiel 5.6.2 haben wir ge-
zeigt, dass f{’o 1/x*dx genau dann konvergiert, wenn « > 1 gilt. Damit folgt,
dass die Reihe /2, k* genau dann konvergiert, wenn o > 1 (vgl. Folgerung
2.7.5).

i) Wir behaupten, dass die Reihe Y72, 1/(k -log(k)) divergiert. Die Funktion
f:[2,00) — R, X — 1/(x - log(x)) ist stetig, monoton fallend und nimmt nur
positive Werte an. Ferner zeigt die Kettenregel 4.2.4, dass x — log(log(x)).
x > 1, eine Stammfunktion von x — 1/(x - log(x)). x > 1, ist. Damit gilt

/;O #g(x)dx = lim log(log(x)) - log(log(2)) = cc.

Unsere Behauptung folgt deshalbb aus dem Integralvergleichskriterium.

5.6.11 Beispiel (Die Euler-Mascheroni?-Konstante). Wir betrachten die Funkti-
on f: [1,00) — R, x — 1/x. Die zugehd&rige Reihe ist die harmonische Reihe
> ey 1/k. von der wir wissen, dass sie divergiert (Bemerkung 2.3.13). Weiter

gilt f]x 1/xdx = log(x) fur x > 1. Damit sehen wir auch sofort, dass [, 1/xdx
divergiert. Sehr interessant ist allerdings die Folge (yn)n>1 mit

AN n LN
7”:=;k/ ;dx=;k—log(n), n>1.

1

Wir beweisen, dass diese Folge konvergiert. Dalog(n+1) —log(n) = log((n+
1)/n) gegen O strebt, wenn n gegen o 1GuUft, reicht es, die Konvergenz der

Folge (v;,)n>1 mit
n
=y ){ —log(n+1), n>1,
k=1

nachzuweisen. Das folgt aber aus 5.6.9, i), denn die Zahl ~;, stimmt mit A, in
jener Bemerkung Uberein, n > 1. (Dabei ist 0 an den entsprechenden Stellen
durch 1 zu ersetzen.)

Die Zahl

v = lim 5

nN—oo

heiBt Euler-Mascheroni-Konstante. Es ist eine offene Frage, ob ~ irrational oder
gar franszendent ist. Eine ausfuhrliche Diskussion dieser berihmten Zahl findet
der Leser in (7).

Die IN'-Funktion
5.6.12 Definition. Die Funktion

NRso — R

X — / 1. exp( — H)dt
0

heiBt I -Funktion.

Zundchst mussen wir uns davon Uberzeugen, dass die obige Definition Uber-
haupt sinnvoll ist.

9Lorenzo Mascheroni (1750 - 1800), italienischer Mathematiker.
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Wir beginnen mit der Integrationsgrenze 0. FUr x > 1 bzw. x = 1 ist sie nicht
kritisch, da sich =1 . exp( — 1) dann durch 0 bzw. 1 nach 0 stetig fortsetzen

l&sst. FUr x < 1T haben wir die Abschdtzung

o<t l.exp(—1) <t = g

1 1
_ 1 Beispiel 5.6.4 1) 1
Og/ * ]-exp(—f)dfg/ ——dt = —.
0 0 f]—X X

Schauen wir uns nun die Integrationsgrenze oo an. Es gilt (s. Aufgabe 6.15.2

b):
Xx—1 . _ X+1
jim T &R(=D ey g
] t—o00 €XP(1)

t—o0 =

und daher

Es gibt also ein 1y, so dass fur alle t > fy gilt
6.7)

1

ngx‘1~exp(—7‘)§f2.

Mit Gleichung (56.7) und Satz 5.1.13, iii), ergibt sich
1

0< OOTX‘]-exp—fdfg/oo—df=—.
fg (=9 o 12 fo

Da der Integrand nur positive Werte annimmt, ist damit nachgewiesen, dass
fur alle x das uneigentliche Integral f0°° =1 . exp( — t) konvergiert und I (x)

definiert ist.

20
15

10

N

N
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5.6 Uneigentliche Integrale

5.6.13 Satz. i) Wirhaben (1) = 1.
i) Die Gamma-Funktion erfdllf die Funktionalgleichung

x-rx)y=r(x+1), x>0.
iii) Fur jede naturliche Zahl n gilt

r(n+1)=n

Beweis. i) Man hat

r r

r(1)=lm [ exp(-tHdt= Jim (—exp(—1)

r—oo 0

o= Am (1 —exp(—n)=1.

i Wir integrieren partiell mit g(f) = —exp( — 1) und f(t) = *. Fir r < R erhd&lt
man

R R R
/ Pexp(—Hdt=—1t-exp(—1)| +x- / 1. exp( — t)dt.
r r r

FUhrt man nun die Grenztbergdnge r — 0+0 und R — oo durch, dann wird die
linke Seite zu I (x+1) und die rechte Seite zu x-I"(x), dennlim,_,g.or*-exp(-r) =0
und lim, oo r* - exp( — r) = lim,_oor*/exp(r) = 0.

i) Durch vollsténdige Induktion: Der Fall n = 1 ist Gegenstand von Teil i) des
Satzes. FUr n+ 1 gilt nach Teil i), dass

r(n+1)y=n-rn=nn-1=nl
Damit ist die behauptete Gleichung bewiesen. O

Die r-Funktfion interpoliert also die Fakultdt. Sie hat noch folgende Zusatzei-
genschaft:

5.6.14 Satz. Die I-Funktfion ist logarithmisch konvex, d.h. fur alle x,y € Ryq
und alle X € [0, 1] gilt

FO-x+(1=X)-y) < TN M(y)' =,

Mit anderen Worten, die Funktion log(rI) ist konvex.

Der Beweis dieses Satzes stutzt sich auf:

5.6.15 Satz (Die Holdersche'® Ungleichung). Gegeben seien reelle Zahlen p,

gmitp>1,g>1und
1 1

—+—=1
p g
i) Fur reelle Zahlen x > 0 und y > 0 folgt
xtoys < X4 Y
e g

100tto Ludwig Hélder (1859 - 1937), deutscher Mathematiker.
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i) Es seien a < b reelle Zahlenund f, g: [0, b] — R integrierbare Funktio-
nen. Dann gilt

b b b
/a [£(H) - g(h)|dt < \//a |f(f)|”dr.§//a lg(h)|7dt.

Beweis. i) Falls x = 0 oder y = 0, ist die Ungleichung frivial. Andernfalls benut-
zen wir die Tatsache, dass der Logarithmus konkav ist. Nach Satz 4.4.2 folgt
das aus der Tatsache log” (x) = —1/x? < 0, x > 0. Nach Definition einer konka-
ven Funktion (Definition 4.4.1) gilt daher

X y 1 1
lo —+= > —-log(x)+—-lo .
g(p p)_p g(x) g a(y)

Wenden wir die Exponentialfunktion auf beiden Seiten an, dann wird daraus
die behauptete Ungleichung.

i) Zundchst bemerken wir, dass die auftretenden Integrale nach Satz 5.1.15
existieren. AuBerdem ist die Ungleichung richTig wenn fb |f(1)|Pdt = O oder

f |g(t)|9dt = 0 gilt: Wir nehmen an, dass f |f(t)|Pdt = 0.. Dann muss auch
fa |f(t)|df = 0 gelten. Denn wenn fb |f(t)|df >0 g||’r dann gibt es eine Trep-
penfunktion h: [a,.b] — R mit 0 < h < |f| und f h(t)dt > 0. Dann ist hP
eine Treppenfunktion mit 0 < AP < |f|P und f hP(t)dt > 0. Dies impliziert
[21f(h|Pdt > 0.

Ferner sei C > O eine reelle Zahl mit |g| < C.!" Dann gilt nach Safz 5.1.13

iii):
0</ 7t \df<c/ h|dt =0,
Wir nehmen also fa |f(1)|Pdf > 0 und fa |g(1)|9dt > 0 an. Nach i) gilt

LG (e ()] L L] N I = ]

+ ’
o2t Par {12 |am|iat P ISlftlPat a7 g(h| Tt

Jetzt werden beide Seiten Uber das Intervall [a, b] integriert. Es folgt die Un-
gleichung

=1

(H)|dt <

<1t
p'q

1 ] ’ f(1) -

o/ (B 12\ Pys o) (D q /o 1)
§U2lrnPat {02 ) at

Der Satz ist damit bewiesen. O

Beweis von Satz 5.6.14. Wir fixieren zundchst reelle Zahlen 0 < € < R und set-
zen p:=1/xund q:=1/(1 - X\). Weiter erkl&ren wir die Funktionen

N

=1 yl

f(1) :=7‘T-exp(—é) und g(f) = q-exp(—é)' t>0.

"Man erinnere sich, dass eine integrierbare Funktion nach Voraussetzung beschrénkt ist.
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5.6 Uneigentliche Integrale

Die Héldersche Ungleichung fuhrt zu der Abschdtzung

R
/ P+ (1=2Y=1 . exp(— H)dt

R
/ I£(1) - g(h)|at

R R
\// \f(f)\pdf-i’// g(t)| %t

R A R T1—-X
(/ fX”-exp(—f)df) </ fy”-exp(—f)df) ,

Lasst man nun e gegen Null streben und R gegen unendlich, dann folgt die
behauptete Ungleichung. O

IN

Damit haben wir nun alle Eigenschaften zusammengetragen, die die M-Funk-
tion charakterisieren:

5.6.16 Satz (Satz von Bohr-Mollerup). Es sei F: R.g — R eine Funktion mif
folgenden Eigenschaften

1.F(1)=1.

2. x-F(x)=F(x+1) fdr alle x > Q.

3. F ist logarithmisch konvex.
Dann gilt F(x) = I'(x) far alle x > 0.

Beweis. Zu jedem x € R.g gibt es ein n € N mit x — n €(0, 1]. Mit der Funktio-
nalgleichung in 2. sieht man, dass F(x) aus F(x — n) berechnet werden kann.
Nach Voraussetzung 1. haben wir F(1) = 1. Wir mUssen also F(x) fur x €(0, 1)
verstehen.
Mit Voraussetzung 2. folgt F(n+ 1) = nl, n > 1. Seinun x €(0,1). FGrn € N
schreiben wir
n+x=(1-x)-n+x-(n+1).

Auf Grund der logarithmischen Konvexitdt erhalten wir die Abschdtzung
F(n+x) < F(N)'"™ . F(n+ 1)*=(n—NHI"*.nX=(n—Nl.n*, neN. (58)

Es gilt auch
n+T=x(N+X)+(1 —x)-(Nn+1+x),

so dass
nN=Fn+1)<FNn+x)*-Fn+1+x) X =Fn+x)-(n+x)'*, neN. (5.9
Aus Gleichung (56.8) und (6.9) folgt
nl-(n+x* ' < F(n+x) <(n—1)!-n*, neN. (5.10)
Mit Voraussetzung 2. erhalten wir
FiIn+x)=(x+n—=1)----- x-F(x), neN.
Damit formen wir Ungleichung (6.10) zu

(n—"Nt-n*

= by(x), neN, (.11
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um. Da

jim 2n(X)

n—oo C]n(X) n—oo

(22 (o0 25))) -1

leiten wir aus (5.11) die Identitat

1l
§

<n+ X exp(x -log(n) — x - Iog(n+x))> =

1l
3

FO) = lim bn(x) = lim —\ = D

n—oo N—s00 X ++++- (X+n7 '|) (5]2)

ab. Diese Formel legt F(x) unabhdnig von allen Wahlen fest. Damit ist der Satz
gezeigt. O

5.6.17 Folgerung (GauB). Fur jede reelle Zahl x > QO gilt
l. X
rx) = tim 27 (5.13)

n—oo N
[T (x+k)
k=0

5.6.18 Bemerkung. Mit der obigen Formel kann man direkt einsehen, warum
die I-Funktion die Fakultdt interpoliert. Dazu machen wir fur | > 1 folgende
Umformungen:

(-1 (n+ht _ nt-nf n+l N+l
S P n+l 1 n n
[TU+k)
k=0

DA liMp oo (n+1)/n=1,i=1,...1,folgt

l.n
(=1 =lim ==, 1>,
—00
[1(I+k)
k=0

Beweis. Wir untersuchen erst einmal den Fall x < 1. Die Folgenglieder in Glei-
chung (5.13) unterscheiden sich von denen in Gleichung (5.12) nur um den
Faktor n/(x + n), n € N. Da limp_,. N/(x + n) = 1, folgt (6.13) in diesem Fall aus
dem Beweis des vorigen Satzes.

Wie zuvor bemerkt wurde, gibt es zu jeder positiven reellen Zahl x eine
naturliche Zahl n, so dass x — n €(0, 1]. Daher genugt es, Folgendes zu zeigen:
Sei x > 0 eine reelle Zahl, fur die Gleichung (5.13) erfdllt ist, dann ist (6.13)
auch far die Zahl x + 1 erfullt.

Nun gilt aber
l. X
Fix+1) = x-F(x)=x- lm nn.inz
n—oo
[T(x+k)
k=0
. nl . nx nl . nx+H -1
- nlin n =n|Lm n=1 '
[T(x+k) [T ((x+1)+k)
k=1 k=0

212



5.6 Uneigentliche Integrale
Dalimpsee N/(X+ 1+ n) =1, stimmt dieser Grenzwert mit

nl. n(x+1)
n—oo

[T((x+1)+k)

k=0
Uberein, und der Satz ist bewiesen.

5.6.19 Folgerung.

Beweis. Nach Folgerung 5.6.17 qilt

= lim v
/'<;> im -v/n

n—oo [ 74 '
k]:[o (5 +k)
Nun gilt offenbar
% +k=k+1— l
d.h.
n 1 n+1 1
P =H<§+k> =H(k§)
k=0 k=1
Man folgert

SchlieBlich berechnen wir

rQ(%) = gm 20 ()

2
= 2-1m K

- = T.
n—oo P (k2 o %)
Die letzte Gleichung folgt dabei aus Satz 5.4.7.

5.6.20 Folgerung.

/OO exp( — x?)dx = /x.

5.6.21 Bemerkung. Man kennt keinen analytischen Ausdruck fur die Stamm-

funktion von exp( — x?), d.h. man kann die Funktion exp( — x?) nur numerisch
infegrieren oder hier mit einem Trick.
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Die GauBsche Glockenkurve

Beweis. Essei0 < r < R. Man substituiert x = v/ in dem Integrall fr/? exp(—x?)dx.
Man muss dann auch dx = 1/(2v/1)dt ersetzen. Also

R 5 R? 'l
exp( — x dx=/ —— -exp( — Hdf.
| em(—ax= [ o= -exp(—1)

Wenn man jetzt die Grenzprozesse r — 0+0 und R — oo durchflhrt, dann steht
dort

/Oooexp(—XQ)dx=%-F(%) =%-\/7_r.

SchlieBlich gilt
/ exp(—xz)dx=2-/ exp( — x?)dx = /x,
—o0 0

weil exp( — x?) eine gerade Funktion ist. O

5.7 Taylor-Reihen

Differenzierbarkeit einer Funktion f: | — R in einem Punkt a e list &dquiva-
lent dazu, dass sich f in a durch eine lineare Funktion approximieren I&sst.
Das bedeutet, dass es eine Konstante ¢ € R und eine Funktion n: | — R
mit limx—q n(x) = 0 gibt, so dass

f(x)=c(x —a)+f(a)+nx)(x—a)firale x € I.

Es liegt nahe zu fragen, ob sich das Resultat verscharfen I&sst, wenn f z.B.
n-,mal differenzierbar ist.
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5.7 Taylor-Reihen

5.7.1 Satz (Taylorsche Formel). Esseif: | — R eine auf dem offenen Infervall

I (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Es sei a € | fest. Dann gilt far alle
xel

N k)
00 = 3 D x— a4 R ()
k=0
RO il ) VSR i C) VISV I e

11
mit dem Restglied

1

Rﬂ+] (X) = ﬁ B

/X(x — " fMD(tat,

Beweis. Wir fUhren Induktion Uber n. FGr n = 0 gilt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

X
f(x) = f(Q) +/ f'(H)dt.
a
Eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion ist insbesondere n-mal stetig
differenzierbar. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fur das Restglied

/?,,(x):ﬁ-/o (x — H"=T fM(H)dt.

Far die Ableitung nach t gilt
((X - f)”)’ _ (x=nr!

n! (n=N

Damit I&sst sich partielle Integration 5.4.4 anwenden:

1 /X _
[ (x =" (1)dt
=T O( ) (1)
t= "X __ +\n
X+/ XD ptm) (hyat
t=a a n!

,f(n)(f) . _(X -
f(n)(a) . (X B o)n + /X (X B 1-)/’1 . f(n+1)(1.)d1.

n!
n! a n!

Damit ist der Induktionsschritt getan. O

5.7.2 Folgerung. £s seif: | — R eine auf dem offenen Intervall | (n+ 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion mit f(™") = 0, Dann ist f ein Polynom vom Grad
<n.

5.7.3 Satz (Lagrangesche'? Form des Restgliedes). Esseienf: | — R eine auf
dem offenen Intervall | (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und a € |.
Dann existiert far jedes x € | ein & € [a, x] bzw. € [x, a] mit

¢, FOE)

kX T

-(X _ Cl)n-”.
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Beweis. Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 5.1.17 folgt, dass es ein
&x gibt mit

X (y _ $\N
R0 = 1) [Pt
a n!

Mit

X _#\N o n+1

/(x By (X=Q)

a n! (n+1)!
folgt die Behauptung. O

5.7.4 Folgerung. Es seien f: | — R eine auf dem offenen Intervall I n-mal
stetig differenzierbare Funktion und a € I. Dann gibt es eine Funktion n: | —
R mitlimy_,on(x) =0, so dass

N fk)
=3 T o i) -
k=0 '
Beweis. Wegen
(n) (n) (n) _ f(n)
&) (= T gy IV 0@
n! n! n!
folgt aus dem letzten Satz
F(n) — fM(qg
100 = [ — ()

n!

fUr ein geeignetes & € [a, x] bzw. € [x, a]. Wenn x gegen a strebt, dann strebt
&x ebenfalls gegen a. Deshalb gilt

o i @ = @)
Jmyn00 = Im, —=——— =0

Die letzte Gleichung folgt aus der Stetigkeit von (") in a. O

5.7.5 Beispiel. Wir betrachten die Kosinusfunktion an der Stelle a = 0. Aus der
Potenzreihe des Kosinus 3.8.19 lesen wir ab:

x2 x4 xb

COS(X)=]7§+175

+ Ry (X).

Die ersten Ndherungspolynome fur den Kosinus sind also

X2 X2
) = 1-5=1-%

x2 x4 x2 x4
fA(X) - .liﬁ-km_.li? ﬂ

x2 x4 X6 x2 x4 x6
B = gt a et T 70

12 Joseph-Louis de Lagrange (eigentlich Giuseppe Lodovico Lagrangia; 1736 - 1813), italieni-
scher Mathematiker und Astronom.
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5.7 Taylor-Reihen

y = COS(X)

1+ y = f(X)

Es ist klar, dass sich die Periodizitét der Kosinusfunktion mit keinem Taylorpo-
lynom abbilden I&sst.

5.7.6 Satz (Restglied der Exponentialfunktion). Es sei

n k
X

exp(x) = § Kl + Rne1 (X).
k=0 "

Dann gilt far o € R mit |a| < 1+(n/2)

|a|n+1

(n+ 1)

|Rn+1(04)| <2.

Beweis. Offenbar gilt

0 k
Ren(@)] < 3 |5
k=n+1

o™ (g el o e
(n+1)! n+2 (n+2)----- (n+k+1)

(ﬂn;])! i (n|i|2)k'

k=0

Wenn |a| < 1+(n/2), d.h. |a|/(n+2) < 1/2 gilt, dann erhdlit man mit der geo-
metrischen Reihe

|a|n+1 /1 k_ |a|n+1
‘R””(O‘)’S(nﬂ)!'kzzoj 3) =2 e

Dies ist die gewunschte Abschdétzung. O

5.7.7 Beispiel (NGherungsweise Berechnung von e). Nach Satz 5.7.6 gilt fur
n > 1 die Abschdtzung

2
(nh+ 1)

0< Rn+1(]) <
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FOr n =5 erhd&lt man

2 1
Re(1) < 31 = 360 < 0,003
Mit
5 4 3
> o =2716
k=0
ergibt sich

2,716 <e<2,7197.

Nimmt man n = 8, so folgt wegen
Rg(1) < 0,000 006

und

|

=2,718278 770,

>

8
|
k=0

x

dass
2,718278 770 < e < 2,718 284 770.

Wir haben somit den Wert der Eulerschen Zahl bis auf vier Nachkommastellen
genau berechnet.

5.7.8 Definition. Es seien | ein offenes Intervall, f: | — R eine unendlich oft
differenzierbare Funktion und a € I. Dann heiBt die Potenzreihe

2 £(k)
o) = 30 T4 (-
k=0 '

die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar:

5.7.9 Satz. Es seien | ein offenes Intervall, a € I, und
f(x)=>_ ci-(x—a)
k=0

sei eine Potenzreihe, die auf | konvergiert. Fassen wir f als unendlich oft diffe-
renzierbare Funktion auf | auf, dann gilt

Tra(X) = f(x).

5.7.10 Bemerkung. i) Einer Potenzreine p(x) mit Entwicklungspunkt xo und po-
sitivem Konvergenzradius p ordnen wir eine (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: (xg — p. Xg + p) — R zu. Die Koeffizienten von p(x) erhalten wir aus
den Ableitungen von f an der Stelle x; zurlck. Die Taylorreihe T; 4(x) ist die
einzige Moglichkeit, eine (unendlich oft differenzierbare) Funktfion f in einer
Umgebung eines Punktes a ihres Definitionsbereichs durch eine Potenzreihe
darzustellen.
i) Im Allgemeinen treten folgende Probleme auf:
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e Der Konvergenzradius von T 4(x) kann null sein.

o Die durch die Taylorreihe T 4 (x) definierte Funktion muss nicht mit f Gber-
einstimmen.

5.7.11 Bemerkung. Nach einem Satz von Borel'® ((3), Satz (4.5)) tritt jede Po-
tenzreihe als Taylorreihe einer unendlich oft differenzierbaren Funktion auf. Der
Beweis ist konstruktiv, d.h. zu einer gegebenen Potenzreihe wird eine Funktion
mit dieser Potenzreihe als Taylorreihe angegeben. Damit findet man sofort
Beispiele fur Funktionen, deren Taylorreihe den Konvergenzradius O hat.

5.7.12 Beispiel. i) In Aufgabe 6.17.5 wird folgende Funktfion besprochen:
ffR — R

1
RN exp (—;), falls x >0
0, fallsx <0

Es wird gezeigt, dass die Funktion f beliebig oft differenzierbar ist und (" (0) =
O fUr alle n € N gilt. Die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt O ist also

Tro(x) = 0.

Sie hat unendlichen Konvergenzradius und definiert die Nullfunktion. Insbe-
sondere stimmt die durch die Taylorreine definierte Funktion in keiner Umge-
bung von Null mit f Gberein.

i) Es sei g(x) :=1/(1 — x) fur x # 1. Des Weiteren sei

f(x) = i XX,
k=0

Wir haben bereits gesehen, dass diese Reihe genau fur die « € R mit o] < 1
konvergiert und fUr ein « € R mit |o| < 1

1

=1—a

f(a)

gilt. Aus den obigen Satzen Uber Potenz- und Taylorreihen folgt daher
Tgo(x) = f(X).

13F&lix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956), franzdsischer Mathematiker und Politiker.
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Das n&chste Beispiel erfordert einige Vorbereitungen. FUr natUrliche Zahlen
k < nist gemdB Definition 1.7.15 der Binomialkoeffizient durch

k

(Z) - k!-(nn!— K 11 n+} —

i=1

gegeben. Dies I&sst sich nun verallgemeinern:

5.7.13 Definition. FUr eine beliebige reelle Zahl v und k € N setzt man'

(Z)=ﬁy+;_i'

i=1

5.7.14 Eigenschaften. i) Firn € N und k > n gilt

(0)-

i) FUrv € R\ N und jedes k € N hat man
v
(2) +0

5.7.15 Satz (Die binomische Reihe). Es seienv € Rund f: (—1,1) — R,
X —(1+x)”.
i) Die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt Q ist

Tro(x) = kf; (Z) X

i) Die Reihe T o(a) konvergiert fur jedes o €( — 1, 1) gegen f(«).

5.7.16 Bemerkung. Fur v € N ist dies bis auf die Tatsache, dass dann Konver-
genz auf ganz R vorliegt, der binomische Lehrsatz 1.7.19.

Beweis. Zu i): Nach den Ableitungsregeln aus Abschnitt 4.2 gilt fur jedes n € N
undjedesfe(—1,1)

OB =v(v=1) - (v+1—k)(1+H" K=kl (”) (1+ HK,

k
()

Zu ii): Die Konvergenz wird mit dem Quotientenkriterium 2.10.2 Uberpruft.
Wir durfen dabeiv € R\Nund a €(— 1, 1)\ {0} annehmen, da ansonsten die
Reihe endlich ist. Es sei oy := (1) - o, k € N.

so dass

4Ein Produkt ohne Faktoren hat definitionsgemdaB den Wert 1 (vgl. Aufgabe 6.1.3), so dass
(’5) =1 gilt.
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Man erhdlt fur k e N

Q1 | _ (ki]) -kt = |a] - v—k
Qi (1) - ok k+1
und folglich
im || = o gim |2 K] = g <.
k—oo | Qi k—oo | K+ 1

FUr |a] < g < 1 existiert also ein kg, so dass |ax+1/ k| < q fur jedes k > kg gilt.
Um nun zu zeigen, dass die Taylorreihe gegen f(a) konvergiert, missen wir
zeigen, doss furjedes a €(— 1, 1)

lim Rys1(a) =0
k— 00
qilt.
FallA): 0 < a < 1.Mit C:=max{1,(1+a)”} =max{ (1 + )|t e [0,a] } gilt
flr jedes k € N und jedes t € [0, o] die Abschatzung
0<(1+HkT<a+t¥ <C
Es folgt (mit Satz 5.1.13)

% : /O (a— H¥. f(k”)(f)df‘

ke ‘(k: 1)‘ '/oa(o“ He-(1+ tyr=kTdt
C(k+1)- ‘(ki ])‘ ./O“(a Hat

2l

Aus der Konvergenz der Reihe 3"32, (1) - o folgt nach 2.7.2
v
k

lim Rk+1 (a) =0.
k—o0

| R ()|

IN

. ak+1

lim ak=0

k—o00

und daher

Fall B): —1 < a < 0. Hier gilt

|Rk+1(04)‘ = ] . /Oa(oz T)k.f(k”)(f)df‘

k!
(k+1)- ‘(k-l: ]) ./Oa(a He.(1 + B 1dt

(k+1)- ‘(k-l: ])‘ ./Oa|(|a| —Hk(1 = Hrk gt

Man kann keine Abschdatzung von (1—1)Y~%=1 angeben, die flr alle t € [0, |a/]
und alle k € N guiltig ist. Wegen |a| < 1 gilt allerdings (ja| — ¥ <(|a| — |a| - ¥ =
laf-(1 — 1)k, k € N. Damit kbnnen wir wie folgt abschatzen:

v (”;])’.|a|k./oal(1 — tyr1dt
(e

IN

|Rir ()|
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Kapitel 5 Zwzegratrectiunccg

Dabei haben wir o
=|y|-/ (1—tyr'at
0
gesetzt.

Wegen der Konvergenz der Reihe S35 |(“')| - laf¥ strebt der Ausdruck

1(“")|-lal und damit auch der Ausdruck |Re. ()] gegen Null, wenn k gegen
unendlich 1&uft. O

5.7.17 Beispiel. Die folgende Tabelle enthdlt die Taylorreihen weiterer wichti-
ger Funktionen.

Funktion Entwick- Reihe Konver-
lungspunkt genzradius
k+1  (x=DF
log(x) 1 (= e et 1
X+1 2k+1
log (ﬁ) 0 23 k0 T 1
3 5 7 9 T
tan(x) 0 X+ x3 + —x5 31175x7 + 2%325XQ Z
s
tanh(x) 0 X — gx] 3]5x ] ; @X ]+3258357x T- z
arcsin(x) 0 X+2’3¥ :24?x 2246]7;; ! 1
™

arccos(x) 0 T —X— 52X — X 22/}67)( - 1
arctan(x) 0 Do O( — k. 1
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Dce # ufgabentbliitten

Blatt 1

Aufgabe 6.1.1.
a) Werden wie in der folgenden Abbildung gezeigt die vier Puzzleteile anders
angeordnet, entsteht eine Lucke.

ErklGren Sie das Phdnomen.

b) Eine Tafel Schokolade bilde ein Rechteck von 5 - 10 Sttcken und soll in 50
Einzelstlcke zerbrochen werden. Dabei darf in jedem Schritt eins der vorher
erhaltenen Stlcke entlang einer Kante gebrochen werden. Das folgende Bild
zeigt zwei Moglichkeiten fUr den ersten Schritt.

B 1218

Wie kommt man am schnellsten zum Ziel? Begrinden Sie Ihre Antwort,

Aufgabe 6.1.2 (Aussagenlogik).
a) Esseien ne Nund T, :={ g € N| g ist Teiler von n} die Teilermenge von n.
(Eine naturliche Zahl g ist Teiler der natdrlichen Zahl n, wenn ein p € N mit
n=p - q existiert.)
Bestimmen Sie Tg4.
b) Ist die Aussage

QcTionlg oder7 e T1o U T
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wahr?
c) Ist die Aussage
2e{xez|x*<2}
wahr?
(Die Antworten sind jeweils zu begrinden.)

Aufgabe 6.1.3 (Das Summenzeichen).
Es seien m < nganze und gp,....,an reelle Zahlen. Wir setzen

n
> Q= am+--+an
i=m

(Furm > nlegtman 37 a; =0 fest.)
a) Schreiben Sie die folgenden Ausdricke mit bzw. ohne Summenzeichen:

4 7
D2+3+4+.. 48, i) x+2+3x%++9x°, i) D x. V) > akbior.
Jj=1 k=4

b) Berechnen Sie
4 5
DD (1=2)(i=3), i) P -,
i=1 j==5

Aufgabe 6.1.4 (Rationale und reelle Zahlen).
Es seien x € R eine irrationale Zahlund a, b, ¢, d € Q rationale Zahlen. Zeigen
Sie: Wenn ad — bc # 0 gilt, dann ist auch

_ax+b
" ocx+d

eine irrationale Zahl.
(Erinnerung: Die Elemente von Q heiBen rationale Zahlen, die Elemente von
R\ Q. d.h. die reellen Zahlen, die nicht rational sind, irrationale Zahlen.)

Blatt 2

Aufgabe 6.2.1 (Mengenalgebra).
a) Es seien A, B ¢ C Mengen. Zeigen Sie die De Morganschen' Regeln

C\(AU B)
C\(ANB)

(CNAN(C\ B)
(CANAU(C B).

llustrieren Sie die Gleichungen mit einem Bild.
b) Es seien A und B Mengen. Uberprufen Sie die Gleichung

(AUB)\(ANB) =(A\ B)U(B\ A).

Man nennt
AN B:=(AUB)\(ANB)

die symmetrische Mengendifferenz.
Skizzieren Sie die symmetrische Mengendifferenz in einem Bild.
Welcher Aussage in der Logik entspricht die symmetrische Mengendifferenz?

' Augustus De Morgan (1806 - 1871), englischer Mathematiker.
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c) Es seien A und B Mengen. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden drei
Aussagen:

iy AcCB
i) ANB=A
i)  AUB=B.

Aufgabe 6.2.2 (Rekursive Definitionen).
a) Geben Sie die definierende Abbildung f: A — A und das Element gy € A
zu den folgenden Rekursionsvorschriften an:

,heN, F(2)=E;

) A= Quo, F(N+1)=1+ 5

1
1+ F(n)

i) Ai=Rog, F(n+1)=F(n)2, ne N, F(3) =8.

b) Geben Sie die definierenden Abbildungen f,: AX(™1) —5 A, n e N, und
ggfs. das Element ag € A zu folgenden Daten an:

| 3 1
i)ag=95, a; =4, on+2=§'on+1*§'on'n€[N;

i) nll o= 1-3-----n, nungerade
"1 2-4-----n, ngerade

¢) Fur die Zahlen an, n € N, aus Teil b), i), zeige man: Es gibt eindeutig be-
stimmte rationale Zahlen by und b,, so dass

Gn=b1+b2~%,n6 N.

Aufgabe 6.2.3 (Vollstandige Induktion I).

Behauptung: FUr jede naturliche Zahl n gilt n = 0, d.h. alle natUrlichen Zahlen
sind gleich.

Beweis durch vollstéindige Induktion iiber n.

n = 0: Trivialerweise haben wir 0 = 0.

n — n+ 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt 0 = --- = n— 1 = n. Durch Ad-
dieren von 1 zu der Gleichungn—1 = nfolgtn=n+1und wegen n =0
(Induktfionsvoraussetzung) auch n+ 1 =0.

Wo liegt der Fehler in dieser Argumentation?

Aufgabe 6.2.4 (Vollsténdige Induktion 11).

a) Zeigen Sie durch vollsténdige Induktion: Flr jede natUrliche Zahl nist 2n° +
3n? + ndurch 6 teilbar.

b) Beweisen Sie mittels vollst&ndiger Induktion, dass die Potenzmenge von
{1....n}genau 2" Elemente hat, n > 1.

Blatt 3

Aufgabe 6.3.1 (Graphen und Aquivalenzrelationen).
Es sei A eine Menge. Wir definieren

A® ={{a,b}eP(A)|abecA}

als Menge der ein- und zweielementigen Teilmengen von A.
Ein Graph ist ein Paar (S, K), das aus einer endlichen Menge S und einer Teil-
menge K ¢ S@ besteht. Die Elemente von S heiBen Scheitelpunkte und die
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von K Kanten. Einen Graphen visualisieren wir, indem wir die Scheitelpunkte in
der Ebene aufmalen und eine Kante { 51,5, } als Verbindungslinie der Punkte
$1 und sp.

So fuhren §:={1,2,3,4,5,6,7 } und

Ke={{1}.{1.2}.{1.3}.{2.3}.{4.5}.{4.6}.{4.7}}

WANSAVE

Abbildung 6.2: Ein Graph

zum Bild

a) Bestimmen Sie die Mengen S und K, die zu Abbildung 6.2 fUhren.

®

e e

Abbildung 6.3: Der Graph zu Aufgabe 10)

b) Zeichnen Sie das Bild des Graphen (S, K) mit S :={1,2,3,4,5,6,7,8.9,10}
und

K:={{1,2}.{3.4},{3.56}.{4,56},{6,7}.{6,10},{7,8}.{8,9}.{9.10} }.

¢) Es seien (S.K) ein Graph und s,f € S. Ein Weg von s nach t ist ein Tupel
(Sp. .., S) Mit s =5, 8 =tund {s_7,5} €K, i=1,..k? Wirsagen s,t € S sind
verbindbar, wenn es einen Weg von s nach t gibt, und definieren die Relation
.~ auf § durch

s~1t 1< (s=1)v(sund tsind verbindbar).

Weisen Sie nach, dass .~" eine Aguivolenzreloﬂon ist.

d) Bestimmen Sie die Menge der Aquivalenzklassen fur Abbildung 6.1 und die
Beispiele aus a) und b). Welches ,Bild" vermuten Sie im Allgemeinen?
Aufgabe 6.3.2 (Rationale Zahlen).

Q) Zeigen Sie, dass durch

(a.b) ~(c.d) <= ad=bc

eine Aquivalenzrelation auf Z x Z* definiert wird.
b) Zeigen Sie, dass die Addition

+ QxQ — @
<g E) L ad + bc
b’ d bd

?Die Lange k kann variieren,
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und die Multiplikation

TQRQxQ — Q
2.8y — o
b’ d bd
auf den rationalen Zahlen wohldefiniert sind.

Aufgabe 6.3.3 (Anordnungen).
a) UberprUfen Sie, dass durch

[a.b]<[c.d] 1« a+d<b+c

eine Anordnung von Z definiert wird.
b) Beweisen Sie folgende Eigenschaften der obigen Anordnung von Z:

Va,b,ceZ . a<b = a+c<b+c.

ac< bc, fallsc>0
Va,b,ceZ . a<b = {oczbc, fallsc <0

c) Weisen Sie nach, dass die Relation ,<" auf @ mit

<

{ ad < be, falls bd >0
=

ad > bc, falls bd <0

olQ
Qlo

eine Anordnung ist.
Hinweis: Werden Sie zuerst den Fall bd < 0O los.

Zusatzaufgabe 6.3.4 (Die naturlichen Zahlen).

a) (Eindeutigkeit der naturlichen Zahlen) Es sei (N, Oy, v) eine Menge von na-
tarlichen Zahlen. Zeigen Sie, dass es genau eine bijektive Abbildung F: N —
N mit F(0) =05 und F(n+ 1) =v(F(n)). ne N, gibt.

Hinweis:

Die Bijekfivitadt von F kann man durch Angabe einer Abbildung G: N — N
mit Go F = idy und F o G = idy nachweisen. Die Aussage folgt dann durch
mehrmaliges Anwenden des Dedekindschen Rekursionssatzes.

b) Wir definieren die Teilmengen A, € N, n € N, durch

AO = U,
Aner = ApUu{n+1}, neN,
aso A, = {1...n}, n>1.

Beweisen Sie: FUr jede Menge B, m,n € N und Bijektionen «: A, — B und
B8: Ay — Bgitm=n.3

Anleitung:

Beweisen Sie die Aussage durch vollsténdige Induktion Gber m.
Unterscheiden Sie im Induktionschritt die Félle n=0und n=n"+1 > 0. Unter-
suchen Sie im zweiten Fall zun&chst, was fur a(m+ 1) = g(n' + 1) passiert.
Erkléren Sie schieBlich, wie man die Situation a(m+ 1) = g(r’ + 1) herstellen
kann.

3Dieser Satz erlaubt es, den Begriff einer endlichen Menge mit n Elementen zu definieren (s.
Definition 1.9.1).
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Blatt 4

Aufgabe 6.4.1 (Die Kérperaxiome).

Bestimmen Sie alle Tupel (K.0,1,+,-), die aus einer Menge K, 0,1 € K und
Abbildungen +: K x K — K und -: K x K — K bestehen, in denen die Kbr-
peraxiome (a), (Mm1)-(m4) und (d) gelten und 0 = 1 statt (b).

Aufgabe 6.4.2 (Absolutbetrag und Vorzeichenfunktion).

Es sei K ein angeordneter Kérper. Uberpriifen Sie folgende Eigenschaften der
Abbildungen |.| und sign:

A Vx € K : x =sign(x) - |x|.

BY VX, y € K:(Ix - y| = |x] - [y[)A(sign(x - y) = sign(x) - sign(y)).

) ¥x € K :(|x| > O)A(|x] =0 <= x =0).

ADVxeKeceKe>0:|X|<e<= —c<x<e.

Aufgabe 6.4.3 (Dedekindsche Schnitte).

a) Es seien R, und R, Dedekindsche Schnitte. Zeigen Sie, dass Ry + R wieder
ein Schnitt ist.

b) Zeigen Sie, dass R := { x € Q| x3 > 3} ein Schnitt ist.

Aufgabe 6.4.4 (Die Formel von Moivre?-Binet®).

Wir definieren die Folge (bp)n>0 rekursiv wie folgt:

L] bo = 0,

o b] =1,

e b1 = bp+by_1, N> 1.°Beweisen Sie:

o ((1+v8\" [(1-vB\"
w3 (55 (49))

Wie entwickeln sich die beiden Summanden auf der rechten Seite fur n — co0?
Zusatzaufgabe 6.4.5 (Fibonacci-Zahlen).

Recherchieren Sie mindestens drei weitere Beispiele fUr das Auftreten der
Fibonacci-Zahlen in den Naturwissenschaften.

Blatt 5

Aufgabe 6.5.1 (Folgen).
a) Wir betrachten die Folge (an)nen Mit an :=(n—2)/(n+ 1), n € N. Bestimmen
Sie eine naturliche Zahl N, so dass |a, — 1| < ¢ fUr alle n > N, fur folgende
Werte von e:

)e= i iNe=-==

R ToK ~700°
b) Untersuchen die nachstehenden Folgen auf Beschrénktheit und Monoto-

nie.
() ) (502

Aufgabe 6.5.2 (Nullfolgen).
Es sei (an)nen €ine Nullfolge. Beweisen Sie, dass auch die Folge (bp)n>1 mit

n

1
bn:=ﬁ-kz_;ok, n>1,

4Abraham de Moivre (1667 - 1754), franzdsischer Mathematiker.
5Jacques Philippe Marie Binet (1786 - 1856), franzdsischer Mathematiker.
6Somit stimmt bj,,; mit der Fibonacci-Zahl an Uberein, n € N.
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eine Nullfolge ist.

Aufgabe 6.5.3 (Der Calkin-Wilf’-Baum).

Wir betrachten Qg := {x € Q| x > 0}. Ein Element x € Q- k&nnen wir in ein-
deutiger Weise als gekurzten Bruch x = p/qg von nattrlichen Zahlen schreiben,
d.h. p, g € N sind teilerfremd.® Jede rationale Zahl p/q bekommt zwei Nach-
folger: den linken Nachfolger p/(p+q) und den rechten Nachfolger (p+Qq)/q.
Beginnend mit 1/1 erhalten wir auf diese Weise ein Beispiel fUr einen bindren
Baum, den sogenannten Calkin-Wilf-Baum (s. Abbildung 6.3).

Generation
0 T
N / N v v
3 1 4 3 5 2 5 3 4
2 3 5 2 5 3 i T
Y Y vV ¥ VvV ¥ VYV ¥ ¥V Y ¥ Y ¥ Y ¢ Y

—lw

Abbildung 6.4: Der Calkin-Wilf-Baum

a) Beweisen Sie, dass jeder Bruch im Calkin-Wilf-Baum gekurzt ist.

b) Zeigen Sie, dass jede positive rationale Zahlim Calkin-Wilf-Baum vorkommt.
¢) Beweisen Sie, dass jeder gekurzte Bruch genau einmal im Calkin-Wilf-Baum
auftritt,

d) Durch Abzdhlen des Baums von oben nach unten und von links nach
rechts ergibt sich eine bijektive Abbildung a: N — Q. Zeigen Sie, dass der
Nenner von «a(n) mit dem Za&hler von a(n+ 1) Ubereinstimmt.

e) Wegen d) gibt es eine Folge (bp)nen Mit

bn

., nheN.
bn+1

a(n) =

Zeigen Sie, dass die Folge (bnp)nen die Rekursionsvorschriften
bope1 =bn und  bopyo =bn+bpy, NeEN

erfullt.?

Zusatzaufgabe 6.5.4 (Die Formel von Newman).

Fur jede rationale Zahl x € Q sei [x] die gréBte ganze Zahl, die kleiner oder
gleich x ist, und {x} := x — [x] der gebrochene Anteil von x.

Begrinden Sie, dass man die Abzdhlung o mit der Rekursionsvorschrift

fiQso — Q-0
1

[x]+1—{x}

"Herbert Wilf (* 1931), US-amerikanischer Mathematiker.

8Die Zahlen p und g sind feilerfremd, wenn es auBer 1 keine natlrliche Zahl s gibt, die sowohl
p als auch g teilt.

9Zusammen mit der Bedingung by = 1 legt dies die Folge (bn)nen Und damit die Abzdhlung o
fest.

X
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<

y+1
\ v

N v

a vy
T+y +k T+k(y+1)

+
<

Abbildung 6.5: Benachbarte Elemente im Calkin-Wilf-Baum

und dem Startwert 1/1 erhdft.

Anleitung.

Uberlegen Sie sich die Formel im Fall, dass man bei der Abzahlung im Baum
von einer Zeile zur néchsten springt.

Begrinden Sie, dass man andernfalls ein Diagramm wie in Abbildung 6.4 im
Baum findet, und leiten Sie damit die Formel ab.

Blatt 6

Aufgabe 6.6.1 (Konvergente Folgen).
a) Es sei (an)nen €ine konvergente Folge mit Grenzwert a. Zeigen Sie, dass die
Folge (Jan|)nen gegen |a| konvergiert.
b) Beweisen Sie folgendes Majorantenkriterium: Gegeben seien eine Folge
(an)nen. €ine reelle Zahl a, eine Nullfolge (bp)nen Und eine natlrliche Zahl Ny,
Gilt

|an—a| < |bp| fUrallen> Ny,

so konvergiert die Folge (an)nen gegen a.
¢) Ermitteln Sie, ob die unten angegebenen Folgen konvergieren, bestimmt
divergieren oder keins von beiden, und bestimmen Sie gegebenenfalls den

Grenzwert.
) 3n® - 1502 -12n-19 i) n—-2n? -4
18n% +25n+1 0 n=15 /) o'

i 5nt — 34r? + 1
254 +15n° +56n2 +13n+5 ) .o

v (D o (LD e2r ]
m+1 s 13m +5n2+76n+9 ) .o

d) Zeigen Sie, dass die Folge
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konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenzwert,
e) Weisen Sie die Konvergenz der Folge

n
((+3))
n
n>1
nach.

Hinweis: Untersuchen Sie die Quotienten an.1/an. N> 1.

Aufgabe 6.6.2 (Haufungspunkte).
Zeigen Sie, dass es eine Folge (an)nen gibt, die jede reelle Zahl als Haufungs-
punkt hat,

Aufgabe 6.6.3 (Limes superior und Limes inferior).
Wir betrachten eine beschrénkte Folge (an)nen Und definieren

sup{ak|k>n}, neN,
inf{ax|k>n}, neN.

Qn
Bn

Q) Zeigen Sie, dass die Folgen (an)nen UNA (8r)nen koNvergieren.
(Definition. Der Grenzwert

m an = lim Qan
n—oo

n— oo

heiBt Limes superior der Folge (an)nen UNd der Grenzwert

”_m anp = ”m ﬂn
n— oo n—oo

Limes inferior.) L

b) Weisen Sie, dass limp_, . anundlim,,_, .. a, Haufungspunkte der Folge (an)nen

sind und die Folge genau dann gegen a € R konvergiert, wenn

im a,=a= lim a,
n—oo n— o0

gilt.
¢) Bestimmen Sie Limes superior und Limes inferior der Folge (an)nen Mit

on:=(—1)“-(1+ln), n>1.

Blatt 7

Aufgabe 6.7.1 (Wurzeln).

a) Es seien x, y € R nicht negative reelle Zahlen. Zeigen Sie, dass x < y auch
x? < y? impliziert.

b) Weisen Sie nach, dass umgekehrt fUr nicht negative reelle Zahlen x,y € R
aus x2 < y? auch x < y folgt.

c) Sie sollen v/5 mit dem Verfahren aus der Vorlesung berechnen. Dabei sol-
len Sie einen absoluten Fehler von weniger als 10-7 machen: Wahlen Sie
einen geeigneten Startwert gy und schatzen Sie ab, wieviele Iterationen Sie
durchfuhren mussen, d.h., bestimmen Sie n € N, so dass |a, — V5| < 1077,
Geben Sie auch die Werte ag, ..., a, an.

Aufgabe 6.7.2 (Die Eulerzahl).
Es sei
-l n
e:= lim (1+—) .
n—oo n
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Zeigen Sie, dass die Reihe

=
25
k=0
gegen e konvergiert,

Aufgabe 6.7.3 (Konvergente Reihen).

a) Beweisen Sie, dass die Reihe

1

Z Kk + k2
k=1

konvergiert.
b) Zeigen Sie, dass die Reihe

> 1 1
; (ﬁ - Vk+ 1)
konvergiert und bestimmen Sie inren Wert,

Aufgabe 6.7.4 (Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen).
a) Es sei (an)nen €ine Folge ganzer Zahlen mit a, € {0,....9}. n > 1. Beweisen

Sie, dass die Reihe .
> 1
>ac ()
k=0

konvergiert.

b) Es sei x eine reelle Zahl. Zeigen Sie, dass man eine Folge (an)nen VON ganzen
Zahlen mit ap € {0,....9}, n > 1, finden kann, so dass

) 1 k
X=Zok- <ﬁ> .
=0

c) Weisen Sie nach, dass man in b) die Folge ohne Neunerperiode wdahlen
kann, d.h. so dass
YneN3I>n: aq #9.

Uberprifen Sie auch, dass die Folge ohne Neunerperiode eindeutig durch x
festgelegt ist.

Blatt 8

Aufgabe 6.8.1 (Rekursiv definierte Folgen).
Zu « € R definieren wir die Folge (ap)nen Uber

o (p = q,
e Qp1 = 5(02+3).neN.

a) Bestimmen Sie die méglichen Grenzwerte der Folge (an)nen mit dem Trick,
der in der Vorlesung bei der Berechnung von Quadratwurzeln angewandt
wurde (,Fixpunktgleichung™).

b) Untersuchen Sie die Folge (an)nen auf Konvergenz in Abhéngigkeit von a.
Hinweise.

e Schreiben Sie die Differenzen a,.1 — b als Funktion von a,, n € N, b ein
maoglicher Grenzwert der Folge (an)nen-
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e Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Folge und die Beschrénktheit.
e Unterscheiden Sie die Fdlle a = £1,+3, a < —3und a > 3, -3 < a < —1und
l<a<3 -T<a<l.

Aufgabe 6.8.2 (Geometrische Reihen).

Es sei ag € R.g. Wir definieren rekursiv Dreiecke A, n € N. Dabei sei Ag ein
gleichseitiges Dreieck mit Seitenlénge ag und A, ein gleichseitiges Dreieck,
dessen Seitenldnge a,,; mit der Hohe h, des Dreiecks A, Ubereinstimmt, n
N,

Es seien u, der Umfang des Dreiecks A, und f, sein Fidcheninhalt, n € N.

a) Geben Sie Formeln fur u, und f,, n € N, an.

b) Begrinden Sie, warum die Reihen Y~ 2, uy und Y22, fi konvergieren, und
bestimmen Sie ihre Werte.

Aufgabe 6.8.3 (Konvergenzkriterien).

Q) Zeigen Sie, dass die Reihe
0o Ak -1
> (30

k=1

(absolut) konvergiert.
b) Weisen Sie die absolute Konvergenz der Reihe

i(1)k~%-<%+%)k

k=1

nach. (Hinweis. limy_,.. vk = 1.)

Aufgabe 6.8.4 (Bedingt konvergente Reihen).

Essei Y,y ok eine bedingt konvergente Reihe.

a) Sei a € R. Zeigen Sie, dass es eine Folge (ep)nen Mit en € {1}, N € N, gibt,
so dass die Reihe "2, e« - ax gegen a konvergiert.

b) Weisen Sie auch nach, dass man die Vorzeichenfolge (en)nen SO Wdhlen
kann, dass die Reihe Y72, ek - ax divergiert.

Blatt 9

Aufgabe 6.9.1 (Klammerungen von Reihen).
Es seien >/ 2; ax eine unendliche Reihe und (n)en eine Auswahlfolge. Die
zugehdrige Klammerung der Reihe "2, ay ist die Reihe

(GO+"'+ong)+"'+(onk4+1+"'+onk)+"' ,
——

=:bg =:by

d.h. die Reihe Y2, by mit
e by = ZEO (o]
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° bk = Z&nk,ﬁ] a, k>1.
Beispiel: Die Auswahlfolge (2/);>; fhrt bei der alternierenden harmonischen
Reihe S5, (— ¥k zu

AR < 1 < 1
(1 _§)+(§_Z) +"'=k§(2k+1 _2/<+2) =kz=;(2k+1)(2k+2)'

a) Beweisen Sie: Wenn die Reihe 3~ 2, ax konvergiert, dann konvergiert auch
die Reihe >~ /2; by, und es gilt

o0 oo
Z a, = Z bk.
k=0 k=0

b) Klammern Sie die Reihe 372, (— 1)¥ so, dass die resultierende Reihe 3", by
i) den Wert 1 und i) den Wert 0 annimmt.

Aufgabe 6.9.2 (Konvergenz von Reihen).

a) Untersuchen Sie die Reihe

= (k-2
kz:]:k2+\/k4+1

auf Konvergenz.
b) Zeigen Sie, dass fur g e Rmit 0 < g < 1 die Reihe

o0

> (n+1)(n+2)q"

k=0
konvergiert, und berechnen Sie inren Wert.

Hinweis: Cauchyprodukte und geometrische Reihe >~ 2, g.

Aufgabe 6.9.3 (Polynomdivision).

a) Bestimmen Sie Polynome fund r mit p=1- g+ rund deg(r) < deg(q) fur

) pi=x2—5x+6x3—6x2—15x+5, g:=x>—-5x+2

i) pi=xt—x3-x2+5x+4, q:=x°—-3x+4;
i) p:=9x3+9x2—13x+ 19, q:=3x-1.
b) Schreiben Sie folgende Polynome in der Form (x — ap)9 - -+ -(X — ap)¥ -

g fur paarweise verschiedene reelle Zahlen aj, ..., ar, positive ganze Zahlen
a;.....ar und ein Polynom g ohne Nullstellen.
N x3+6x2+10x+3; i) xXP+(1 — 2V2)x2+(2 — 2V2)x + 2;
iy x+x®—2x*+ X2+ x -2,
Hinweis: Bevor man bei einem Polynom vom Grad 2 oder einem Polynom
ohne Nullstellen ankommt, suche man eine Nullstelle in {0, £1,+2, £3}.

Aufgabe 6.9.4 (Kurvendiskussion).

Far die folgenden rationalen Funktionen bestimme man die Polstellen und
hebbaren Definitionsiticken sowie die Nullstellen der stetigen Fortsetzung und
das Verhalten an den Polstellen und im Unendlichen.

i x3—3x+2 i) X2 +4x+4 i x3+4x2 - 3x - 18
) x2 —3x+2° x3—x ) x3—2x—4

Fertigen Sie Skizzen der Funktionsgraphen an.
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Blatt 10

Aufgabe 6.10.1 (Gerade und ungerade Funktionen).
Es seien g, ....an € R und

fR — R
X — apX"+---+

die zugehdrige Polynomfunktion. Unter welchen Bedingungen an die Koeffizi-
enten . ..., an € R ist die Funktfion f gerade bzw. ungerade?

Aufgabe 6.10.2 (Perioden).
a) Welches sind die Perioden einer konstanten Funktion?
b) Welches sind die Perioden der Funktfion

ffR — R

0, xe@
x {1, xeR\Q *

Gibt es eine primitive Periode?

c) Essei f: D — R eine periodische und stetige Funktion. Nehmen Sie an,
dass f nicht konstant ist, und zeigen Sie, dass f eine primitive Periode hat.
Aufgabe 6.10.3 (Injektive stetige Funktionen).

Esseien a.b € R, a < b,und f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Beweisen
Sie: Wenn f injektiv ist, dann ist f entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend.

Aufgabe 6.10.4 (Wertebereich und Extrema einer Funktion).
Betrachten Sie die Funktion

ffR — R
X
1+ x2°

2
X =

Q) Ist die Funkfion f stetig? (Begrindung!)

b) Bestimmen Sie den Wertebereich von f. Nimmt f ein Minimum bzw. ein Ma-
ximum an?

Hinweis. Sie durfen lediglich den Inhalt der Vorlesung bis einschlieBlich Stetig-
keit verwenden. Differenzieren ist verboten.

Blatt 11

Aufgabe 6.11.1 (Eine Funktionalgleichung).
Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen f: R — R, die der Funktfionalglei-
chung

vx,y e R: f(x+y)=7f(x)+1(y)

genlugen.

Aufgabe 6.11.2 (Konvergenzradien von Potenzreihen).
a) Es sei (an)nen €ine Folge reeller Zahlen.

i) Esseing € N,sodass an # 0und |Qns1/an| > 1 fUr n > ng. Zeigen Sie, dass
die Reihe >~ /2, ax divergiert.

i) Es gelte {/[an| > 1 fur unendiich viele n € N. Beweisen Sie, dass die Reihe
> reo Ok divergent ist.
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b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe

k=0

(Hinweis: Quotientenkriterium und Teil a) i) der Aufgabe.)
¢) Ermitteln Sie den Konvergenzradius der Reihe

i KK.(x — 2)K,
k=0

(Hinweis: Wurzelkriterium und Teil a) ii) der Aufgabe.)

Aufgabe 6.11.3 (Exponentialfunktion und Sinus).
Q) Zeigen Sie, dass

im sin(x)
x—0 X
b) Bestimmen Sie den Grenzwert

=1,

jim P~ 1
x—0 X

Aufgabe 6.11.4 (Die Formel von Cauchy-Hadamard).
Beweisen Sie den Satz von Cauchy-Hadamard'® aus der Vorlesung.

Blatt 12

Aufgabe 6.12.1 (Ableitungen I).
a) Beweisen Sie mit Hilfe des Grenzwerts
im exp(h) — 1

(Blatt 11, Aufgabe 3 b)
h—0

und der Funktionalgleichung, dass die Exponentialfunktion Uberall differen-
zierbar ist und

Vx e R: exp’(x)=exp(x)
qilt.
Hinweis: Sie durfen die allgemeine Ableitungsregel fur Potenzreihen nicht be-
nutzen.
b) Es seien D C R eine Teiimenge, n> 1und f: D — Rund g: D — R zwei
n-mal differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie, dass auch die Produktfunktion
f-g: D — R n-mal differenzierbar ist und

n

n
(f-g)"M = Z (k) )L gn=k)
k=0

gilt.
Aufgabe 6.12.2 (Die Hyperbelfunktionen).
Die Funktion
sinhi: R — R
X s sinh(x) = oxp(x) erxp( —X)

10Jacques Salomon Hadamard (1865 - 1963), franzdsischer Mathematiker.
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heiBt Hyperbelsinus oder Sinus hyperbolicus und die Funktion

cosh:R — R

X +— cosh(x):= exp(x) +2exp( —X)

Hyperbelkosinus oder Kosinus hyperbolicus.

a) Welches Symmetrieverhalten weisen diese Funktionen auf?

b) Stellen Sie die beiden Hyperbelfunktionen als Potenzreihen dar.
c) Uberprifen Sie die Identitat

VxeR: cosh’(x)—sinh?(x) = 1.

d) Weisen Sie

R
[1.00)

W(sinh)
W(cosh)

nach.

e) Zeigen Sie, dass die Hyperbelfunktionen differenzierbar sind und berech-
nen Sie inre Ableitungen.

) Verifizieren Sie, dass die Funktion

Arsinh: R — R
X — Iog(x+ x2+1)

die Umkehrfunktion von sinh ist und
Arcosh: [1,00) — R

x +— log (x+\/x2— 1)

diejenige von cosh(g,«c)-
Q) Der Hyperbeltangens oder Tangens hyperbolicus ist die Funktion

tanh: R — R

« sinh(x)
cosh(x)"
Beweisen Sie die Identitat
. x\ _ sinh(x)
vVxeR: tfanh (5) = W.

Aufgabe 6.12.3 (Ableitungen ).
Bestimmen Sie fur folgende Ausdricke die maximalen Definitionsbereiche der
zugehdrigen Funktion und die Ableitung:

b)  Vx

C) a*, aeRyg
d) tanh(x)

e) x¥
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Aufgabe 6.13.1 (oo als Wert der Ableitung).
Geben Sie eine Funktion f: R — R an, fUr die

lim Afg(h) =00
h—oo

gilt und die in O nicht stetig ist.
(Dies ist ein Grund dafur, dass wir oo nicht als Wert der Ableitung zugelassen
haben.)

Aufgabe 6.13.2 (Kurvendiskussion).
a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D der Funktion
X3

f: .
Xr—>x2_4

b) Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten der Funktion f.

c) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f.

d) Beschreiben Sie das Verhalten der Funktion f an den Polstellen und das
Verhalten fur x — oo und x — —oo0.

e) Berechnen Sie die ersten drei Ableitungen der Funktion f.

f) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f.

Q) Ermitteln Sie die Wendepunkte von f.

h) Beschreiben Sie das Monotonie- und Krummungsverhalten von f.

i) Skizzieren Sie den Graphen von f.

Aufgabe 6.13.3 (Extrema unter Nebenbedingungen). Wir betrachten die Funk-
tion

fR2 — R
(X.y) — Xy

und die Kreislinie
Sli={(x.y) e R?|x*+y? =1}

Bestimmen Sie die globalen Exirema von f auf S'. Gehen Sie dabei wie folgt
vor:

a) Fur (x,y) € S' mit y > 0bzw. y < 0 kann man y als Funktion von x schreiben.
Tun Sie dies und setzen Sie den erhaltenen Ausdruck in f(x, y) ein. Sie erhalten
zwei Funktionen

fo:[-1.1] — R

b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f, bzw. f_ auf dem offenen Intervall
(=1, 1) mit den Methoden der Differentialrechnung.

¢) Berechnen Sie die Funktionswerte in den in b) gefundenen Extremstellen
sowie fur x = —1 und x = 1. Welches sind die globalen Extremstellen?

Aufgabe 6.13.4 (Ableitungen).
Q) Zeigen Sie, dass

tan' (x) Xe[R\{(2k+1)-g’keZ}

cot' () XeR\{k-m|keZ}
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gilt.
b) Uberprufen Sie folgende Formeln far x € [-1,1]:
arcsin’(x) = ]
VT X2
—1
arccos'(x) = :
(x) =

c) Es seien a € R und

fiRyg — R
X — X%

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist, und bestimmen Sie die Ableitung.

Blatt 14 (=Analysis Il, Blatt 1)

Aufgabe 6.14.1.

Bestimmen Sie fUr die folgenden Ausdrucke jeweils die Menge D aller reellen
Zahlen, fur die sie definiert sind. Geben Sie fur die resultierenden Funkfionen
f: D — R jeweils eine Stammfunktion F: D — R an.

a) f(x)=4x°—6x°+8x2 —3x+5, b) f(x)= _ e

) fX)= o ]
V1—x2 cos?(x)’

d) f(x)=3sin(x) — g +7x%, e) f(x) = —-3exp(x) — cos(x).

Aufgabe 6.14.2 (Die Substitutionsregel).
a) Berechnen Sie folgende Integrale durch geeignete Substitutionen.

. LI ) 7 T ' 5+x
i /_1ﬁdf’ i) /0 sin (37‘—Z) daf, i) /_1 57de.

b) Losen Sie die folgenden Integrale mit der angegebenen Substitution.

2 2-X
i x-V1—x2dx, x =sin(u), i /—dx,u=1+ X,
) [T I V&
Aufgabe 6.14.3 (Partielle Integration).
Bestimmen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration. (Unter Umsténden
muss mehrmals partiell integriert werden.)

a) /x-sin(3x)dx, b) /orc’ron(x)dx, c) /sin2(wf)df,we[R,

d) /exp(x) .cos(x)dx, e) /xQ-exp( — x)dx.

Aufgabe 6.14.4.
Es seien a < breelle Zahlen und f: [a, b] — R eine stetige Funktion, so dass

b
/ f(x)-g(x)dx =0

fur alle stetigen Funkfionen g: [a, b] — R mit g(a) =0 = g(b) qilt.
Beweisen Sie, dass f(x) =0, x € [a, b]. folgt.
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Aufgabe 6.15.1 (Intfegration durch Partialbruchzerlegung).
Es seien p(x) und q(x) zwei Polynome mit deg(p) < deg(q). Es gebe reelle
Zahlen ay, ..., ar, SO dass

Q) =(x = )"+ (x = o)
Um
/@dx
q(x)
zu bestimmen, berechne man die reellen Zahlen ¢, j = 1., 1 = 1,...1,

durch die Gleichung

r 1%

p(x) _ Cjj
a0 "X ey

=1 j=1

Die einzelnen Summanden lassen sich dann elementar integrieren.
Ermitteln Sie mit diesem Verfahren

/ X+ 1 dx
x3 —5x2+8x -4

Aufgabe 6.15.2 (Die Regel von de I'Hbpital).
a) Bestimmen Sie

. 1 1
LA (Iog(] +X) §> '
b) Es sei a € R. Zeigen Sie, dass

(0%

0 exp ()
gilt. (Die Exponentialfunktion wéachst schneller als jede Potenzfunktion.)

Aufgabe 6.15.3 (Newton-Verfahren).

a) Es ist eine n&hrungsweise Losung der Gleichung cos(x) = x? zu bestimmen.
FUhren Sie dazu sechs Iterationen des Newton-Verfahrens zu den Startwerten
Xo = —0, 1 und x5 := 1 aus. Diskutieren Sie das Ergebnis.

b) Es sei

ffR — R
X3,

X +—
{|x,

FUr welche Startwerte x; € R konvergiert das Newton-Verfahren? Kénnen Sie
etwas Uber die Geschwindigkeit der Konvergenz aussagen?
C) Es sei

falls x > 0
fallsx <0

(IS

ffR — R
N { Vx, fallsx >0

/x|, fallsx <0 °

Bestimmen Sie die Startwerte x5 € R, fUr die das Newton-Verfahren konver-
giert.
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Aufgabe 6.15.4 (Die Trapezregel).
Es sei

ftR — R
X —  exp(x) -sin(dx).

Bestimmen Sie mit der Trapezregel Ndherungswerte far

/O ] f(x)dx,

indem Sie das Intervall [0, 1] in 2% gleichlange Teilintervalle fur k =0, ..., 5 zerle-
gen.

Blatt 16 (=Analysis Il, Blatt 3)

Aufgabe 6.16.1 (Newton- vs. Fixpunktverfahren).
Man stelle das Newton-Verfahren als Spezialfall des Fixpunktverfahrens dar
und formuliere das sich aus dieser Sichtweise ergebende hinreichende Krite-
rium fUr die Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Aufgabe 6.16.2 (Uneigentliche Integrale I).
a) Bestimmen Sie die Werte der folgenden uneigentlichen Integrale:

i) /OOO (exp( — 2x) + exp( — 3x) + exp( — 4x))dXx,

2 3

X
ii —2___dx (Hinweis: Substitution t = 4 — x?).
) /1 Va4 — x? ¢ )

b) Konvergiert

1
/ log(x)dx?
0
¢) Fur welche o € R konvergiert
/ X% . exp(— a - x)dx?
0

Geben Sie im Fall der Konvergenz den Wert des Integrals an.

Aufgabe 6.16.3 (Uneigentliche Integrale II).
a) Zeigen Sie, dass die uneigentlichen Integrale

/O dx /] dx

—— und

VT +x o V1-x

konvergieren, und bestimmen Sie inre Werte. SchlieBen Sie, dass auch das

uneigentliche Integral
T odx
/_1 1T —x2
konvergiert.

b) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral

/]e dx
o VX-|log(x)|
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auf Konvergenz.
C) Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

7 dx
/0 sin(x)

Aufgabe 6.16.4 (Das Integralvergleichskriterium).
a) Konvergiert die unendliche Reihe

divergiert.

> 1

2 K- Iog2(k)?

k=2

b) Konstruieren Sie eine stetige Funktion f: [1,00) — R, so dass f(x) > O,
x € [1,00), gilt, das uneigentliche Integral [ f(x)dx divergiert und 372, f(k)
konvergiert.

Blatt 17 (=Analysis Il, Blatt 4)

Aufgabe 6.17.1 (Euler-Mascheroni-Konstante und -Funktion).
Recherchieren Sie Eigenschaften der Euler-Mascheroni-Konstante und der
I-Funktion sowie den Zusammenhang zwischen Euler-Mascheroni-Konstante
und I-Funktion.

Aufgabe 6.17.2 (Die r-Funktion).
Q) Zeigen Sie, dass es unendlich viele Funktionen Fy: (0,00) — R, A € R, mit
der Eigenschaft

Fx(n+1)=nl, neN,

gibt, so dass I — F, differenzierbarist, A € R.
b) Beweisen Sie die Legendre''-Verdopplungsformel:

r<g>.r<%>=2xi_ﬂ1~/'(x), x> 0.

Aufgabe 6.17.3 (Die Taylorformel).
Q) Zeigen Sie, dass fur x €(— 1,1), n > 1 und ein geeignetes ¢, €(0,1) die
Taylorformel

1—x N x2k=1
00 (5% ) =202 gy Rl

mit dem Restglied

X2n+1 1 1
b= "o ((1 67 (0 —gn-x>2“+1)

qilt.

) Benutzen Sie diese Formel fur n = 2 und eine geeignete Abschdatzung des
Restglieds, um log(2/3) bis auf einen Fehler, der kleiner als 5 - 10~ ist, zu be-
rechnen.

1 Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833), franzdsischer Mathematiker.
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Aufgabe 6.17.4 (Taylorpolynome und -reihen).
a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom vom Grad neun am Entwicklungspunkt
0 der Funktion

f:(0.1) — R
1
VT=x3

X +—

b) Berechnen Sie die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 1 far die Funktfion f: R —
R, x — x-exp(x — 1).

Aufgabe 6.17.5 (Taylorreihen).
Q) Es sei

fR — R
exp(—1)., x>0
X +—> { XO, x<0

Zeigen Sie, dass f unendlich oft differenzierbar ist.
b) UberprUfen Sie
Tro(x) = 0.
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Division mit Rest, 3, 107
Dorfbarbier, 6
Dreiecksungleichung, 29
Dualbruch, 42

entwicklung, 43
Durchschnitt, @

Einheitswurzeln, 172
Element, 5,7
Anzahl der —e, 38
inverses —, 24, 27
endlich, 38
e Menge, 38
Entwicklungspunkt, 218
Epimenides, 6
Ersetzungsaxiom, 10
Eudoxos, 35
Euler, 50, 207
Mascheroni-Konstante, 207
sche Formel, 171
sche Zahl, 50, 217
Existenz von Minima und Maxima, 105
Exponentialfunktion, 117, 1560
Differentialgleichung der —, 150
Funktionalgleichung der komple-
xen —, 171
komplexe —, 171
ExtensionalitGtsaxiom, 7
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Extremnum, 130
globales —, 130
hinreichendes Kriterium fur loka-
les—, 133
lokales —, 130
notwendiges Kriterium far lokales
—, 130

Faktorregel, 126, 175, 182
Fakultat, 16
Familie, 10
Fehler
absoluter —, 62
relativer —, 62
Feinheit, 186
Fibonacci, 45, 228
Folge, 45
Zahlen, 228
Fixpunkt, 161
gleichung, 232
Folge, 45
beschrénkte —, 49
Cauchy—, 58
der Partialsummen, 64
Fibonacci—, 45
Funktionen—, 111
komplexer Zahlen, 170
konstante —, 49
Formel von Moivre-Binet, 228
Fraenkel, 7
Fundierungsaxiom, 12
Funktion
algleichung
der Exponentialfunktion, 117
der komplexen Exponentialfunk-

tion, 171
GuBere —, 128
enfolge, 111
ganzrationale —, 106
gebrochen rationale —, 109
gerade —, 95
Grenz—, 111
innere —, 128
konstante —, 90
lineare —, 90

Polynom —, 106
quadratische —, 91
rationale —, 109
reelle —, 89
Sdgezahn—, 96
sgraph, 14
ungerade —, 95

I-Funktion, 207
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ganze Zahlen, 2, 22
ganzrationale Funktion, 106
GauB, 13,212

klammer, 92

sche Glockenkurve, 214
gebrochen rationale Funktion, 109
geometrische Reihe, 64, 65
geordnetes Paar, 11
gerade Funktion, 95
gleich, 7,89, 113
gleichmdaBig

konvergent, 112

stetig, 178
globales

Extremum, 130

Maximum, 130

Minimum, 130
Gbdel, 7, 44
Grad, 106
Graph, 89, 225
Grenz

funktion, 111

wert, 49, 100

linksseitiger —, 100
rechtsseitiger —, 100

groéBte untere Schranke, 30

Hadamard, 236
halboffen, 9

harmonische Reihe, 59, 66,68,77, 115,

202
H&ufungspunkt, 56, 100
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, 191
hebbare Definitionsltcke, 109
Hiloert, 43
s Hotel, 43

hinreichendes Kriterium fur lokales Ex-

tfremum, 133

Holder, 209

sche Ungleichung, 209
Hopital, 144

Die Regel von de I'—, 144
Hyperbel, 93

kosinus, 237

sinus, 237

tangens, 237

Imagindrteil, 169

Induktion
sanfang, 13
sschrift, 13

svoraussetzung, 13
vollsténdige —, 13

Infimum, 30
injektiv, 97
innere Funktion, 128
Integral, 177
einer Treppenfunktion, 175
Ober —, 176
uneigentliches —, 201-203
Unter —, 176
vergleichskriterium, 205
integrierbar, 177
Intervall, 8
abgeschlossenes —, 8
halboffenes —, 9
inverses Element, 24, 27
irrationale Zahlen, 4, 224
isoliertes lokales
Maximum, 130
Minimum, 130
[teration
sverfahren, 160
svorschrift, 160

Kaninchen, 46
Kante, 226
Kardinalzahl, 42
kartesisches Produkt, 11, 40
Ketftenregel, 128
Klammmerung, 233
kleinste obere Schranke, 30
kommutativer Ring, 24
Kommutativgesetz, 17, 24, 27
komplexe
Exponentialfunktion, 171
Zahlen, 169
Komposition, 94
konjugiert komplex, 169
konkav, 134
konstant
e Folge, 49
e Funktion, 90
Kontinuumshypothese, 44

konvergent, 49, 170, 201, 202, 204

gleichmaRig —, 112
punktweise —, 111
uneigentlich —, 59, 65
Konvergenz, 48
absolute —, 71
bedingte —, 72
einer Reihe, 65
radius, 115,218
konvex, 134, 209
logarithmisch —, 209
Korper, 3, 26
angeordneter —, 27
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Kosinus, 95, 119, 151, 216
hyperbolicus, 237

Kotangens, 96

Kreiszahl 7, 154

Lagrange, 215
sche Form des Restglieds, 215
leere Menge, 9
Legendre, 242
Verdopplungsformel, 242
Leibniz, 7
Kriterium, 70, 76
sches Gesetz, 7
Limes
inferior, 231
superior, 231
lineare Funktion, 90
Linearfaktor, 108
linker Nachfolger, 229
linksgekrammt, 134
linksseitig
differenzierbar, 123
er Grenzwert, 100
stetig, 101
Loécher, 3, 29
logarithmisch konvex, 209
Logarithmus, 118, 151
natudrlicher —, 118, 151
lokales
Extremum, 130
Maximum, 130
Minimum, 130

Majorantenkriterium, 76, 230
Maple, 138, 200
Mascheroni, 207
Maximum, 31, 105, 130
globales —, 130
isoliertes lokales —, 130
lokales —, 130
Menge, 5
abzdhlbar unendliche —, 38
abzdhlbare —, 38
aller Mengen, 5
endliche —, 8, 38
leere —, 9
ndifferenz, 10
symmetrische —, 224
Uberabzdhlbar unendliche —, 38
unendliche —, 38
Mertens, 81
Minimum, 31, 105, 130
globales —, 130
isoliertes lokales —, 130
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lokales —, 130
Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, 131
der Integralrechnung, 185
zweiter —, 144
Moivre, 228
Mollerup, 211
Momentangeschwindigkeit, 121
monoton
fallend, 55, 98
wachsend, 55, 98
Monotonie, 176, 182
und erste Ableitung, 132
verhalten, 54
Multiplikation, 1,2, 4
Dedekindscher Schnitte, 33
ganzer Zahlen, 22
komplexer Zahlen, 169
natdrlicher Zahlen, 16
rationaler Zahlen, 25
von Cauchy-Folgen rationaler Zah-
len, 83
von Folgen rationaler Zahlen, 82

nach

oben beschrankt, 31, 49

unten beschrdankt, 31, 49
Nachfolger, 229

abbildung, 1, 12

linker —, 229

rechter —, 229
N&herungsverfahren, 160
natdrliche Zahlen, 1, 12

alle —sind gleich, 225

Eindeutigkeit der —, 16
naturlicher Logarithmus, 118, 151
Nennerpolynom, 109
Neunerperiode, 3, 37, 232
Neutralelement, 1, 17, 24, 27
Newman, 229
Newton, 165
Normalparabel, 124
notwendiges Kriterium fur lokales Ex-

fremum, 130

Null, 1

folge, 49

mengenaxiom, 10

polynom, 106

stelle, 94

teiler, 83

obere Schranke, 30
Oberintegral, 176
ordnungsvollsténdig, 30, 32
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Paar
geordnetes —, 11
mengenaxiom, 10, 11
Parabel, 91
Paradoxon
Currys —, 6,7

des Epimenides, 6
Partialbruchzerlegung, 240
Partialsumme, 64
Partielle Integration, 195
Peano-Axiome, 12
Periode, 96

primitive —, 96
periodisch, 96
Permutation, 72
Polstelle, 100

mit Vorzeichenwechsel, 101
Polynom, 106

division, 107

funktion, 106
Potenz

en, 118

menge, 11, 42, 225

naxiom, 11, 32

reihe, 113
primitive Periode, 96
Prinzip vom kleinsten Element, 20
Produkt, 33, 93

kartesisches —, 11, 40

regel, 126
punktweise konvergent, 111

quadratisch
e Funktion, 91
e Konvergenz, 62
Quadratwurzel, 60
Quotient
enkriterium, 77
enregel, 126

rationale

Funktion, 109

Zahlen, 2, 25, 224
Raum

der Cauchy-Folgen rationaler Zah-

len, 83

der Folgen rationaler Zahlen, 82
Realteil, 169
rechter Nachfolger, 229
rechtsgekrimmt, 134
rechtsseitig

differenzierbar, 123

er Grenzwert, 100

stetig, 101

reelle
Funktion, 89
Zahlen, 3
Reflexivitat, 18, 20
Regel von de I'Hopital, 144
Reihe, 65
alternierende —, 69
alternierende harmonische —, 71,
72,76,115
binomische —, 220
geometrische —, 64, 65
harmonische —, 59, 66,68,77,115,
202
komplexer Zahlen, 170
konvergente —, 65
rekursive Definition, 14
relativer Fehler, 62
Reprdsentant, 20
Restglied, 215
der Exponentialfunktion, 217
Riemann, 186
sche Summe, 186
Ring. 24
Rolle, 131
Russell, 6

Sagezahnfunktion, 96
Sattelpunkt, 135
Satz
des Archimedes, 35
des Eudoxos, 35
vom kleinen GauB, 13
von Bohr-Mollerup, 211
von Bolzano-WeierstraB, 57
von Borel, 219
von Mertens, 81
von Rolle, 131
Scheitelpunkt, 91, 225
form, 91
Schnitt, 31
Schranke
gréBte untere —, 30
kleinste obere —, 30
obere —, 30
untere —, 20, 30
Sekante, 121
Selbstbezug, 6
Sinus, 95, 119, 151
hyperbolicus, 237
smf, 98
smw, 98
Stammfunktion, 191
stetig, 101, 170
e-0-Definition, 102
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differenzierbar, 123
e Ergdnzung/Fortsetzung, 103
gleichmdaBig —, 178
linksseitig —, 101
rechtsseitig —, 101
stfreng monoton
fallend, 55, 98
wachsend, 55, 98
Substitutionsregel, 193
Summe, 93
nregel, 126, 175, 182
nzeichen, 224
Supremum, 30, 37
Symmetrie, 20
symmetrische Mengendifferenz, 224

Tangens, 96, 155

hyperbolicus, 237
Taylor, 215

polynom, 217

reihe, 218

sche Formel, 215
Tell

folge, 56

menge, 8

naxiom, 8, 32

Teiler, 223

menge, 223
teilerfremd, 229
Totalitéat, 18, 32
Transitivitat, 18, 20
Transposition, 72
Trapez, 199

regel, 199
Treppenfunktion, 174

Uberabz&hlbar unendlich, 38
uhr, 21
umkehrbar, 97
Umkehrfunktion, 97
Ableitung der —, 129
Umordnung, 72
absolut konvergenter Reihen, 72
bedingt konvergenter Reihen, 74
uneigentlich
es Integral, 201-203
konvergent, 59, 65
unendlich, 38
e Menge, 38
e Reihe, 65
Unendlichkeitsaxiom, 13
ungerade Funktion, 95
Ungleichung
Hoéldersche —, 209
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unstetig, 101
untere Schranke, 20, 30
Unterintegral, 176

verbindbar, 226
Vereinigung, 10
smenge, 10
naxiom, 10
Verknupfung, 94
Vertauschung von Differentiation und
Grenzwertbildung, 147
vollsténdige Induktion, 13
Vorzeichenfunktion, 29, 92, 190

Wahrheitstabelle, 6
Wallis, 198

sches Produkt, 198
Weg, 226
WeierstraB, 57
Weihnachtsmann, 6
Wendepunkt, 135
Wertebereich, 89
Wilf, 229
wohldefiniert, 23, 25
Wohlordnung, 20
Wurzel, 60, 168

kriterium, 79

Zahlen
ganze —, 2,22
irrationale —, 4, 224
komplexe —, 169

natdrliche —, 1, 12

rationale —, 2, 25, 224

reelle —, 3
Z&hlerpolynom, 109
Zenon, 63

Zermelo, 6,7
zweiter Mittelwertsatz, 144
Zwischenwertsatz, 105, 157



