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Einleitung

Der vorliegende Text ist ein Skript zur Vorlesung ,Lineare Algebra I“, die ich an
der Universitidt Essen im Sommersemester 2004 und an der Freien Universitat
Berlin im Wintersemester 2013/2014 gehalten habe. Das Skript enthalt die
Theorie linearer Gleichungssysteme, endlichdimensionaler Vektorraume und
linearer Abbildung bis hin zum Satz tiber die Jordansche Normalform.

Wir beginnen mit dem Ldsungsverfahren linearer Gleichungssysteme nach
Gaugp. Dies vermittelt zum einen ein Gefuhl fiir die Objekte, mit denen wir uns
spater beschaftigen werden, zum anderen wirft es einige grundlegende Fra-
gen auf, die bei der weiteren Entwicklung der Theorie beantwortet werden. Der
Gauf3-Algorithmus wird uns als unerlassliches Hilfsmittel fiir explizite Berech-
nungen wahrend der gesamten Vorlesung begleiten.

Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit den Grundbegriffen der Mathematik.
Wir gehen kurz auf die Mengenlehre ein. Insbesondere weisen wir darauf hin,
dass alle Konzepte, mit denen wir uns in der Mathematik beschéftigen werden,
mit Hilfe von Mengen definiert werden (mtissen). Wir reden weiter tiber Grup-
pen, Ringe und Koérper. Ohne Gruppen und Koérper kénnen wir nicht einmal
den Begriff des Vektorraums erkldren. Auch Ringe treten im spateren Verlauf
als Polyomringe, Matrizenringe usw. auf. Ein weiterer zentraler Begriff ist der
der Aquivalenzrelation. Er wird zum Beispiel bei der Konstruktion von Quoti-
entenvektorrdumen benotigt.

Kapitel drei ist der Entwicklung der Grundlagen der Linearen Algebra ge-
widmet. Die Lineare Algebra trifft Aussagen tiber Vektorraume und lineare Ab-
bildungen zwischen ihnen. Daher werden diese Begriff eingefiihrt, an verschie-
denen Beispielen illustriert und ihre fundamentalen Eigenschaften studiert.
Oftmals werden wir uns auf endlichdimensionale VektorraAume beschrinken. In
der Tat werden an vielen Stellen Basen benutzt werden. Basen fiir unendlichdi-
mensionale Vektorrdume sind in den meisten Fallen nutzlos. (Es gibt nattirlich
Ausnahmen.) Im Unendlichdimensionalen sollte man auch unendliche Linear-
kombinationen zulassen. Dazu muss man Lineare Algebra und Analysis mit-
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Vorwort

einander verbinden. Dies geschieht in der linearen Funktionalanalysis.

Das vierte Kapitel erkliart, wie man mit Matrizen arbeiten kann. Matrizen
sind zunéachst ein Hilfsmittel, um explizit mit linearen Abbildungen zu rech-
nen. Die Verkntiofung von linearen Abbildungen, die sich elegant definieren
und untersuchen lasst, ergibt eine sehr interessante mathematische Opera-
tion, das Produkt zweier Matrizen. Nun lassen sich die Techniken aus dem
ersten Kapitel in die Theorie der Matrizen tibertragen und fiihren zu ntitzlichen
Anwendungen. Als weiteren beeindruckenden Formalismus besprechen wir die
Theorie der Determinanten quadratischer Matrizen. In diesem Zusammenhang
mussen wir uns auch zum ersten Mal griindlich mit der symmetrischen Grup-
pe auseinandersetzen.

In den ersten vier Kapiteln werden sehr viele Begriffe eingefiihrt. Die be-
wiesenen Satze sind dabei meist recht elementar und intuitiv leicht greifbar.
Im fanften Kapitel werden wir ein tiefer liegendes Problem untersuchen, und
zwar die Klassifikation quadratischer Matrizen bis auf Ahnlichkeit. Ein dquiva-
lentes Problem ist, zu einem gegebenen Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums eine Basis zu finden, bzgl. der die darstellende Matrix
besonders einfach ist. Das soll nicht nur bedeuten, dass sie schén anzusehen
ist, sie soll uns auch moglichst viel tiber die Struktur des Endomorphismus
verraten. Um das Problem zu 16sen, haben wir also zu uberlegen, wie wir die
Struktur eines Endomorphismus tiberhaupt beschreiben méchten. Die zentra-
len Begriffe sind hier diejenigen des Eigenvektors und -werts. Eigenvektoren
geben Richtungen im betrachteten Vektorraum an, die invariant unter dem
gegebenen Endomorphismus sind. Eigenvektoren und -werte gibt es im Allge-
meinen nur, wenn der zugrundeliegende Korper algebraisch abgeschlossen ist.
An dieser Stelle gehen zum ersten Mal die Eigenschaften des Grundkérpers we-
sentlich in die Theorie ein. Dies ist ein Indiz fir die Schwierigkeit des gestellten
Problems. In speziellen Situation besitzen Endomorphismen nicht gentigend
Eigenvektoren. Um diese Situationen zu begreifen, muss man sogenannte nil-
potente Endomorphismen betrachten. Unsere Bemiihungen gipfeln schlief3lich
im Satz uber die Jordansche Normalform.

Ich danke Frau Anna Widorf und Herrn Angel Munoz fiir die Durchsicht
des Manuskripts und zahlreiche Korrekturen. Die biographischen Angaben zu
den Mathematikerlnnen stammen aus WIKIPEDIA. Das Skript basiert haupt-
sachlich auf dem Buch [6]. Weitere Standardwerke sind [2] und [3]. Das Buch
[1] enth&lt verschiedene Anwendungen der Linearen Algebra.

Alexander Schmitt
Berlin, im April 2014
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Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme treten in vielen Bereichen der Mathematik, Natur-
und Wirtschaftswissenschaften auf. Daher bené6tigt man zunichst ein effekti-
ves Verfahren, um solche Gleichungssysteme zu 16sen. Dieses Verfahren wird
durch den sogenannten Gauf3!-Algorithmus bereitgestellt. Da es sich dabei um
ein sehr konkretes Verfahren handelt, bietet es sich an, die Vorlesung damit
zu eroffnen. Wir werden sehen, dass bereits dieses Verfahren nattrliche Frage-
stellungen theoretischer Art aufwirft (s. Problem 1.4.6). Diese Probleme mdgen
als eine Motivation dienen, den abstrakten und umfangreichen Begriffsapparat
der Linearen Algebra zu entwickeln. Diese Arbeit wird in Kapitel II begonnen.
Es wird sich im weiteren Verlauf der Vorlesung herausstellen, dass der Gauf3-
Algorithmus an vielen Stellen das Verfahren ist, das konkrete Berechnungen
moglich macht.

I.1 (2 X 2)-Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt untersuchen wir den einfachsten Fall linearer Gleichungs-
systeme, an dem schon einige Phdanomene studiert werden kénnen. Zunachst
mussen wir den Zahlbereich fixieren, in dem wir rechnen wollen. Dies muss
ein sogenannter Korper K sein. Die formale Definition eines Korpers werden
wir erst in Kapitel II, Definition II.3.1, kennenlernen. An dieser Stelle gehen wir
davon aus, dass der Leser zumindest mit dem Korper QQ der rationalen Zahlen
und dem Korper R der reellen Zahlen vertraut ist. Vielleicht ist dem einen oder

lJohann Carl Friedrich Gauf3 (1777 - 1855), deutscher Mathematiker, Astronom und Phy-
siker



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

anderen auch schon der Korper C der komplexen Zahlen begegnet, in dem man
die Wurzel aus —1 ziehen kann.
Wir fixieren nun den Koérper K, also z.B. K = Q oder K = R. Wir bendétigen

auch das folgende Objekt:
KZ::{<S) s,tEK}.
t

Den Raum R? mag man sich als die vor einem ausgebreitete, sich ins Unendli-
che erstreckende Papierebene vorstellen und die Zahlen s, t als die Koordinaten
eines Punkts in der Ebene (s. Abbildung I.1).

Abbildung I.1: Koordinaten im R2.

Wir betrachten das Gleichungssystem

a-x+b-y = e
c-x+d-y = f. -1
Dabei sind die Elemente a, b, ¢, d, e und f aus dem Koérper K, also beispiels-
weise reelle Zahlen, und x und y sind Unbestimmte. Die Lésungsmenge des
Gleichungssystems (I.1) ist

o { ) oe

Wir wollen nun allgemeine Aussagen uber die Struktur von L gewinnen. Dazu
unterscheiden wir verschiedene Falle.

a-s+b-t = e
c-s+d-t = f [~

Fall 0: a=b=c=d =0.— Dann gibt es offenbar zwei Moglichkeiten. Entwe-
der gilt e = f =0 und L = K? oder ¢ # 0 oder f # 0 und L = &,2 d.h. es gibt keine
Losung.

2Das Symbol ,2* steht fiir die leere Menge (s. Beispiel 11.1.1, i).



I.1. (2 x 2)-Gleichungssysteme

Jetzt setzen wir voraus, dass mindestens eine der Zahlen a, b, ¢, d von
Null verschieden ist. Nach etwaiger Vertauschung der beiden Zeilen des Glei-
chungssystems und/oder nach Umbenennung der Unbestimmten x in y und
der Unbestimmten y in x kénnen wir annehmen, dass a # 0 gilt.

Bemerkung 1.1.1. Das Vertauschen der beiden Zeilen des Gleichungssystems
andert die Losungsmenge offenbar nicht. Fur die Losungsmenge L' des Glei-
chungssystems, das durch Umbenennung der Variablen aus (I.1) entsteht, gilt

=) o0 ()2}

Nun koénnen wir in (I.1) das (c¢/a)-Fache der ersten Gleichung von der zwei-
ten Gleichung abziehen und erhalten das Gleichungssystem

a-x+b-y = e
bc B ec (I.2)
() - -2

Man tiberlegt sich leicht, dass die Lésungsmenge des Gleichungssystems (I.2)
mit der Losungsmenge des Gleichungssystems (I.1) tibereinstimmt. Wegen a #
0 ist die zweite Gleichung in (I.2) dquivalent zu der Gleichung

(ad —bc) -y = af — ec. (I.3)

Definition I.1.2. Ein Zahlenschema

we (2 2)
bezeichnen wir als (2 x 2)-Matrix. Die Determinante von M ist die Zahl
det(M) :=d(a,b,c,d) := ad — bc.
Damit lasst sich Gleichung (I.3) schreiben als
d(a,b,c,d) -y =05(a,e,c,f). (I.4)

Bemerkung 1.1.3. Auch wenn a = 0 gilt, konnen wir c-mal die erste Gleichung
in (I.1) von a-mal der zweiten Gleichung abziehen und die gultige Gleichung

6((1, b) C, d) Yy = 6((1, €, C, f)
erhalten. Ebenso errechnet man
d(a,b,c,d) - x =—0(b, e, d,f).

Wir unterscheiden nun zwei weitere Falle.



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

Fall A: 6(a,b,c,d) 0. — In diesem Fall berechnet man

d(a, e, c,f) d(b, e, d,f)
= — d = -
Y= Saoed ¢ *T 75 ab,c4d)

Das Gleichungssystem besitzt also genau eine Losung,

c={(0)}

Fall B: §(a,b,c,d) = 0. — Auf Grund von Bemerkung 1.1.3 gilt L. = o, falls®
d(a,e,c,f) # 0 oder 6(b,e,d,f) # 0. Gilt jedoch 6(a,e,c,f) = 0, dann ist (I.3) fur
alle y =t € K erfuillt, und aus der ersten Gleichung in (I.2) ergibt sich

.t)

() () ek

Fur K = R ist die Losungsmenge also eine Gerade in R? (s. Abbildung 1.2).

also

Abbildung I.2: Die Lésungsmenge im Fall B.

3Die Bedingungen 5(a, e, c,f) = 0 und 8(b, e, d, f) = 0 sind nicht unabhingig. Gilt §(a, e, c,f) =
af —ce =0, so folgt wegen &6(a,b,c,d) = ad —bc =0 auch

0=Db-(af —ce) —e-(ad —bc) = abf—ade=a- (bf —de) = a-d(b,e, d,f).

Mit a # 0 ergibt sich §(b, e, d,f) = 0. Ebenso schliet man von 4(a,b,c,d) = 0 = 5(b, e, d,f) auf
d(a,e,c,f) =0.

4



I.1. (2 x 2)-Gleichungssysteme

Bemerkung 1.1.4. Dem Gleichungssystem (I.1) hatten wir die Matrix

(¢3)

zugeordnet. Der Vertauschung der beiden Gleichungen entspricht auf Matri-

zenniveau die Umformung
a b (¢ d
c d a b/’

d(a,b,c,d) = ad —bc = —(cb—da) = —-6(c,d, a,b).

Man beachte

Der Umbenennung der Variablen entspricht die Operation
a b — b a
c d d ¢/’

d(a,b,c,d) = ad — bc = —(bc— ad) = —6(b, a, d, c).

Die Bedingung ,5(a, b,c,d) = 0" ist also invariant unter Vertauschung der Glei-
chungen und Umbenennung der Unbestimmten. Dasselbe gilt flir die Bedin-
gung ,0(a,e, c,f)=0=20(b,e,d,f)".

Bemerkung 1.1.5. Das Gleichungssystem (I.1) und seine Lésungen haben auch
eine geometrische Bedeutung. Es seien a, b und e Elemente der Korpers K. Wir
schauen uns die Gleichung

Dabei gilt

a-x+b-y=e

an. Die zugehorige Losungsmenge ist

oo {() o

Gilt a = b = e = 0, so finden wir G; = K?. Falls a = b = 0 und e # 0, dann
folgt G; = @. In allen anderen Fillen ist G; eine Gerade in K?. Fuir das Folgende
beschrianken wir uns auf diesen Fall. Weiter seien c, d, f € K. Wir nehmen ¢ # 0
oder d # 0 an. Dann ist die Lésungsmenge

o-{()

c-x+d-y=f~

a-s+b-t:e}.

c~s+d-t:f}

der Gleichung



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

ebenfalls eine Gerade in K?2.
Fur die Losungsmenge von (I.1) gilt

L =G NGy,

d.h. sie bildet den Durchschnitt der beiden Geraden. Zwei Geraden kénnen
gleich sein, verschieden und parallel, oder sie haben genau einen Schnittpunkt
(s. Abbildung 1.3). Wir tiberlassen es der Leserin bzw. dem Leser die verschie-
denen Félle den verschiedenen Fallen in der vorangegangen Diskussion zuzu-
ordnen.

S5 x+7-y=10

Abbildung I1.3: Der Schnitt zweier nicht paralleler Geraden.

Zusammenfassung. — Aus unseren Uberlegungen erhalten wir folgende Aus-
sagen uber die Struktur der Losungsmenge eines (2 x 2)-Gleichungssystems.

| Fall | Bedingung an die Koeffizienten | Gestalt von L |
A d(a,b,c,d) #0 Ein Punkt

B 5(a,b,c,d) =0; 8(a, e, c,f) =0 und 5(b, e, d, f) =0; | Gerade in K?
ein Koeffizient a, b, ¢, d ungleich null
B d(a,b,c,d) =0; d(a,e, c,f) # 0 oder 5(b,e,d,f) #0 | Leer
0 a=b=c=d=e=f=0 K?

0 a=b=c=d=0;e#0oder f#0 Leer

Die obige Tabelle stellt einen Zusammenhang zwischen den Ausgangsdaten des
Gleichungssytems und der Gestalt der Lésungsmenge her. Gilt e = f = 0, dann
sprechen wir von einem homogenen Gleichungssystem. Man beachte, dass ein
homogenes Gleichungssystem immer die ,triviale Losung” (8) besitzt. Fur ho-
mogene Gleichungssysteme ist der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten
a, b, c und d und der Gestalt der Losungsmenge noch einpragsamer.

6



I.1. (2 x 2)-Gleichungssysteme

| Fall | Bedingung an die Koeffizienten | Gestalt von L |
A |3(a,b,c,d) #0 L={()}
B 5(a,b,c,d) = 0; ein Koeff. a, b, c, d nicht null | Gerade in K? durch ({)
0 a=b=c=d=0 K?

Legt man den anschaulichen Dimensionsbegriff zu Grunde, nach dem K? zwei-
dimensional, eine Gerade im K? eindimensional und ein Punkt nulldimensional
ist, dann kann man diese Tabelle wie folgt interpretieren: Gilt 5(a, b, c,d) # 0, so
enthalt das Gleichungssystem (I.1) zwei unabhéangige Bedinungen (vgl. Aufgabe
[.1.6), so dass die Dimension des Losungsraumes L gegenuiber der Dimension
von K? um zwei vermindert ist. Im Fall B haben wir nur eine unabhéngige Be-
dingung, so dass die Dimension von L. um eins niedriger ist als die von K2. Im
Fall O haben wir nattrlich gar keine Bedingung.

SchlieBlich wollen wir noch festhalten, dass das Studium linearer Glei-
chungssysteme zwei Aspekte hat: Zum Einen den ,praktischen Aspekt® der
expliziten Bestimmung der Losungsmenge, zum Anderen den ,theoretischen
Aspekt® der Beschreibung der Struktur der Losungsmenge in Abhangigkeit
der Koeffizienten (z.B. Zusammenhang zwischen Anzahl der gestellten Bedin-
gungen und der Dimension des Losungsraumes). Im nichsten Abschnitt wer-
den wir uns mit beliebigen Gleichungssystemen beschéftigen. Der praktische
Aspekt ist dabei der Gauf3-Algorithmus, wihrend sich der theoretische Aspekt
wesentlich umfangreicher gestaltet und die Einfiihrung einer sehr formalen
Sprache notwendig macht.

Aufgabe I.1.6.
Es seien K ein Kérper und

a b
(c d)’ a,b,c,d e K

eine (2 x 2)-Matrix. Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen adquivalent sind.
1. 8(a,b,c,d) =0.

2. Es gibt eine Zahl A € K, sodassc =A-aund d =A-b oder a = A-c und
b=A-d.

3. Es gibt eine Zahl A € K, sodassb=A-aund d =A-c oder a =A-b und
c=A-d.

Was bedeutet die dritte Bedingung geometrisch fiir die 2-Tupel ( 2 ) und

b . 29
(d)an.



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe I.1.7.
Gegeben seien Elemente A, e, f € R. Wir betrachten das (2 x 2)-Gleichungssystem

—x + A=2)-y = e
(2—A)-x + y = f.

Bestimmen Sie alle A € K, fiir die das Gleichungssystem eindeutig l6sbar ist.
Unter welchen Bedingungen an A, e und f besitzt das Gleichungssystem keine
Losung bzw. eine Schar von Losungen?

Aufgabe 1.1.8.
Uberpriifen Sie mit dem Determinantenkriterium die Lésbarkeit der folgenden
(2 x 2)-Gleichungssysteme und geben Sie die Losungsmenge an.

3-x +

y = 7 3-x — y = 7
—-6-x + 2.y = —14°

a) b) —-6-x + 2.y = —14°

3-x — y = 7

) —-6-x + 2.y = 14~

I.2 (m X n)-Gleichungssysteme

Wir arbeiten wiederum tiber dem Korper K.
Definitionen 1.2.1. i)
$1

K™= : S1y..ySn € K

Sn

Ein Element : aus K™ heifst n-Tupel oder auch Spaltenvektor. Das Nulltu-
Sn
pel oder der Nullvektor ist das Element

0=0,=| :
0
ii) (Addition von n-Tupeln) Fur zwei n-Tupel aus K" ist die Summe erklart

durch
S t1 S1 + t1

STI tn Sn + tTl



[.2. (m x n)-Gleichungssysteme

iii) (Skalarmultiplikation) Fur ein Element a € K und ein n-Tupel ist das
Produkt gegeben als

S1 S1 a- $y

iv) Ein lineares (m x n)-Gleichungssystem besteht aus m Gleichungen

an-x; + ap-x2 + - 4+ amxn = by
ay-x; + ap-xX2 4+ - + am-Xn = by
Qm1 *X1 + aGm2-X2 + - + Qun-Xn = bm

in den Unbestimmten x,,...,x,. Die Koeffizienten a;;, i =1,...,m, j = 1,...,,n, sowie
by,...,b, gehdren dabei dem Korper K an. Die Koeffizienten tragen wir in eine
sogenannte (m x n)-Matrix

an aiz2 -+ Qin
a; Qaz -+ A
A — (aij)lzl ..... m .=
j=1,..., n
Am1 AGm2 - Qmn

ein und die Elemente by,...,b,, in das m-Tupel
b;
b= :
b

Falls b = 0,,, gilt, nennen wir das Gleichungssystem homogen, ansonsten inho-
mogen. Die Losungsmenge ist

s ap-sy + ap-s2 + - 4+ amm-sSn = Dby
1
ay-sy + ap-s; + - 4+ am-spn = by
L(A,b) := ;| ex® , no
o : : :
" Qm1-S1 + Qmz2-S2 + -+ + Qumn-Sn = bm

Beispiel 1.2.2. Die Skalarmultiplikation und die Addition von Vektoren kann
man sich im R? und R? leicht veranschaulichen. Die Summe erhilt man wie
in Abbildung I.4. Die Skalarmultiplikation mit einem Element a € K ist geome-
trisch die zentrische Streckung (mit Zentrum 0 um den Faktor a (s. Abbildung
1.5).



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

|

Abbildung 1.4: Addition von Vektoren im R2.

15
~ () ()
()
Abbildung I.5: Skalarmultiplikation im R?.
S s}
Bemerkungen 1.2.3. i) Zwei n-Tupel : , : € K" sind genau dann
Sn sh
gleich, wenn s; =s{, i = 1,...,n, gilt.
ii) Offenbar gilt immer
0. cL(A,0,).

iii) Zur Eingewéhnung werden wir Elemente aus K" durch fett gedruckte
Buchstaben kenntlich machen, z.B. s € K". Diese Gewohnheit werden wir aber
mit der Zeit wieder ablegen.

iv) Der Raum K" ist der Prototyp eines endlichdimensionalen K-Vektorrau-
ms. Die in K gultigen Rechenregeln implizieren dabei gewisse Rechenregeln, die
in Aufgabe 1.2.10 besprochen werden.

10



[.2. (m x n)-Gleichungssysteme

Die Losungsmengen homogener Gleichungssysteme weisen eine zusatzliche
Struktur auf.

Lemma 1.2.4. Flir die Lésungsmenge L(A,0) eines homogenen linearen Glei-
chungssystems gilt:

e 0cL(A,0),
estclL(A,0)=—s+tecL(A,0) und
e sclL(A,0),ae K= a-seL(A0).

Beweis. Der einfache Beweis wird dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen.
Die notwendigen Beweistechniken werden im Beweis von Lemma 1.2.7 bespro-
chen. OJ

Die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems erbt also vom K"
die zusatzlichen Strukturen ,Addition* und ,Skalarmultiplikation”. Wir definie-
ren allgemeiner.

Definition I.2.5. Eine Teilmenge U C K" wird linearer Teilraum oder Unterraum
genannt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e 0, cl,
estcU—s+tclUund
esclU aeK=a-sel.

Beispiele 1.2.6. i) Offensichtlich sind {0} und K" lineare Teilraume von K".

ii) Nach Lemma 1.2.4 ist die Losungsmenge eines homogenen linearen (m x
n)-Gleichungssystems ein linearer Unterraum von K".

iij) Fir K? sind die linearen Unterrdume {0}, K* sowie die Geraden durch ({)
(s. Aufgabe 1.2.11). Im K? sind {0}, K3, die Geraden durch 0; sowie die Ebenen,
die 0; enthalten, die linearen Teilrdume.

Das folgende Resultat erlaubt ein besseres Verstiandnis der Losungsmengen
inhomogener Gleichungssysteme.

Lemma 1.2.7. Es seis’ ¢ L(A,b). Dann gilt
L(A,b) =s°+L(A,0,) = {s°+t e K" [t € L(A,0,) }.

Man erhdilt also sémtliche Lésungen eines inhomogenen Gleichungssystems, in-
dem man zu einer speziellen Lésung des inhomogenen Systems alle Lésungen
des zugehorigen homogenen Gleichungssystems addiert.

11



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

Beweis. Es sei

.....

(s= : eIL(A,b))/;>(s1-v1+---+sn-vn=b>. (L5)
Sn
s}
Die gegebene spezielle Losung sei s° = : |. Wir zeigen zunachst L(A,b) C
s
$1
s+ L(A,0).Esseis=| : | €L(A,b). Es gelten die Gleichungen
Sn

S]‘V]+“‘+Sn‘vn = b
s$S-vi+--+s2-v, = b.

Daraus ergibt sich

(s1—89) Vi+- -+ (sn—so) v, =0.
In der Tat ist ja die i-te Komponente des Vektors auf der linken Seite
(s1—s))ai+- -+ (sn—82)Qin = (@i1s1+ -+ Qinsn) — (@S 4+ -+ Qinso) = by —b; = 0,

i=1,...,m. Somit gilt

t.= : e L(A,0)

und
s=s"+tcs’+L(A,0).
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[.2. (m x n)-Gleichungssysteme

t

Es bleibt s® +1L(A,0) C L(A,b) zu zeigen. Dazu seit = : € L(A,0). Es sind
th

also die beiden Gleichungen

o

S(])'V1+"'+SSI'VT1 et
H-vi4+--- 4tV = 0

erfullt. Daher gilt auch
(s +t1) Wi+ + (53 +tn) -V =Db.

Wie bereits in (I.5) beobachtet wurde, ist dies gleichbedeutend mit der Tatsache,
dass s’ +t € L(A,b). O

Beispiel 1.2.8. Man beachte, dass fiir b # 0 niemals 0 € L(A,b) gelten kann. Far
eine (m x 3)-Matrix A und einen Vektor b # 0,, ist die Losungsmenge L(A,b)

0
also entweder a) leer oder b) ein Punkt ungleich ( 0 ) oder c) eine Gerade bzw.
0
0
d) Ebene, die | 0 | nicht enthélt. Im Fall b) - d) wird L(A,b) durch Parallelver-
0

schiebung entlang einer speziellen Losung s° € L(A,b) aus LL(A, 0,,) erhalten.

Aufgabe 1.2.9.
( ! ) ’ ( ) €K
l n

Es seien die beiden 2-Tupel
gegeben, und es gelte 5(k, m,l,n) # 0. Zeigen Sie, dass es fur jedes 2-Tupel

( :v ) € K? eindeutig bestimmte Zahlen s;, s, € K mit

S"(T)Hz'(:):(:\;) gibt.
Aufgabe 1.2.10.

Zeigen Sie, dass flir die Addition und die Skalarmultiplikation auf K" die fol-
genden Gesetze gelten. (Sie durfen gerne K = Q oder K = R voraussetzen.)

1. s+s’'=¢'+s fur alle s, s’ € K" (Kommutativgesetz);

2. 0+s =s fiur alle s € K™ (Null ist Neutralelement);

13
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s+ (—s) =0 fur alle s € K", —s := (—1) - s (—s ist das inverse Element zu s);
s+(s'+s") = (s+s')+s” fur alle s, s',s” € K" (Assoziativgesetz der Addition);
1.-s=s flr alle s € K;

(a+d)-s=a-s+d-sfluralle q,d €K, s € K" (Erstes Distributivgesetz);

a-(s+s')=a-s+a-s furalle a € K, s,8' € K" (Zweites Distributivgesetz);

® N o O &~ W

(a-d)-s=a-(d-s) fur alle a,d’ € K, s € K" (Assoziativgesetz der Skalar-
multiplikation).

Aufgabe 1.2.11.
a) Gegeben seien vy, ...,v; € K". Die lineare Hiille von vy, ..., v| ist gegeben als

<V1>--->Vl> ::{Ch Vit t+a v |ag, .., q € K} C K"

Zeigen Sie, dass (vy,...,v;) ein linearer Unterraum von K" ist.
b) Bestimmen Sie die linearen Unterrdume von K?2.

Aufgabe 1.2.12.

Entwickeln Sie fiir Gleichungssysteme in drei Unbestimmten mit ein, zwei, oder
drei Gleichungen eine geometrische Anschauung wie in Bemerkung I.1.5. Fer-
tigen Sie Skizzen fiir die Losungsmengen der Gleichungssysteme an, die aus
einer, zwei oder allen drei der folgenden Gleichungen

x + 2y —z =20
6:x — 3y —z =0
2-x + y — z = 6

bestehen, an.

1.3 Zeilenumformungen von Matrizen

Definition I.3.1. Gegeben sei eine (p x q)-Matrix

Cin Ci2 -+ Cyq

€21 C -+ Cyq
C= .

Cp1 Cp2 r++ Cpgq

Wir betrachten die Zeilenumformungen vom Typ:

(ZI) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile;

14
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(ZI1) Vertauschung zweier Zeilen;
(ZIII) Multiplikation einer Zeile mit einem Element a € K* := K\ {0}.

Beispiele 1.3.2. i) In der Matrix

0 —1 2 -3
5 7 —11 14
C= 8§ 0 -5 2

-1 -2 4 -5

addieren wir flinfmal die vierte Zeile zur zweiten. Wir erhalten die Matrix

o -1 2 =3
;o 0O -3 9 —-11
= 8§ 0 -5 2
-1 -2 4 -5
ii) In der Matrix
12 -9 18
7 11 —13
D: 8 o 17
—12 =21 4

vertauschen wir die vierte und die zweite Zeile. Wir erhalten

12 -9 18
, | -2 21 4
b= 8 0 17
7 11 —13

iii) In der Matrix

E o 12 =21 42 —9 18
o 8 0 17 11 —-13

multilplizieren wir die erste Zeile mit 1/3. Es ergibt sich die Matrix
£ 4 -7 14 -3 6
' § 0 17 11 =13 )°

Mit den oben angegebenen Zeilenumformungen lasst sich eine gegebene Ma-
trix C vereinfachen.

15
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Satz 1.3.3. i) Durch wiederholte Anwendung von Zeilenoperationen vom Typ (ZI)
und (ZII) kann man eine gegebene Matrix C in eine Matrix D der Gestalt

O 0 O . O\dz]; ..... * \ *

liberfiihren. Genauer gesagt besitzt die Matrix D die folgenden Eigenschaften: Es
gibt eine ganze Zahlr mit 0 < r < p,q sowie Indizes 1 <j; <j, <---<j; < (q, SO
dass gilt

a) diji 7£ O, i= 1,...,T','
b) duzofur1:1,,rund1§)<]1,
c) dy =0 fuirallei>rundj=1,..,q.

ii) Erlaubt man auch Zeilenoperationen vom Typ (ZI1I), dann kann man zuscitz-
lichdy, =1,1=1,...,7, annehmen.

Definition 1.3.4. Wir sagen, dass sich eine Matrix D in Zeilenstufenform befin-
det, wenn sie die in Satz 1.3.3, i), angegebenen Eigenschaften aufweist.

Bemerkung 1.3.5. Addiert man in der Matrix D das (—d;;,/d;,)-Fache der zwei-
ten Zeile zur ersten Zeile, das (—d,,/dsj,)-Fache der dritten zur zweiten, das
(—dsj,/ds5,)-Fache der dritten zur ersten usw., dann kann man zusétzlich noch
dyj, =0 firi = 1,..,rund 1 < i < i erreichen, d.h. iber den Eintriagen d;,,
i=1,..., 7, an den Stufen stehen nur Nullen.

Beweis von Satz 1.3.3. Zunachst bemerken wir, dass Teil ii) sofort aus Teil i)
folgt. Man muss nur die ersten r-Zeilen der Matrix D noch mit dem entspre-
chenden Faktor multiplizieren.

Zu i). Falls alle Koeffizienten von C gleich null sind, dann ist r = 0 und C hat
bereits die entsprechende Form. Ansonsten sei j; der kleinste unter den Indizes
j, so dass die j-te Spalte ein von Null verschiedenes Element enthalt. Es sei etwa
cij, # 0. Wir vertauschen die erste und i-te Zeile von C.* Die resultierende Matrix

4Falls i = 1, bedeutet dies, nichts an der Matrix zu dndern.
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[.3. Zeilenumformungen von Matrizen

C’ hat folgende Form: o
N

A RERRERRE 0 d”] d](j1+]) ........ qu

CIZ]'] C/Z(j1+1) ........ C/Zq

; :
Cpir Cpli+1) Pq

Nun addiere man das (—cj; /di;,)-Fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile, und
zwar fur i = 2, ...,p. Man erhalt

O vvvner 0 |d1j1 A1) diq

" "
0 Ch,py oo Cq

Es sei j, der kleinste der Indizes j, fir die es einen Index i > 2 mit cf; # 0 gibt.
Wie man der Form von C” entnimmt, muss j, > j; gelten. Es gelte etwa cf;, # 0
mit 2 < { < p. Man vertausche nun in der Matrix C” die zweite mit der i'-ten
Zeile. Das Ergebnis ist die Matrix

O vvvner 0 |d1j1 .................................... diq

A RERRRRRRRRE A RERRRRRRRRE 0 dez ................ qu

n n n

C" — C?jz C3(_j2+” ....... qu
: /:// ///: :///

Coiy CpGatt) Cpg

Jetzt kdnnen wir das (—cf, /dyj,)-Fache der ersten Zeile zu der i-ten Zeile addie-
ren. Dabei durchlaufe i die Werte 3, ..., p. Dies fihrt zu der Matrix

O vvener 0 |d1].] .................................... diq
O vvvvnrenn O revvvnrenn 0 dez ................ d, q
cm — O CI3/E_){2+]) ....... cgg
0 Cg/(}iz+1) """" Cg,q/
So fortfahrend erhalt man schliefBlich die geforderte Matrix D. O

Sobald man einige Beispiele gerechnet hat, wird einem das obige Verfahren
sofort verstdndlich.
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Beispiel 1.3.6.

0
0
4
2

—1

Diese Matrix kann noch auf die Form

—1
2
5
1

N R~ O O

5 3 1 4 5 —15 —11 -3
2 —-10 -7 —4 N o 2 —-10 -7 -4
5 —-15 —11 -3 0 —1 5 3 1
1 0 -1 0 2 1 0o -1 0
4 5 —-15 —-11 -3
V-3 0 2 —-10 -7 —4
0 —1 5 3 1
o -1,5 7,5 45 1,5
4 5 —15 —11 -3
14311 0 2 —10 —7 —4
IV+%~II 00 0 —0,5 —1
00 0 —0,75 —1,5
4 5 —15 —-11 -3
IV—15-III 0 2 10 —7 —4
00 0 —0,5 —1
00 0 0 0
1 1,25 —-3,75 —2,75 —0,75
0 1 -5 =3,5 -2
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0
gebracht werden. Eine andere Moglichkeit ist
5 3 1 2 1 0o -1 0
10 —7 —4 LIV o 2 —-10 —7 -4
—15 —11 -3 4 5 —15 —11 -3
0 -1 0 0 —1 5 3 1
2 1 0 —1 0
2.1 0O 2 —-10 -7 -4
o 3 —-15 -9 -3
0 —1 5 3 1
2 1 0 —1 0
11311 0 2 —10 —7 —4
IV+%-II 0 0 0 1,5 3
00 0 —0,5 —1
2 1 0 -1 0
V4311 o2 -10 —7 —4
00 0o 1,5 3
00 0 0 0
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I.4. Das Gauf3sche Losungsverfahren

Diese Matrix kann noch in die Matrix

105 0 —-0,5 0
0O 1 -5 —=3,5 =2
o 0 O 1 2
0 0 0 0 0
umgeformt werden. Die Zeilenstufenform einer Matrix ist also keineswegs ein-

deutig bestimmt. Man beachte auch, dass der zweite Weg eine augenscheinlich
einfachere Matrix liefert, denn sie enthéalt mehr Nullen.

Bemerkung 1.3.7. Man konnte die Mehrdeutigkeit im Algorithmus in Satz [.3.3,
i), die sich durch die Wahl einer Zeile, in der ein Eintrag in der entsprechenden
Spalte nicht null ist, ergibt, vermeiden, indem man immer die erste solche Zeile
nimmt. Dann zeigt das obige Beispiel, dass sich die Zeilenstufenform &dndert,
wenn man in der urspriinglichen Matrix Zeilen vertauscht (oder gar andere
Zeilenoperationen durchftihrt). Diese Modifikation des Algorithmus 16st damit
nicht die prinzipiellen Fragen, die in Problem 1.4.6 aufgeworfen werden.

I.4 Das Gaufische Losungsverfahren

Gegeben seien eine (m x n)-Matrix

an Qi - Qi
a; Az -+ A2
A =
Am1 AGm2 - Qmn
sowie
by
b= : e K™

b

Gesucht ist die Losungsmenge L(A,b). Zu ihrer Bestimmung gehe man wie folgt
vor. Zunachst bilde man die erweiterte Koeffizientenmatrix

ap  ap -+ Qi | by

ap azp -+ apm | by
M = (A }b) = .

Am1 aGm2 - Qmn bm

Die Matrix M ist also die (m x (n+ 1))-Matrix, die aus A entsteht, indem man b
als (n + 1)-te Spalte hinzufugt.
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Lemma 1.4.1. Es sei M = (A|b) wie oben, und die Matrix M' = (A’|b’) gehe aus
M durch eine Zeilenoperation vom Typ (ZI), (ZI1) oder (ZI11) hervor. Dann gilt

L(A,b) = L(A’,b).
Beweis. Fur Zeilenoperationen vom Typ (ZII) und (ZIII) ist die Aussage klar. Im
Fall einer Zeilenoperation vom Typ (ZI) sei s € L(A,b). Wir wollen zeigen, dass
auch s € L(A|b’) gilt. Es gehe M’ aus M durch Addition des a-Fachen der
i-ten Zeile zur j-ten hervor, a € K*. Die durch M bzw. M’ definierten (m x n)-

Gleichungssysteme unterscheiden sich nur in der j-ten Gleichung. Wir miissen
also lediglich die Gultigkeit der Gleichung

@y o814+ a8y = by
uberpriifen. Nach Definition lautet diese Gleichnung
(a1 +aay) - s1+ -+ (ajn + aain) - sn = b + ab.
Diese gilt offensichtlich, da s € L(A,b)

aai; - S+ ---+aaiy, - sn = aby,
(lj1~S1+"'+(ljn'Sn bj

beinhaltet. Damit ist L(A,b) C L(A’,b’) nachgewiesen. Da man M aus M’ eben-
falls durch eine Zeilenoperation vom Typ (ZI), ndmlich die Addition des (—a)-
Fachen der i-ten Zeile zur j-ten, erhalten kann, folgt auch L(A’,b’) C L(A,b). O

Man ftihre nun an der Matrix M sukzessiv Zeilenoperationen vom Typ (ZI),

(ZII) und (ZIII) aus, bis man eine Matrix M’ = (A’|b’) erhalt, in der sich A’ in
Zeilenstufenform befindet (s. Satz 1.3.3), i.e.

O vvveernee O cvveernee 0 a’z.z Koeveenn R * *

M = O v SO 0 a;jr b’
b
0 y
Es folgt.
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I.4. Das Gauf3sche Losungsverfahren

Satz 1.4.2. i) Das durch A und b definierte Gleichungssystem ist genau dann
l6sbar, d.h. L(A,b) # &, wenn

= =bl =0 (1.6)

gilt.
ii) Wenn (1.6) erfiillt ist, dann erhdlt man jede Lésung

$1
s = : e L(A,b) =L(A’,b)
Sn
auf folgende Weise: Flir die Eintrédge s; mitj € {1,..,n\{ji,...,j-f (d.-h.j €{1,..,n}
aberj ¢ {ji,...,,jr }) wihle man beliebige Elemente aus K, und s;,,...,s;, bestimme

man rekursiv:

a)

] n
Sj, 1= (b’r— Z a; - sj>.

T j=jr+1

b) Sind die s;, fiiri > i, bestimmt, dann ist

.l n
= . (bl — LS
Sjsy = <b10 E Qi ; s]>.

tojig =jig+1

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass die Gleichheit L(A,b) = L(A’,b’) eine
Konsequenz von Lemma [.4.1 ist. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung
(I.6) evident. Ist umgekehrt (I.6) erfiillt, dann liefert das in ii) beschriebene Ver-
fahren tatsdchlich Losungen. Somit ist i) bewiesen. Da schlief3lich jede Losung
s € L(A’,b’) offenbar der angegebenen Rekursionsvorschrift gentigen muss, ist
auch ii) nachgewiesen. OJ

Auch hier sagt ein Beispiel wieder mehr als tausend Worte.

Beispiel 1.4.3. Es seien

0 -1 5 3 1 2 2
0 2 —10 -7 —4 —14 _14
A=y 5 15 211 3| =l 6| = s
2 1 0 -1 0 0 0
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Wir kénnen die durch A und b bzw. A und ¢ definierten Gleichungssysteme
gleichzeitig behandeln, indem wir die Matrix M := (Alblc) umformen:

0 —1

0o 2

4 5

2 1

2 1

e\l 0o 2

4 5

0 —1

2 1

2.1 0o 2

0 3

0 —1
2 1
M-3.11 & V4111 0 2
- 00
00
2 1
IV+ 1101 0 2
- 00
00

—10

—10

5 3 1 2 2
—10 —7 —4|—14|-14
—-15 =11 =3| —6| -5
0 —1 0 0 0
0 —1 0 0 0
—10 -7 —4|-14|-14
—-15 =11 =3| —6| -5
5 31 2 2
0 =1 0 0 0
—10 —7 —4|—14|—-14
-15 -9 —3| —6| =5
5 3 1 2 2
o -1 0 0 0
—7 —4|-14|-14
0 1,5 3| 15| 16
0 —0,5 —1| —5| =5
0 -1 0 0 0
—7 —4|-14|-14
0 1,5 3| 15| 16
0O 0 0 0 1

3

Wir erkennen sofort, dass L(A,c) = & gilt. Jetzt bestimmen wir L(A,0). Nach

Satz 1.4.2 erhalten wir eine Losung

S1
S2
S3
S4
S5

, indem wir zunéchst s; und ss frei

wahlen, z.B. s; :=t € R und s5 := u € R. Aus der vierten Gleichnung ergibt sich
1,5s4+3u =0, d.h. s, = —2u. Die zweite Gleichung wird zu 2s, —10t+ 14u—4u = 0,
und wir erhalten s, = 5t — 5u. Schlief3lich ergibt die erste Gleichung 2s; + 5t —
5u+ 2u = 0 und somit s; = —2,5t + 1,5u. Also

S7 -2,5t + 1,5u
S? 5t — 5u
S3 = t

Sq — 2u
S5 u
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I.4. Das Gauf3sche Losungsverfahren

i.e.

t,bueR

5 3
2 2
5 -5
L(A,0) =< t- 1T | +u- 0
0 -2
0 1
Um L(A,b) zu ermitteln, miissen wir nach Lemma [.2.7 noch eine spezielle
Losung s° € L(A,b) suchen. Dazu setzen wir s = s2 = 0. Der Rekursionsvor-

schrift entnehmen wir s} = 10, 2s§ — 70 = —14, i.e. s) = 28, 2sY +28 — 10 = 0, d.h.
s = —9. Folglich gilt

—9 —9 -3 3

28 28 5 -5
LAb)=| 0 | +L(A,0) = o+t | 1 +u-| o]ltuer

10 10 0 2

0 0 0 1

Wir geben jetzt eine weitere Version von Satz [.4.2 an, die fiir die Entwick-
lung der Theorie vorteilhaft ist.

Satz I.4.4. Es seien A := (ajj) i-1..m  €ine (m x n)-Matrix und
ji=1
b;

b:= : e K™
b

Gemdf3 Satz 1.3.3 und Bemerkung 1.3.5 tiberfiihre man die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix M = (A|b) durch Zeilenoperationen vom Typ (Z1), (ZI1) und (ZI1I) in eine
Matrix M’ = (A’|b’) der Form

ji1-te Spalte j,-te Spalte jr-te Spalte

o 0 - 011 s @ wr v 0 *
?LH
0 .

i(§) ::max{iz 1,...,T|ji<j}

Furje{1,..,n}\{j,...,jr } setze man
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ji-ter Eintrag

—ay; {— jo-ter Eintrag
v =

A

— ji-ter Eintrag

1 +— j-ter Eintrag

0
Abbildung 1.6: Der Vektor v'.

und definiere

Vi
v = : e K"
vi
durch
. _a{ja K =ji, 121))“))
V) = 1, k=j (s. Abbildung 1.5) .
0, sonst

i) Es seib’ = b = 0. Zu jeder Losung s € LL(A,0) gibt es eindeutig bestimmte
Zahlentj, j € {1,..,n}\{j1,...,jr }, mit

s = Z tj - V. (1.7)
je{ Tyeem }\{]1 yeeer) T }

Sind umgekehrt Zahlen t;, j € {1,...,n}\ {j1,...,jr }, gegeben und ist s durch (1.7)
definiert, dann gilt s € IL(A, 0).

ii) Es gelte b, = --- =b] = 0. Man definiere
s)
=] : | eK"
s0
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I.4. Das Gauf3sche Losungsverfahren

durch
0. bl, j=ji, i=1,.,1
) 0, sonst )

Dann gibt es zu jeder Losung s € L(A,b) eindeutig bestimmte Zahlen t;, j €

{13 "'>n}\{j1>-">jr}s mit

s =8+ > t; - V. (L.8)

jE{ ],...,Tl }\{]1 »---»jT }

Falls umgekehrt Zahlen t;, j € {1,...,n}\ {j1,...,jr }, gegeben sind und s durch (1.8)
definiert wird, so folgts € L(A,b).

Beweis. Wir erinnern daran, dass nach Lemma 1[.4.1 L(A,0) = L(A’,0) und
L(A,b) =L(A',b') gilt.

Zu i). Es gilt v € L(A’,0) = L(A,0),j € {1,...,n}\ {j1,..r,j: }. Da L(A,0) ein
linearer Teilraum von K" ist (Lemma [.2.4), ist jedes Element, das durch (I.7)
definiert wird, eine Losung des durch A definierten homogenen Gleichungssys-

$1

tems. Fur eine gegebene Losung s = : € L(A, 0) definieren wir
Sn
s = > sj - V.
jE{ 1 yeensTL }\{]1 s"'sz }

Dann gilt s,s’ € L(A,0) und s; = s; fur j € {1,..,n}\{j1, ..., jr }. Die Rekursionsfor-
mel aus Satz .4.2 impliziert daher, dass s; = s; fur alle j gelten muss. Damit ist
jede Losung von der behaupteten Gestalt. Besteht schlieflich eine Darstellung
(I.7), dann muss t; = s, j € {1, ...,n}\ {j1,...,jr }, gelten, so dass die Eindeutigkeit
einer solchen Darstellung folgt.

Zu ii). Nach Konstruktion gilt s° € L(A’,b’) = L(A,b). Die Behauptung folgt
sofort aus der Tatsache L(A,b) =s° +LL(A,0) (s. Lemma 1.2.7). O

Folgerung 1.4.5. i) Es sein > m, d.h. es gebe mehr Unbekannte als Gleichun-
gen,® dann besitzt das durch die Matrix A definierte homogene lineare Glei-
chungssystem eine nichttriviale Léosung s (i.e. s # 0).

ii) Es sei m = n. Falls das durch die Matrix A definierte homogene lineare
Gleichungssystem nur die triviale L6sung s = 0 besitzt, dann ist fiir jedes b € K™
das durch A und b definierte lineare Gleichungssystem eindeutig l6sbar, d.h.
L(A,b) = {s°}.

5Man sagt, das Gleichungssytem ist unterbestimmt

25



Kapitel I. Lineare Gleichungssysteme

Beweis. Zui). Es gilt r < m < n. Daher exisitiert ein Indexj € {1,....,n \{j1,...,j: },
und v ist eine nichttriviale Lésung.
Zu ii). Aus der Annahme L(A,0) = {0} und i) folgt r = m =n, also

1 o
10w
M/ — O i
1|
Dies beinhaltet offensichtlich
b
L(A,b) =L(A,b') = :
[
und damit die Behauptung. O

Satz 1.4.4 suggeriert, dass die Dimension von L(A,0) genau n — r betragt.
Wir formulieren daher folgende Fragestellungen.

Problem 1.4.6. i) Ist es moglich, jeder (m x n)-Matrix A eine Zahl r zuzuord-
nen, die invariant unter Zeilenoperationen vom Typ (ZI), (ZII) und (ZIII) ist, und
jedem linearen Unterraum U von K" eine Zahl d, so dass

e flir eine Matrix in Zeilenstufenform r die Anzahl der Stufen ist und
e d(L(A,0)) =n —r gilt?

Dies wiirde wie im Fall der (2 x 2)-Gleichungssysteme den erwarteten Zusam-
menhang zwischen der Anzahl r der durch A gestellten Bedingungen und der
Dimension des Losungsraumes liefern.

ii) Es sei U C K" ein linearer Teilraum. Gibt es eine geeignete (m x n)-Matrix
A, far die U = L(A, 0) gilt?

Aufgabe 1.4.7.
Es seien folgende Vektoren in Q* gegeben:

1 —1 0 1 3
1 1 -3 0 6
V= 2 y Vo 1= 1 y V3 1= 1 y Vg 1= 1 und b := 5
—1 2 -2 —1 —1
Bestimmen Sie alle Elemente
$1
. S2 4
s = 55 e Q,
S4
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fur die
S1-Vi+8 -V +53-V3+54-V4=Db
gilt.
Aufgabe 1.4.8.
a) Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme tiber
Q.

1 X2 — X3 = 2
2 i) x1 + x
X1 + X3 = 0

) X1 — 2x2 — X3 =
—2x + 4dx2 + 2xz3 =

€]

X1 4+ 2x — 3x3 = 2
X1 + 4 + x3 = 4
(111) X1 + %Xz — 2X3 = %
X1 + 37(2 — X3 = 3
b) Es seien
1 -2 -1 1 1
(1) A':<—z 4 21)) b':<z>’
24 0 24 10
11 —1 32 4
i) A= 03 3 —6 0|, b:= 3
12 0 1 2 5
26 2 =24 12

Berechnen Sie L(A,0) und L(A,b) in den angegebenen Fallen und schreiben
Sie L(A,b) = s° + LL(A, 0) fiir geeignetes s° € LL(A,b).
c) Gegeben seien folgende 3-Tupel im R3:

1 1 1 1
v, = 2], v,= 01, wv3= 2 und b=| 0 |.
—1 —2 -3 1

Bestimmen Sie reelle Zahlen s;, s; und s3 mit

S1 V1 + 8-V +83-V3 =b.

Aufgabe 1.4.9.
Es seien K = Q und
1T 203 0
2 316 0
A=l g 212 Py
4 =21 3 %
Welche Bedingungen mussen u und v erfiillen, damit L(A,b,,) # @ gilt? Be-

rechnen Sie L(A,bs o).
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Aufgabe 1.4.10.
In der Vorlesung wurden die Zeilenoperationen von Typ (ZI), (ZII) und (ZIII) an-
gegeben. In Analogie definiert man die Spaltenoperationen vom Typ
(SI): Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

(SII): Vertauschung zweier Spalten.

(SIII): Multiplikation einer Spalte mit einem Element a € K*.
a) llustrieren Sie die Spaltenoperationen vom Typ (SI), (SII) und (SIII) an jeweils
einem Beispiel.
b) Zeigen Sie, dass man eine (m x n)-Matrix A = (ay)-1,...m durch Zeilenopera-

,,,,,

tionen vom Typ (ZI), (ZII), (ZIII) und Spaltenoperatior]len vom Typ (SII) in eine
Matrix der Gestalt

10 - .o 0
o1 0 --- 0
0 el el *
A/: E
0 0 0 1
0 -0
! : S 0
0 -+ oo . 0

uberfiihren kann. Entwickeln Sie aus dieser Beobachtung ein Losungsverfah-
ren fiir lineare Gleichungssysteme und testen Sie es ftir

0 -1 5 3 1 2
0 2 —10 -7 —4 14
A=14 5 15 11 _3 und b= o
2 1 0 -1 o0 0

(Spaltenvertauschungen kénnen die Losungsmenge dndern! Wie?)
c) Zeigen Sie: Lasst man zusatzlich auch Spaltenoperationen vom Typ (SI) zu,
dann kann man

1 0 - .. 0
01 0 -0
b0 .0
A= :
0 0 o 0 1
0 0
: 0
0 0
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erreichen.
d) Zeigen Sie, dass man eine Zeilenoperation vom Typ (ZII) durch eine gewisse
Folge von Zeilenoperationen vom Typ (ZI) und (ZIII) erhalten kann.

Aufgabe 1.4.11.
Die Kirchhoffschen® Regeln fiir ein elektrisches Gleichstromnetzwerk lauten:

¢ 1. Kirchhoffsche Regel (Knotenregel): In einem Knotenpunkt des Netz-
werks ist die Summe der zuflieBenden Stréme gleich der Summe der ab-
flieBenden Strome.

e 2. Kirchhoffsche Regel (Maschenregel): Die Summe aller Teilspannun-
gen in einer Masche des Netzwerks ist null.”

Man betrachte das Netzwerk:

L
Ry I3 Iy
U_—_ R3 R4
Ry b
-

Berechnem Sie die Stromstarken in diesem Netzwerk im Fall, dass die Span-
nungsquelle 36V hat und die Widerstidnde die Werte R; = 200Q), R, = 400Q),
R; = 300Q und Ry = 200Q.

6Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887), deutscher Physiker.
“Man beachte, dass Spannung, Widerstand und Stromstérke tiber die Ohmsche Gleichung
U =R I verbunden sind. (Georg Simon Ohm (1789 - 1854), deutscher Physiker.)
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11

Grundbegriffe

In diesem Kapitel entwickeln wir die abstrakte Sprache, in der die Lineare Al-
gebra und weite Teile der Mathematik formuliert werden. Der Leser sollte sich
moglichst frith an diese Sprache gewéhnen.

II.1 Mengen und Abbildungen

Die Theorie der Mengen und Abbildungen bildet das Fundament der Mathema-
tik. Alle Objekte, die wir betrachten werden, sind zunachst einmal Mengen. Auf
diesen Mengen werden mit Hilfe von Abbildungen zwischen Mengen zusatzli-
che Strukturen wie die einer Gruppe, eines Korpers oder eines Vektorraums
erklart. Es mag daher besonders stérend erscheinen, dass gerade die prazise
Formulierung der Mengenlehre grofse Probleme bereitet.

Im Jahre 1895 schlug Cantor! folgende ,Definition“ fiir den Mengenbegriff
vor: ,Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.*

Naturlich ist dies keine mathematische Definition. Von einer mathemati-
schen Definition verlangen wir, dass sie neue Begriffe unter Verwendung uns
bereits bekannter mathematischer Konzepte einfiihrt. ,Anschauung”, ,Denken*”
oder auch ,Zusammenfassung” sind sicherlich keine solchen Konzepte. Es ist
aber auch klar, dass wir mit dieser Forderung an eine Definition die Grund-
bausteine der Mathematik, also z.B. Mengen, gar nicht definieren kénnen. (Ir-
gendwo muss man schlieflich einmal anfangen!) Man kann sich blof3, wie mit

!Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918), deutscher Mathematiker.
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Cantors Definition, einige Charakteristika der Mengen klarmachen. Der Aus-
weg aus dieser verfahrenen Situation ist die axiomatische Mengenlehre. Hier
versucht man nicht, den Begriff ,Menge“ zu definieren, sondern legt lediglich
die Spielregeln (d.h. die Axiome) fir Mengen fest. (Eines dieser Axiome besagt
z.B., dass uberhaupt eine Menge existiert.) Die in den Axiomen formulierten
Eigenschaften nimmt man dann als wahre Tatsachen an und baut die Mathe-
matik darauf auf. In der Vorlesung gehen wir einen dhnlichen Weg, allerdings in
wesentlich naiverer Form. Wir gehen von einigen uns bekannten Mengen wie
den Mengen der naturlichen, ganzen oder rationalen Zahlen aus und geben
einige Vorschriften an, mit denen man aus gegebenen Mengen neue konstruie-
ren kann. Dem Leser, der sich fiir den axiomatischen Aufbau der Mengenlehre
interessiert, sei empfohlen, sich zunédchst, etwa durch die Vorlesung ,Linea-
re Algebra“, an die Sprache der Mathematik zu gewdhnen und sich in einem
spateren Semester an die Mengenlehre zu wagen. Einen guten ersten Eindruck
vermittelt dann das Buch [4]. Einige weitere Angaben sind auch in [8], Ab-
schnitt 1.2, enthalten.

Mengen setzen sich aus ihren Elementen zusammen, und wir schreiben
kurz ,x € M* fur ,x ist Element der Menge M". Mengen sind in folgendem Sinne
durch ihre Elemente bestimmt:

Extensionalitidtsaxiom. Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn
sie dieselben Elemente besitzen, d.h.

AzBé@(WﬁXEA@éXGB)

Die Formel auf der rechten Seite wird dabei wie folgt gelesen: ,Ftr alle x (Vx)
gilt: x ist Element von A genau dann, wenn (<) x Element von B ist.” Ohne
dieses Axiom koénnten wir mit Mengen tuberhaupt nicht arbeiten. Da wir aber
Mengen nicht definieren kénnen, haben wir auch keine Moglichkeit, die ge-
nannte Eigenschaft zu beweisen. Wir miissen sie daher als eine unserer Spiel-
regeln akzeptieren. Gangige Beispiele fiir Mengen sind:

Beispiele 11.1.1. i) Die leere Menge @ ist die Menge, die kein einziges Element
enthdalt (vVx : x ¢ @). Nach dem Extensionalititsaxiom ist sie die einzige Menge
mit dieser Eigenschaft.

ii) Die Menge der nattirlichen Zahlen ist die Menge

N:{thim}

iii) Weitere bekannte Mengen sind die Mengen Z, Q und R der ganzen, ratio-
nalen bzw. reellen Zahlen.

Definition II.1.2. Es seien A und B Mengen. Wir sagen, A ist Teilmenge (oder
auch Untermenge) von B, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
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Formal:
Vx:x € A= x € B.

Schreibweise. A C B. Falls Kklar ist, dass A # B, schreiben wir auch A C B oder
A C B.

Bemerkung 11.1.3. Zum Beweis der Gleichheit zweier Mengen benutzt man oft
die folgende Eigenschaft:

A=B<&= (ACBABCA).

Dabei steht ,,/\“ fir ,und”.
Beispiel 11.1.4. Es gilt zB. NC Z Cc Q C R.

Konstruktion neuer Mengen. — Um mit Hilfe des obigen Beispielvorrats wei-
tere Mengen konstruieren zu kénnen, geben wir in den folgenden Definitionen
einige Vorschriften an, die dies ermodglichen. Man beachte, dass wir dabei still-
schweigend annehmen, dass diese Bildungsvorschriften in der Tat wieder Men-
gen liefern.

Definitionen II.1.5. i) (Aufzcdihlende Form). Endliche Mengen kann man durch
die Aufzdhlung ihrer Elemente angeben, z.B.

A::{1,2,3,5,223} und B ;:{13,@,N}.

ii) (Komprehension). Es seien A eine Menge und & eine Eigenschaft,? die
Elemente der Menge A haben koénnen. Dann kann man die Menge

{x]xeAundxhatS}:{XGA}xhatE}

bilden.

Bemerkungen und Beispiele 11.1.6. i) Bei der aufzdhlenden Form kommt es nicht
auf die Reihenfolge an. AufSerdem sind Wiederholungen erlaubt:

{1,3,5}:{5,1,3}:{5,3,1 }

2Um ganz prézise zu sein, miissten wir auch erkliren, was ,Eigenschaft* bedeutet. Prinzipi-
ell mussten solche Eigenschaften in der Sprache der Logik formuliert werden. Dort verwendet
man Formeln, die aus den logischen Symbolen A\, V, —, ..., den Quantoren V, 3, Buchstaben
und, im Fall der Mengenlehre, dem Symbol € nach gewissen Regeln aufgebaut sind (s. [12],
Kapitel 1). Die Eigenschaften sind dann von der Form, dass eine gewisse Formel wahr ist. Wir
werden im Folgenden Eigenschaften weniger formal beschreiben. Im Laufe des Kurses sollte
aber deutlich werden, dass sich die Eigenschaften, die wir benutzen, préazise ,formalisieren“
lassen.
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{zz&&s}:{zs}:{z&zz&s}

Diese Beobachtung ist eine Folge des Extensionalitatsaxioms.
if) Mit Hilfe der Komprehension lassen sich z.B. folgende Mengen bilden:

a) {xeN‘xistgerade} = {0,2,4,6,...}.
b) {xeN}xthﬂnmaﬂ}::{;3gxz1u1a".}
c) R>0::{XGR}X>O}.

d) Far jede Menge A gilt: @z{xeA‘x%x}.

Definitionen II.1.7. Es seien A und B Mengen.
i) Die Vereinigung der Mengen A und B ist die Menge

AUB:={x|xeAVxeB].

(Dabei wird ,,V* als ,oder* gelesen.)
ii) Der Durchschnitt der Mengen A und B ist die Menge

ANB:={x|xcAAxEB}.
iii) Die Differenz von A und B ist die Menge
A\B:{xheAAxéB}
Beispiel 11.1.8. Es gilt z.B. Z\N={x € Z|x < 0}.

Lemma II.1.9. Flir die Operationen ,J“ und ,N“ gelten die Distributivgesetze,
d.h. fiir drei Mengen A, B und C hat man:

a) AUBNC) = (AUB)Nn(AuUC).

b) An(BUuC) = (AnNnB)U(ANC).

Beweis. Die fundamentalen Eigenschaften der Mengenoperationen sind oft-
mals nur Gegenstiicke einfacher Gesetzmiafigkeiten der Logik. Die Logik ist
normalerweiser fest in uns ,eingebaut® und muss lediglich ein wenig trainiert
werden. Als Beispiel geben wir den Beweis von a) an. Es gilt:
x€EAUBNC) < xcAV(xeBAxe()

— (xeAVxeBA(xeAVxe()

& (xeAUB)A(xe AUCQC)

& xe(AUB)N(AUC).
Nach dem Extensionalitidtsaxiom II.1 sind AU (BN C) und (AUB) N (A UC)
gleich. O
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Definition I1.1.10. Es seien A und B Mengen. Das kartesische® Produkt von A
und B ist die Menge

AxB::{(x,y)]xeA/\yeB}.
Ein Element (x,y) € A x B heif3t ein geordnetes Paar.
Bemerkung I1.1.11. Die charakteristische Eigenschaft der geordneten Paare ist:
(x1,Y1) = (x2,y2) &= x1 =x2 \y1 = ya.
Definition I1.1.12. Es sei A eine Menge. Die Potenzmenge von A ist die Menge
?myz{MBgA}

Beispiele 11.1.13. i) Fur jede Menge A gilt & € P(A) und A € P(A).
i) P((0,1)) = { 2,{0}, (1, {0,1} }.

Aufgabe 11.1.14.
a) Es seien A, B und C Mengen. Beweisen Sie die Distributivgesetze fiir den
Durchschnitt und die Vereinigung:

AN(BUC) = (ANBJU(ANC),
AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

b) A und B seien Mengen. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

i) ACB.
ii) AUB =B.
iii) ANB =A.

c) Es seien A und B Mengen. Die Menge
AAB:=(A\B)U(B\A)
heift die symmetrische Mengendifferenz von A und B. Beweisen Sie:

AAB=(AUB)\(ANB).

SNach René Descartes (1596 - 1650), franzésischer Philosoph, Mathematiker und Natur-
wissenschaftler.
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d) Es sei Q eine feste Menge. Fur eine Teilmenge A C Q ist das Komplement von
A (in Q) die Differenz A := Q \ A. Beweisen Sie fiir Teilmengen A, B C Q die De
Morganschen* Gesetze

AUB=ANB, ANB=AUB

sowie

>l

= A.

Aufgabe 11.1.15.
Es sei A ={xy,...,x, } eine endliche Menge mit genau n Elementen. Man schreibt
auch #A = n. Beweisen Sie fiir die Potenzmenge P(A) von A

#P(A) = 2™

(Hinweis. Verwenden Sie vollstdndige Induktion.)

Zum Prinzip der vollstindigen Induktion: Eines der Peano-Axiome (s. [8],
Definition 1.3.1, i) fiir die natiirlichen Zahlen sagt aus, dass eine Teilmenge
A C N der naturlichen Zahlen, fur die

0cA und (neA=n+1€A)

gilt, bereits die Menge der nattlirlichen Zahlen selbst ist, i.e. A = N. Darauf be-
ruht das Prinzip der vollstindigen Induktion: Es sei A(n), n € N, eine Familie
von Aussagen, hier A(n)=,Die Potenzmenge einer Menge mit genau n Elemen-
ten hat genau 2" Elemente”. Nach dem genannten Peano-Axiom ist A(n) genau
dann ftir alle nattirlichen Zahlen n wahr, wenn gilt 1. A(0) ist wahr (Induktions-
anfang) und 2. Ist A(n) wahr, dann ist auch A(n + 1) wahr (Induktionsschritt).
(Dazu betrachte man die Menge A :={n € N|A(n) ist wahr}.)

Abbildungen. — Um im Weiteren komplexere Objekte® als Mengen einfithren
zu konnen, benétigen wir Abbildungen zwischen Mengen.

Definitionen II.1.16. Es seien A und B Mengen.
i) Eine Abbildung von A nach B ist eine Vorschrift f, die jedem Element x € A
(genau) ein Element y € B zuordnet. Dabei nennt man y das Bild von x (unter

der Abbildung f).
Bezeichnung. a) y=f(x).
b) f:A—B
x — f(x).

*Augustus De Morgan (1806 - 1871), englischer Mathematiker.

5Die Objekte sind streng genommen nur scheinbar komplexer als Mengen, weil alle Objekte,
die wir in der Mathematik betrachten, letztendlich Menge sein muissen. Wir stellen uns aber
z.B. eine Gruppe als Menge mit Zusatzstruktur vor. Die Zusatzstruktur ist die Multiplikation.

36



II.1. Mengen und Abbildungen

ii) Es seien A und B Mengen und f: A — B eine Abbildung von A nach B.
Fur eine Teilmenge C C B nennt man die Menge

1(C) ;:{xeA\f(x)ec}

das Urbild von C (unter ). Ein Element x € f~'({y}), y € B, nennt man auch ein
Urbild von vy.
Schreibweise. f'(y) :=f"'({y})., y € B.

iii) Fur eine Teilmenge D C A heifst die Menge

f(D);:{yeB\axeD:y:f(x)}:{f(x)\xeD}

das Bild von D (unter f). (Das Symbol ,3* wird ,es existiert* oder ,es gibt* gele-
sen.)
Speziell. Die Menge Im(f) := Bild(f) := f(A) bezeichnet man als das Bild von f.

Bemerkungen 11.1.17. i) Man beachte, dass zwei Abbildungen f,g: A — B ge-
nau dann gleich sind, wenn f(x) = g(x) far alle x € A gilt.

ii) Man mag einwenden, dass die Definition von Abbildung ebenfalls keine
mathematisch korrekte Definition ist, da wir nicht wissen, was eine ,Vorschrift*
sein soll. Dies lasst sich aber mit den uns bekannten Begriffen leicht beheben.
Fur eine Abbildung f: A — B kénnen wir namlich den Graphen

Ff:z{(x,y)EAxB]yzf(x)}

betrachten. Diese Teilmenge erftillt die folgenden zwei Bedingungen:
a) VxeAdyeB:(x,y) el

b) V(xi,y1), (x2,Y2) €Ty :x1 =x2 = y1 = ya.
Benutzen wir das Symbol ,3!“ (,Es existiert/gibt genau ein“), dann kénnen wir
a) und b) zusammenfassen in

Vx € Adly € B: (x,y) € It. (II.1)

Wenn wir nun umgekehrt eine Teilmenge I' C A x B vorgeben, fliir die Bedingung
(IT.1) erfullt ist, dann definieren wir

f:A — B
x — Yy, sodass (x,y) eT.

Damit kann man eine Abbildung formal als eine Teilmenge I' von A x B, fiir die
(II.1) gilt, einfihren. Die in i) vermerkte Eigenschaft wird somit zum Spezialfall
des Extensionalitidtsaxioms.
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Definition I1.1.18. Es seien A und B Mengen. Wir setzen
AbbULB);:{f:A——ekamtAbbﬂdung}.

In der Sichtweise von Bemerkung II.1.17, ii), kbnnen wir die Menge Abb(A,
B) mit Hilfe der Komprehension (Definition II.1.5, ii) als Teilmenge der Potenz-
menge P(A x B) (Definition I11.1.12) von A x B definieren.

Beispiele 11.1.19. i) Es sei A eine Menge. Die identische Abbildung (oder Iden-
titéit) auf A ist die Abbildung

[dai:A — A
X — X

Dabei ist
ﬂm:{WMEAxAMEA}

die Diagonale in A x A.
ii) Es seien A und B Mengen und y, € B. Damit definiert man die konstante
Abbildung

ky,:A — B
X = Yo.

Offenbar gilt Bild(f) = {yo}, und fir eine Teilmenge C C B hat man

_ A yoeC
f1(C) = ’ :
() {®> UO¢C

iii) Far eine Zahl m € N ist die Multiplikation mit m gegeben durch:

N — N
X — Mm-X.

Far m # 0 ist Bild(u,,) die Menge der durch m teilbaren Zahlen.

Definition II.1.20. Es seien A eine Menge und I eine Menge, die wir als Index-
menge auffassen wollen. Eine (durch I indizierte) Familie von Elementen aus A
ist eine Abbildung f: I — A, i — a;, die man gewodhnlicherweise in der Form
(ai)ic1, notiert.® Anstatt A kann man auch die Potenzmenge P(A) wéhlen. Eine
Familie A;, 1 € I, mit A; € P(A), i.e. A; C A, ist dann eine (durch I indizierte)
Familie von Teilmengen von A.

Schreibweise. Eine Familie von Teilmengen schreibt man auch in der Form

(At)ier.

6Diese Notation ist insbesondere fiir Folgen in der Analysis gebrauchlich (s. [8], Definition
2.1.1).
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Eigenschaften von Abbildungen. — In der folgenden Definition formulieren
wir einige wichtige Eigenschaften, die Abbildungen haben kénnen und die in
der Vorlesung wiederholt von Bedeutung sein werden.

Definitionen II.1.21. Es seien A und B Mengen, und f: A — B sei eine Abbil-
dung von A nach B.

i) Die Abbildung f heifsit surjektiv, wenn f(A) = B gilt, d.h. wenn fiir jedes
Element y € B ein Element x € A existiert mit y = f(x).

ii) Man nennt f injektiv, wenn far alle x;, x, € A mit f(x;) = f(x;) bereits
X1 =X2 fOlgt

iii) Die Abbildung f ist bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv
ist.

Beispiele 11.1.22. i) Fuar endliche Mengen A = {xj,...,xn} und B = {yq,...,yn}
kann man sich eine Abbildung f: A — B als eine Ansammlung von Pfeilen
vorstellen, die von Elementen von A ausgehen und in Elementen von B enden.
Die Definition von Abbildung verlangt, dass von jedem Element von A genau
ein Pfeil ausgeht. Die Bedingung ,surjektiv* bedeutet, dass in jedem Element
von B mindestens ein Pfeil ankommt, die Bedingung ,injektiv*, dass hochstens
ein Pfeil ankommt, und ,bijektiv*, dass genau ein Pfeil ankommt (vgl. Abbildung
I1.1).

ii) Die Abbildung Id,: A — A ist fur jede Menge A bijektiv.

iii) Die Abbildung ;: N — N ist die identische Abbildung. Fir m > 1 ist u,
injektiv, denn fuar naturliche Zahlen n;, n; ist () =m-ny =m-n; = pur(ny)
gleichbedeutend mit der Tatsache, dass m-(ny —n;) =m-n; —m-n, = 0. Da
m # 0, muss n; —n,; = 0 und damit n; = n, gelten. Die Abbildung u,, ist far
m > 1 nicht surjektiv, denn 1 ¢ p,,(N).

iv) Die Abbildung f: R — R, x — x> —4x* + 5x — 2 = (x — 1)?(x — 2), ist nach
dem Zwischenwertsatz der Analysis ([8], Folgerung 3.5.2) surjektiv. Sie ist aber
nicht injektiv, da z.B. f(1) = 0 = f(2) gilt (s. Abbildung II.2).

Definition II.1.23. Es seien A, B und C Mengen und f: A — Bund g: B — C
Abbildungen. Die Verkniipfung oder Komposition von f mit g ist die Abbildung

gof:A — C
X — g(f(x)).

Vorsicht. Bei der Verkniipfung von Abbildungen miissen wir ausnahmsweise
von rechts nach links lesen: In g o f wird zuerst f und dann g ausgefiihrt.

Beispiele 11.1.24. i) Es seien A eine Menge und f: A — A eine Abbildung. Dann
gilt foIda = f =1d, of.
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i

A
B A
Injektiv aber nicht surjektiv. Surjektiv aber nicht injektiv.
A B
A B
Bijektiv. Weder surjektiv noch injektiv.

Abbildung II.1: Die Eigenschaften von Abbildungen.

ii) Es sei A ={1,2,3}. Wir definieren die (bijektiven) Abbildungen f: A — A,
1—1,2+—3,3+—2,und g: A — A, 1+—2,2+—1, 3+ 3. Dann erhalten
wir

gof:A — A, 1+—22+—3,3+—1,
fogtA — A, 1+—32+—1,3+— 2.
Insbesondere erkennen wir fo g # go f.

Satz I1.1.25. i) Es sei f: A — B eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen
A und B. Dann gibt es genau eine Abbildung g: B — A mit

go f= IdA und fo g = IdB (IIZ)
ii) Fiir Mengen A, B, C und D und Abbildungen f: A — B, g: B — C und

h: C — D gilt:
(hog)of=ho(gof).
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27
y1

0] 1 x 2 3
.
L]

Abbildung I1.2: Der Graph der Funktion x — x* — 4x? + 5x — 2.

Definition I1.1.26. In Teil i) des Satzes setzen wir f~' ;= g. Man nennt f~! die
Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f. Auf Grund von Teil ii) schreiben
wir hogof:=ho(gof) (s. Abbildung II.3).

gof
—~T G~ n
A B C D

hog
Abbildung II.3: Das Assoziativgesetz flir Abbildungen.

Bewseis von Satz 11.1.25. Zu i). Es sei [t C A x B der Graph von f (s. Bemerkung
I1.1.17, ii). Man setze

F:z{(g,x)EBxA‘(x,y)erf}.

a) Es sei y € B. Da f surjektiv ist, existiert ein x € A mit y = f(x) oder, anders
gesagt, (x,y) € I}. Fur jedes y € B existiert also ein x € A, so dass (y,x) € T.

b) Es seien y € B und x4,x; € A gegeben, so dass (y,x),(y,x2) € I'. Nach
Definition gilt (x,y), (x2,y) € I}. Insbesondere gilt f(x;) =y = f(x,). Weil f injektiv
ist, folgt x; = x,.
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Damit definiert I' gemaf3 Bemerkung I1.1.17, ii), eine Abbildung g: B — A
mit Iy =T'. Eigenschaft (II.2) ist dabei sofort klar.

Die Eindeutigkeit sieht man folgendermafien ein: Es seien g: B — A und
g’: A — B zwei Abbildungen mit f o g = Idg = f o g’. Wir zeigen die Gleichheit
mit Bemerkung I1.1.17, i). Es seiy € B. Aus

f(g(y)) = (fog)(y) =Idg(y) =y =Idg(y) = (fo g')(y) =f(g'(y))

folgt g(y) = g’(y), denn f ist injektiv.
Zu ii). Fur ein Element x € A erhéalt man:

(hog)of)(x) = (ho g)((x)) = h(g(f(x) ) = h((g o (X)) = (Ro(g0)(X).
Nach Bemerkung I1.1.17, i), gilt daher (hog)of=ho (gof). OJ

Aufgabe 11.1.27.
a) Es seien A und B zwei endliche Mengen und f: A — B eine Abbildung.
Uberprtfen Sie:

i) Ist f injektiv, dann gilt #A < #B.
ii) Wenn f surjektiv ist, dann gilt #A > #B.

iii) Gilt #A = #B und ist f surjektiv (injektiv), dann ist f auch injektiv (surjek-
tiv).

b) Es seien A, B und C Mengen und f: A — B und g: B — C Abbildungen.
Zeigen Sie:

i) Wenn g o f surjektiv ist, dann ist g surjektiv.
ii) Wenn g o f injektiv ist, dann ist f injektiv.

Schliefen Sie, dass eine Abbildung f: A — B genau dann bijektiv ist, wenn es
eine Abbildung f': B — A mit ' o f =Id und fo f~! = Idg gibt.

Aufgabe 11.1.28.

a) Geben Sie eine injektive Abbildung f: N — N an, fur die N\ f(N) unendlich
viele Elemente hat.

b) Geben Sie eine surjektive Abbildung f: N — N an, so dass #f'({n}) = 1 fir
alle n > 1 und f~'({0}) unendlich viele Elemente enthilt.

c) Geben Sie ein Beispiel fir Mengen A, B, C und Abbildungen f: A — B,
g: B — C an, in dem gof bijektiv ist, aber f nicht surjektiv und g nicht injektiv.
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II.2 Gruppen

Bemerkung 11.2.1. Es sei A eine Menge. Wir betrachten”
S(A) == {f: A — A|fist bijektiv}.
Die Abbildung

o: 8(A) x 8(A) — S(A)
(f,g) > fog

genugt den folgenden Gesetzméafigkeiten:
i) Far alle f,g,h € §(A) gilt nach Satz I1.1.25, ii), (fog)oh =fo (goh).
ii) Fur das Element Id, € $(A) und alle f € §(A) gilt Id of = f.

iii) Fur alle f € §(A) existiert nach Satz I1.1.25, i), die Abbildung f~' € §(A) mit
flof= IdA

iv) Hat die Menge A mindestens drei Elemente, so gibt es Elemente f, g € $(A)
mit fo g # gof (vgl. Beispiel 1I.1.24, ii).

Man vergleiche diese Eigenschaften mit den gangigen Rechenregeln far Z und
die Abbildung +: Z x Z — Z, (x,y) — x + y:

i) Far alle x,y,z € Z gilt (x +y) +z=x+ (y +z).
ii) Fur die Zahl 0 € Z und alle x € Z gilt 0 + x = x.
iii) Fuar alle x € Z existiert die Zahl —x € Z mit —x +x = 0.
iv) Fur je zwei ganze Zahlen x,y gilt allerdings x +y =y + x.

Die anscheinend so verschiedenen Quadrupel (8(A), o,Ida, ') und (%, +, 0, —)
genugen beide den Rechenregeln i) - iii), unterscheiden sich jedoch deutlich in
Punkt iv). Es ist eine wichtige Erkenntnis, dass die Eigenschaften i) - iii) eine
fundamentale Struktur in der Mathematik definieren, namlich die der Gruppe.

Definition II.2.2. Eine Gruppe ist ein Paar (G, ), das aus einer Menge G und
einer Abbildung x: G x G — G besteht, so dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

i) (Assoziativgesetz). Fir je drei Elemente x,y,z € G gilt (xxy) xz =x * (y xz).

“Die Bildung der Menge 8(A) erfolgt mit Hilfe der Komprehension (Definition 11.1.5, ii) als
Teilmenge von Abb(A, A) (s. Definition II1.1.18).
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ii) (Existenz eines Neutralelements). Es gibt ein Element e € G, so dass exx = x
fir alle x € G gilt.

iii) (Existenz eines inversen Elements). Zu jedem Element x € G existiert ein
Element x' € G mit X’ xx = e.

Gilt zusdatzlich noch
iv) (Kommutativgesetz). x xy =y * x fiir alle x,y € G,

dann nennt man die Gruppe G abelsch oder kommutativ.

Schreibweise. [.A. schreibt man nur ,die Gruppe G* anstatt ,die Gruppe (G, x)“.
Ublicherweise schreibt man das Gruppengesetz ,+“ als Multiplikation, d.h. ,xy*
oder ,x - y* anstatt ,x x y“. In abelschen Gruppen ist auch die additive Notation
+x +y* gebrauchlich.

Beispiele 11.2.3. i) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) (Q* :=Q\ {0},-) und (R* := R\ {0}, -) sind abelsche Gruppen.

iii) (R.,,-) ist eine abelsche Gruppe.

iv) Fur jede Menge A ist (§(A),o) eine Gruppe, die allerdings nicht abelsch
ist, wenn A mindestens drei verschiedene Elemente enthalt.

v) Es seien K ein Koérper und n > 1 eine nattrliche Zahl. Dann ist die Menge
K" zusammen mit der Addition aus Definition 1.2.1, i) und ii), eine abelsche
Gruppe. Das wurde in Aufgabe 1.2.10 gezeigt.

vi) (Z,-) und (N, +) erftillen die Gesetze i), ii) und iv), jedoch nicht Gesetz iii).

Der Vorteil des abstrakten Gruppenbegriffs ist die Moglichkeit, allgemeine
Satze tiber Gruppen zu beweisen, die in jeder Gruppe gelten, also insbeson-
dere in (S§(A),o) und (Z,+), anstatt jedesmal, wenn man eine Struktur (G, x),
die die Axiome i) - iii) erfullt, antrifft, dieselben Eigenschaften aufs Neue zu
verifizieren. Mit dem Begriff der Gruppe hat man die wesentlichen Merkmale
herauskristallisiert und abstrahiert.

Satz I1.2.4. Es sei (G, ) eine Gruppe. Dann sind auch folgende Eigenschaften
erftillt:

i) Fiir jedes x € G gilt x x e = x.

ii) Es sei e’ € G, so dass €' xx = x fiir alle x € G gilt. Dann folgt ¢’ = e.

iii) FYir jedes x € G und jedes x' € G mit X' x x = e gilt auch x xx' = e.

iv) Es seien x, x’ und x” € G, so dass x' xx = e = X" x x. Dann folgt x' = x".

Definitionen I1.2.5. i) Das Element e ist das Neutralelement von G.
ii) Es sei x € G. Das Element x’ € G mit x'xx = e ist das zu x inverse Element.
Schreibweise. x ' := x'.
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Beweis von Satz 11.2.4. Wir beginnen mit iii). Wir wissen, dass es ein Element
x” € G mit X" x X" = e gibt. Damit ergibt sich:

xxxX = ex(xxx) = (X'xx)x(xxx) = x”*(x’*(x*x’)) =

= x”*((x’*x)*x’) = x”*(e*x’) = X'xxX = e
Teil i) sieht man jetzt wie folgt:
xxe=x% (X *x)=(x*xX)*xx =exx=x.

Aus i) folgt
e =¢e xe=e.

Schlieflich erhédlt man iv) auf folgende Weise:
X =xxe=x*(xxx")=(Xxx)*xx" =exx" =x".

Dabei wurde fur die zweite Gleichung die bereits gewonnene Erkenntnis iii)
sinngemaf3 auf x” angewandt. O

Bemerkungen und Beispiele 11.2.6. i) Man kann noch auf weitere Eigenschaften
schlieen. Z.B. folgt aus der Tatsache iii) x«x~! = e zusammen mit iv) (x ")~ = x.

ii) Ohne irgendwelche Extratiberlegungen anstellen zu mitissen, ergibt sich
aus rein formalen Griunden, dass es zu einer bijektiven Abbildung f: A — A
genau eine inverse Abbildung f': A — A gibt. Auch sieht man, dass die
Identitat durch die Eigenschaft Id, of = f = fold, fiir alle f € S(A) ausgezeichnet
ist.

iii) Fuar eine endliche Gruppe G = {xy,...,x, } kann man das Gruppengesetz
durch eine sogenannte Verknupfungstabelle angeben, in der man alle mogli-
chen Produkte x; xx;, i =1,...,,m, j =1,...,m, eintrigt:

* X1 X2 Xm

X1 X1 *Xq X1*xX2 - X1*xXnm
X2 | X2 %xXq X2xX2 0 X2k Xm o,
Xm | Xm*X1 Xm*X2 - X *Xm

Benutzen wir die Bezeichnungen aus Aufgabe I1.2.10, so stehen in der i-ten
Zeile die Elemente L, (x), x € G, und in der j-ten Spalte die Elemente R, (x),
x € G. Die Bijektivitdt der Abbildungen L, und R,; sagt daher aus, dass in
der i-ten Zeile bzw. j-ten Spalte jedes Element von G genau einmal vorkommt.
Damit kann man bereits alle Gruppen mit wenigen Elementen bestimmen.
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Fur G ={e, a,b} folgt aus der Eigenschaft des Neutralements, dass die Ver-
kntipfungstabelle wie folgt ausssieht:

*‘e a b
ele a b
aa?1 ?2'
bl 2?2 2

Das Element ? muss b sein, da andernfalls ?, = b galte und somit b in der
dritten Spalte zweimal vorkommen muisste. Damit fillt man die Verkntipfungs-
tabelle auf zu

Durch diese Tabelle wird in der Tat eine Gruppe definiert (Ubung).
Fur G ={e, a,b, ¢} erhalt man zunachst

*|le a b c
ele a b c
ala %9 ?2 2.
b/b ?2 ? ?
clcec ? ? 7

Fur 7, konnen wir e, b oder ¢ wéahlen.

Nehmen wir einmal ?; = e. Es ergibt sich

*|le a b c
ele a b c
ala e ¢ b.
bbC?z?
clc b ? ?
Fur 7, = e bzw. ?, = a erhalten wir
x|e a b c x|e a b c
e|le a b c e|le a b c
ala e ¢ b bzw. ala e ¢ b.
b|b ¢c e a b|b ¢ a e
clc b a e c|lc b e a

Man kann tiberpriifen, dass durch beide Verkntipfungstafeln Gruppen definiert
werden. (Es muss nur das Assoziativgesetz tiberpriift werden, da die Existenz
des Neutralelements und der inversen Elemente sofort abgelesen werden kann.)
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In der ersten Gruppe gilt x x x = e fiir jedes Element x € G. Diese Gruppe nennt
man die Kleinsche® Vierergruppe. In der zweiten Gruppe gilt b' = b, b? = q,
b? = c und b* = e. Jedes Element ist also eine Potenz von b. Diese Gruppe heif3t
die zyklische Gruppe der Ordnung 4. Die beiden Gruppen sind offenbar grund-
legend verschieden. Fur die restlichen Wahlméglichkeiten fiir ?; und ?, erhalt
man nach geeigneter Umbenennung von a, b und ¢ wieder die zweite Tabelle.
Es gibt also in einem gewissen Sinne genau zwei Gruppen mit vier Elementen.
Die Behandlung von Gruppen mit mindestens finf Elementen ist bereits kom-
plexer, da man hier durch das Assoziativgesetz zusatzliche Einschrankungen
erhalt, die sehr untibersichtlich werden.

Untergruppen. — In der Theorie der linearen Gleichungssysteme haben uns
die Eigenschaften der Losungsmengen homogener Gleichungssysteme zum Be-
griff des linearen Teilraums gefiihrt (s. Definition 1.2.5). Fiir Gruppen ist das
entsprechende Konzept in der folgenden Definition enthalten.

Definition II.2.7. Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G wird Untergrup-
pe von G genannt, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

a) ec H;
b) Fir alle x € H gilt auch x™' € H;
¢) Fuar alle x,y € H hat man ebenfalls xy € H.

Bemerkungen und Beispiele 11.2.8. i) Auf Grund von Eigenschaft c) hat man die
Abbildung

-HxH — H
xy) — xy.

Aus a) und b) folgt sofort, dass H mit dieser Multiplikation selber zur Gruppe
wird.

ii) Man kann a) - ¢) umformulieren, und zwar ist H C G genau dann eine
Untergruppe, wenn A) H # @ und B) xy~' € H aus x € H und y € H folgt. Dies
sei dem Leser als Ubung tiberlassen.

iii) Far jede Gruppe G sind {e} und G Untergruppen.

iv) Sind H und H’ Untergruppen von G, dann ist auch HNH’ eine Untergruppe
von G (Ubung).

v) Es seien K ein Koérper, m,n > 1 natiurliche Zahlen und A eine (m x n)-
Matrix mit Eintrdgen in K. Dann ist L(A,0) eine Untergruppe von (K", +) (s.
Lemma 1.2.4).

8Felix Christian Klein (1849 - 1925), deutscher Mathematiker.
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vi) Fir m € N setzen wir
mZ::m-Z::{aEZ}EIkEZ:a:km}:{O,j:m,iZm,j:?)m,...}.

Man uberprift, dass mZ eine Untergruppe von (Z,+) ist. In der Tat sind alle
Untergruppen von Z von dieser Form, wie der folgende Satz zeigen wird.

Satz I1.2.9. Es sei H C 7Z eine Untergruppe. Dann gibt es eine natiirliche Zahl m,
sodass H=mZ.

Beweis. Wenn H = {0}, dann ist die Aussage mit m = 0 richtig. Ansonsten sei
H\ {0} # @. Da mit jedem Element x € H auch —x in H liegt, folgt H., := {h €
H|h > 0} # @. Es sei m das kleinste Element von H., (s. [8], Satz 1.3.22).
Wir behaupten H = mZ. Da H eine Untergruppe von Z ist, gilt auf jeden Fall
schon einmal mZ C H. Zu einem beliebigen Element h € H kénnen wir ein
Element k € Z und ein Element 0 < r < m finden, so dass h = k- m + r (Division
mit Rest; [9], Satz [.1.1). Da h € H und k- m € H, gehoért auch das Element
r = h — k- m der Untergruppe H an. Nun ist r > 0. Auf der anderen Seite ist
m das kleinste Element von H.,, so dass wegen r < m nur r = 0 gelten kann.
Damit ist h = k- m € mZ nachgewiesen. O

Aufgabe 11.2.10.
Es seien (G, ) eine Gruppe und y € G. Wir betrachten die Linkstranslation um

Y
Ly:G — G
X 3 YxXx
sowie die Rechtstranslation umvy
Ry:G — G
X — X*VY.

Zeigen Sie, dass L, und Ry bijektiv sind, und geben Sie die inversen Abbildun-
gen an.

II.3 Ringe und Korper

Definitionen II.3.1. i) Ein Ring ist ein Tripel (R, ®,®), das aus einer Menge R
sowie Abbildungen

®: RxR — R (Addition)
(xy) — xDy

und

®: RxR — R (Multiplikation)
(xy) — xOy
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Ringe und Korper

besteht, so dass es zwei Elemente O # 1 gibt und gilt:
a) (R, ®) ist eine abelsche Gruppe mit Neutralelement Q.
b) Fur alle x,y,z€ Rgiltx o (y©z)=(xOy) O z.
c) Fur jedes Element x e Rgilt 1l Ox =x=x© 1.
d) Es gelten die Distributivgesetze

XOydz) = xOYUOxOz
x®Py)oz = xOzOYOz

far alle x,y,z € R.
Ist auflerdem
e) x®y =y ©x fur alle x,y € R

erfillt, so nennt man R einen kommutativen Ring.

Schreibweise. Ublicherweise werden wir Addition bzw. Multiplikation in einem
Ring einfach als ,+* bzw. - schreiben und ,0“ bzw. ,1“ anstatt ,0" und ,1°.

ii) Ein Kérper ist ein Ring (K, @, ®), in dem zusatzlich gilt:

a) (Nullteilerfreiheit). Fur alle x,y € K* := K\ {O} gilt x ®©y # O.

b) (K*, ®) mit der (nach a) existierenden) Verkntipfung

®:K"xK* — K*
(xy) — xOy

ist eine abelsche Gruppe.

Bemerkungen 11.3.2. i) In ¢) mussen wir 1 ® x = x = x ® 1 fordern, da wir nicht
den Trick aus der Theorie der Gruppen anwenden kénnen (s. Satz I1.2.4, i), der
ja die Existenz von Inversen voraussetzt, die aber fur die Multiplikation ,,©* im

Allgemeinen nicht gewéahrleistet ist.

ii) Lasst man die Moglichkeit O = 1 zu, dann erhalt man den Nullring {O},

indem alle Gesetze wie oben gelten.

iii) In einem Ring gilt 0 - x = 0 fur jedes Element x € R. In der Tat hat man
0-x=(0+0)-x=0-x+0-x. Addiert man —(0 - x) auf beiden Seiten, folgt die

Behauptung.
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Beispiele 11.3.3. i) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring aber kein Korper. Zwar
erfullt Z die zusatzliche Eigenschaft a) aber nicht b), denn z.B. 2 besitzt kein
multiplikatives Inverses.

ii) (Q, 4, -) und (R, +, -) sind Koérper.

iii) Der kleinst mogliche Ring hat zwei Elemente; I, := {0, 1 }. Die einzig mogli-
chen Verknupfungstabellen fiir Addition und Multiplikation sind:

+10 1 0 1
O 0 1 und 0 0.
01
Man kann uberprifen, dass (F,,+,:) ein Korper ist. In ihm gilt die (auf den

ersten Blick befremdliche) Regel 1 + 1 =0.

Bemerkung 11.3.4. Man erkennt an Punkt iii) des obigen Beispiels, wie niitz-
lich eine abstrakte Begriffsbildung ist. Obwohl sich die Objekte (Q,+,-) und
(IF,, +, -) stark unterscheiden (Q hat z.B. unendlich viele Elemente, F, nur zwei),
gehorchen sie denselben fundamentalen Gesetzmafiigkeiten. Indem wir also
die Theorie nur unter Verwendung der Korperaxiome entwickeln, erhalten wir
Aussagen, die ftir alle Korper, also insbesondere Q, R und F,, Gultigkeit haben.
Dies trifft z.B. auf den Gauf3-Algorithmus zu. Wollen wir ein Gleichungssystem
uber [, 10sen, so liefert er auch hier das Verfahren. In Abschnitt I1.4 werden wir
noch weitere endliche Kérper kennenlernen. Endliche Kérper mégen zunachst
als Spielerei erscheinen, doch spielen sie in vielen mathematischen Gebieten,
z.B. der Zahlentheorie und der algebraischen Geometrie, und auch in Anwen-
dungen, z.B. der Kodierungstheorie (s. [7], Kapitel 12), eine wichtige Rolle.

Aufgabe I11.3.5.
a) Zeigen Sie, dass (R?, +, ) mit

+RPxR? — R?
S u . S+u
t /J’\ v t+v
SREPxRE — R?

(()-(V) = ()

ein Korper ist. Es sei 1 das Neutralelement der Multiplikation. Zeigen Sie, dass
es ein Element i gibt mit i = —1. Man nennt den eben erhaltenen Kérper den
Korper der komplexen Zahlen und bezeichnet ihn mit C. Man schreibt

(i):s—ki-t.

und
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b) Es sei F ={0,1,x,y } eine Menge mit genau vier Elementen. Wir nehmen an,
es gabe Verknupfungen +,-: F x F — F, so dass (F, +, ) ein Korper ist. Stellen
Sie unter Verwendung der Koérperaxiome zundchst die Verkntipfungstafel fiar
die Multiplikation und dann diejenige fiir die Addition auf.

Aufgabe I11.3.6.
a) Die Abbildung

—C — C
z=x+1-y — zZ:=x—1-y

wird Kornjugation genannt. Zeigen Sie:
i) Es gilt genau dann z € R, wenn z = z.
ii) Fur alle z,zZ e Chatmanz +z =z + 7.
iii) Fur alle z,zZ c Chatmanz-z =z- 7.

iv) Fur jedes Element z € C* gilt

b) Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in der Form s +1i - t:

i)(5—7i)- (1,54 12i); ii)(2—31)% {ii)(V3 +0,51) 7" iv);j;.

c) Zeigen Sie durch explizite Rechnungen, dass fiir jede komplexe Zahl z eine
komplexe Zahl w mit w? = z existiert.

Aufgabe I1.3.7.
a) Es sei K ein Korper. Gegeben seien f, g € Abb(N, K) (s. Definition I1.1.18). Wir
schreiben f(i) = a;, g(i) = by, i € N, und definieren

feg:N — K

sowie

fogN — K
k Z (li'bj.

i,jENii+=k
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Zeigen Sie, dass (Abb(N, K), @, ®) ein kommutativer Ring ist.®
b) Wir setzen

Abb'(N, K) := {f € Abb(N, K) | f(i) = 0 fiir alle bis auf endlich viele i € N }

Zeigen Sie, dass Abb'(N, K) ein Unterring'® von K[t] ist. Kommt Ihnen der Ring
(Abb'(N, K), +, ®) bekannt vor?

II.4 Aquivalenzrelationen

Definitionen I1.4.1. i) Es sei A eine Menge. Eine Teilmenge R C A x A wird eine
Relation genannt.
Schreibweise. x ~y y (<= (x,y) € R, x,y € A.

ii) Eine Relation R C A x A ist eine Aquivalenzrelation, wenn sie die folgenden
drei Bedingungen erfullt.

a) (Reflexivitdt). Fur jedes x € A gilt (x,x) € R (x ~¢ x).
b) (Symmetrie). Fur alle x,y € A gilt: (x,y) € R—= (y,x) ER(x vy =y ~r X).

¢) (Transitivitdt). Far alle x,y,z € A hat man: (x,y) € RA(y,z) € R= (x,z) € R
(X ~rYy/A\Y~rz= %X~ 2.

iii) Es seien R C A x A eine Aquivalenzrelation und x € A. Die Aquivalenz-
klasse von x ist die Menge

[x] := [xlg := {y €Aly ~Rx}.
Die Menge der Aquivalenzklassen ist gegeben durch
A/R:=A/~={ Ke|x €A} CP(A).
Eine Teilmenge S C A ist ein vollstdndiges Reprdisentantensystem fir R, wenn

gilt:
YM e A/RIlxeS: xe M.

9Man nennt diesen Ring den Ring der formalen Potenzreihen (i(iber K) und bezeichnet ihn mit
K[t], t eine Unbestimmte. Ein Element f: N — K, i — a;, wird dann in der Form

(oo}
f:Zai-ti
i=0

geschrieben.
100berlegen Sie sich, was damit gemeint ist.
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Beispiele 11.4.2. i) Es sei R := Ay = {(x,x) € (A x A)|x € A}. Dies ist eine Aqui-
valenzrelation, und es gilt x ~x y &= x = y. Fur jedes x € A hat man demnach
[xlg = {X}-H .

ii) Die Menge R = A x A ist auch eine Aquivalenzrelation auf A. Hier gilt fur
alle x,y € A die Relation x ~¢ y und folglich [x]z = A fur alle x € A.12

Eigenschaften I1.4.3. i) Fiir jedes Element M € A/R gilt M # @.
ii) Ftir jedes Element x € A gibt es ein M € A/R mitx € M.
iii) Fiir Elemente M, M’ € A /R gilt entweder a) M = M’ oderb) M N M’ = &.

Beweis. Zu i). Nach Definition gibt es ein x € A, so dass M = [x]g. Auf Grund
der Reflexivitdt von R gilt x ~ x, i.e. x € [x]Jg = M und somit M # &.

Zu ii). Wie wir schon gesehen haben, gilt x € [x].

Zu iii). Es seien M = [x]Jg und M’ = [x']z far geeignete x,x’ € A. Wir nehmen
an, dass MNM’' # &. Es sei z€ MNM’. Wir werden [x]gz C [X']z zeigen. Da wir die
Rollen von x und x’' offenbar vertauschen kénnen, folgt ebenso [x']zx C [x]g und
daher [x]x = X'z (Bemerkung II.1.3). Es sei also y € [xlg, d.h. y ~x x. Ferner gilt
z € [xlg, i.e. z ~ x, und wegen der Symmetrieeigenschaft hat man auch x ~¢ z.
Die Transitivitat von R liefert y ~¢ z. Weiterhin haben wir z € [x]g, also z ~g X’.
Wiederum ergibt sich aus der Transitivitit y ~x X’ und somit, wie gewtinscht,
y € [X]g. O

Schreibweise. Es seien A eine Menge, und A;, i € I, eine Familie von Teilmen-
gen von A (s. Beispiel II.1.19, iv). Man schreibt A = | | A;, wenn a) A = | J A; und

iel iel
b) AiNA; = @ fur alle 1 # j € I gilt, und spricht von einer disjunkten Vereinigung.
Mit dieser Schreibweise ergibt sich aus 11.4.3

A= || M

MEA/R
Beispiel 11.4.4. Auf der Menge
M:=1{0,1,2,31x{0,1,2,3)
betrachten wir die Relation!3
V(a,b),(a’,b)eM:  ((a,b)~(a',b') &= a+b'=a'+b).

Es ist leicht nachzupriifen, dass ,~* eine Aquivalenzrelation auf M ist (vgl. Auf-
gabe 11.4.11). In Abbildung II.4 haben wir die zugehoérigen Aquivalenzklassen
farbig markiert. Ein vollstdndiges Reprasentatensystem ware z.B. die Menge

lINach Axiom a) ist dies die feinste Aquivalenzrelation.
12Djes ist die grobste Aquivalenzrelation.
13Wir verwenden die Addition auf den natiirlichen Zahlen.
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3,0, ., (3.2 (3,3)

Abbildung I1.4: Die Aquivalenzklassen der Relation ,~*

{3,0),(2,0),(1,0),(0,0), (0,1),(0,2),(0,3)

oder auch
{3,0,3,1),3,2),(3,3,(2,3),(1,3),(0,3) }.

Faktorgruppen. — Es seien G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Wir
definieren
RH::{(x,xh) €GxGlxe G,heH}.

Schreibweise. ,x ~; y* anstatt ,x ~,, y“.
Lemma II.4.5. Die Relation Ry, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Nach Definition gilt x ~ y fur x,y € G genau dann, wenn es ein Ele-
ment h € H mit y = xh gibt. Wir tiberpriifen die Axiome aus Definition II.4.1.
Zu a). Fur jedes x € G gilt x = x - e. Weil e ein Element von H ist, folgt x ~¢ x.
Zu b). Fir x,y € G mit x ~; y findet man ein Element h € H, so dass y = xh.
Damit erhilt man x = yh~'. Nun ist h™! auch in H enthalten, so das y ~y4 x gilt.
Zu c). Fur x,y,z € G mit x ~y y und y ~4 z seien h,j € H so, dass y = xh und
z = yj. Zusammen ergibt sich z = (xh)j = x(hj). Das Element hj liegt in H, und
wir schliefen x ~ z. U

Schreibweise. xH := [x]y; := [x]g,, ={xh|h € H}; G/H = G/Ry ={xH|x € G }.

Satz I1.4.6. Es seien G eine abelsche Gruppe und H C G eine Untergruppe.
Dann wird auf G/H durch

-+ G/HxG/H — G/H
(K, yl) — [xyl
die Struktur einer Gruppe definiert.

Beweis. Wir mussen zeigen, dass die Abbildung ,-“ wohldefiniert ist, d.h. dass
die angegebene Abbildungsvorschrift iberhaupt Sinn macht. Far M,M’ € G/H
wird das Produkt M - M’ durch die Auswahl sogenannter Reprasentanten x € M
und y € M’ definiert. Es ist deshalb nachzuweisen, dass das Ergebnis M - M’
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nicht von der Auswahl dieser Repriasentanten abhédngt. In unserem Fall ist also

zu Uberpriifen, dass fur x,x’,y,y’ € G mit [x] = [x/] und [y] = [y'] auch [xy] = [x'y']

gilt. Unter der angegebenen Annahme finden wir Elemente h,j € H mit x' = xh
und y’ = yj. Wir schliefSen

. . G abelsch . .

Xy = (xh)(yj) = x(hy)j = x(yh)j = (xy) (hj).

Wegen hj € H folgt [x'y’] = [xy]. Das Neutralelement in G/H ist [e], das inverse

Element von [x] € G/H ist [x"']. Das Assoziativgesetz ist offenkundig erfullt. O

Bemerkungen und Beispiele 11.4.7. i) Die Bedingung, dass G abelsch ist, ging
ganz wesentlich in unseren Beweis ein. Falls G nicht abelsch ist, dann muss H
ein sogenannter Normalteiler sein. Dies bedeutet, dass fiir jedes y € G und je-
des h € H ein Element h’ € H mit hy = yh' existiert. Unter dieser Voraussetzung
funktioniert obiger Beweis fast genauso (s. [9], Satz 11.9.4).

ii) Fir m > 1, G = Z und H = mZ, erhalten wir die Gruppe Z/mZ mit der
Addition [x] + [y] = [x + y]. Wir kénnen die Multiplikation durch

/ML x L/mZ — Z/mZ
(xl,lyl) +— [xyl

3

erklaren. Wie im obigen Beweis verifiziert man, dass ,-“ wohldefiniert ist und
dass (Z/mZ,+,-) sogar ein Ring ist (vgl [9], Beispiel II1.1.3, vii).

Wir behaupten, dass die Menge {0,...,m — 1} ein vollstandiges Reprasenta-
tensystem ist. Fur x,y € {0, ..., m—1}gilt —m < x—y < m, so dass m die Differenz
x —y nicht teilen kann und x und y verschiedene Aquivalenzklassen reprisen-
tieren. Nun sei k € Z. Auf Grund der Division mit Rest ([9], Satz I.1.1) gibt es
eine ganze Zahl | € Z und eine Zahl r € {0,...,m—1} mit k = 1. m+r. Offenbar gilt
k] = [r], d.h. die Aquivalenzklasse von k wird durch das Element r € {0,....,m—1}
reprasentiert.

Falls m keine Primzahl ist, finden wir nattirliche Zahlen 1 < s < m und
1 <t < m mit m = st. Dabei gilt [s] # [0] und [t] # 0 in Z/mZ, aber [s][t] = [st] =
[m] = [0]. In diesem Fall ist also Axiom a) fiir einen Korper aus Definition I1.3.1,
ii), verletzt.

Satz I1.4.8. Istp € N eine Primzahl, dann ist F,, := Z/pZ mit den oben eingefiihr-
ten Verkniipfungen ein Korper.

Beweis. Schritt 1. Es seien x,y € [, \ {0}. Wir kénnen Zahlen 0 < a < p und
0 < b < p mit x = [a] und y = [b] finden. Falls xy = [a][b] = [ab] = 0 gilte, folgte,
dass p die Zahl ab teilt. Weil p aber eine Primzahl ist, kann dies nur passieren,
wenn p schon a oder b teilt ([9], Satz 1.4.5). Wegen 0 < a < p bzw. 0 < b < p ist
dies nicht méglich, so dass tatséchlich xy = [ab] # 0 gilt.

Schritt 2. Wir mussen die Existenz multiplikativer Inverser beweisen. Wir
beginnen mit der
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Behauptung. Es sei0 < a < p. Dann gibt es ganze Zahlen k und 1 mit ak+pl = 1.

Diese Behauptung sieht man wie folgt ein. Die Menge
Hi=aZ+pZ = {xez}ak,leZ:x=ak+p1}

ist eine Untergruppe von Z, die a und p enthalt. Durch Satz I1.2.9 wissen wir,
dass es ein m > 0 gibt, so dass H = mZ. Insbesondere gibt es ganze Zahlen s, t
mit A) p = ms und B) a = mt. Aus A) folgt m = 1 oder m = p und wegen B) und
0 < a < p muss m = 1 zutreffen, also H = Z. Daher gibt es Zahlen k, 1 € Z mit
1 =ak+pl v

Ein Element x € F,\{0} schreiben wir wieder in der Form x = [a] mit0 < a < p.
Gemadap der Behauptung wahlen wir k, 1 € Z mit ak + pl = 1. Wir sehen

(k] = [ak] "EY [ak] + [pY = [ak + pll = [1],

so dass y := [k] das zu x = [a] multiplikative Inverse ist. O

Aufgabe 11.4.9.

Wir kehren nun die Beobachtungen aus Eigenschaft I1.4.3 um. Es seien M eine
Menge, I eine Indezmenge und (M, )ic; eine Familie von nichtleeren Teilmengen
von M, so dass

M:|_|Mi.

iel

Auf M fiihren wir folgende Relation ein:
ymym' eM: (m~m' &= 3Jiel:meMAmM eM).

a) Zeigen Sie, dass ,~* eine Aquivalenzrelation auf M ist.
b) Weisen Sie nach, dass die Aquivalenzklassen von ,~“ gerade die Teilmengen
M;, 1 € 1, sind.

Aufgabe 11.4.10.
Es seien A, B Mengen und f: A — B eine Abbildung. Auf A wird die Relation
»~f vermoge
Va,a’' € A: a~dad &= f(a)="1(a')
erklart. Weisen Sie nach, dass .~ eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 11.4.11.
Fur zwei Elemente (m;,n;) € N x N und (m,,n;) € N x N schreiben wir

(Mg, ) ~ (M, Ny) = my +ny =m, +ny.
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a) Zeigen Sie, dass ,~* eine Aquivalenzrelation auf N x N definiert.
b) Es sei Z:= (N x N)/ ~. Zeigen Sie, dass die Abbildungen

®:ZxZ — Z,
((my, ], (mz,n2]) — [y + my,ny + Nyl

und

0 Lx1Z —Z
(my, ], mgy,nal) — [myme + ymny, myn, + mpnyl

wohldefiniert sind.

c) Zeigen Sie, dass (Z,®, ®) ein Ring ist. Zu welchem IThnen bekannten Ring ist
er isomorph? Geben Sie einen Isomorphismus an. (Fur zwei Ringe R und R’ ist
ein Isomorphismus eine bijektive Abbildung ¢: R — R, so dass i) ¢(1) =1 und

fur alle x,y € Ril) @(x +y) = o(x) + ¢(y) und iii) ¢(xy) = o(x)e(y) gilt.)

Aufgabe 11.4.12.
a) Stellen Sie die Verknuipfungstafel fiir die multiplikative Gruppe von F;; auf.
b) Bestimmen Sie ftir p € {23,53,89 } die ganze Zahl x € {0,...,p — 1}, fur die

13-x=1modp

gilt.
c) Bestimmen Sie jeweils die ganze Zahl x € Z mit den geforderten Eigenschaf-
ten:

e 53 =xmod3,0<x<2,

e £ =xmod5, 0 <x <4,

e 1177=xmod7,0<x<6,
e 9 =xmod11, 0 <x <10,
e 2”7 =xmod13,0<x< 12

d) Stellen Sie anhand von Teil c) eine Vermutung fur eine allgemeine Gesetz-
mapigkeit auf und benutzen Sie diese, um die ganze Zahl x € {0,...,10} zu
bestimmen, die 6'% = x mod 11 erfiilit.
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111

Vektorraume und lineare
Abbildungen

Dieses Kapitel fuhrt die Gegenstande der Linearen Algebra ein, ndmlich Vek-
torraume und lineare Abbildungen. Der zugehorige Formalismus und die fun-
damentalen Eigenschaften werden ausfiihrlich besprochen.

III.1 Vektorraume

Definition III.1.1. Es sei K ein Korper. Ein Vektorraum tiber K oder auch ein
K-Vektorraum ist eine Menge V zusammen mit Abbildungen

+:VxV — V (Addition)
(vyw) — v+w,
< KxV — V (Skalarmultiplikation)
(A V) — Ay

so dass folgende Axiome erfullt sind:
(A) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
Schreibweise. 0 sei das Neutralelement, —v sei das inverse Element zu

veV.

(S1) Vk,A € K, Y € V: (k- A) - v =k - (A-v). (Assoziativgesetz der Skalarmultipli-
kation.)
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(S2) WweV:l.-v=w.
(S3) Vk,AeK,VWweV:(k+A)-v=k-V+A-v.
(S4) VAe K, YwyweViA-(v+wW)=A-v+A-w.

((S3) und (S4) sind die Distributivgesetze der Skalarmultiplikation.)
Schreibweise. Wir werden wieder einfach von einem ,Vektorraum V* anstatt
von einem ,Vektorraum (V, +, -)* sprechen.

Vereinbarung. Fiir das Folgende wird ein Koérper K fixiert.

Bemerkungen und Beispiele 111.1.2. i) Nach Ubung 1.2.10 ist K" ein K-Vektor-
raum. Im Hinblick auf Anwendungen bei linearen Gleichungssystemen ist er
die Hauptmotivation fur die obige Definition. Es wird sich aber zeigen, dass die
Struktur eines Vektorraums auch in vielen anderen Zusammenhdingen natur-
lich in Erscheinung tritt und daher wieder in voller Allgemeinheit untersucht
werden sollte.

ii) Es seien A eine Menge und Abb(A, K) die Menge aller Abbildungen von A
in den Koérper K. Fur zwei Abbildungen f, g € Abb(A, K) definieren wir

f+g:A — K
X f(x)+glx).

Fir ein Element A € K und eine Abbildung f € Abb(A, K) definieren wir

Af:A — K
x — A-f(x).

Mit diesen Operationen wird Abb(A,K) zu einem K-Vektorraum (s. Aufgabe
III.1.8). Die Axiome sind einfache Folgerungen aus den Gesetzméafigkeiten im
Korper K. Um z.B. zu tberprifen, dass ftir alle A € K und alle f, g € Abb(A, K)

A(f+g)=A-f+A-g
gilt, miissen wir nach Bemerkung I1.1.17, i),
Vx e A A (f(x)+g(x))=A-f(x)+A-g(x)

nachweisen. Dies ist aber offensichtlich eine direkte Konsequenz aus dem Dis-
tributivgesetz im Koérper K.
Dieses Beispiel kénnen wir spezialisieren. Fiir die Menge A := {1,...,m} x
{1,...,n} schreiben wir
f:A — K
(l,)) L S ¢ B
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in der Form (ajj)i-1,...m, also als (m x n)-Matrix. Damit definieren wir

,,,,,

Mat(m, n;K) := Abb(A, K),
den Vektorraum der (m x n)-Matrizen. Falls m = n, so schreiben wir
Mat(n; K) := Mat(n,n; K).

iii) Der Korper R kann als Vektorraum uber dem Korper Q der rationalen
Zahlen aufgefasst werden.

Lemma III.1.3. In einem K-Vektorraum V gelten u.A. die folgenden Rechenre-
geln:

i) weVvV:0-v=0."
i) weV:(=1) - v=—v.
iii) VA€ K: A-0=0.2
Beweis. Fur i) benutzen wir denselben Trick wie bei Ringen. Es gilt

0-v=(0+0) -v(S:‘L)0~v+0-v.
Auf beiden Seiten addieren wir das zu 0-v in (V, +) inverse Element und erhalten
die Behauptung. Fir ii) gehen wir wie folgt vor:

020-\):(1—%(—1))41(8:4)1-v+(—1)-v(S:2)v+(—1)~v.

Punkt iii) kann man genauso wie i) zeigen. U

Definition III.1.4. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V ist ein
Untervektorraum oder linearer Teilraum von V, wenn gilt:

a) 0eWw.
b) YWwywweW:v4+weW.
c) VAeK, WweW:A-veW.

Bemerkungen I11.1.5. i) Aus c) und Lemma III.1.3, ii), folgt, dass fir jedes v €
W auch —v € W gilt. Daher ist W eine Untergruppe von (V,+) im Sinne von
Definition II.2.7. Insbesondere induziert die Addition eine Abbildung + : W x
W — W. Auf Grund von c) kénnen wir auch - : K x W — W, (A,v) — A -V,
bilden. Dabei ist A - v die Skalarmultiplikation in V. Mit diesen Abbildungen
erhalt W selber die Struktur eines K-Vektorraums.

ii) Eine Teilmenge W C V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn gilt:

IDabei ist links die Null in K und rechts die in V gemeint.
2Hier ist auf beiden Seiten die Null in V gemeint.
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x) W #£ 2.
B) Vk,A e K, WwyweW: k- v+A-weW.

Der einfache Beweis wird dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen.

Beispiele 111.1.6. i) Fur jeden Vektorraum V sind {0} und V lineare Teilrdume.
ii) Far A € Mat(m,n;K) ist L(A,0) nach Lemma [.2.4 ein linearer Teilraum
von K",
iii) Wenn W,, 1 € I, eine Familie von Untervektorrdumen von V ist, so ist ihr
Durchschnitt?
U:=(\W

iel
ebenfalls ein Untervektorraum von V. Zu a). Da 0 € W, fuir alle i € I, liegt 0 auch
in U. Zu b). Es seien v,w € U. Dies bedeutet v,w € W, flir alle i € I. Da W; ein
Untervektorraum von V ist, gilt ebenfalls v+ w € W;, i € I. Daher haben wir
v+we U Zuc). Fuir A €¢ Kund v € U hat man v € W, und damit A - v €¢ W, fir
alleiel, sodassA-vel.

iv) Es seien A eine Menge und B C A eine Teilmenge. Wir definieren

W::{feAbb(A,K)erB:f(x):0}.

Dies ist ein linearer Teilraum von Abb(A,K). Wir wenden dazu das Kriterium
ii) aus Bemerkung III.1.5 an. Zu «). Offenbar liegt 0: A — K, x — 0, in W.
Deshalb gilt W # @. Fur k, A € K, zwei Abbildungen f,g € W und x € B gilt:

(k- f+A-g)(x) =k-f(x)+A-g(x) =k-0+A-0=0.

Daher liegt « - f + A - g ebenfalls in W.

Aufgabe lll.1.7.

a) Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und W, W’ C V zwei lineare Un-
terrdume von V. Zeigen Sie, dass W U W’ genau dann ein linearer Unterraum
von V ist, wenn W C W’ oder W' C W gilt.

b) Es sei K ein Korper mit nur endlich vielen Elementen (z.B. F;). Zeigen Sie,
dass K" fur jedes n > 2 Vereinigung von endlich vielen echten Teilrdumen
ist. (Dabei heifst ,echt®, dass der entsprechende Teilraum nicht ganz K" ist.)
Erldutern Sie, warum fiir einen Kérper mit unendlich vielen Elementen K? nicht
die Vereinigung von endlich vielen echten Teilrdumen sein kann.

3Als Menge ist dieser Durchschnitt vermége Komprehension durch

Nwii={veVv|viel: vew}

iel

gegeben.
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Aufgabe 111.1.8.

Es seien M eine Menge, V ein Vektorraum tiber dem Koérper K und Abb(M, V) die
Menge der Abbildungen von M nach V. Zeigen Sie, dass Abb(M, V) zusammen
mit den Abbildungen

+: Abb(M, V) x Abb(M,V) — Abb(M, V)
(f,g) — f+g

und

. K x Abb(M,V) — Abb(M, V)
(A f) — A-f

ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe llI.1.9.
Gegeben seien zwei K-Vektorraume V und W. Wir definieren folgende Abbildun-
gen

SKx (VxW) — VW
(7\, (v,w)) — (Av, Aw)

und

+: (VXxW)x (VxW) — VxW
(vy,w), V,W)) — (v+V,w+w).

Uberpriifen Sie, dass durch diese Abbildungen auf V x W die Stuktur eines K-
Vektorraumes eingeftihrt wird. Der so erhaltene Vektorraum heif3t die direkte
Summe von V und W und wird mit V & W bezeichnet.

III.2 Erzeugendensysteme

In diesem und dem folgenden Abschnitt flihren wir die zentralen Begriffe ein,
die es uns gestatten, die Struktur eines Vektorraums zu untersuchen und
adaquat zu beschreiben.

Sprech- und Schreibweise. i) Es seien [ und A Mengen und x;, i € I, eine durch
[ indizierte Familie von Elementen von A. Wir sagen, fast alle Elemente x; haben
Eigenschaft £, wenn fur alle bis auf endlich viele Indizes i € I das Element x;
die Eigenschatft € hat:

#{1 € I|x; hat Eigenschaft & nicht } < co.
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ii) Es seien V ein K-Vektorraum und v;, i € I, eine durch I indizierte Familie
von Elementen aus V, die fast alle null sind. Dann setzen wir

Zvi = Z Vi.

i€l 1€y £0
Die rechte Seite ist als Summe von nur endlich vielen Elementen wohldefiniert.

Definitionen III.2.1. i) Es seien vy,...,v,, Elemente des K-Vektorraums V. Ei-
ne Linearkombination von vy,..., v, ist ein Element v € V, zu dem es Zahlen
Aly .oy A € K mit
V=A Vit An vy
gibt.
ii) Es sei M C V eine beliebige Teilmenge von V. Die lineare Htille oder das
lineare Erzeugnis von M ist die Menge

(M) = {v € V|v ist Linearkombination v. endlich vielen Elementen aus M }

= {Z}\V-V}Av cK,veM, fastallenull}.
veM

Vereinbarungen. (&) :={0}; (vi,...,vin ) := { Vi, eee, Vin ).
Spezialfall. Es sei W, i € [, eine Familie von linearen TeilrAumen von V. Dann
heift*

Z Wi = <U W1>
il il
= { Zwi |wi €W, i€, fastalle null}
iel

die Summe der Unterrciume W, i € 1. Falls fur alle Familien w; € W;, i € 1, die
fast alle null sind,

Y wi=0 = Viel:w=0

icl

gilt, dann sprechen wir von der direkten Summe der W, i € I, und schreiben

Pwi:=) w.

iel iel

4Als Menge kann diese Vereinigung durch

Uwi={vev|aiel: vew}

iel

beschrieben werden und ist daher durch Anwendung der Komprehension definiert.
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iii) Eine Teilmenge M C V heif3t ein Erzeugendensystem von V, wenn
M) =V
gilt.

Die zentralen Eigenschaften der linearen Hille werden in Aufgabe II1.2.4
besprochen.

Beispiele I11.2.2. i) V ist trivialerweise ein Erzeugendensystem fiir den K-Vektor-

raum V.
ii) Eine Menge { (%), (}) } ist genau dann ein Erzeugendensystem fiir K?, wenn

d(a,b,c,d) # 0 gilt (s. Aufgabe 1.2.9).
iii)

1 -2 S
< 31, -5 > = t s,teR
0 0 0
iv) Wir setzen
0
0
e = 1 S Kn,
0
0

1 der i-te Eintrag, i = 1,...,n. Dann gilt

$1

Vs = : eK": s=s1-e;+---+5sq-en,
Sn
so dass (e, ...,e, ) = K™,
Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen. — Es seien
ay;
V; = € K™, j=1.,m
Qmj
Wir definieren
an Ain
A=) = | € Mat(m, n;K)
Am1 -+ Omn
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als die (m x n)-Matrix mit den Spalten vy, ..., v,. Mit (I.5) sieht man, dass gilt:
be(vyyvn) < L(ADb) #02. (IIL.1)

Umgekehrt seien A € Mat(m,n;K) und vy, ...,v,, € K™ die Spalten der Matrix A.
Dann hat man
(Vi) ey V) = {b € KM"|L(A,b) # @ }

Folgerung II1.2.3. Wenn {v, ..., v, } ein Erzeugendensystem fiir K™ ist, dann gilt
n>m.

Beweis. Wir nehmen an, es sei n < m. Mit dem Gauf3-Algorithmus tiberfiihren
wir die Matrix A in eine Matrix A’ in Zeilenstufenform. Die Matrix A’ hatr < n <
m Stufen, so dass die letzte Zeile von A’ eine Nullzeile ist. Fiir b’ := e,,, gilt da-
her L(A’,b’) = . Nun kénnen wir die an A durchgefiihrten Zeilenoperationen
wieder rickgangig machen, d.h. wir kénnen die erweiterte Koeffizientenma-
trix (A’|b’) durch Zeilenoperationen in eine Matrix der Form (Alb) mit b € K™
uberfuhren. Es gilt

L(A, b) Lemm:a 1.4.1 ]L(A/, b/) _ @)

so dass nach (III.1) b & (v, ..., v, ). Dies befindet sich im Widerspruch zu unserer
Annahme. O
Aufgabe 111.2.4.

Es seien V ein K-Vektorraum und M, M’ Teilmengen von V. Uberpriifen Sie die
folgenden Eigenschaften der linearen Hille.

a) (M) ist ein linearer Teilraum von V, der M enthalt.

b) Ein linearer Unterraum U C V, der M enthdlt, enthalt auch die lineare
Hulle (M). (Somit ist (M) der ,kleinste® lineare Teilraum von V, der M
enthalt.)

c) Es gilt

d) Gilt M C M/, dann gilt auch (M) C (M.

III.3 Linear unabhangige Teilmengen

Fir eine Teilmenge M eines Vektorraums V haben wir den Unterraum (M) C V
aller Linearkombinationen von Elementen aus M eingefiihrt. Nun wollen wir
diejenigen Teilmengen M hervorheben, fiir die sich jedes Element v € (M) in
eindeutiger Weise als Linearkombination von Elementen aus M schreiben
lasst.
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Definition III.3.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge M C V heif3t
linear unabhdingig oder frei, wenn fir jede Familie A,, x € M, von Elementen
aus K, die fast alle null sind, aus

Z?\X~x:0

xEM
bereits
VxeM: A =0
folgt.

Eine Teilmenge M C V heifst linear abhdingig, wenn sie nicht linear un-
abhingig ist.

Bemerkung I11.3.2. Fur jede Teilmenge M C V gilt
0=) 0-xe(M).

xeEM
Wenn M linear unabhéngig ist, ist dies bereits die einzige Moglichkeit, 0 als
Linearkombination von Elementen aus M zu schreiben. Es ist leicht einzusehen
(vgl. Lemma II1.4.2), dass fiir jedes Element v € (M) die Koeffizienten A, € K,

x € M, mit
v = Z Ay - X
xeEM
eindeutig bestimmt sind.

Beispiele 111.3.3. i) Die leere Menge @ C V ist linear unabhdngig.

ii) Es sei v € V. Die Menge {v} C V ist genau dann linear unabhangig, wenn
v#0.Firv=0und 1 € Kgilt 1-v =0, so dass {v} linear abhangig ist. Es sei
umgekehrt o € K* gegeben, so dass « - v = 0. Dann gilt

-1

v=l-v=(a" o) v=a" (-v)=a'-0=0.

iii) Es seien e; € K" die in Beispiel 111.2.2, iv), definierten Vektoren, i = 1,...,n.
Die Menge { ey, ..., e, } ist linear unabhangig (vgl. Teil v).

iv) Auch der Begriff der linearen Unabhangigkeit ldsst sich im Zusammen-
hang mit linearen Gleichungssystemen verstehen. Dazu betrachten wir Vekto-

ren
(11]'

Vj = € K™, j=1,.4m,
Qmj
und definieren die zugehorige Matrix
an o Qi
A= (wil-erlv) =

Am1 -+ Qmn
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Es folgt
{vi,...,;vn } ist linear unabhéngig <= L(A,0)={0}.
Als interessante Beobachtung ergibt sich aus Folgerung 1.4.5, i), dass {vi,...,vn }
fir n > m linear abhédngig ist.
v) Es sei M eine Menge. Fiir x € M definieren wir die Abbildung

ee: M — K

I, y=x
y — { 0, sonst °
Die Menge {e,|x € M} C Abb(M, K) (vgl. Beispiel III.1.2, ii) ist linear unabhan-
gig. Dazu sei A, x € M, eine Familie von Elementen aus K, die fast alle null
sind. Fur alle y € M gilt

(Z A - ex> (y) = Ay (I1.2)
xeEM
Damit ist die Aussage evident.

Falls M unendlich viele Elemente enthalt, ist { e, |x € M } kein Erzeugenden-
system. Die konstante Abbildung

ki;:M — K
x — 1

liegt dann nicht in der linearen Hille (e, |x € M ). Dies folgt aus (I11.2).

vi) Es seien M C V eine linear unabhingige Teilmenge und M’ C M. Dann
ist auch M’ linear unabhangig.

vii) Es seien M C V eine linear abhéngige Teilmenge und M C M'. Dann ist
M’ ebenfalls linear abhingig.

Aufgabe 111.3.4.
Stellen Sie fest, ob die folgenden Mengen von Vektoren im jeweiligen R" linear
unabhéngig sind.

1 —2 1
a) v = ; , V= _? und v;:= i
2 1 2
1 -3 —4
b) v; = 2], v:= 5 und v;:= 0
4 0 -3

III.4 Basen
Definition III.4.1. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V wird

Basis genannt, wenn sie sowohl eine linear unabhangige Teilmenge als auch
ein Erzeugendensystem ist.
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Den wahren Nutzen des Begriffs einer Basis zeigt das folgende Resultat auf.

Lemma III.4.2. Eine Teilmenge B C V ist genau dann eine Basis, wenn es zu
Jjedem Vektor v € V eindeutig bestimmte Zahlen A, € K, b € B, gibt, die fast alle
null sind, so dass

V= Z Ap - b. (111.3)

beB

Beweis. Nehmen wir zunachst an, die Teilmenge B habe die genannten Eigen-
schaften. Dann ist B offenbar ein Erzeugendensystem fiir V. Es seien A, € K,

b € B, fast alle null, mit
ZAb-b=O=ZO-b

beB beB

gegeben. Aus der Eindeutigkeit der A, in (III.3) folgt A, = 0 ftir alle b € B, so dass
B auch linear unabhdngig ist.

Es sei umgekehrt B eine Basis flir V. Dann ist B ein Erzeugendensystem.
Jeder Vektor v € V besitzt daher eine Darstellung wie in (III.3). Es bleibt, die
Eindeutigkeit der Koeffizienten A, € K, b € B, zu tiberpriifen. Dazu seien v € V
und A, € Kund A} € K, b € B, zwei Satze von Zahlen, so dass

D Apb=v=> A -b.

beB beB

Wir erhalten

O=v—v=> A-b=> A-b=> (Ay—A,)-b.

beB beB beB
Da B linear unabhéngig ist, folgt A, — A}, =0, i.e. A, = A} fur alle b € B. O

Beispiele 111.4.3. i) Es sei M C V eine linear unabhdngige Teilmenge. Dann ist
M eine Basis fiir (M).

ii) Wenn B eine Basis fiir K" ist, dann gilt #B = n. Denn B ist ein Erzeu-
gendensystem, so dass #B > n nach Folgerung I11.2.3. Nach Beispiel III.3.3,
iv), folgt #B < n aus der linearen Unabhingigkeit von B. Man beachte, dass
{er,...,eq } eine Basis fiir K" ist. Allgemeiner gilt (Folgerung 1.4.5, ii):

{vi,..,vn } ist eine Basis fiir K* <= L(A,0)={0}, A:=(vi|---|vn).

iii) Far jede Matrix A € Mat(m,n;K) liefert der Gauf3-Algorithmus eine Basis
fir den Losungsraum L(A,0) (s. Satz 1.4.2, ii), und 1.4.4).

iv) Es sei M eine endliche Menge. Aus Beispiel 111.3.3, v), folgt leicht, dass
{ex]x € M} eine Basis fiir Abb(M,K) ist. Dies kénnen wir insbesondere auf
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M ={1,...,m}x{1,..,n}anwenden (vgl. Beispiel III.1.2, ii). Fir (i,j) € M erhalten

wir in Matrix-Schreibweise .
j-te Spalte

|

0. O

O ot O ] O AR R tte O — .L-te Zeile
E.. := O
g e(lvl)

0 O

Somit ist { Ejj[i =1,...,m, j = 1,...,n} eine Basis fiir Mat(m,n;K).

Der folgende Satz enthilt weitere Charakterisierungen fiir Basen.

Satz II1.4.4. Es seien V ein K-Vektorraum und B C V eine Teilmenge. Dann sind
die folgenden Eigenschaften dquivalent.

i) B ist eine Basis fiir V.

ii) B ist ein minimales Erzeugendensystem fiir V, d.h. fiir jede echte Teilmenge
B’ C B gilt (B') C V.

iii) B ist eine maximale linear unabhdngige Teilmenge, d.h. jede Menge B’, die
B echt enthidilt (i.e. B C B’), ist linear abhdingig.

Beweis. Wir zeigen zunidchst die Implikation ,i)—iii)“. Nach Definition einer
Basis ist B linear unabhingig. Es sei nun B C B’. Wir wihlen ein Element
vo € B’\ B. Da B eine Basis ist, finden wir Elemente A, € K, b € B, die fast alle
null sind, so dass

vo=) Au-b.

beB
Wir definieren nun fir x € B’

1, x=w

Ky :=<¢ —Ay, XEB

0, sonst

Die Elemente k, € K, x € B/, sind fast alle null, und es gilt

ZKX-X=VO+Z(—?\b)-bzvo—Z?\b-bzvo—vozo.

xeB’ beB beB
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Da k,, # 0, zeigt dies, dass B’ linear abhangig ist.

Wir kommen nun zum Beweis von ,iii)=—ii)“. Als erstes wird nachgewiesen,
dass B ein Erzeugendensystem ist. Wenn das nicht so wire, dann gabe es ein
Element v, € V\ (B). Wir behaupten, dass in diesem Fall die Menge B’ := B U {v,}
immer noch linear unabhéangig wéare. Dies stiinde aber im Widerspruch zu der
Maximalitat von B. Betrachten wir also eine Relation

Ao-vo+ Y Ap-b=0. (I11.4)
beB
Wenn Ay = 0 ist, dann gilt }_ A, - b = 0 und daher A, = 0 fiir alle b € B, denn B
beB

ist linear unabhdngig. Falls Ay # 0, dann ergibt (III.4)
Vo = Z(—Ao_] “Ap) - by

beB

d.h. vy € (B). Das steht im Widerspruch zu unserer Annahme, so dass B’ in der
Tat linear unabhangig ist.

Es bleibt noch zu tberpriifen, dass B ein minimales Erzeugendensystem
ist. Es sei andernfalls B C B eine Teilmenge, die noch erzeugend ist. Es sei
v € B\ B’. Da B’ erzeugend ist, gibt es Zahlen A, € K, b € B/, fast alle null, so

dass
Vo= ) Ap-b.
beB’
Definieren wir fir b € B
—], b= Vo
Kp = }\b) b e B’ y
0, sonst
dann erhalten wir
ZKb‘b:VO_VO =0.

beB

Dies widerspricht der linearen Unabhangigkeit von B.
Zu guter Letzt wird ,ii))=1)* gezeigt. Offenbar ist B ein Erzeugendensystem.
Wir betrachten eine Relation
D> Apb=0.

beB
Es sei vy € B, so dass A, # 0. Dann gilt also

o= ) (=A\) )b,

beB\{vo}

d.h. vy € (B\ {w}) und damit B C (B \ {vy}) und schlieBlich
(B) € (B\{wo}) C V. (I11.5)
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Im letzten Schritt gilt die strikte Ungleichung, weil B ein minimales Erzeugen-
densystem ist. Relation (III.5) kann offensichtlich nicht wahr sein. ]

Folgerung II1.4.5. Es sei V ein K-Vektorraum. Wenn es ein Erzeugendensystem
M fiir V gibt, das nur endlich viele Elemente enthdilt, dann besitzt V eine Basis.

Beweis. Wir entfernen solange Elemente aus M, bis wir ein minimales Erzeu-
gendensystem und damit nach Satz II1.4.4 eine Basis erhalten.

Formal ist dies eine vollstidndige Induktion tiber n := #M. Fiur n = 0 gilt
V = {0}, und @ ist eine Basis. Fur den Schluf3 ,n ~» n+1“ gehen wir folgenderma-
Ben vor. Wenn M ein minimales Erzeugendensystem ist, dann ist M nach Satz
II1.4.4 bereits eine Basis. Ansonsten gibt es ein vo € M, so dass M’ := M \ {vy}
ein Erzeugendensystem mit n Elementen ist. Nach Induktionsvoraussetzung
besitzt V dann eine Basis. O

Satz II1.4.6. Es sei V ein K-Vektorraum. Wenn V eine endliche Basis B besitzt,
dann ist jede andere Basis B’ von V ebenfalls endlich, und es gilt

#B' = #B.

Dieser Satz bildet die Grundlage fir den Dimensionsbegriff fiir endlichdi-
mensionale Vektorrdume:

Definition III.4.7. Ein Vektorraum V heif3t endlichdimensional, wenn es eine
Basis B fur V mit endlich vielen Elementen gibt.
Schreibweise. Dimy (V) < oo.
In diesem Fall wird
Dimg (V) := #B

die Dimension von V genannt, B eine Basis von V.
Ist V nicht endlichdimensional, so sagt man, V ist unendlichdimensional,
und schreibt Dimg (V) = co.

Man beachte, dass Satz III.4.6 garantiert, dass die Begriffe ,endlichdimen-
sional® und ,Dimension” sinnvoll sind.
Beispiel 111.4.8. Dimg(K") = n; Dimg (Mat(m,n;K)) = m - n.

Bevor wir uns dem Beweis von Satz II1.4.6 widmen konnen, benétigen wir
noch einige Vorbereitungen.

Lemma III.4.9 (Austauschlemma). Es seien V ein K-Vektorraum, B ={by,...,b,, }
eine Basis fiir V. undw = ) A, -b € V\{0}. Falls A\, # 0 fiir das Element b’ € B

beB
gilt, dann ist

B := (B\ {b}) U{w)

ebenfalls eine Basis fiir V.
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Der Vektor b’ kann also gegen den Vektor w ,ausgetauscht* werden.

Beweis. Indem wir gegebenenfalls neu nummerieren, kénnen wir b’ = b; an-
nehmen. Wir schreiben w =A; - by +A; - by + -+ -+ A, - b, mit A; #£0.

Wir zeigen nun, dass B’ = {w, b,, ..., b, } ein Erzeugendensystem ist. Es reicht
zu zeigen, dass by in (w, by, ..., b, ) liegt. Das ist richtig, weil

b =AW (AT A) cby e (AT AL by

gilt.
Als nachstes betrachten wir eine Linearkombination

O — K]‘W+K2'b2+"'+Kn'bn
= K- AN -by+A-by+- -+ A - br) Kb+ 4Ky - by
= (K1-AM)-br+ (K- A+ K) byt + (K- Ay + Kp) - by

Da B linear unabhangig ist, folgt

K1 '7\] = Kj '7\2+K2="-=K] 'An—’_Kn:O-
Aus A; # 0 folgt x; = 0 und daraus k; = --- = Kk, = 0. Somit ist B’ als linear
unabhingig nachgewiesen. O

Satz II1.4.10 (Steinitzscher® Austauschsatz). Es seien V ein K-Vektorraum, B =
{by,...,bn} eine Basis fiir V und F C V eine linear unabhdngige Teilmenge. Dann
gilt:

i) F hat hochstens m Elemente.

ii) Es gibt eine Teilmenge B C B mit m — #F Elementen, so dass

B :=BUF
eine Basis von'V ist, die m Elemente enthdlt.

Beweis. Es sei A(n), n € N, die folgende Aussage:
Flir jeden K-Vektorraum V, jede linear unabhdingige Teilmenge F C V mit n
Elementen und jede Basis B = {b;,...,b,} mit m > n Elementen gibt es eine

Teilmenge B C B mit m — n Elementen, so dass
B :=BUF

eine Basis von'V ist, die m Elemente enthdlt.

5Ernst Steinitz (1871 - 1928), deutscher Mathematiker.
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Wir beweisen die Gultigkeit von A(n) fiir alle n € N durch vollstdndige In-
duktion. Fiir n = 0 muss F = & gelten, und wir kénnen B = B wihlen. Offenbar
ist dann B’ = B U @ = B eine Basis mit m Elementen. Jetzt schliefen wir von
A(n)auf A(n+1). Far V, F und B wie in der Annahme suchen wir uns ein Ele-
ment vy € F aus und setzen F :=F \ {vo}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine Teilmenge B C B mit m —n Elementen, so dass B” = BUF eine Basis von V
mit m Elementen ist. Da F linear unabhangig ist, gilt v, ¢ (F'). Schreiben wir

VOZZ}\b'b)

beB

dann existiert folglich ein Element b, € B mit Ap, 7 0. Nach dem Austauschlem-
ma II1.4.9 ist
B = (g\{bo}) UF U{Vo} =BUF
~—

=B

eine Basis fiir V. Offenbar gilt #B8 =#B—1=m—n—1=m— (n+ 1), und wegen
BNF=o gilt #B' = #B + #F = m.

Nun kénnen wir i) beweisen. Die linear unabhéangige Teilmenge F habe min-
destens m + 1 Elemente. Daher kénnen wir eine Teilmenge F' C F mit genau
m Elementen auswahlen. Aus A(m) folgt, dass F eine Basis ist. Nach Satz
II1.4.4 ist F eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Daher muss F li-
near abhingig sein, im Widerspruch zur Annahme. Teil ii) folgt schlieflich aus
i) und A(n), n:= #F. O

Beweis von Satz 111.4.6. Es seien B und B’ zwei Basen von V. Da B’ eine linear
unabhéangige Teilmenge von V ist, impliziert Satz I11.4.10, i), #B’ < #B. Ebenso
koénnen wir die Basis B’ zu Grunde legen und #B < #B’ fur die linear unabhangi-
ge Teilmenge B schlief3en. O

Folgerung II1.4.11. Es seienV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und W C
V ein Unterraum. Dann ist auch W endlichdimensional mit Dimyg (W) < Dimg(V).

Beweis. Nach Satz I11.4.10, i), hat jede linear unabhéangige Teilmenge von W
hochstens Dimg (V) Elemente. Es sei F C W eine linear unabhangige Teilmenge
mit der maximalen Anzahl von Elementen. Dann ist F offenkundig eine maxi-
male linear unabhéingige Teilmenge von W und somit eine Basis. Also ist W
endlichdimensional und Dimyg (W) = #F < Dimg (V). O

Zeilen- und Spaltenrang von Matrizen. — Mit Hilfe des Dimensionsbegriffs
kénnen wir nun die in Problem 1.4.6, i), gesuchte Invariante von Matrizen er-
klaren.
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Definitionen II1.4.12. i) Der Vektorraum der Zeilenvektoren ist
ZK" := Mat(1,n;K) = { (s1---sp)|si €K, i= 1,...,n}.

ii) Es seien

an - Qin
A= : : € Mat(m, n; K)
Qm1 - Qmn
eine (m x n)-Matrix,
ay;
Vj = : e K™
Qmj

die j-te Spalte von A, j =1,...,n, und
zi = (ay -~ i) € ZK"
die i-te Zeile, i = 1,...,m. Die Zahl
S-Rg(A) := Dimg( vy, ..., vy )
ist der Spaltenrang von A und die Zahl
Z-Rg(A) := Dimy(z1, ...y Zim )
der Zeilenrang.

Beispiel 111.4.13. Es sei A eine Matrix in Zeilenstufenform wie in Satz 1.3.3, i),
beschrieben. Dann gilt
S-Rg(A) =r =Z-Rg(A).

Satz II1.4.14. Es seien A, A’ € Mat(m,n;K) zwei (m x n)-Matrizen.
i) Die Matrix A’ gehe aus der Matrix A durch eine Zeilenoperation vom Typ
(Z1), (Z11) oder (ZI1I) (s. Definition 1.3.1) hervor. Dann gilt

Z-Rg(A') = Z-Rg(A).

ii) Falls die Matrix A’ aus der Matrix A durch eine Spaltenoperation vom Typ
(SD), (SII) oder (SIII) (s. Aufgabe 1.4.10) hervorgeht, so gilt

S-Rg(A’) = S-Rg(A).

Beweis. Der Beweis wird der Leserin bzw. dem Leser als Ubungsaufgabe tiber-
lassen (Aufgabe I11.4.21). O
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Folgerung II1.4.15. Flir jede Matrix A € Mat(m,n;K) gilt
Z-Rg(A) + Dimg (L(A, 0)) = n.

Bemerkung 111.4.16. Mit dem Zeilenrang haben wir die in Problem 1.4.6, i), ge-
suchte Invariante gefunden.

Beispiel 111.4.13 suggeriert das folgende
Problem 111.4.17. Gilt S-Rg(A) = Z-Rg(A) fur jede Matrix A?

Die Frage lautet also, ob Zeilenumformungen den Spaltenrang einer Matrix
andern konnen. Sie ldsst sich elegant mit Hilfe der Theorie linearer Abbildun-
gen beantworten, der wir uns im ndchsten Abschnitt widmen méchten.

Aufgabe 111.4.18.
Bestimmen Sie die Dimension der linearen Hulle der folgenden Zeilenvektoren
im ZK":

V)= (] , —3) 7, —1 )) V) = (2, 0, —4, 3), V3 = (2, 6, —22, 8) und v, = (3, 3, —15, 7)

Aufgabe 111.4.19.
Geben Sie eine Basis fiir Abb'(N, K) (s. Aufgabe 11.3.7, b) an.

Aufgabe 111.4.20.
Gegeben seien zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W der Dimensi-
on m bzw. n. Welche Dimension hat der Vektorraum V W aus Aufgabe II1.1.9?

Aufgabe 111.4.21.

Zeigen Sie: Es seien A, A’ € Mat(m,n;K). Dabei gehe A’ aus A durch eine Folge
von Zeilenoperationen vom Typ (ZI)-(ZIII) (bzw. Spaltenoperationen vom Typ
(SI)-(SIII)) hervor. Dann folgt

Z-Rg(A’) = Z-Rg(A) (bzw. S-Rg(A’) = S-Rg(A)).

III.5 Lineare Abbildungen

Vektorraume sind Mengen, die mit den Zusatzstrukturen ,,Addition“ und ,Ska-
larmultiplikation“ ausgestattet sind. Die Theorie der Vektorrdume wird durch
diejenigen Abbildungen, die diese Zusatzstrukturen respektieren, entscheidend
bereichert.

Definition III.5.1. Es seien V und W zwei K-Vektorraume. Eine Abbildung
f: V. — W ist eine lineare Abbildung oder ein (Vektorraum-)Homomorphismus,
wenn sie folgende Eigenschaften aufweist:

e VAe Kwe V:f(A-v) =A-f(v),
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o Vv, v € V:f(v+V') =f(v)+ (V).

Beobachtung III.5.2. Es seien V, W zwei K-Vektorrdiume und f: V. — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt f(0) = 0.

Beweis. Es sei v € V. Dann hat man nach Lemma II1.1.3, i),

f(0) =f(0-v) =0-f(v) =0.

Dies zeigt die Behauptung. O
Beispiele 111.5.3. i) Fur jeden K-Vektorraum V ist Idy: V — V eine lineare Ab-
bildung.

ii) Es seien V, W zwei K-Vektorrdume. Dann ist 0: V — W, v —— 0, eine
lineare Abbildung.

iii) Es seien V ein K-Vektorraum und « € K. Die zugehorige Homothetie ist
die Abbildung

hey:V — V
Vo -

Mit Hilfe der Vektorraum-Axiome (Definition III.1.1) tiberprifen wir, dass h,
eine lineare Abbildung ist:

e Fir A € Kund v € V haben wir
heA-v)=a-(A-v)=(x-A)-v=A-a) - v=A-(ax-Vv) =A-he(v).
o Fiir v,v' € V gilt

he(V+V)=a-(v+v') =0 v+ o v =he(v) + he(v').

Eigenschaften III.5.4. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume und f: V. — W eine
lineare Abbildung.

i) Flir jeden linearen Teilraum U C V von V ist f(U) C W ein linearer Teilraum
von W. Insbesondere ist Bild(f) ein linearer Teilraum von W.

ii) Es sei U C W ein linearer Teilraum von W. Dann ist f~'(U) C V ein linearer
Teilraum von V.

iii) FYir jede Teilmenge M C V gilt

f((M)) = (f(M)).

Beuwseis. Teil i) folgt aus Teil iii). (Man wahle etwa M := 1l.)
ii) Wir uiberprufen die Axiome aus Definition III.1.4:
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e Nach Beobachtung II1.5.2 gilt f(0) =0 € U, so dass 0 € f~'(U).

e Esseien A € Kundv € f'(U). Dann hat man f(A-v) =A-f(v) € A-U C U, so
dass A-v e f(U).

e Es seien v,v’ € f1(U). Wir haben f(v+Vv') = f(v) +f(v/) € U+ U C U, und es
folgt v +v' € f1(U).

iii) Fir M = @ haben wir f(g) = @. Nach Vereinbarung in Definition II1.2.1,
ii), gilt (@) = {0}. Die Behauptung lautet in diesem Fall f({0}) = {0} und folgt aus
Beobachtung II1.5.2.

Fur das Folgende durfen wir M # @& voraussetzen. Wir zeigen zundchst
f((M)) C (f(M)). Es sei v € (M). Dann existieren s > 1, Ay,...,A; € K und
Vi, Vs € M, sodass v =A; - vy +---+ A - vs. Wir berechnen

fv) =F(A1-vi+ -+ A vs) = Ay - F(vy) 4+ Ay - F(vs) € (F(v1), ey T(V5) ).
Weiter gilt
(f(v1), .oy F(v) ) C (f(W),w € M) = (f(M)).

Die Inklusion f((M)) D (f(M)) beweisen wir auf folgende Weise: Fur einen
Vektor w € (f(M)) existieren Ay, ..., Ay, Wi, ..., wy € f(M) mitw =A;-wy+ -+ A - wy
sowie vi,...,vi € M mit f(v;) = wi, i=1,..,t. Firv:i=A -vi+ -+ A - vy € (M)
finden wir

fv) =Ff(A-vi+- - FAv) =N Fv) - F A (W) =AW+ AW =W,
i.e. we f((M)). O

Definition III.5.5. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine
lineare Abbildung. Die Teilmenge

Ker(f) :=f'(0)={veV[f(v)=0}
heif3t der Kern von f.

Bemerkung I11.5.6. Nach Eigenschalft II1.5.4, ii), ist Ker(f) ein linearer Teilraum
von V.

Lemma II1.5.7. Es seien V, W zwei K-Vektorrdiiume und f: V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist f genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0} gilt.

Beweis. Die Abbildung f sei injektiv. Nach Beobachtung III.5.2 gilt 0 € Ker(f)
und daher Ker(f) = {0}. Jetzt setzen wir Ker(f) = {0} voraus. Es seien v,v' € V
mit f(v) = f(v’). Dann gilt

0=Ff(v)—f(V)=Fflv-v').

Wir schliefen v—v' =0, alsov =vV'. O

78



III.5. Lineare Abbildungen

Satz II1.5.8. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine bijektive
lineare Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung® f~': W — V linear.

Beweis. Schritt 1. Es seien w € W, A € K und v := f'(w). Da f linear ist, gilt
A-w=A-f(v) =f(A-v). Darauf wenden wir f~' an und finden

fIA-w) =f1(fA-v)) =(f"of)A-v) =Idv(A-v) =A-v=2A-f ' (w).

Schritt 2. Es seien w,w’' € W, v:=f'(w) und v/ = f'(w'). Es gilt w +w' =
f(v) + f(v') = f(v+v’), denn f ist linear. Wir schlief3en

flw4+w) =v4+v =f 1w+ (w).
Damit ist alles gezeigt. O

Bemerkung II1.5.9. Eine lineare Abbildung f: V — W ist genau dann bijektiv,
wenn eine lineare Abbildung g: W — V existiert, so dass g o f = Idy und

Definition III.5.10. Es seien V, W zwei K-VektorrAume und f: V — W eine
bijektive lineare Abbildung. Man nennt f einen (linearen) Isomorphismus.

Matrizen und lineare Abbildungen. — Lineare Abbildungen zwischen K™
und K" lassen sich elegant mit Matrizen beschreiben. Hier treffen wir auf Be-
kannte aus Kapitel I.

Definition II1.5.11. Es sei

an -0 Qin
A= :
Am1 Omn
eine (m x n)-Matrix. Wir setzen
fa: K" — K™
$1 t n
— , b= E ajj - Sy, )=1,,m
Sn tm =1

Bemerkung I11.5.12. Es ist leicht zu tiberpriifen, dass f4 eine lineare Abbildung
ist (s. Aufgabe I11.5.44).

6s. Definition I1.1.26
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Definition III.5.13. Es sei I eine Menge. Das Kronecker’-Delta auf der Menge |
ist die Abbildung
o:IxI — {0,1}
. 1A=
(1,)) — 51] .—{ 0) 17&] .
Bemerkung 111.5.14. Wir kénnen {0, 1} als Teilmenge des Korpers K auffassen
und somit & als Abbildung von I nach K.

Beispiele 111.5.15. i) Es sei n > 1 eine nattirliche Zahl. Das Kronecker-Delta auf
der Menge [ ={1,...,n}ist die sogenannte Einheitsmatrix E, € Mat(n;K);

.0

En —
0O
Wir haben fg, = Idg».
ii) Far
1 -1 0 2
2 1 3 -1
A= 1 1 0 1 € Mat(4;R)
-1 3 -1 -1
gilt
1 1
2 -3
Al 2|7 4
1 6

Satz II1.5.16. Es gilt
Dimy (Bild(fa)) = S-Rg(A).

Beweis. Es sei
aq j

vy = e K™
Qmj
die j-te Spalte von A, j = 1,...,n. Die Abbildungsvorschrift zeigt

fA(e]-) =Vj, J = 1, ey L. (IHG)
Mit Eigenschalft I11.5.4, iii), finden wir
fA(KY) =fa((€1,.yen)) = (fler), ..., flen) ) = (Vi) .oy v ).

Die Dimension des rechten Vektorraums ist nach Definition III.4.12, ii), der
Spaltenrang von A. O

“Leopold Kronecker (1823 - 1891), deutscher Mathematiker.
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Dieser Zusammenhang motiviert, eine entsprechende Invariante fiir lineare
Abbildungen einzufiihren.

Definition III.5.17. Es seien V,W endlichdimensionale K-VektorrdAume und
f: V— W eine lineare Abbildung. Die Zahl

Rg(f) := Dimy (Bild(f))
heif3t der Rang von f.

Bemerkung I11.5.18. Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen den oben
eingefihrten linearen Abbildungen und linearen Gleichungssystemen. Genau-
er gilt

Bild(fa) = {b € K"|L(A,b) #2} und Ker(fa) =L(A,0).

Beispiel 111.5.19. Es sei « € [0,2m). Die Drehung D,: R> — R? um den Winkel «
ist eine lineare Abbildung. Wie man Abbildung III.1 entnimmt, gilt

D.(ey) = ( cos(x) ) und Dyley) = ( —sin(«) )

sin(«x) cos(x)

CcoSs( )

/ .

s

/\ :

L7 X :
v €1

Ccos(«)

Abbildung III.1: Drehungen als lineare Abbildungen

Fir die Matrix

A ( cos(a) —sin(a) )

sin(x)  cos(«)

gilt

Lineare Abbildungen und Basen. — Mit Hilfe von Basen kann man lineare
Abbildungen zwischen endlichdimensionalen K-VektorrdAumen explizit und ef-
fizient beschreiben. Mit dieser Beschreibung werden wir hier beginnen und sie
ausfuhrlich in Kapitel IV entwickeln.
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Definition III.5.20. Es seien V, W zwei K-VektorrAume. Man setzt
Homy (V, W) := { f: V — W|f ist linear}.

In Aufgabe I11.5.47 werden Abbildungen

+: Homg(V, W) x Homg(V, W) — Homg(V, W)
(f,g) — f+g

und

-: K x Homg(V,W) — Homy(V, W)
(A f) — A-F

definiert, so dass (Homy(V, W), +, -) ein K-Vektorraum ist.

Satz II1.5.21. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume und B C V eine Basis fiir V.
Dann ist

Wg: Homg(V,W) —s Abb(B, W)
o f\B: B — W
b — f(b)

ein linearer Isomorphismus.

Die Injektivitit besagt, dass eine lineare Abbildung durch ihre Werte auf
den Basisvektoren eindeutig bestimmt ist. Die Surjektivitat besagt, dass man
fur beliebige vorgeschriebene Werte der Basisvektoren eine lineare Abbildung
von V nach W finden kann, die auf den Basisvektoren die vorgeschriebenen
Werte annimmt.

Beweis von Satz II1.5.21. Die Linearitat der angegebenen Abbildung folgt direkt
aus der Definition der Vektorraum-Strukturen auf Homy(V, W) und Abb(B, W)
(s. Aufgabe III.1.8 und I11.5.47).

Zu jedem Vektor v € V existieren eindeutig bestimmte Zahlen A,, b € B, so
dass v = ) A, -b. Far eine lineare Abbildung f: V — W gilt

beB

f(v) =) Ap-f(b).

beB

Diese Formel zeigt, wie man f(v) aus den Werten f(b), b € B, von f auf den
Basisvektoren berechnet. Es folgt die Injektivitat.

82



III.5. Lineare Abbildungen

Es sei f: B — W eine mengentheoretische Abbildung. Wir definieren eine
Abbildung f: V — W auf folgende Weise: Zu v € V seien A, € K, b € B, die

eindeutig bestimmten Zahlen, fiir die v = ) A, - b gilt. Damit setzen wir
beB

fv) =) Ay f(b).

beB

Man vergewissert sich leicht, dass f linear ist und fjg = f erfillt (s. Aufgabe
111.5.48). u

Folgerung III.5.22. Es seien m,n € N natiirliche Zahlen und f: K* — K™ eine
lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine (m x n)-Matrix A € Mat(m,n;K), so
dass

f=f,.

Beweis. Es sei{e;j|j =1,...,n} die Standardbasis von K". Wir schreiben

(11]'
f(€])= 6Km> ]:]> y T,
Qmj
und definieren
an (O
A= : : € Mat(m,n; K).
Am1 - Qmn

Die Abbildungen f und f, sind linear, und nach Konstruktion gilt f(e;) = fa(e;),
j =1,...,n. Die Injektivitatsaussage in Satz I11.5.21 impliziert f = f5. Die Eindeu-
tigkeit ergibt sich, da fa(e;) gerade die j-te Spalte der Matrix A ist, j =1,..,n. O

Der Endomorphismenring und die allgemeine lineare Gruppe eines Vektor-
raums. — In Abschnitt II.2 haben wir gesehen, dass die bijektiven Selbstab-
bildungen einer Menge bzgl. Verkntiipfung eine Gruppe bilden. Dasselbe gilt fiir
die bijektiven linearen Selbstabbildungen eines Vektorraums. Bevor wir darauf
eingehen, werden wir erklaren, dass die Menge aller linearen Selbstabbildun-
gen eines Vektorraums ebenfalls eine interessante algebraische Struktur tragt.

Satz III.5.23. Es seien U, V, W K-Vektorréiume und f: U — Vund g: V — W
Abbildungen. Wenn f und g linear sind, dann ist auch die Verkniipfung gof: U —
W linear.

Beweis. Es seien A € K und u,u’ € U.
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e Nach Definition gilt (g o f)(u+u’) = g(f(u+u’)). Da f linear ist, haben wir
g(f(u+u’)) = g(f(u) + f(u')). Die Linearitat von g ergibt g(f(u) + f(u')) =
g(f(w) +g(f(uw)) = (gof)(w) + (gof)(w),

e Analog erhalten wir (go f)(A-u) = g(f(7\ . u)) = 9(7\ . f(u)) =A- g(f(u)) =
A-(gof)(u).

Somit ist g o f eine lineare Abbildung. O

Satz II1.5.24. Es seien U, V, W, X Vektorrédume tiber dem Koérper K, f, f" € Homy (U,
V), g,9’ € Homy(V, W), h € Homy (W, X) und A € K. Dann hat man folgende Iden-
titciten:

)go(f+f)=gof+gof,(g+g)of=gof+g’of.

ii) go(A-f)=(A-g)of=A-(gof).

iii) (hog)of=ho(gof).

Beweis. i) Fiur u € U berechnen wir:

(go(f+f))(u) = g((f+f )
= g(f(w) +f'(u))
= g(flu ) ( (W)
= (gof)(u)+(gof)(u)
= (gof+gof)(u),
((g+g)of)(w) = (g+g"(f(w)
= g(f(w) +g'(f(w)
= (gof)(u)+ (g’ of)(u)
= (gof+g'of)(u).

In den Zwischenschritten haben wir die Definition der Summe von Abbildun-

gen und die Linearitat der beteiligten Abbildungen verwendet. Die Behauptung

ergibt sich, weil zwei Abbildungen von U nach W genau dann gleich sind, wenn

sie auf allen Vektoren u € U dieselben Werte annehmen (Bemerkung I1.1.17, i).
ii) Es sei u € U. Wir haben

(A-(gof))(w) =A-((gof)(u) =A-g(f(w) = (A-g)(f(w)) = ((A-g) o f)(w).

Damit ergibt sich die erste Gleichung. Aus der Linearitdt von g folgt weiter

(90 ()W) =g((-Nw) =g (A (Fw)) =A-g(f(w) =A- ((go (W),

und man erhalt die zweite Gleichung. Der dritte Teil wurde bereits in Satz
I1.1.25, ii), bewiesen. O
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Definition III.5.25. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V —
V wird auch Endomorphismus von V genannt.
Schreibweise. Entsprechend setzt man Endg (V) := Homg(V, V).

In Aufgabe III.1.8 und II1.5.47 haben wir die Operation
+: Endg(V) x Endg(V) — Endg(V)
(f,g) — f+g
erklart. Nach Satz II1.5.23 ist auch die Operation
o: Endg(V) x Endg(V) — Endg(V)
(f,g) — fog
definiert.

Folgerung II1.5.26. Es sei V ein Vektorraum, so dass Dimy (V) > 1.8 Dann ist
(Endg(V), +, o) ein Ring. Das neutrale Element der Addition ist die Nullabbildung
0:V — V, v — 0, und dasjenige der Multiplikation die identische Abbildung
Idy.

Beweis. Schritt 1. Das Tripel (Endg(V),+) ist eine abelsche Gruppe mit Neu-
tralelement 0. Dies wurde bereits in Aufgabe I11.5.47 nachgewiesen.

Schritt 2. Wir wissen ebenfalls (Beispiel II.1.24, i), Satz I1.1.25, ii), dass fiir
f,g,h € End (V) gilt:

foldy = f = Idyof,
(fog)oh = fo(goh).

Da Dimy(V) > 1, also V # {0}, angenommen wurde, gilt 0 # Idy.

Schritt 3. Die Distributivgesetze sind in Satz II1.5.24, i), enthalten. O

Bemerkung I11.5.27. Fiir den Nullvektorraum V = {0} gilt 0 = Idy, und es ergibt
sich der Nullring Endg (V) = {0} (vgl. Bemerkung I1.3.2, ii), den wir in Definition
I1.3.1, i), ausgeschlossen hatten.

Beispiel 111.5.28. Es gelte Dimy (V) = 1. Dann ist (s. Beispiel 111.5.3, iii)
@: K — Endg(V)
ox — hy

ein Isomorphismus (vgl. Aufgabe 11.4.11, c), d.h. eine bijektive Abbildung, so
dass
plat+a’) = ola)+o(a’),
pla-a) = o(a)op(a), o a' €K,
(1) = Idv.

8Der Vektorraum V darf auch unendlichdimensional sein.

85



Kapitel III. Vektorraume und lineare Abbildungen

Satz II1.5.29. Es sei V ein Vektorraum tiber K, Dann ist

GL(V) = {feS8(V)Ifistlinear}
= {f e Endk(V)|f ist bijektiv }
= {f€End(V)|3g € Endg(V):fog=Idy =gof}

eine Untergruppe von §(V).°

Definition II1.5.30. Die Gruppe GL(V) aus dem Satz ist die allgemeine lineare
Gruppe des Vektorraums V.

Beweis von Satz I11.5.29. Wir tiberpriifen die Axiome aus Definition I1.2.7. Das
neutrale Element der Gruppe 8(V) ist die Identitit. Es ist eine lineare Abbil-
dung, gehort also GL(V) an. Fir eine bijektive lineare Abbildung f € GL(V),
ist die Umkehrabbildung f~' nach Satz II1.5.8 ebenfalls linear, i.e. f~' € GL(V).
Schlieflich seien f, g € GL(V). Die Verkntipfung fo g ist nach Satz II11.5.23 eben-
falls linear. Da sie auch bijektiv ist, gilt fo g € GL(V). O

Definition III.5.31. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Di-
mension n. Eine durchnummerierte Basis von V ist eine Basis B von V zusam-
men mit einer bijektiven Abbildung 3:{1,...,n} — B. Mit b; := (i), i = 1,...,n,
werden wir eine durchnummerierte Basis einfach in der Form B = {by,...,b,}
schreiben.

Satz III.5.32. i) Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und B =

{by, ..., by } eine durchnummerierte Basis von V. Dann gibt es genau einen linearen
Isomorphismus

q)B :V— K"
mit

(Dg(bi) = €, i= 1, ceey TLL

ii) Seien umgekehrt V ein K-Vektorraum und ®: V — K" ein linearer Isomor-
phismus. Dann ist

Bo:i={® '(e),..., D "(en) }

eine durchnummerierte Basis von V.
iii) In den Bezeichnungen von i) und ii) gilt:

B(DB =B und (DB(I, = 0.

9Die Gruppe §(V) wurde in Bemerkung I1.2.1 eingefiihrt.
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Beweis. i) Nach Satz I11.5.21 gibt es genau eine lineare Abbildung ®g: V — K"
mit @g(b;) = e;, i = 1,...,n. Es ist zu Uberpriifen, dass @y bijektiv ist. Fr die
Surjektivitiat verwenden wir Eigenschaft I11.5.4, iii). Es gilt

Bild(®g) = ©p(V) = @((B)) = (Dg(B)) = ( @g(by), ..., Pp(by) ) = (€1, ...,en) = K™
Zum Nachweis der Injektivitat verwenden wir das Kriterium aus Lemma II1.5.7.

Es seiv =) A;-b; ein Vektor aus dem Kern von ®g. Dann gilt

i=1

O:GDB(iAi-bi) Z?\ Oy (b ZN ei.
i=1

Es folgt Ay =--- =A, =0 und damit v =0.
ii) Wir zeigen zunéchst, dass By ein Erzeugendensystem ist. Dazu verwenden
wir den linearen Isomorphismus ®~': K™ — V. Wie zuvor sehen wir

<B(D> = <(D71 ({ €1y eeey en}) > - (I)i] (<€1, ooy en)) = @71(Kn) =V.

Jetzt widmen wir uns der linearen Unabhéangigkeit von By. Es seien Ay, ..., A, €

K, so dass
0= A @'
i=1

Auf diese Identitdt wenden wir ® an und erhalten

0= (ZA o ) ZA (D i)):i_ixi-ei.

Es folgt wiederum A, = --- = A, = 0. Die Behauptungen in Teil iii) ergeben sich
unmittelbar aus den Definitionen. OJ

Definition III.5.33. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume. Wir sagen, V und W
sind isomorph, wenn es einen linearen Isomorphismus ®: V — W gibt.
Schreibweise. V= W.

Folgerung II1.5.34. Es seienV und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdiume.
Dann sind V und W genau dann isomorph, wenn

Somit ist ein n-dimensionaler K-Vektorraum zum Vektorraum K" isomorph.
Hier schliefft sich ein Kreis: Wir haben in Definition 1.2.1 mit dem Vektor-
raum K" begonnen, um Losungsmengen linearer Gleichungssysteme definie-
ren zu kénnen. Ausgehend von den Eigenschaften dieses Vektorraums (Aufga-
be 1.2.10) haben wir das abstrakte Konzept des Vektorraums eingeftihrt. Nun
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stellt sich heraus, dass jeder ,abstrakte” endlichdimensionale Vektorraum im
Wesentlichen ein K" ist. Trotzdem hat sich der grofse Aufwand gelohnt. Ein Vek-
torraum besitzt nur selten eine ausgezeichnete Basis. (Man betrachte etwa die
in Abschnitt III.6 konstruierten Quotientenvektorraume.) Daher empfiehlt es
sich, die Theorie soweit wie moglich ohne die Verwendung von Basen zu entwi-
ckeln, d.h. ohne die Vektorraume mit K" zu identifizieren. Auf der anderen Seite
kédme man kaum auf die Idee, fiir K" eine andere Basis als die Standardbasis
zu wahlen. Dennoch wird sich in Kapitel IV und V zeigen, dass die geschick-
te Wahl einer Basis sich oftmals auszeichnet. Daher ist es wichtig, tiber einen
Formalismus zu verfligen, mit dem man diese Wahl angemessen beschreiben
kann.

Lineare Komplemente. — Eine Variante von Satz II1.4.10, ii), flihrt zu einem
weiteren Verfahren, mit dem man einen Vektorraum in kleinere Bestandteile
zerlegen kann.

Definition II1.5.35. Es seien V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Teil-
raum. Ein linearer Teilraum U’ C V ist ein lineares Komplement zu U in V,
wenn

V=ugu’
gilt.

Nach Definition III.2.1, ii), bedeutet die Bedingung V = U ¢ U’, dass
V=Uu+U={u+u'juel, u elU’}

und
unu’ ={0},

also dass sich jeder Vektor aus V in eindeutiger Weise als Summe eines Vektors
aus U und eines Vektors aus U’ darstellen lasst.

Lemma II1.5.36. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, U C V ein
linearer Teilraum und U’ C V ein lineares Komplement zu U. Dann gilt:

Beweis. Die Vektorrdume U und U’ sind ebenfalls endlichdimensional (Folge-
rung II1.4.11). Wir wahlen eine Basis B fiir U und eine Basis B’ fir U’. Wir
behaupten, dass B UB’ eine Basis fur V ist. Zunachst zeigen wir, dass die Men-
ge B U B’ den Vektorraum V erzeugt. Es sei v € V. Es existieren Vektoren u € U
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und ' € U’ mit v=u+u'. Weiter gibt es A\, € K, b € B, und p € K, b’ € B/, mit
u=>) A -bundu' = ) w -b’. Es folgt

beB b’eB’

v=) A-b+ ) b e (BUB).

beB b’eB’

Weiter seien A, € K, b € B, und w, € K, b’ € B/, so dass

> Apb+ Y pp-b =0,

beB b’eB’

Es folgt, dass
Z)\bb:— Z Hb"b/'
beB b’€B’
—
=uel =u’el’
Somit gilt u,u’ € UNU’, d.h. u =u' = 0. Da B eine Basis von U ist, haben wir
Ay =0, b € B. Ebenso folgt, dass pu,» =0, b’ € B’. Wir haben nachgewiesen, dass

die Menge B U B’ linear unabéangig ist. O
Bemerkungen und Beispiele 111.5.37. i) Es sei V ein K-Vektorraum. Far U = {0}
ist U’ = V das einzige lineare Komplement, und fiir U = V ist U’ = {0} das
einzige.

ii) Wir betrachten den unendlichdimensionalen K-Vektorraum V := Abb(N,
K) (s. Aufgabe I1.3.7 und Beispiel I11.1.2, ii) und definieren

u = {f € Abb(N,K) | vn € N ungerade : f(n) =0 },
u = {feAbb(N,K) WneNgerade:f(n) :O}.
Dann gilt

v=Uugu'.

Man beachte, dass sowohl U als auch U’ unendlichdimensional ist.

iii) Lineare Komplemente sind nicht eindeutig bestimmt. Es sei z.B. U =
((3)) € K2 Dann ist U := (()) fir jeden Vektor (¢) mit b # 0 ein lineares
Komplement.

Satz II1.5.38. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U C V
ein linearer Teilraum. Dann existiert ein lineares Komplement U’ C V zu U.

Beweis. Es sei F eine Basis fiir U. Dann kénnen wir nach Satz I11.4.10, ii), eine
Teilmenge F' C V finden, so dass F U F’ eine Basis von V ist. Man uberprift
muhelos, dass U’ := (F’) ein lineares Komplement zu U ist. O
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Als Kleine Anwendung notieren wir:

Lemma III.5.39. Es seien V, W zwei K-Vektorrdume, f: V — W eine lineare
Abbildung, und U’ C V ein lineares Komplement zu Ker(f). Dann ist

fu: U — Bild(f)
u — f(u)
ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung f) ist offenbar linear. Sei w € Bild(f). Es gibt also einen
Vektor v € V mit f(v) = w. Ferner existieren Elemente u € Ker(f) und v’ € U’ mit
v =u+u'. Wir finden

w="f(v)=flu+u)="~f(lu)+ flu) =flu) =fu(u).

Dies zeigt, dass fjy, surjektiv ist. Jetzt sei u’ € Ker(fy/). Also f(u') = fju.(u') =0,
so dass u’ € Ker(f) N U’ ={0}. Nach Lemma III.5.7 ist f/ injektiv. O
Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen. — Die Dimension des Bilds

und des Kerns einer linearen Abbildung sind tber die folgende Formel mitein-
ander verbunden. Damit kann man z.B. die in Problem II1.4.17 gestellte Frage
beantworten.

Satz II1.5.40 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Es seien V, W Vek-
torrdiume tiber K und f: V — W eine lineare Abbildung. Der Vektorraum V sei
endlichdimensional. Dann gilt

Dimy (Ker(f)) + Dimy (Bild(f)) = Dimg(V).

Beweis. Wir wahlen geméaf3 Satz II11.5.38 ein lineares Komplement U’ zum Un-
terraum Ker(f) von V. Dann gilt:

e Dimy (Ker(f)) 4+ Dimg(U’) = Dimk (V) (Lemma II1.5.36);

e Der Unterraum U’ ist isomorph zu Bild(f) (Lemma II1.5.39), so dass insbe-
sondere Dimg(U’) = Dimy (Bild(f)).

Diese beiden Tatsachen ergeben zusammen die Behauptung des Satzes. O

Folgerung II1.5.41. Gegeben seien endlichdimensionale K-Vektorrdiume V, W
und eine lineare Abbildung f: V — W.

i) Falls f injektiv ist, dann ergibt sich Dimg (V) < Dimg(W).

ii) Falls f surjektiv ist, dann folgt Dimy (V) > Dimg(W).

iii) Gilt Dimy (V) = Dimg (W), so sind folgende Aussagen dquivalent:
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a) Die Abbildung f is ein linearer Isomorphismus.

b) Die Abbildung f ist injektiv.

c) Die Abbildung f ist surjektiv.

iv) Es seien m,n > 1 nattirliche Zahlen und A eine (m x n)-Matrix. Dann gilt

S-Rg(A) =Z-Rg(A).

Bewseis. i) Hier gilt Ker(f) = {0} und V = Bild(f) (Lemma II1.5.39). Da Bild(f)
W ein linearer Teilraum ist (Eigenschaft II1.5.4, i), haben wir Dimy(Bild(f))
Dimyg (W) nach Folgerung I11.4.11.

ii) Es gilt W = Bild(f), so dass aus der Dimensionsformel

C
<

Dimyg (W) = Dimg (V) — Dimg (Ker(f)) < Dimg(V)

folgt.

iii) Ein Isomorphismus ist nach Definition bijektiv, d.h. sowohl injektiv als
auch surjektiv. Somit sind die Implikationen ,a)=—b)* und ,,a)=—c)" offensicht-
lich. Fur ,b)=—a)“ beobachten wir, dass die Voraussetzung und die Dimensi-
onsformel wegen Ker(f) = {0}

Dimy (Bild(f)) = Dim(V) = Dimg (W)

ergeben. Da Bild(f) ein linearer Teilraum von W ist, impliziert die Gleichung
Dimy (Bild(f)) = Dimg (W), dass Bild(f) = W. Es bleibt ,c)=—a)“ nachzuweisen.
Hier besagen die Voraussetzungen

Dimy (Bild(f)) = Dimg (W) = Dimg (V).

Die Dimensionsformel zeigt Dimyg(Ker(f)) = 0, d.h. Ker(f) = {0}. Nach Lemma
II1.5.7 ist f injektiv.
iv) Es gilt S-Rg(A) = Dimg(Bild(fa)). Nach der Dimensionsformel fur f, hat
man
Dimy (Bild(fa)) = Dimg(K") — Dim (Ker(fa)).

Wegen Ker(fa) =L(A,0) (Bemerkung III.5.18) lautet die Behauptung also
Z-Rg(A) =n — Dimy (L(A, 0))
und ist nach Folgerung II1.4.15 wahr. OJ

Definition III.5.42. Es seien m,n > 1 nattirliche Zahlen und A eine (m x n)-
Matrix. Die Zahl
Rg(A) := S-Rg(A)

ist der Rang der Matrix A.
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Aufgabe 111.5.43.
a) Es seien M eine Menge, V ein K-Vektorraum und x € M. Zeigen Sie, dass die
so genannte Auswertungsabbildung

ev,: Abb(M,V) — V

linear ist.

b) Es seien M und N Mengen, und V und W seien K-Vektorraume. Ferner seien
eine Abbildung ¢: M — N und eine lineare Abbildung 1{: V — W gegeben.
Zeigen Sie, dass es sich bei den Abbildungen

@": Abb(N,V) — Abb(M,V)
f — fog

und

VP,: Abb(M,V) — Abb(M,W)
f — YPof

um lineare Abbildungen handelt. Benutzen Sie eine Abbildung vom Typ ¢*, um
einen linearen Isomorphismus zwischen den VektorrAumen Mat(m,n;K) und
K™™ herzustellen.

Aufgabe 111.5.44.

Es seien A € Mat(m,n;K) eine (m x n)-Matrix und f,: K* — K™ die in Definition
II1.5.11 definierte zugehorige Abbildung. Rechnen Sie nach, dass f, eine lineare
Abbildung ist.

Aufgabe 111.5.45.
Wir betrachten eine lineare Abbildung fa: K3 — K3, K := F;. Berechnen Sie
Ker(fa), f'({v}) und f'({(v)) zu den Daten

|
AN\ = —
<
]
N = —

1 1
A= -2 —1
2 -1

Aufgabe 111.5.46.
Gegeben seien folgende Vektoren im R*:

1 -2 3 —5

5 -7 11 —14

V) i= 1 y V2 1= 3 yV3 (= 6 y V4 (= 12
—1 3 -3 6
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Gibt es eine lineare Abbildung f: R* — R® mit

1 1 0 4
f(V]) = 3 , f(\)z) = —1 y f(\)g) = 0 und f(V4) = 8 ?
1 0 1 0

Aufgabe 111.5.47.

Zeigen Sie, dass Homy(V, W) ein linearer Teilraum von Abb(V, W) ist (s. Aufgabe
I11.1.8).

Aufgabe 111.5.48.

Es seien V, W Vektorrdume tiber dem Koérper K, B C V eine Basis und f:B— W

eine mengentheoretische Abbildung. Fiur!® v =} A, - b definieren wir
beB

f(v) ==Y Ay f(b).

beB

Erlautern Sie, warum dieser Ausdruck wohldefiniert ist, und weisen Sie nach.
dass

f:v. — W
v — f(v)

eine lineare Abbildung ist, die fg = f erfallt.

Aufgabe 111.5.49.

Es sei V ein K-Vektorraum, und U, U’ seien UnterrdAume von V. Gemaf Aufgabe
I1I.1.9 kénnen wir die direkte Summe U & U’ der Vektorraume U und U’ bilden
und, wie in Definition III.2.1, ii), beschrieben, die Summe U + U’ in V. Geben
Sie eine ,nattirliche” lineare Abbildung f: U® U — V mit Bild(f) = U+ U’ an.
Zeigen Sie, dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn V = U & U (im
Sinne von Definition II1.2.1, ii), gilt.!! Bestimmen Sie allgemeiner den Kern von
f und leiten Sie die Dimensionsformel fiir Unterrdiume

aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ab.

Aufgabe I11.5.50.
Gegeben seien die Unterrdume

1 2 0 1
U::< 01, 3 >, U’::< 1, 1 >
—1 1 1 —2

10Wjie tiblich miissen fast alle Koeffizienten A, € K, b € B, null sein.
1Die Doppelbezeichnung fiir zwei an sich verschiedene Objekte ist also gerechtfertigt.
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von R3. Berechnen Sie eine Basis fiir U N U/, und bestimmen Sie die Summe
U+ U’ C R3 als Unterraum. Ermitteln Sie schlieflich ein lineares Komplement
zuuUnNnuWinu+u'.

III.6 Quotientenvektorraume

Definition III.6.1. Es seien V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Teil-
raum. Fuar Vektoren v,v’ € V schreiben wir

veuv = v —vel.
Falls v ~y v/, dann sind v, v’ kongruent modulo U.

Bemerkungen I11.6.2. i) Nach Lemma I1.4.5 ist .~ eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen sind von der Form

Mu=v+U={v+uluelU}, vev.

ii) Es gilt genau dann v ~;, v/, wenn es einen Vektor u € U mit v/ =v + u gibt,
v e V.

Satz III.6.3. Es seien V ein K-Vektorraum, U C V ein linearer Teilraum und
W = V/U die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation ,~*“.
i) Die Abbildungen

+ WxW —

(Mu, VIu) — b+,
S KxW —
A lu) — Ay

sind wohldefiniert und definieren auf W die Struktur eines K-Vektorraums.
ii) Die Zuordnung

mV — W
v — [y

ist eine surjektive lineare Abbildung mit
Ker(m) = U.
Falls V endlichdimensional ist, so gilt
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Beweis. i) Wir wissen bereits, dass ,+“ wohldefiniert ist und (W, +) eine abel-
sche Gruppe (Satz I1.4.6). Es ist nun die Wohldefiniertheit von ,,-“ zu verifizieren.
Dazu seien A € K, ve V, u € U und v/ =v + u. Wir wollen

A vy =[A-vlu
zeigen. Dazu berechnen wir
AVvVi—Av=A-(V—=v)=A-u

Das Element A - u gehort zu U, denn U ist ein linearer Teilraum. Die Gultigkeit
der verbleidenden Axiome (S1) - (S4) ist angesichts der Definition von ,+* und
.~ eine unmittelbare Konsequenz der Gultigkeit der entsprechenden Axiome im
Vektorraum V.

ii) Die Linearitat und die Surjektivitat von = sind offensichtlich. Es sei u € U.
Dann gilt 0 —u = —u € U, so dass u ~y 0 und [u]y = [0]y. Dies zeigt u € Ker(m).
Sei umgekehrt v € Ker(m). Dies bedeutet

sodass O~y v,alsov=v—0¢€ U. ]
Wir kénnen jetzt endlich Problem 1.4.6, ii), 16sen:
Folgerung III.6.4. Es seienn > 1 eine natlirliche Zahl und U C K" ein linearer

Teilraum. Dann existieren eine nattirliche Zahl m € {1,...,n} und eine (m x n)-
Matrix A mit

U =1~L(A,0).
Beweis. Wir wahlen eine durchnummerierte Basis B fiir den K-Vektorraum

W := K"/U und definieren mit den Bezeichnungen aus Satz III.5.32 und III.6.3
die lineare Abbildung

g: K" W 2B K™ moi= #B.

Es gibt eine (m x n)-Matrix A, so dass g = fa (Folgerung II1.5.22). Nun erkennen
wir mit Satz I11.6.3, ii), und Bemerkung II1.5.18

U = Ker(m) = Ker(g) = Ker(fa) = L(A,0).

Die Gleichheit der Kerne ergibt sich aus der Tatsache, dass ®g ein Isomorphis-
mus ist. U
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Satz III.6.5 (Homomorphiesatz). Es seien V, W Vektorrdume tiber dem Kérper
K und f: V— W eine lineare Abbildung. Dann ist die Abbildung

f: V/Ker(f) — Bild(f)
v — f(v)

wohldefiniert und ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen, dass f wohldefiniert ist. Es seien v € V, u € Ker(f) und
v/ =v +u. Wir finden

fv) =flv+u) =f(v) + fu) = f(v) + 0 = f(v).

Die Linearitat ergibt sich folgendermafien: Es seien A € K und v,v’ € V. Dann
haben wir

(] + ) = (v + V1) = fv+v) = f(v) + F(v') = F(v]) + (V)

und ebenso ~ ~ B
fA- ) =F(A-V]) = fF(A-v) = A f(v) = A-F(V]).

Schlieflich ist zu zeigen, dass f bijektiv ist. Sei w € Bild(f). Dann existiert ein
Vektor v € V mit f(v) =w, und wir finden

f(v]) = f(v) =w.

Damit gilt w € Bild(f). Diese Uberlegung liefert die Surjektivitit von f. Fir
die Injektivitat zeigen wir, dass der Kern trivial ist. Sei v € V ein Element mit
f([v]) = 0. Wegen f(v) = f([v]) gilt v € Ker(f) und deshalb [v] = 0. O

Dieser Satz gibt einen ersten Eindruck davon, wie Quotientenvektorraume
auf naturliche Weise auftreten. In der Linearen Algebra kann man anstatt mit
Quotientenvektorraumen oft auch mit linearen Komplementen arbeiten (vgl.
Aufgabe I11.6.7). Wir haben in Beispiel 111.5.37, iii), gesehen, dass lineare Kom-
plemente im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sind. Dagegen ist die Kon-
struktion des Quotientenvektorraums kanonisch, d.h. sie hangt nicht von zu-
satzlichen Wahlen ab. Die Konstruktion des Quotientenvektorraums funktio-
niert auch im unendlichdimensionalen Kontext problemlos. Dagegen erfordert
der Beweis der Existenz eines linearen Komplements in dieser Situation das
Auswahlaxiom. Man beachte weiter, dass fiir einen K-Vektorraum V, einen li-
nearen Teilraum U C V und ein lineares Komplement U’ von U die induzierte
Abbildung m.: U — V/U ein Isomorphismus ist. Man kann den Quotienten-
vektorraum also als intrinsische Version des linearen Komplements ansehen.
Allerdings ist der Quotientenvektorraum kein linearer Teilraum des urspriing-
lichen Vektorraums. Schlieflich sei darauf hingewiesen, dass in anderen Si-
tuationen, wie etwa der Gruppentheorie, Komplemente im Allgemeinen nicht
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existieren und man somit auf die Konstruktion etwa von Faktorgruppen (vgl.
Satz 11.4.6) angewiesen ist. Fur eine Diskussion von Quotientenvektorrdiumen
mit Blick auf ,kategorielle® Konzepte verweisen wir auf [2], Kapitel II.

Aufgabe 111.6.6.
a) Es seien vy, ...,v; € K" und U := (vy,...,v5) C K". Entwickeln Sie mit Hilfe der
obigen Ergebnisse einen Algorithmus zum Auffinden einer (m x n)-Matrix A,
fiir die

L(A,0)=U

gilt. Hierbei ist m = n — Dimy (U).

Hinweis. Geben Sie zunéichst ein Verfahren an, dass aus den Vektoren vy, ..., Vg
eine Basis fir U auswahlt.

b) Bestimmen Sie mit dem Verfahren aus a) eine Matrix A, fur die

1 —1 3 4,5
2 2 -2 1
L(A,0) = < 3,1 =3 |, 9 |,] 13,5 > CR®
4 4 —4 2
5 -5 15 23,5
gilt.
Aufgabe 111.6.7.

Beweisen Sie Folgerung II1.6.4 mit Hilfe von linearen Komplementen anstatt
mit Quotientenvektorrdumen.

Aufgabe 111.6.8.

Es seien V, W zwei K-Vektorraume, f: V — W eine lineare Abbildung, U C V
ein linearer Teilraum und n: V — V/U die Projektion aus Satz II1.6.3, ii).

a) Beweisen Sie, dass es genau dann eine lineare Abbildung f: V/U — W mit

f=fom

gibt,!? wenn
U C Ker(f)

12Man kann sich diese Bedingung mit dem Diagramm

v—"w

by

v

7 s
PREET:

v/u

weranschaulichen“ (vgl. Definition IV.1.21, iii).
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gilt. Uberpriifen Sie auch, dass f in diesem Fall eindeutig bestimmt ist.
b) Weisen Sie nach, dass im Fall U C Ker(f) die Gleichung

Ker(f) = Ker(f)/U

erfullt ist. Erlautern Sie dazu auch kurz, inwiefern Ker(f)/U ein Unterraum von
V/U ist.
Zeigen Sie weiter

Bild(f) = Bild(f).

Aufgabe 111.6.9.
Es seien V, W endlichdimensionale K-Vektorraume und f: V — W eine lineare
Abbildung. Der Vektorraum

Koker(f) := W/Bild(f)

wird als Kokern von f angesprochen.
a) Beweisen Sie, dass die Abbildung f genau dann surjektiv ist, wenn Koker(f) =
{0} gilt.

b) Zeigen Sie, dass folgende Dimensionsformel gilt:
Dimy (V/Ker(f)) 4+ Dimy (Koker(f)) = Dimg(W).

Aufgabe 111.6.10.
Wir betrachten die Abbildung f,: R® — R* zu der Matrix

1T 01
2 -1 3
0 —1 1
4 -2 6

€ Mat(4, 3;R).

Bestimmen Sie Ker(f), Bild(f), und geben Sie eine Basis fur Koker(f) an.
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Im vorangegangenen Kapitel haben wir die Grundbegriffe der Linearen Alge-
bra eingefuihrt. Dies sind Vektorraume und lineare Abbildungen zwischen Vek-
torraumen. Neben dem abstrakten Begriffsapparat und den theoretischen Aus-
sagen spielen explizite Berechnungen eine grof3e Rolle. Dazu verwendet man
Matrizen. Wir haben bereits gesehen, wie man fiir gegebene nattrliche Zahlen
m,n > 1 lineare Abbildungen von K™ nach K™ mit Hilfe von Matrizen beschrei-
ben kann, und verschiedene abstrakte Begriffe der Linearen Algebra mit Kon-
zepten aus der Theorie linearer Gleichungssysteme verglichen. Die Beschrei-
bung linearer Abbildungen durch Matrizen lasst sich auf endlichdimensionale
Vektorrdume zusammen mit einer durchnummerierten Basis ausdehnen. Ge-
schickte Wahlen von Basen fiithren zu besonders einfachen Matrizen, an denen
man die wichtigsten Daten der linearen Abbildung wie Kern, Bild und Rang
sofort ablesen kann. Dies kann man auch anwenden, wenn die beteiligten Vek-
torraume von der Form K" sind, d.h. es kann sinnvoll sein, auch mit anderen
Basen als der Standardbasis zu arbeiten. In den Beweisen spielen die Resulta-
te zu Zeilen- und Spaltenumformungen aus dem ersten Kapitel eine wichtige
Rolle. Wir werden dazu Zeilen- und Spaltenumformungen durch das Matrix-
produkt beschreiben. SchliefSlich werden wir die Theorie der Determinanten
entwickeln, der wir bereits im ersten Kapitel fiir (2 x 2)-Matrizen begegnet sind.
Sie wird fur das folgende Kapitel unverzichtbar sein.
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IV.1 Das Matrixprodukt

Beobachtung IV.1.1. Es seien m,n > 1 natiirliche Zahlen. Dann ist die Abbil-
dung

Yon: Mat(m,n;K) — Homg (K", K™)
A — fa

ein linearer Isomorphismus.

Beweis. In Folgerung III.5.22 wurde bereits nachgewiesen, dass ¥,,, eine bi-
jektive Abbildung ist. Wir mtissen somit noch tberpriufen, dass V., linear ist.
Dazu erinnern wir an folgende Tatsachen:

e Zwei lineare Abbildungen f,g: K* — K™ sind genau dann gleich, wenn
f(ej) = g(e;) fur j =1,...,n gilt (Satz I11.5.21).

e Fur eine Matrix A € Mat(m,n;K) stimmt f(e;) mit der j-ten Spalte von A
uberein, j = 1,...,n (s. Definition II1.5.11).

Es seien A = (aij)ia] ,,,,, my B = (by)i=r,...m € Mat(m,n;K) Matrizen und A € K eine

,,,,, =1,...,n

Zahl. Dann ist die ]j: -te nSpalte der Matriz A + B durch

ayj —l—b1j

A + Dmj
gegeben und die j-te Spalte von A - A durch

A- (11]'
: y J=1,.,mn
A Qmj
Fuarje{1,...,n} folgt also
ay; + b]j ay b]j
fars(e) = : = : + : = fale;) + falej)
amj + bmj amj bmj
und
A ay; Ay
f)\.A(ej) = =A- :AfA(e])
A- am]' am]'

Auf Grund der oben genannten Eigenschaften sind fa,g und fa + fg bzw. fya
und A - f5 identisch. O
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Definition IV.1.2. Es seien 1, m,n > 1 natirliche Zahlen und A € Mat(l, m;K),
B € Mat(m, n;K) Matrizen. Das Produkt von A und B ist die Matrix

A -B =W (fa o fg) € Mat(l, n; K).

BemerkungenIV.1.3. i) Das Matrixprodukt ist durch die Eigenschaft fa.5 = faofp
charakterisiert.

ii) Man beachte, dass das Matrixprodukt nur definiert ist, wenn die Anzahl
der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B tibereinstimmt.

Wir wollen jetzt eine explizite Formel fiir das Produkt zweier Matrizen erar-
beiten. In der Situation von Definition IV.1.2 seien

A — (au)li] ..... 1 und B == (b]'k)):l ..... m
Behauptung. Es sei
A-B= (Cik) i=1,...,1
Dann gilt
Cik:Zaij 'b]'k, i= ],...,l, k= ],...,TL. (Nl)
j=1

Beweis. Fur k € {1,...,n} hat man

Cik bk m m as;
= faslex) = fa(fslen)) = fa : = by fale) =) by
Cix bk j=1 j=1 ij
Daraus liest man die behauptete Formel ab. O

Bemerkung IV.1.4. Es seien i € {1,...,1} und k € {1,...,n}. Umn das Element c;
in der Produktmatrix A - B zu ermitteln, benotigt man die i-te Zeile der Matrix
A und die k-te Spalte der Matrix B. Wir multiplizieren komponentenweise, d.h.
den ersten Eintrag der Zeile mit dem ersten Eintrag der Spalte, den zweiten
Eintrag der Zeile mit dem zweiten Eintrag der Spalte usw., und summieren
dann auf. Fur den Anfang mag die Schreibweise die Berechnung in Abbildung
IV.1 vereinfachen.

Beispiel IV.1.5. Wir berechnen das Produkt einer (3 x 3)-Matrix und einer (3 x 2)-
Matrix mit rationalen Koeffizienten:

~1 03 23 (—=1-2+0-14+3-3) (=1-34+0-5+3-1)
2 41|15 = (2:2—4-1+1-3)  (2-3—4-5+1-1)
1 50 31 (1-24+5-14+0-3)  (1-345-54+0-1)

7 0

= (3 -13

7 28
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k-te Spalte
by oo [ bin
[ ]
Bpyg coeeeeee Bligge s eieen e b
ap ...... A1m
m
i-te Zeile —G4 Qim Cik = ) aij - bk
: : =1
(11] ...... alm

Abbildung IV.1: Zum Matrixprodukt

Satz IV.1.6. Es seien I, m,n,p > 1 natiirliche Zahlen, A, A’ € Mat(l,m;K), B,B’ €
Mat(m,n;K), C € Mat(n, p; K) Matrizen und A € K. Dann gelten folgende Rechen-
regeln:

i)A-(B+B)=A-B+A-B,(A+A’')-B=A-B+A’-B.

i) A-(A\-B)=(A-A)-B=A-(A-B).

iii) (A-B)-C=A-(B-C).

Beweis. Diese Regeln ergeben sich unmittelbar aus den entsprechenden Re-
geln fiir Abbildungen (s. Satz I11.5.24). Fir iii) beobachten wir z.B.

fiap.c =fapofc=(faofg)ofc=Ffro(fgofc)="Faofpc="TFamo).
Zusammen mit Beobachtung IV.1.1 folgt die behauptete Gleichheit. OJ
Folgerung IV.1.7. Das Tupel (Mat(n;K), +, -) ist ein Ring mit Einselement E,,.
Beispiel IV.1.8. Wir setzen

und berechnen
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sa-(59)(50)-(3¢)

Insbesondere hat der Ring Mat(n; K) Nullteiler.

Zeilen- und Spaltenoperation. — Die in Definition [.3.1 und Aufgabe 1.4.10
eingeflihrten Zeilen- und Spaltenumformungen lassen sich mit Hilfe von Ma-
trixprodukten beschreiben.

Definitionen IV.1.9. Es sei n > 1 eine naturliche Zahl.
i) Fur Indizes k,1 € {1,...,n} mit k # |l und eine Zahl A € K sei die (n x n)-

,,,,,

1, i=j

gy =4 A, i=kAj=1, ij=1.,n
0, sonst
l-te Spalte

1
1 |
|
. |

- - -1 - - X - - - - - - — k-te Zeile

Qu(A) = o

Abbildung IV.2: Die Elementarmatrix Qy;(A)

ii) Fur Indizes 1 < k < 1 < n sei die (n xn)-Matrix Py, = (py;) i=1,m (s. Abbildung
IV.3) gegeben durch

.....

1, i=jAig{k 1}
1, i=kAj=1

Py = 1, i=1lAj=k y Li=T1.,mn
0, sonst
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- - = — k-te Zeile

|
|
|
1
|
|
|
- - -0 - - - — 1-te Zeile
|
|
|

k-te Spalte  l-te Spalte

Abbildung IV.3: Die Elementarmatrix Py,

iii) Fur einen Index k € {1,...,n } und eine Zahl A € K\ {0} sei Sx(A) = (sij) i=1....m
-
die (n x n)-Matrix (s. Abbildung IV.4) mit

A, i=j=k
Syj == 1, 1:]7ék y i,j:1,...,n.
0, sonst
k-te Spalte
1
1
1

1

|
|
|
S¢(A) = - - = A = = = — k-te Zeile
|
|
|

1

Abbildung IV.4: Die Elementarmatrix Sy (A)

iv) Eine Matrix A € Mat(n; K) nennt sich Elementarmatrix, wenn sie eine der
Gestalten aus Teil i) - iii) annimmt.
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Satz IV.1.10. Es seien m,n > 1, A € Mat(m, n;K) eine (m x n)-Matrix und A € K.

i) Fiir 1 <k #1 < m seien A!Y die Matrix, die aus A entsteht, wenn man das
A-Fache der 1-ten Zeile zur k-ten addiert, A% die Matrix, die man erhdilt, indem
man in A die k-te und die l-te Zeile vertauscht, und A® diejenige, die sich aus A
durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A ergibt. Dann hat man_folgende Formeln!

AV=QuA) A, AP =Pyq-A und AP =S(A)-A.

ii) Es seien 1 < k # 1 < n, A(;, die Matrix, die aus A entsteht, wenn man das
A-Fache der k-ten Spalte zur l-ten addiert, A, diejenige, die man erhdlt, indem
man in A die k-te und die l-te Spalte vertauscht, und As) die Matrix, die sich
aus A durch Multiplikation der k-ten Spalte mit A ergibt. Dann hat man folgende
Formeln

A=A -QuA), Ag=A-Pu und Ag =A-SiA).

Beweis. Das ergibt sich durch direktes Nachrechnen. OJ

Folgerung IV.1.11. Es sei A € Mat(m,n;K) eine (mxn)-Matrix vom Rang r. Dann

existieren nattirliche Zahlen s,t € N und Elementarmatrizen By, ..., B; € Mat(m, K)
und Cy, ..., C; € Mat(n; K), so dass
E, |0
By----- B-A-Cyovv-- Ct:(O O)

Beweis. Das ergibt sich aus dem vorangehenden Satz und Aufgabe 1.4.10. [

Beispiele IV.1.12. i) Die folgenden Matrizen mit Eintragen im Korper Q illustrie-
ren, wie Zeilen- bzw. Spaltenoperationen vom Typ (ZI) bzw. (SI) durch Links-
bzw. Rechtsmultiplikation mit einer Elementarmatrix vom Typ Qi (A) realisiert

werden konnen:
1 -2 7 0 _ 1—A =245\ 7 2A
—1 5 0 2 o —1 50 2)°
2
1
0

(o7)

0 1 0 2
100 T+A 1 1

AT o] =
-1 - 3o —T—A =1 0
2 0 -2 2 0 -2

Hier sind fiir Qy(A), Pix1 und S¢(A) die entsprechenden (m x m)-Matrizen einzusetzen.
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ii) Die Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten erhélt man durch Links-
bzw. Rechtsmultiplikation mit einer Matrix vom Typ P;;:

0 1 1270\ (-1 502

(10)'(—1 502)‘(1—270)’
1000

1 =270 0001 | _ 107 =2

<—1502)'oo10 _<—1zo 5)'
0100

iii) Mit Hilfe von Elementarmatrizen vom Typ S¢(A) kann man Zeilen- bzw.
Spaltenoperationen vom Typ (ZIII) bzw. (SIII) beschreiben:

100 -1 03 —1 0 3
O A0 |- 2 —4 1 = A2 A4 A1),
0 01 1T 50 1 5 0
-1 03 100 -1 0 3-A
2 41111010 = 2 -4 1-A
1T 50 0 0 A 1T 5 0
Invertierbare Matrizen. — In Beobachtung IV.1.1 haben wir gesehen, wie li-

neare Abbildungen von K" nach K™ mit (n x n)-Matrizen beschrieben werden
kénnen. Matrizen, die zu Isomorphismen fiithren, verdienen besondere Beach-

tung.

Lemma IV.1.13. Es seien n > 1 eine natiirliche Zahl und A € Mat(n;K) eine
(n x n)-Matrix. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Die lineare Abbildung fa: K" — K" ist ein Isomorphismus.
ii) Es gibt eine (n x n)-MatrixB mit A-B=E, =B - A.
iii) Die Matrix hat Rang Rg(A) = n.

Bewseis. ,i)—ii)*. Wenn f, ein Isomorphismus ist, dann gibt es eine lineare
Abbildung g: K" — K™ mit g o f = Idgn = f 0o g sowie eine (n x n)-Matrix B €
Mat(n;K) mit g = fg. Mit der Injektivitat der Abbildung V¥, , (s. Beobachtung
IV.1.1) folgert man aus
fg.a = fp o fa = Idxn = fg,,
dass B - A =E,. Die Gleichung A - B = E, erhilt man genauso.
Jii)—1)“. Es gilt

fA o] fB = fA-B = f]En = IdKn und fB o fA = fB-A = fEn = IdKn.
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Damit ist f4 nach Bemerkung III.5.9 bijektiv und somit ein Isomorphismus
(Definition II1.5.10).

~i)&=iii)". Nach Folgerung II1.5.41, iii), ist f4 genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn f, surjektiv ist. Letzteres ist dquivalent zu Bild(f,) = K" und somit
zu Dimy(Bild(fa)) = n. Die Dimension des Bilds von f, ist gerade der Rang von
A (Definition 111.4.12, ii), und II1.5.42). O

Definition IV.1.14. Eine (n x n)-Matrix A € Mat(n;K) ist invertierbar, wenn es
eine (n x n)-Matrix B € Mat(n; K) mit

A-B=E,=B-A

gibt. Die Matrix B heif3it dann die zu A inverse Matrix.
Schreibweise. A~ := B.

Bemerkung IV.1.15. Die inverse Matrix ist eindeutig bestimmt: Es seien A, B,
B’ € Mat(n;K) Matrizen mit A-B=E, =B’-A. Dann gilt B'=B’'-E, =B’- (A-B) =
(B’-A)-B=E,-B=B.

Beispiele 1V.1.16. i) Es seien A = ( 2 3 eine (2 x 2)-Matrix und Det(A) :=

d(a, b, c,d) die Determinante von A (Definition I.1.2). Mit Aufgabe I.1.6 und Lem-
ma IV.1.13 schlie3t man, dass A genau dann invertierbar ist, wenn Det(A) # 0.

In diesem Fall hat man
1 d —b
-1 _ )
A " Det(A) <—c a)'

ii) Die Elementarmatrizen aus Definition IV.1.9 sind invertierbar, und fir
die inversen Matrizen gelten die Formeln

leU\)_] = le(_A)> k,lE{],...,TL}, k#l) A € K>
Pl = Pu, I1<k<l<n,
S« = S(AT), ke{l,.,n} AekK.

Satz IV.1.17. Es seien n > 1 eine natiirliche Zahl und A € Mat(n;K) eine inver-
tierbare (n x n)-Matrix.
i) Es gibt eine natiirliche Zahlu > 1 und Elementarmatrizen Dy, ..., D,, so dass

ii) Die Matrix A kann durch eine Folge von Zeilenoperationen vom Typ (ZI),
(ZI1) und (ZI1]) in die Einheitsmatrix tiberfiihrt werden.
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Beweis. i) Eine invertierbare Matrix hat Rang n (Lemma IV.1.13). Nach Folge-

rung IV.1.11 gibt es naturliche Zahlen s,t > 0 und Elementarmatrizen By, ..., By,
C]) eeey Ct mlt

By----- By-A-Cpevvne C.=E,
Es ergibt sich

A = Bj ..... B]*1 th ..... Cﬂ

ii) Aus der gerade bewiesenen Darstellung von A leiten wir

Cpovvne Ci-By----- B,-A=E,
ab. Da die Linksmultiplikation mit einer Elementarmatrix einer Zeilenoperation
entspricht, ergibt sich die Behauptung. O
Berechnung der inversen Matrix. — Teil i) des Satzes zeigt uns auch, wie wir

die inverse Matrix ermitteln konnen. Dazu seien n > 1 eine natuirliche Zahl und
A € Mat(n;K) eine invertierbare (n x n)-Matrix. Wir bilden die (n x 2n)-Matrix

M = (A|En)

und fiihren sukzessiv Zeilenoperationen vom Typ (ZI) - (ZIII) aus, so dass A in
die Einheitsmatrix tiberftihrt wird. Das Ergebnis sei

M’ = (E,|B).

Dann gilt

B=A".
Beispiel 1V.1.18. Wir fihren dieses Verfahren fir eine (3 x 3)-Matrix mit ratio-
nalen Koeffizienten vor:

Zeilenoperation
01 4|1 00
12 —-1(0 10
1T 1 20 01
12 —-1(0 10
[~ 1I 01 4|1 00
11 2/0 0 1
1T 2 -1/0 10
I —1I O 1 —4|1 00
0O -1 3]0 —1 1
12 —-1/0 10
1+ 11 01 4|1 00
00 —1]1T =11
12 -1, 01 0
(—1)-1II 01 4] 10 O
o0 1|-1 1 -1
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10 7|-21 0
[-2-1I O1T -4 10 0
o0 1|-11 -1
10 0] 5 — 7
[—-7-11 o1 -4, 1 0 O
o0 1|-1 1 -1
100 5 -6 7
I+4-1II 01 0|3 4 —4
OO0 1| -1 1T -1
Zur Probe berechnen wir:
01 —4 5 —6 7 100
12 1)1 -3 4 -4]=101020
11 2 -1 1 -1 0 0 1
Die allgemeine lineare Gruppe. — In Definition III.5.30 haben wir die all-

gemeine lineare Gruppe eines Vektorraums eingeftihrt. Wir kénnen jetzt die
entsprechende Gruppe flir Matrizen definieren. Es sei n > 1 eine naturliche
Zahl. Man definiere

GL,(K) := { A € Mat(n;K) | A ist invertierbar }.
Es ist leicht zu sehen (vgl. Aufgabe IV.1.33), dass
VA,B € GL,(K): A -B e GL,(K).
Somit ist die Multiplikation

-2 GLn(K) x GLy(K) — GL,(K)
(A,B) — A-B

erklart. Mit Hilfe von Satz IV.1.6, iii), sieht man ein:

Satz IV.1.19. Die Menge GL, (K) zusammen mit dem Matrixprodulkt ist eine Grup-

pe.
Definition IV.1.20. Die Gruppe GL,(K) wird als allgemeine lineare Gruppe be-
zeichnet.

Darstellungsmatrizen. — Ein n-dimensionaler K-Vektorraum zusammen mit

einer durchnummerierten Basis kann auf kanonische Weise mit K™ zusammen
mit der Standardbasis identizifiert werden (Satz II1.5.32, i). Mit dieser Beobach-
tung lasst sich die Beschreibung linearer Abbildungen durch Matrizen ausdeh-
nen.
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Definitionen IV.1.21. i) Es seien VW zwei endlichdimensionale K-Vektorrau-
me, B = {by,...,,b,} eine durchnummerierte Basis fiir V, C = {cy,...,cn} €ine
fir W und f: V — W eine lineare Abbildung. Die eindeutig bestimmte (m x
n)-Matrix A, far die, in den Bezeichnungen von Definition III.5.11 und Satz
I11.5.32, i), die Gleichung

fo = ®cofody'

gilt, ist die Darstellungsmatrix fiir f bzgl. der durchnummerierten Basen B und
C.
Schreibweise. M{(f) := A.

ii) Es seien V, W, B, C wie in Teil i). Zusatzlich sei eine (m x n)-Matrix A
gegeben. Die lineare Abbildung

LE(A) = (1361 ofao®Dp

ist die zu A bzgl. B und C assoziierte lineare Abbildung.
iii) Es seien A, B,C,D Mengen und f: A — B, g:B—D,h: A — (C, 1. C —
D Abbildungen. Das Diagramm

A—

B
h Jg
C—-D
ist kkomrnutativ, wenn die Bedingung
gof=1loh
erfullt ist.

Bemerkungen 1V.1.22. i) Die Matrix M(f) ist durch die Bedingung, dass das
Diagramm

kommutieren soll, festgelegt.
ii) Entsprechend ist die lineare Abbildung L&(A) durch das kommutative
Diagramm

bestimmt.
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iii) Es seien V,W endlichdimensionale K-Vektorraume, B = {by,...,b,} bzw.
C = {c,...,cn} durchnummerierte Basen fir V bzw. W und A € Mat(m,n;K)
eine (m x n)-Matrix. Dann findet man

Rg(L¢(A)) = S-Rg(A).

Dazu betrachte man das kommutative Diagramm

L2(A)
V—W

o] Joe

K" fa K™
Da @ und @. Isomorphismen sind, hat man
Dimy (Bﬂd(L'é(A))) — Dimg(fa) = S-Rg(A).

Die letzte Gleichung haben wir bereits in Satz II1.5.16 beobachtet.

Beobachtung IV.1.23. Es seien V, W, B, C und f wie in Definition IV.1.21, i). Die
Zahlen a;, i =1,...,m,j = 1,...,n, werden durch die Formeln

f(b]) :Zaﬁ - Cyy ) :],...,Tl,
i=1

ermittelt. Dann gilt
ME(f) = (aij)ijj ..... .

Beweis. Mit Satz I11.5.32, i), und Definition IV.1.21, i), ergibt sich fiir einen
Indexj e {1,..,n}

(Dcofody')(e) = (Pcof)(Dp'(e)) = (Dcof)(by) = Oc(f(by))
= (DC <Z ai - Ci) = Z ay - q)C(Ci)
i=1 i=1
ay;

m
— E aij . ei —
i=1

Qmj
Daran lasst sich die Behauptung ablesen. OJ

Diese Beobachtung liefert ein Berechnungsverfahren fiir die Darstellungs-
matrix.
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Beobachtung IV.1.24. Es seien V, W, B, C und f wie in Definition1V.1.21, i), und

.....

LE(A)(by) = Z aj-ci, j=1T,.,m,
i=1

JSestgelegt.

Beweis. Diese einfache Verifikation tiberlassen wir der Leserin bzw. dem Leser
als Ubung. OJ

Satz IV.1.25. Es seien V, W, B, C und f wie in Definition 1V.1.21, i). Dann sind
die Abbildungen

Mg : Homg(V,W) — Mat(m,n;K)
f o ME(f)

und

L2: Mat(m,n;K) — Homy(V,W)

A — L2(A)
zueinander inverse lineare Isomorphismen.
Ferner gilt
W, g € Endc(V):  ME(fog) = ME(f) - ME(g)
und

VA,D € Mat(n;K): LE(A-D)=LE(A)oLE(D).

Beweis. Dass die angegebenen Abbildungen zueinander invers sind, kann man
sich mit Hilfe der in Bemerkung IV.1.22, i) und ii), angegebenen Diagramme
verdeutlichen. Formal argumentieren wir folgendermafien: Fir eine lineare Ab-
bildung f: V — W ist LE(ME(f)) die lineare Abbildung

CDE1 ofMg(ﬂoCDB = CDE1 o((I)Cofo(Dg])oCDB = ((DE1 o(DC)ofo((Dg]oCDB) =Idyofoldy =f.

Sei umgekehrt eine (m x n)-Matrix A € Mat(m,n;K) gegeben. Dann ermitteln
wir M2(LE(A)) durch

fmeea) = Peo LE(A) o @p' = Oc o (D' o fa 0 @p) 0 D' = fa.

Aus der Injektivitdtsaussage in Beobachtung IV.1.1 folgt M2(LE(A)) = A.
Wir Uberprifen, dass Mg linear ist. Es seien f,g: V — W lineare Abbildun-
gen. Wir haben
fus(reg = Pcol(f+glo®y' =dco(fody' +gody') =
= @cofody' +@cogo®y' =fusi+ furig = frzmimele):
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Hier haben wir zunachst die Distributivgesetze aus Satz II1.5.24 verwendet.
Im letzten Schritt haben wir die Linearitidt von V¥,,, benutzt (s. Beobachtung
IV.1.1). Die Injektivititsaussage in dieser Beobachtung zeigt Mg (f+g) = M2(f)+
ME(g). Entsprechend weist man nach, dass ME(A - f) = A - ME(f) fir A € K und
f € Homg(V, W) gilt.

Fir die Uberpriifung der Linearitéit von L kann man analog vorgehen. Man
kann aber auch benutzen, dass L¢ als Umkehrabbildung einer linearen Abbil-
dung linear ist (Satz III.5.8).

Schlieflich gilt nach Definition IV.1.21, i):

fME(fog) = ®gofogody' :(I)Bofo((l)g1 oCI)B)ogoCDg1 =
= (Ggofod;')o(Dgogody') = iz © fumBg) = FmB(nms(g)-

Die letzte Gleichung folgt dabei aus Bemerkung IV.1.3, i). Fur LE geht man
analog vor. O

Transformationsverhalten der Darstellungsmatrix unter Basiswechsel. —
Die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung hidngt von den gewahlten Ba-
sen ab. Wir konnen den Zusammenhang der Darstellungsmatrizen einer linea-
ren Abbildung zu verschiedenen Wahlen der Basen jedoch genau beschreiben.

Definition IV.1.26. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
B = {b,..,b,}, B" = {by,...,,b.} zwei durchnummerierte Basen von V. In der
Notation von Satz II1.5.32, i), setzen wir

Tg; = Pp/ 0 (Dg1: K" — Kn,
und S}, € Mat(n;K) sei die eindeutig bestimmte (n x n)-Matrix mit
fsg/ == TB/.
Bemerkung IV.1.27. In der Notation von Definition IV.1.21, i), ist S§, die Dar-
stellungsmatrix der Identitit bzgl. der Basen B und B'.

Eigenschaften IV.1.28. Es seien V ein K-Vektorraum und B, B’, B” drei durch-
nummerierte Basen von V. Es gelten die Formeln:

1) Tgll/ o TB/ = TE?//-

i) T8 = (T8) .

Beweis. i) Hier berechnen wir

Tg,l, @) T]l;’ = ((DB// [e] (Dg}) @) ((DB/ (o] (Dg1) = (DB// @) ((Dg} [e] (DB/) @) (Dg1 frd
= (DB” e} IdKn (¢] (D71 = (DB” o (D71 = ng
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ii) In diesem Fall erhalten wir
(TE8) " = (Ppr o @5") ' = (@3") " 0 @F) = Do D) =T5.
Dies ist die behauptete Gleichung. OJ

Satz IV.1.29. Es seien V,W endlichdimensionale K-Vektorrdume, B,B’ durch-
nummerierte Basen von V, C, C’ durchnummerierte Basen von W und f: V— W
eine lineare Abbildung. Dann sind die Darstellungsmatrizen von f bzgl. B und C
und bzgl. B’ und C’ durch die Transformationsformel

ME(f) = & - ME(F) - (SE) " =S, - ME(f) - SE’
verbunden.

Beweis. Vermoge Satz IV.1.25 lasst sich diese Aussage uber Matrizen in eine
Aussage Uiber lineare Abbildungen tibersetzen. Dazu berechnen wir

Dcrofody) = (Pero®@') o (Deofody')o(Dgody) =TS o(Pcofody')oTE.
Dies entspricht der Formel
ME (f) = SE, - ME(f) - SE'.
Dazu wende man wie angektindigt Satz IV.1.25 an. OJ

Folgerung IV.1.30. Es seien V; W Vektorrdume tiber dem Koérper K und f: V. —
W eine lineare Abbildung. Dann existieren durchnummerierte Basen B bzw. C

vonV bzw. W, so dass
E, |0

Dabei ist v der Rang der Abbildung f, d.h. die Dimension des Bilds von f (Defini-
tion I11.5.17).

Beweis. Es seien B’ bzw. C’ durchnummerierte Basen fur V bzw. W. Geméaf3
Folgerung IV.1.11 existieren invertierbare Matrizen S € GL,(K) und T € GL,(K),

so dass
S ME(f) - T = (ET%) . (IV.2)

Dabei seien m = #C’ = Dimg(W) und n = #B’ = Dimy (V).
Mit
ORES fT—1 O(DB/, Y= fSO(DC/ und g = fSofMB’(f)OfT
C/
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kommutiert das Diagramm

T w

\Y
(DB/J J/CDC/
fMB/ "
KTL

L>Km v .

oo s

K2 Km

()

Es existieren durchnummerierte Basen B bzw. C von V bzw. W, so dass ® =

und ¥ = @ (Satz I11.5.32, ii). Dementsprechend gilt
g = fme )
Ferner entnehmen wir dem Diagramm
g= (Dcofo(Dg1 =fso(DPcrofo CDg/]) o (fr-1)7".
Dazu gehort die Gleichung
ME(f) =S -ME(f)- (T T=S-ME(f)- T
von Matrizen. Mit (IV.2) ergibt sich die Behauptung.
Beispiel IV.1.31. Es seien V =Q3, W = Q?, B ={ej, ez €3},

1 1 1
B/ = o, [1],]1 ,
0 0 1

C={epe}, C'= { ( _? ) , ( (]) ) } Die Abbildung (Dg]:(@3 — Q? erfullt

1 1 1
er— | 0|, er— 1 und e;+— 1 .
0 0 1

Weiter gilt O = Idys. Damit haben wir

1
St =1| o
0

S Y—
— — —

Eine analoge Betrachtung liefert

, 0 1
sg:<_] O).

Dp
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—1
c [ 01\ [0 -1
se=( 7o) =(77%)
132
A':(o1z)

und fa: Q° — Q? die zugehorige lineare Abbildung. Dann haben wir ME(f,) = A
und

Es folgt

Es seien

ME (fa) = S& -ME(fa)-SE

1
und ( 1 ) auf
1

In der Tat gilt

132
01 2

und
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IV.1. Das Matrixprodukt

Aufgabe I1V.1.32.

=1,..

Cik ‘= Z Qaij - b]'k, i= ], ceey l, k= ], ceey TLL (IVS)
j=1

Benutzen Sie die Formel (IV.3), um die folgenden Regeln fiir das Matrix-Produkt
zu Uberprifen. Fur alle A;A’ € Mat(l, m;K), alle B,B’ € Mat(m,n;K), alle C €
Mat(n,p;K) und alle A € K gilt:

1. A-(B+B)=A-B+A-B,

2. (A+A)-B=A-B+A’-B,
3.A-(A\-B)=(A-A)-B=A-(A-B) und
4. (A-B)-C=A-(B-CQ).

Aufgabe I1V.1.33.
Es sei (R,+,:) ein nicht notwendigerweise kommutativer Ring (s. Definition
I1.3.1, i). Ein Element r € R ist eine Einheit, wenn es ein Element s € R mit

r-s=1=s-71
gibt.2 Wir setzen
R*:= {r € R|r ist eine Einheit }.

a) Zeigen Sie, dass

Vr,s € R*:r-s € R,
b) Nach Teil a) ist die Multiplikation

< R*XR* — R*

(rys) — T-s

definiert. Uberpriifen Sie, dass (R*,-) eine Gruppe ist.

Aufgabe IV.1.34.
Es sei n > 1 eine nattirliche Zahl. Gegeben seien zwei Matrizen A, B € Mat(n; K).
Zeigen Sie: Wenn A-B invertierbar ist, dann ist sowohl A als auch B invertierbar.

2Vorsicht. Wenn der Ring R nicht kommutativ ist, folgt aus r-s = 1 nicht unbedingt s -r = 1.
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Aufgabe IV.1.35.
a) Bestimmen Sie Elementarmatrizen By, ..., B € Mat(4; Q) und C;, ..., C; € Mat(5;

Q), fur die
_ ( Ergn | O
B, Bs-A-C; Ct_< 0 To
gilt. Dabei sei
o 2 8 -5 3
-2 3 7 =B 3
A= £ 7
2 -3 -6 4
T -1 — 2 0
b) Zeigen Sie, dass die reelle Matrix
o 1 -2 0
-2 0 1 -
A= 2 -1 4 —i
—4 1 =3 =2

invertierbar ist, bestimmen Sie A~', und schreiben Sie A als Produkt von Ele-
mentarmatrizen.

Aufgabe 1V.1.36.
Es sei K := 5. Wir definieren

0 1 —1 3
1 —1 —1 8
by = 5 | b; = = | b; = 3 und by = 3
= 5 7 =i
sowie _ _ L
1 0 -2
o= -1, c=[1 und c;:= 1
0 2 0

a) Schreiben Sie die Vektoren by, b,, b3, by, c1,c; und c; mit Eintragen der Form
a, 0 < a <5, und zeigen Sie, dass B = {b;,b,,b3,bs} und C = {cy,¢cz,c3} durch-
nummerierte Basen fiir K* bzw. K3 sind.

b) Es sei
1302
A=0421
2043

Berechnen Sie M2(f4). Schreiben Sie die Koeffizienten dabei wieder in der Form
a, 0<a<5.
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IV.2. Dualriaume

IV.2 Dualraume

Definitionen IV.2.1. i) Es sei V ein K-Vektorraum. Dann nennt man den K-
Vektorraum
VY .= Homg(V, K)

den Dualraumvon V.
ii) Es seien V, W Vektorrdume tiber dem Korper K und f: V — W eine lineare
Abbildung. Die Abbildung

frw — Vv
Il — lof

heif3t die zu f duale oder transponierte Abbildung .

Lemma IV.2.2. i) Es seien V, W zwei K-Vektorréiume und f: V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist die transponierte Abbildung f': WY — VV ebenfalls linear.
ii) Ftir K-Vektorrdume U, V; W und lineare Abbildungen f: U — V, g: V — W
gilt
(gof)t=f'og"

iii) FYir K-Vektorrdume und einen linearen Isomorphismus f: V — W hat
man
(ft)f1 _ (f71)t'

Beuweis. i) Es seien A € Kund 1,1": W — K lineare Abbildungen. Man tiberprift
leicht (vgl. Beweis von Satz I11.5.24)

A-Dof=A-(lof) und (l+1V)of=1lof+1of.
ii) Far 1: W — K gilt
(gof)f(l) =lo(gof)=(log)of="f(log)="f(g" (L)) = (f'og")(L).
iii) Offenbar hat man die Formel Id{, = Id,. Somit findet man mit ii)
Idys = (Idy)' = (fo f = (fFNlofh.
Daraus ergibt sich die Behauptung. OJ

Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und B = {by,...,b, } eine
durchnummerierte Basis fiir V. Nach Satz I11.5.21 ist

P: VY — Abb(B,K)

ls: B K

1 —
b — 1(b)
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ein linearer Isomorphismus. Weiter bilden die Abbildungen
fi: B — K

], b:bl P
b — {O, sonst i=1.,n,

nach Beispiel 111.4.3, iv), eine Basis fiir Abb(B, K). Somit ist Bt = {b',...,b"} mit
bt :='(f), i=1,...,n, eine durchnummerierte Basis fiir V.

Bemerkung IV.2.3. Die Basis B! = {b!,...,b"} ist durch die Bedingung
b'(by) =8y, 1,j=1,.,m,
charakterisiert.

Definitionen IV.2.4. i) Die Basis B! von V" ist die zu B duale Basis von VV.

,,,,,

,,,,,

ist die transponierte Matrix von A.

Beispiele IV.2.5. i) Fur jede Matrix A hat man (AY)' = A.

ii) Far

10 -2
A= 7 5 —13
—2 1 3

ergibt sich
1 7 =2
Al = 0 5 1
-2 —13 3

iii) Die transponierte Matrix von

12 50
AZ( 27-408)

ist
—1 2
7
t _
A= 5 10
0 8
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Satz IV.2.6. Es seien V, W endlichdimensionale K-Vektorréiume, B bzw. C durch-
nummerierte Basen von V bzw. W und B* bzw. C' die dazu dualen durchnumme-
rierten Basen von V¥ bzw. W". Dann gilt

ME: () = (ME(£)"
ftir jede lineare Abbildung f: V — W.

Beweis. Es sei Mg (f) = (ayj)i=1,..m. Fiir j =1,..., mund i = 1, ..., n berechnen wir

.....

ft(Cj)(bi) = (f(bi)) = <i Ay - Ck) = i Ay - Cj(Ck) = Qji.

Somit erkennen wir

ft(Cj) = Z Qjk - bk.

k=1

Damit ist die j-te Spalte von M§, (f) durch
aj

Ajn
gegeben, und wir erhalten die Behauptung. O

Folgerung IV.2.7. i) FYir natiirliche Zahlen 1, m,n > 1 und Matrizen A € Mat(l, m;
K), B € Mat(m, n;K) hat man

(A-B)'=B'- Al

ii) FYir eine natiirliche Zahln > 1 und eine invertierbare Matrix A € Mat(n; K)
gilt die Formel

(At)—l — (A_])t.

Eine weitere, interessante Anwendung von Satz IV.2.6 verbindet Eigenschaf-
ten einer linearen Abbildung und ihrer dualen. Der Rang einer Abbildung wur -
de dabei in Definition III.5.17 eingeftihrt.

Satz IV.2.8. Flir endlichdimensionale K-Vektorréiume V,W und eine lineare Ab-
bildung f: V — W hat man

Rg(f') = Rg(f).
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Beweis. Wir wenden Folgerung IV.1.30 an. Es gibt durchnummerierte Basen B
bzw. C von V bzw. W, so dass

E. |0
o= (5)

Wie in Beispiel 111.4.13 sieht man
Rg(f) =r.

Weiter zeigt Satz 1V.2.63
t t E, |0
Mg (") = (ME(f)) = ( 010 )

Hieran liest man Rg(f') = r ab. O

Bemerkung IV.2.9. Die Behauptung des Satzes ist dquivalent dazu, dass far
naturliche Zahlen m,n > 1 und eine (m x n)-Matrix A € Mat(m,n;K)

S-Rg(A) = S-Rg(A") = Z-Rg(A)

gilt. Damit haben wir einen weiteren Beweis fur Folgerung II1.5.41, iv), gefun-
den. Umgekehrt kénnen wir den obigen Satz auch aus dieser Folgerung ablei-
ten.

Aufgabe 1V.2.10.
a) Zeigen Sie, dass die Vektoren

—4 0,
b; = 2,5 y b, =
—1

und b3 = 2

B~ O G

eine Basis B’ fuir R® bilden.

b) Es seien B = {ej,e5,e3} bzw. und C = {1} die Standardbasen fiir R? bzw.
R. Es sei B* = {b',b% b%} die zu B’ duale Basis von R3’. Bestimmen Sie die
Darstellungsmatrizen Mg(b'), i =1,2,3.

Aufgabe IV.2.11.
Es sei V ein nicht notwendigerweise endlichdimensionaler K-Vektorraum. Wir
definieren

v
o:V — VY
o,: VY — K
L — lv)°
3Falls Dimy (V) # Dimg (W), haben die Matrizen M2(f) und M, (f') nicht dasselbe Format.

vV
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a) Zeigen Sie, dass O eine lineare Abbildung ist.

b) Beweisen Sie, dass @ ein Isomorphismus ist, falls V endlichdimensional ist.
c) Es sei V := Abb’(N,R) (s. Aufgabe 11.3.7). Weisen Sie nach, dass es genau
einen linearen Isomorphismus

Y: Abb(N,R) — VV
gibt, so dass
Vie Nv(an)neN € Abb(N>R) : w((an)neN)(ei) = Q.

Dabei ist e; wie in Beispiel I11.3.3, v), definiert, i € N.

d) In den Bezeichnungen von c) sei weiter f = (f;)icy die Folge mit f; =1, 1 € N.
Zeigen Sie, dass die Teilmenge F :={f} U{e;|i € N} linear unabhéingig ist.

e) Nehmen Sie an, es gebe eine Basis B, die die Teilmenge F aus Teil d) enthalt.*
Schlieffen Sie, dass unter dieser Voraussetzung die Abbildung @ fiir den Vek-
torraum V = Abb’(N, R) injektiv aber nicht surjektiv ist.

IV.3 Die symmetrische Gruppe

Definition IV.3.1. Es seien n > 1 eine naturliche Zahl und A :={1,...,n}. Die
Gruppe

$ni=8(A)i={ 01 A — Ao ist bijektiv |
heift die symmetrische Gruppe von A. Ein Element o € §,, wird als Permutation

bezeichnet.
Schreibweise. Eine Permutation o € §,, wird in der Form

1 2 -~ n
(G(U o(2) --- G(Tl))

Die Definition von §(A) ist in Bemerkung I1.2.1 enthalten.

Beispiele 1V.3.2. i) Die Permutation o:{1,2,3} — {1,2,3}, 1 +— 1, 2 +—— 3,
3+ 2, wird durch
123
(1 3 2)

4Die Existenz einer solchen Basis l4sst sich mit dem Zornschen Lemma ([10], S. 13) bewei-
sen. (Max August Zorn (1906 - 1993), US-amerikanischer Mathematiker deutscher Abstam-
mung)

aufgeschrieben.

dargestellt.
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ii) Beispiel II.1.24, ii), wird nun in folgender Form geschrieben:
123\ (123 B 12 3
213 13 2 N 2.3 1)°
123\ (123 B 12 3
1 3 2 213 N 31 2)°

Definitionen IV.3.3. i) Es seien 1 < i < j < n naturliche Zahlen. Die Permuta-
tion T € §,, mit

)y k=1
(k) =49 1, k=]
k, sonst

heift die Transposition von i und j.
ii) Ein Permutation o € §,, ist eine Transposition, wenn es Indizes 1 <i<j <
n mit o = Tjj glbt

Bemerkungen und Beispiele IV.3.4. i) In der in Definition IV.3.1 eingefiihrten
Schreibweise sieht eine Transposition folgendermafien aus:

(V2 i1 i i+ e =1 j+1 e m o
Tu_(] 2 - i—=1 34 141 -« j—=1 1 j+1 - n )? IT<i<j<n
So hat man z.B.
(1 2 3 4 cs
W=z 214 )"
ii) Fr eine Transposition t € 8, gilt ¥ = e :=1d;; ), so dass 7' = 1.

Lemma IV.3.5. i) Die symmetrische Gruppe 8, ist genau dann abelsch, wenn
ne{l,2}.
ii) Die Gruppe 8,, umfasst n! Elemente, n > 1.

Beuwseis. i) Dass §,, flir n > 3 nicht abelsch ist haben wir bereits in Bemerkung
I1.2.1 vermerkt. Fiir n = 1 bzw. n = 2 hat §,, ein bzw. zwei Elemente und ist
daher abelsch.

ii) Die Aussage wird induktiv bewiesen. Fur n = 1 und n = 2 ist sie richtig.
Nun nehmen wir an, die Aussage sei fur die naturliche Zahl n bekannt. Wir
betrachten die Teilmengen

Fo={oe8uilom+1)=1i}, i=1,.,n+1.
Offensichtlich gilt

n+1 n+1

Sni1 = |_| Fi,, sodass #8,,1 = Z #F;.
i=1

i=1

Damit muissen wir noch zeigen:
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Behauptung. #F, =nl,i=1,..,n+ 1.

Es gilt sicherlich #F,.; = #§,, d.h. nach Induktionsvoraussetzung ist die
Aussage fur i = n + 1 erfuillt. Die Abbildung

I—O':STL+] — 8n+1
P — 0P

ist fur jede Permutation o € 8,.; bijektiv (Aufgabe 11.2.10), und fiir 1 <i<j <
n + 1 bildet L., die Menge F; auf F; und die Menge F; auf F; ab. Wir folgern

#F] — #Fn+1 = TL!,
und alles ist bewiesen. O

Satz IV.3.6. Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Jede Permutation o € 8, ldsst
sich als Produkt von héchstens n — 1 Transpositionen schreiben, d.h. es gibt eine

nattirliche Zahl 0 < k < n — 1 und Transpositionen 1y, ..., Ty, fiir die
=Ty - T
gilt.5
Irgl Beweis verwenden wir ,strukturerhaltende” Abbildungen zwischen Grup-
pen.

Definition IV.3.7. Es seien G,H Gruppen. Eine Abbildung f: G — H ist ein
(Gruppen-)Homomorphismus, wenn sie

Vx,y e G: f(x-y)="f(x)-f(y)
erfuallt.”

Beispiele IV.3.8. i) Es seien V, W Vektorradume tber dem Koérper K und f: V —
W eine lineare Abbildung. Dann ist f ein Homomorphismus zwischen den ent-
sprechenden additiven Gruppen (V,+) und (W, +).

ii) Es sei n > 1 eine natuirliche Zahl. Dann ist

h:8n — Sny
T -+ n L T - n n+l
o(1) --- o(n) o(1) -+ on) n+1
ein injektiver Gruppenhomomorphismus (Ubung). In den Bezeichnungen des
Beweises von Lemma IV.3.5, ii), bildet v, die Gruppe 8,, bijektiv auf F,,; ab.

5Das Produkt von null Transpositionen ist definitionsgeméaf die Identitét.

6Man erinnere sich, dass das entsprechende Konzept fiir Vektorrdume dasjenige der linea-
ren Abbildung (s. Definition III.5.1) ist.

“"Dabei ist auf der linken Seite der Gleichung die Multiplikation in G und auf der rechten
Seite diejenige in H gemeint.
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Beobachtung IV.3.9. Es seien G,H Gruppen und f: G — H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gilt:

i) f(e) =e;

ii) vx € G: f(x7") = f(x)~".

Beweis. i) Wir haben f(e) = f(e - e) = f(e) - f(e). Durch Multiplikation dieser
Gleichung mit f(e)~' gelangen wir zu e = f(e).
ii) Hier beobachten wir e = f(e) = f(x - x ') = f(x) - f(x '), x € G. O

Beweis von Satz IV.3.6. Wir beweisen die Aussage durch Induktion tiber n. In
8, gibt es lediglich die Transposition 1;; und die Identitat, welche Produkt von
0 Transpositionen ist.

Im Induktionsschritt n — n + 1 verwenden wir den Homomorphismus t,
aus Beispiel IV.3.8, ii). Er bildet Transpositionen auf Transpositionen ab:

V1 §1<J§T‘L Ln(Tij):Tij-
Nun sei o0 € §,.7 eine Permutation. Gilt c(n + 1) = n + 1, so lasst sich o
nach Induktionsvoraussetzung als Produkt von héchstens n — 1 Transpositio-
nen schreiben. Andernfalls betrachten wir ¢’ := To(m+1)n+1 - 0. Diese Permutation

erfullt o'(n+ 1) =n+ 1. Es gibt daher eine natiirliche Zahl k € {0,...,n—1} und
Transpositionen Ty, ..., Tx, SO dass

Tomilmtl "0 =0 =T+ Ty
Aus dieser Gleichung folgt

0 = To(n+1)n+1 * Ton+n+t1 * O = To(n+l)o " T1 - - - Tk.
Damit ist alles gezeigt. OJ

Bemerkungen und Beispiele IV.3.10. i) Wir wenden das Verfahren aus dem Be-

weis auf die Permutation
(1 2 3 4 cs
°=\2 4 31 4

an. Demnach bilden wir zuerst
;. . 1234\ (12
O=Teaol 2431 )7\ 21

0O = T4 © Tq2.

Es folgt
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Zur Probe berechnen wir

1 2 3 4 1234\ (12

4 231)\2134) 24

ii) Die Darstellung als Produkt von Transpositionen ist nicht eindeutig. Wir
koénnen ein gegebenes Produkt von Transpositionen z.B. mit Ty, - 11, multiplizie-

ren, ohne das Ergebnis zu dndern. Es gibt aber auch kompliziertere Phdnome-
ne. In §, gilt z.B.

o o 1234\ (1234) (1234
RERBEH T 021 3 4 132 4 21 3 4
B 1234\ (1234
—\213 4 3124
B 123 4\
=321 4)70

iii) Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und B = {by,...,b,,}
eine durchnummerierte Basis von V. Durch

¢@:8, — 8(B)
o +—— (bﬂ—)bgm, iZ],...,T‘L)

ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus gegeben. Da B C V, kéonnen wir
Sp als Teilmenge von Abb(B, V) auffassen. Wenden wir schlieflich ‘1’? aus Satz
III.5.21 an, so erhalten wir eine Abbildung

¢p: 8, — Endk(V)
o — F5.

Nach Konstruktion ist die lineare Abbildung F&: V — V durch die Bedingung
vie{l,.,n}: F(by) =Dbyy
charakterisiert. Man verifiziert nun:
e Fiir jede Permutation o € 8, ist F® ein linearer Isomorphismus.

e Die resultierende Abbildung

o5 S, — GL(V)
c — FP

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
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Mit Satz IV.1.25 erhédlt man als direkte Folgerung:
Die Abbildung

Pp: 8y — GL,(K)
o — Mp(FE)

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
Man berechnet (in der Notation von Definition IV.3.1)

V1 < 1<] <n: wB(Tij) = PU

Satz IV.3.6 zeigt, dass g durch diese Bedingung eindeutig bestimmt ist. Es
folgt, dass VP nicht von V oder B abhéangt. Die symmetrische Gruppe lasst sich
somit als Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe auffassen.

Schreibt man eine Permutation als Produkt von Transpositionen, dann ist
zwar die Anzahl der auftretenden Transpositionen nicht wohldefiniert, wohl
aber deren Paritit.® Das wird sich in Beobachtung IV.3.17 aus den allgemeinen
Eigenschaften der Vorzeichenabbildung ergeben.

Definitionen IV.3.11. Es seien n > 2 eine nattirliche Zahl und o € 8, eine
Permutation.
i) Das Vorzeichen von o ist definiert als

sign(o) = ] “U—7,
1<i<j<n

ii) Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) mit 1 <i <j <nund o(i) > o(j).

Bemerkungen 1V.3.12. i) Es seien n > 2, A = {({,i)|i € {1,..,n}} C {1,..,n} x
{1,...,n} die Diagonale und

M:=({1,..,n}x{1,.,n}\A.
Dann ist

d:M — M
(1,j) +— (o(i),0())

eine Bijektion. Weiter ist durch

L,j) ~ (i) &= ({A=VAj=j)Vi=jiAj=1)

8Die Parilcit einer natiirlichen Zahl ist deren Eigenschaft, gerade oder ungerade zu sein.
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eine Aquivalenzrelation gegeben. Die Aquivalenzklassen sind von der Form
{(,j),G,1)}, (i,7) € M. Es ist klar, dass das Bild einer Aquivalenzklasse unter
o?) wieder eine Aquivalenzklasse ist. Da

R:={(,j)eMli<j}

ein vollstdndiges Reprdsentantensystem fiir diese Aquivalenzrelation ist, ist
auch ¢?(R) eins. Diese langwierige Diskussion zeigt, dass

IT let)—o®)= J] G-1
1<i<ji<n 1<i<ji<n

und somit
Sign(o) € {£1}.

ii) Zusammen mit der Verkntipfung

1
T 1 1
1

bildet die Menge {+1} eine Gruppe.

Lemma IV.3.13. Es seien n > 2 eine natlirliche Zahl, o € 8, eine Permutation
und
mi= #{ (,j) €{1,..,n}tx{1,..,n}|(i,j) ist Fehlstand von O'}

die Anzahl der Fehlstdnde von o. Dann gilt
Sign(o) = (—1)™.

Beweis. Wir berechnen

] 20— _ (g, L) =00

1<i<j<n j—1 1<i<j<n j—i
IT IoG) - o]
m 1<i<i<n m
= () e = ()
IT G-
i<i<j<n
Bei der letzten Umformung haben wir Bemerkung IV.3.12, i), verwandt. OJ

Satz IV.3.14. Es sein > 2 eine nattirliche Zahl. Dann ist die Abbildung

Sign: 8, — {£1}
o —— Sign(o)

ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. Fur Permutationen o, 0’ € 8, erhalten wir

Sigl’l(0'~0',) — H 0—(0—,()))):?(0—/(1)) _
1<i<j<n
_ o(0'(j)) — (') | oGl —o'd)
- 1s£'I§n o'(j) = o"(1) 1§£’Isn j—t

Das zweite Produkt ergibt nach Definition IV.3.11, i), Sign(o’). Die Gleichung

= Sign(o)

H o(0’(j)) — o(o’(1)) _ H o(j) — o(i)

(Y (4 T .
e e - S

ergibt sich wieder aus Bemerkung IV.3.12, i). O
Satz IV.3.15. Es seienn > 2 eine natiirliche Zahlund T € 8,, eine Transposition.

Dann gilt
Sign(t) = —1.

Beweis. Fur die Transposition T;; folgt das sofort aus Lemma IV.3.13. Far 1 <
i < j < n wahlen wir eine Permutation o € §, mit o(1) =1 und o(2) =j. Man

uberpruft

Tij =0 -Ty2- O'_].

Mit Satz IV.3.14 folgt

Sign(t;;) = Sign(o) - Sign(t,) - Sign(o~') = (—1) - Sign(o) - Sign(c™') =
= (=1)-Sign(c-0') = (1) - Sign(e) = —1.

Damit ist alles gezeigt. OJ

Definitionen IV.3.16. Es sei n > 2 eine naturliche Zahl.

i) Eine Permutation o € §, heifit gerade bzw. ungerade, wenn Sign(c) = 1
bzw. Sign(o) = —1.

ii) Wir setzen

An:={oe8,|logerade} und U,:={o€8,|oungerade }.

Beobachtung IV.3.17. Es seien n > 2 eine natiirliche Zahl, T, ...,y € 8, Trans-
positionen und o = Ty - --- - T,. Dann ist o genau dann gerade bzw. ungerade,
wenn k gerade bzw. ungerade ist.

Beweis. Nach Satz IV.3.14 und IV.3.15 gilt
Sign(o) = (—1)~
Dies impliziert die Behauptung. U
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IV.3. Die symmetrische Gruppe

Lemma IV.3.18. Es sein > 2 eine natiirliche Zahl. Dann ist A,, eine Untergruppe
von 8, mit n!/2 Elementen.

Beweis. Die Identitat e € §,, ist offenbar eine gerade Permutation. Es sei o €
A,. Mit Beobachtung IV.3.9, ii), und Satz IV.3.14 berechnen wir Sign(o~') =
Sign(o)~!' = 17" = 1. Es folgt o' € A,.. Schlieflich seien o,0’ € A, zwei gerade
Permutationen. Wir haben Sign(o - 0’) = Sign(o) - Sign(o’) = 1-1 =1, so dass
o-0 €A,
Nach Definition gilt
Sn = A, U Uy,

so dass insbesondere
n! = #8,, = #A, + #U,,.

Es sei T:= 17;. Nach Aufgabe I1.2.10 ist die Abbildung

L: 8, — 8,
0O — TooO

bijektiv. Sie bildet A,, auf U, ab. Folglich gilt

#Sn
#An - #Un - T)
und der zweite Teil der Behauptung ist ebenfalls bewiesen. O

Nach Bemerkung I1.2.8, i), ist A, selber eine Gruppe.

Definition IV.3.19. Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Die Gruppe A, wird
alternierende Gruppe genannt.

Beobachtung IV.3.20. Die alternierende Gruppe A, ist genau dann abelsch,
wennn €{2,3}.

Beweis. Die Gruppe A, umfasst lediglich ein Element und ist damit trivialer-
weise abelsch. Nach Lemma IV.3.18 gilt #A; = 3. Die Betrachtungen in Be-
merkung I1.2.6, iii), zeigen, dass jede Gruppe mit drei Elementen abelsch ist.
Schliefdlich sei n > 4. Der in Beispiel IV.3.8, ii), betrachtete injektive Gruppen-
homomorphismus

ln: Sn — 8n+1

bildet A, nach A, ; ab. Es gentigt daher nachzuweisen, dass A4 nicht abelsch

ist. Die Elemente
B 4 _ 1
o 4 1 )
4
4

(
(1552)=(523)(235)

_— N —
Wi Wi
N B A
_— N —
w s A

NN WIN
W N W

3
3
3
2

AW =W
Wi =
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sind als Produkte von jeweils zwei Transpositionen gerade, d.h. in A, enthalten.

Wir haben
1 34N\ (1 4 _ 1 4
2 1 4 1 2 N 2 3 )
1 34N\ (1 4 1 4
1 4 2 2 4 3 2 )
Die beiden angegebenen Elemente kommutieren also nicht miteinander. OJ

Aufgabe 1V.3.21.
a) Berechnen Sie die Produkte o7, 03, 070, und 0,07 fur

(1234567 do_ (1234567
=213 7654)MMe2=1 132564 7)
b) Stellen Sie die Permutation
1 2 3 45 6
54 6 3 2 1

als Produkt von Transpositionen dar.

W N W N
W N W N
—_w A~ W
—_ W A~ W

AN =N

IV.4 Determinanten

Bereits in Abschnitt I.1 haben wir mit der Determinante einer (2 x 2)-Matrix
gearbeitet. Jetzt moéchten wir das analoge Konzept fiir (n x n)-Matrizen fiir be-
liebige naturliche Zahlen n > 1 entwickeln.

Schreibweise. Es seien

zi=(ay - apn)eZKY i=1,..,n,

Zeilenvektoren. Dann sei

Z1 a0 Qin
= : : € Mat(n;K)
Zn An1 -+ Qnn
die (n x n)-Matrix mit den Zeilen z, ..., z,,.

Definitionen IV.4.1. Es sei n > 1 eine nattrliche Zahl.
i) Eine Abbildung
Det: Mat(n;K) — K

ist eine Determinantenabbildung, wenn sie folgende Eigenschaften aufweist:
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1. Far j € {1,...,n} ist Det linear in der j-ten Zeile, d.h. fir A € K und

Zeilenvektoren zy, ..., zn, zj,z{ € ZK" hat man:
Z1 Z1
Zj—1 Zj—1
a) Det| A-z; [ =A-Det| 2z |;
Zj+1 Zj+1
Zn Zn
Z1 Z1 Z1
Zj1 Zi1 Zj1
7 1" _ 1"
b) Det z; + z; = Det z; + Det z!
Zj+1 Zj+1 Zj+1
Zn Zn Zn

2. Die Abbildung Det ist alternierend, d.h. hat A € Mat(n;K) zwei identische
Zeilen, dann folgt Det(A) = 0.

3. Die Abbildung Det ist normiert, d.h. Det(E,) = 1.

ii) Es seien Det: Mat(n;K) — K eine Determinantenabbildung und A €
Mat(n;K) eine (n x n)-Matrix. Dann heif3t die Zahl Det(A) € K die Determinante
von A.

Die folgenden Betrachtungen werden zeigen, dass man ausgehend von den
obigen Axiomen die Determinante jeder Matrix berechnen kann. Daraus folgt
erst einmal, dass es hochstens eine Determinantenabbildung gibt. Spater (Satz
IV.4.6) werden wir nachweisen, dass eine Determinantenabbildung existiert.

Satz IV.4.2. Es seien n > 1 eine natiirliche Zahl und Det: Mat(n;K) — K eine
Determinantenabbildung. Gegeben seien Zeilenvektoren z; = ( ayy -+ Qin ) €

ZK", 1 =1,...,n, und damit die (n x n)-Matrix

Z1
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i) Zeilenoperationen vom Typ (ZI) dndern die Determinante nicht, d.h. fiir ge-
gebene Indizes 1 <1i#j < n und eine Zahl A € K gilt

Z1

Det(A)=Det | z+A-z

ii) Bei Zeilenvertauschungen dndert sich das Vorzeichen der Determinante,
d.h. fiir Indizes 1 <1< j <n hat man

Det(A) = —Det :

iii) Gibt es einen Indexi € {1,...,n} mit z; = 0, so folgt Det(A) = 0.

Beuwseis. i) Hier berechnet man mit Eigenschaft 1) und 2) aus Definition IV.4.1:

Z1 Z Z
Zj1 : Zj—1
Det| z+A-z = Det| = [+Det| A-z | =
Zj+1 : Zj+1
Zn Zn Zn
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= Det(A)+A- Det

=0, Det alternierend

iii) Wir wahlen einen Index j # i und wenden Teil i) an:

Det

Z1

Zi—1

Zi1

= Det

Z1

Zi—1

Zi1

= Det(A).

Die Determinante auf der rechten Seite verschwindet, weil die Matrix zwei iden-
tische Zeilen hat (Definition IV.4.1, 2).

ii) Mit Teil iii) und den Eigenschaften 1) und 2) aus Definition IV.4.1 finden

WIr

Z1

Zi—1
Zi+1
0 = Det

zZi + Z;
Zi+1

= Det

Z1

Zi—1

Zit]

Zj—1

Zi + z;
Zj41

+ Det

Z1

Zi—1

Zi1

zZi + Z;
Zi+1
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Z1 Z1 Z1 Z1
Zi—1 Zi—1 Zi—1 Zi—1
Zi Zi Z Z
Zit1 Zit1 Zit1 Zit1
= Det : + Det : +Det : + Det
Zi—1 Zi—1 Zi—1 Zj—1
zZ Z; zZi Z;
Zj+1 Zj+1 Zj+1 Zj+1
z, z, Cz, Cz,
~~ ~~ —
=0 —Det(A) =0
Daraus folgt die Behauptung. O

Mit diesem Satz konnen wir die Determinanten der Elementarmatrizen be-
stimmen.

Beispiel 1IV.4.3. Es seien 1 < i # j < n Indizes und A € K eine Zahl. In den
Bezeichnungen von Definition IV.1.9 ergibt sich mit Satz IV.4.2

a) Det(Qy(A)) = Det(E,) = 1,
b) Det(Py;) —Det(E,) = -1,
c) Det(Si(A)) = A-Det(E,) =

Ny

Dieses Beispiel kombinieren wir mit den Ergebnissen zu Elementarmatrizen
aus Satz IV.1.10 und der folgenden Diskussion.

Satz IV.4.4. Es sein > 1 eine nattirliche Zahl.
i) Flir eine Determinantenabbildung Det: Mat(n;K) — K und eine (n x n)-
Matrix A € Mat(n; K) sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) Det(A) =0,
b) Rg(A) < n.

ii) Fir eine Determinantenabbildung Det: Mat(n;K) — K und (n xn)-Matrizen
A, B € Mat(n;K) ist die Gleichung

Det(A - B) = Det(A) - Det(B)
erftillt.

Beweis. Wir beginnnen mit dem Beweis der folgenden
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Behauptung. Fiir eine Determinantenabbildung Det: Mat(n; K) — K, eine (n x
n)-Matrix A € Mat(n; K) und eine Elementarmatrix T gilt

Det(T - A) = Det(T) - Det(A).

Wir verwenden den Zusammenhang zwischen Zeilenoperationen und Multi-
plikation mit Elementarmatrizen (Satz IV.1.10), Definition IV.4.1, 1), Satz IV.4.2
und Beispiel IV.4.3.

Fiar Indizes i #j € {1,..,n}und A € K gilt

Det(Qi(A) - A) = Det(A) = Det(Qjy(A)) - Det(A).
Fur Indizes i #j € {1,...,n} hat man
Det(Py; - A) = —Det(A) = Det(Py) - Det(A).
Fur einen Index i € {1,...,n} und A € K finden wir
Det(Si(A) - A) = A-Det(A) = Det(S;(A)) - Det(A).

Jetzt beweisen wir Teil i). Wir betrachten zunéchst eine (n x n)-Matrix A mit
Rg(A) < n. Nach Satz 1.3.3 und IV.1.10 gibt es Elementarmatrizen Cy,...,Cy €
Mat(n;K), so dass sich die Matrix

in Zeilenstufenform befindet. Dabei ist r = Rg(A’) = Rg(A) (Beispiel I11.4.13 und
Satz I11.4.14) die Anzahl der Stufen. Wegen r < n enthalt A’ eine Nullzeile. Satz
IV.4.2, iii), besagt Det(A’) = 0. Mit der Behauptung finden wir

0 = Det(A’) =Det(Cy) - ---- Det(Cy) -Det(A).

~
#0, Beispiel IV.4.3

Nun widmen wir uns dem Fall einer (n xn)-Matrix A mit Rg(A) = n. Hier gibt
es Elementarmatrizen Dy, ...,D, € Mat(n;K) mit A=D;----- D, (Satz1V.1.17, i),
und die Behauptung liefert

Det(A) = Det(Dy) - ---- Det(D,) # 0.

ii) Wenn A Rang n hat, dann wahlen wir Elementarmatrizen Dy,...,D, €
Mat(n; K) mit A = D;-----D, und berechnen unter Verwendung der Behauptung

Det(A -B) = Det(D; - - - - - D, -B) =Det(D;)----- Det(D,) -Det(B).

=Det(A)

Gilt Rg(A) < n, dann haben wir auch Rg(A - B) < n (Warum?). Mit i) folgt 0 =
Det(A -B) =0-Det(B) = Det(A) - Det(B). O
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Folgerung IV.4.5. Es seienn > 1 eine natiirliche Zahl
i) Es gibt héchstens eine Determinantenabbildung Det: Mat(n;K) — K.
ii) Flir eine Determinantenabbildung Det: Mat(n;K) — K gilt

GL.(K) = { A € Mat(n;K) |Det(A) #0 },

und
Det: GL,(K) — K\ {0}

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die obigen Betrachtungen beinhalten, dass eine Determinantenabbil-
dung durch ihre Werte auf den Elementarmatrizen bestimmt ist. Diese haben
wir in Beispiel IV.4.3 ermittelt. Dies zeigt Teil i). Teil ii) folgt unmittelbar aus
Satz IV.4.4. O

Jetzt beschaftigen wir uns mit der Existenz von Determinantenabbildungen.

Satz IV.4.6. Es sein > 1 eine natiirliche Zahl. Durch die Leibnizformel®

Mat(n;K) — K

=1,..,

ist eine Determinantenabbildung definiert.

Beweis. Wir verifizieren die Axiome aus Definition IV.4.1, i). Wir beginnnen mit
1, a). Es seienie{1,...,n}ein Index und A € K eine Zahl. Wir finden

Z1
Zi—1
Det | A-z; = Z Sign(o) - ajgy - Qictoiiot) - (A Qo)) * Qigptgirt) = - Qno(n)
Zi+] 0ESK
Zn
= Z A-Sign(o) - ajeny - -+ - Qi—to(i—1) * Qio(i) * Qitlo(iat) =" " * Qno(n)
0ESK
= A Z Sign(o) - ajgry - Qi-1o(i-1) * Qio(d) * Qitlo(i+l) """ Qno(n)
0ESK
— A-Det(A)

9Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), deutscher Philosoph, Mathematiker uvm.
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Far 1, b), seien i € {1,...,n}, zi = (ay - Qn ). 2{ =(af, -+ af, ), z! =
(aj --- agy ), Zeilenvektoren, so dass z; = z{ +z{, d.h. ajj = aj; +aj, j =1,...,n.
Mit der Leibniz-Formel berechnen wir

R
Det
Zn
= Z Slgn(U) g1y e Ai—1o(i=1) * Qig(i) * Qitlo(i+1) =" Ano(n)
0ESH
= Z Slgn(U) Qig(1y =« Ai—1o(i-1) (all(y(l) + ai,:)'(i)) *Qiplo(il) -0 Ung(n)
0ESH
= Z <Slgn(0) “Qig(1) e QAi10(i-1) * Qig(i) * Fitlolitl) = " Ang(n) +
0ESH
+Sign(0 ) - Qi) - Ai—1g(i—1) - (1{8(1) Qo) ano(n))

0ESK
+ Z Slgn((f) Aig(1) - Qi1o(i-1) * Qig(i) * Qitlo(i+1) = anU(n))
0ESH
Z1 Z1
Zi—1 Zi—1
= Det| z{ | +Det| 2z
Zit1 Zit1
Zn ZnZn

2) Es seien 1 < i < j < n Indizes, so dass die i-te und j-te Zeile tiberein-
stimmen, d.h. ay = aj, k = 1,...,,n. Man beachte, dass in den Bezeichnungen
von Definition IV.3.16, ii), U, = A, - T gilt. Wie im Beweis von Lemma IV.3.18
schreiben wir

Sn:AnI_IUn:AnI_IAn-Tﬁ.

Dabei haben wir A,, - t;; ={0- 7| 0 € A, } gesetzt. Man beachte, dass Sign(o) =1
und Sign(o - 13) = —1 = —Sign(o) fur jede Permutation o € A, gilt. Wir erhalten
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= Z Sign(o) - aigy - Qno(n) + Z Sign(o - Ty) - Qg - Qno(tij(n))
0EAR 0EAR

= Z Qig(ry ==+ Unom) — Mo(ty(1) =" Uno(tij(n)
0EAR :?6

Fuarl ¢ {l,) } gllt Qlo(ry (1) = Ao(l)- Weiter haben wir

Qio(ty;(1) = Qio(j) = Gjo(j)y

Qio(t(3)) = do(i) = Mo(i)-

Mit diesen Formeln erkennen wir, dass D, =0, 0 € A,,.
iii) Es gilt E,, = (6y) =1 (Beispiel I11.5.15, i). Fur eine Permutation o € §,, ist
j= n

=1l,...

das Produkt 841y - - - - dno(n) genau dann ungleich null, wenn i = o(i), i=1,...,n,
also wenn o = e. In diesem Fall hat das Produkt den Wert 1. O

Beispiele 1V.4.7. i) Es sei n = 2. Wir haben 8, = { e, 112 }. Damit ergibt die Leib-
nizformel

app an
Det = ayy - ap —ap - a.
azy daz

Dies ist die Formel, die wir bereits in Definition 1.1.2 erklart hatten.
ii) Fiir n = 3 schreiben wir gemaf3 Definition IV.3.16 8; = A; LI U;z. Dabei gilt
U3 =72 Ag. Wir haben

v

1
1
1
Us =71- Az = {(2

Die Leibnizformel ergibt

ann a2z as

Det | ax axn ax; = Qp-Qaxp-az+ap-a-az; +a;3-az - az —
asr aszz dss

—Qq2 - 021 - Q33 — A7 - A3 - A3 — Qg3 - A2 - A37.

Diese Formel kann man sich mit der Regel von Sarrus'® merken: Gegeben eine
(3 x 3)-Matrix
an apz ag
A=| an ap axs |,
aszr 4z Az

10pjerre Frédéric Sarrus (1798 - 1861), franzdsischer Mathematiker.
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so fige man die ersten beiden Spalten an,

azi az ,
1 2

summiere die Produkte tiber die Diagonalen von links oben nach rechts unten
und subtrahiere die Produkte tiber die Diagonalen von links unten nach rechts
oben. Das Ergebnis ist die Determinante von A.
Far
1 -1 0
A=|2 13
0 -2 1

PR

Det(A)=1—(—6) — (—2) =9.

bildet man also

und erhalt

Fuar n > 4 gibt es leider keine einfachen Merkregeln mehr.

Beobachtung IV.4.8. Es sein > 1 eine natiirliche Zahl. Flir jede (n x n)-Matrix
A € Mat(n;K) gilt
Det(A') = Det(A).

Beweis. Es seien A = (a)i-1.... »~ und At = (a{j)?:} ..... ». Nach Definition IV.2.4, ii),
----- n j=1,...,n

gilt afj = aj, i,j = 1,...,n. Die Leibnizformel liefert

i=1
j=1

Det(At) = Z Sign(a) cQgmyr Aom)n

In der dritten Zeile haben wir die Formel Sign(o~') = Sign(o) angewandt. O
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Bemerkungen IV.4.9. i) Diese Beobachtung lasst sich auch folgendermafien be-
weisen: Falls Rg(A) < n, so gilt nach Folgerung I11.5.41, iv), ebenfalls Rg(A') <
n, und Satz IV.4.4, i), zeigt Det(A') = 0 = Det(A).

Mit Beispiel IV.4.3 erkennt man weiter, dass die Aussage flir jede Elemen-
tarmatrix stimmt.

Wenn schlielich Rg(A) = n gilt, dann existieren nach Satz IV.1.17, i), eine
naturliche Zahl u > 1 und Elementarmatrizen Dy, ..., D, so dass

und wir finden mit Folgerung IV.2.7, i), und Satz 1V.4.4, ii),

Det(A') = Det(D!----. Dj) =Det(D})----- Det(D}) = Det(D,,) - - - - - Det(D;)
= Det(Dy)----- Det(D,) = Det(A).

ii) Aus der Beobachtung folgt, dass eine Determinantenabbildung auch li-
near in jeder Spalte ist. Ferner impliziert das Verschwinden der Determinante
fiir Matrizen, deren Rang nicht maximal ist, dass eine Matrix mit zwei identi-
schen Spalten Determinante Null hat. Man héatte die Determinantenabbildung

auch uber diese beiden Eigenschaften und Det(E, ) =1, n > 1, charakterisieren
koénnen.

Die Eigenschaften der Determinanten gestatten es uns, auch Determinan-
ten fir Endomorphismen zu definieren.

Lemma IV.4.10. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f: V. — V
ein Endomorphismus und B, B’ zwei durchnummerierte Basen von V. Dann gilt

Det(M§(f)) = Det(M5,(f)).

Beweis. Nach Satz IV.1.29 und Eigenschaft IV.1.28, ii), existiert eine invertier-
bare Matrix S € GL, (K), so dass

ME (f) =S -ME(f). s
Deshalb gilt

Det(M§,(f)) = Det(S-MJ(f)- s—‘)—Det(S)-Det(MB( )) - Det(S) =
Det(S) - Det(S™") - Det(Mg(f)) = Det(S-S™) - Det(Mg(f)) =
= Det(E,) - Det(Mj(f)) = Det(Mj(f)),

und das Lemma ist bewiesen. O

Mit diesem Lemma wird folgende Definition sinnvoll:
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Definition IV.4.11. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f: V— V ein Endomorphismus. Man wihle eine durchnummerierte Basis von
V und setze

Det(f) := Det(Mg(f)).

Diese Zahl ist die Determinante von f.

Eigenschaften IV.4.12. Es seiV ein endlichdimensionaler K-Velktorraum.
i) Die Abbildung

Det: GL(V) — K
f — Det(f)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
ii) Es sei f: V — V ein Endomorphismus. Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

e f ist ein Isomorphismus.

e Det(f) #0.
Beweis. Das ergibt sich mit Folgerung IV.4.5, ii), und Lemma IV.1.13. O
Die komplementiare Matrix. — Jeder Matrix kann eine sogenannte komple-

mentdre Matrix zugewiesen werden. Fur invertierbare Matrizen ist dies bis auf
einen Faktor die inverse Matrix.

=1,...,

Fuar Indizes i,j € {1,...,n} sei

a0 a1 0 @ e e Qi
Qi—11 - Q415 0 Qi—tj41 - 0 Qizin
N 0 ... 0 1 0 o .o 0
Y Qip1r 0 Qi 00 Qi ot Qi [0
ani e Anj—1 0 Anj+ oot Qnn

d.h. in der Matrix A;; = (ay,) Ketn gilt
0, (k=iAl#j))V(I=jAk#1)
ay, = 1, k=iAl=j , k=T,
ax, sonst
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ii) Die Matrix A = () 1 € Mat(n; K) mit!!
-

Eij = Det(Aﬁ)
heift die zu A komplementdire Matrix.

Satz IV.4.14. Es seien A € Mat(n;K) eine (n x n)-Matrix und A ihre lkcomple-
mentdire Matrix. Dann gilt

A-A=A-A=Det(A)-E,.

Beweis. Es seien z, := ( ay -+ ay, ) die k-te Zeile von A, k = 1,...,n, e =
(0 -+ 01 0 --- 0) der Zeilenvektor, bei dem die Eins an der l-ten Stelle
steht, L =1,...,n, und i,j € { 1,...,n} Indizes. Wir bilden die Matrix

Z1

Zi—1
A/ = €;

Y

Zi1

Zn

Die Matrix A;; in Definition IV.4.13, i), geht aus A{j durch Zeilenoperationen von
Typ (Z]) hervor. Nach Satz IV.4.2, i), gilt
Det(Aij) = Det(Al’])

Es sei A-A = (ay)i- oo Mit (IV.1) und Definition IV.4.13, i), haben wir
)=

.....

n
ﬁi]- = E Qi - Axj = E Qi - Det ]k E iy - Det ]k
k=1

Z1 zi
zi :
S Zi
= Det| > awx-ex | =Det| z = by -Det(A), 1,j=1,..,n.
k=1
Z.
Zin e’ I
. Zn

Man beachte die Reihenfolge der Indizes auf der rechten Seite.
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Ebenso kénnten wir A - A = Det(A) - E, nachrechnen. Wir argumentieren aber
folgendermafien: In Definition IV.4.13 gilt offenbar

At = Al (IV.4)
Damit berechnen wir
AA=(A-A) = (ALAY = (AL.ADE = (Det(AY)-E,)t = (Det(A)-E, )t = Det(A)-E,.

Bei diesen Umformungen haben wir Folgerung IV.2.7, i), (IV.4) und das bereits
Bewiesene fiir die Matrix A' benutzt. O

Definition IV.4.15. Es sei A = (ay)i-1...n € Mat(n;K) eine (n x n)-Matrix. Fir
j=1
Indizes i,j € {1,...,n} sei

an -0 Ay a1 oo 0 Qin
Qi—11 - Qi—15—1 Qi—y41 o0 o Qicin
Sy(A) =] Qs o0 Giprj—1 Qi 0 o0 Qg | € Mat(n — 1;K),
ani e Anj—1 Anj+1 oot Qnn

d.h. entsteht aus A durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

.....

Beweis. Wir erinnern daran, dass die Vertauschung der k-ten und l-ten Zeile
bzw. Spalte in einer (n x n)-Matrix A durch Links- bzw. Rechtsmultiplikation
mit der Matrix Py, gegeben ist (s. Satz IV.1.10), 1 < k < 1 < n. Folglich andert
die Determinante bei jeder Zeilen- oder Spaltenvertauschung das Vorzeichen
(Beispiel IV.4.3 und Satz IV.4.4, ii). Nun formen wir die Matrix
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Die Matrix Ay geht aus Aj; durch (n — i) Zeilenvertauschungen und (n — j)
Spaltenvertauschungen hervor. Demnach haben wir

Det(Ay) = (=1)""™7. > Sign(o)-aj,q - Qo)
0ESH
= (1. Y Sign(0)- afyny e Qo
0€Sh:o(n)=n
(11/111:
= 1+] Z Slgn a10_ ..... a1{1710'(‘n.71)
UESn 1

= (—1 )iH . Det(SU(A))
Dies ist die Behauptung des Lemmas. O

Laplace-Entwicklung von Determinanten. — Aus Satz IV.4.14 ergibt sich
eine Berechnungsmethode fur Determinanten, die einfacher anzuwenden ist
als die Leibnizformel.

Satz IV.4.17. Es sei A = (au-)?:l ..... » € Mat(n;K) eine (n x n)-Matrix.

,,,,,

i) Es seiie{1,...,n}der Index emer Zeile. Es gilt

Det(A) = i(—1)i+i -y e Det(SU(A))

j=1
Man spricht von Laplace'?-Entwicklung nach der i-ten Zeile.
ii) Es seij € {1,...,n} ein Spaltenindex. Es gilt

Det(A) = i(—])H—] - Ay - Det(SU(A))

i=1
Dies ist die Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spalte.

Beweis. i) Es seien A= (ay) i=len die zu A komplementidre Matrix und A - A=

,,,,,

(afj) = Lo Dann gilt nach Satz IV 4.14, (IV.1) und Lemma IV.4.16:
)=

Det(A) = af; = Z aij - a5 = Z a;; - Det(Ay) Z DYy Det(SU(A)).
j=1

Teil ii) wird genauso bewiesen. OJ

12Pjerre-Simon (Marquis de) Laplace (1749 - 1827), franzésischer Mathematiker, Physiker
und Astronom.
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Bemerkung 1V.4.18. Die Vorzeichen fiir die Entwicklung kann man sich als
~Schachbrett* merken, z.B. fiir eine (5 x 5)-Matrix:

+= |+ |+
+[-1+[-1+
+[=1T+]-1+

Beispiele IV.4.19. i) Wir bestimmen die Determinante der Matrix

2 -2 3
A=|4 1 2 | €eMat(3;Q)
1 51

durch Entwicklung nach der zweiten Zeile:

-2 3 2 3 2 -2
Det(A) = —4-Det< 5 1)+Det<1 1)—2-Det<1 5)

= —4.(—2-15)+(2-3)—2-(10+2) =68 — 1 —24 =43,

Wir tberpriifen das Ergebnis mit der Regel von Sarrus (Beispiel IV.4.7, ii). Dazu
bilden wir

N

—2
1
5

- K~ N
U1 —

- N W
- =N

und erhalten
Det(A)=2—4+60—3—20+ 8 =43.

ii) Wir mochten die Determinante der Matrix

4 7 -1 2
20 3 -1
Bi=| T o 5 5 |<€Mat4Q
01 —4 1
berechnen. Dazu entwickeln wir nach der zweiten Spalte:
2 3 -1 4 —1 2
Det(B)=—7-Det| —1 5 2 | +Det 2 3 -1
0o —4 1 -1 5 2

Die auftretenden Determinanten von (3 x 3)-Matrizen ermitteln wir wiederum
mit der Regel von Sarrus: Mit

3 1 3
1 5 2 -1 5
4 1 —4
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finden wir
2 3 -1
Det | —1 5 2 |1 =10—-4+16+3=25
0 —4 1
und mit

-1 5 2 -1 5

4 -1 2
Det 2 3 -1 | =24-1+20+6+20+4=73.
-1 5 2

Zusammengenommen ergibt sich
Det(B) =—7-254+73 = —102.

Bemerkungen 1V.4.20. i) Mit Hilfe der Laplace-Entwicklung kann man die De-
terminante auch rekursiv einfiihren. Man beginnt mit

Det: Mat(1;K) — K
(a) — a

und definiert die Determinante einer ((n+ 1) x (n + 1))-Matrix mittels Laplace-
Entwicklung nach der letzten Zeile durch Determinanten von (n x n)-Matrizen,
n > 1. Man kann sich durch einen einfachen Induktionsbeweis vergewissern,
dass man auch auf diese Weise die Leibnizformel erhélt. Bei der Laplace-Ent-
wicklung wird im Gegensatz zur Leibnizformel geklammert. Die Leserin bzw.
der Leser moge sich das am Beispiel von (3 x 3)-Matrizen vor Augen fiihren.

ii) Den Aufwand fir ein Rechenverfahren misst man mit der Anzahl der
durchgefiihrten Gleitkommaoperationen. Dies sind Additionen oder Multipli-
kationen. Die Multiplikation mit —1 wird nicht gezahlt. Bei der Leibnizformel
mussen n! — 1 Additionen und n! - (n — 1) Multiplikationen ausgeftihrt wer-
den, insgesamt also n - n! — 1 Gleitkommaoperationen. Durch die Klamme-
rung bei der Laplace-Entwicklung reduziert sich der Rechnenaufwand etwas
auf 2 - n! — 1 Gleitkommaoperationen. Fiir den Gauf3-Algorithmus (s. Aufgabe
IV.4.30) werden allerdings nur (n’*+Terme niederer Ordnung) Gleitkommaope-
rationen benotigt. Das ist somit die effizienteste Berechnungsmethode. Fiir eine
ausfuhrlichere Diskussion verweisen wir auf [5].

Die Cramerschen Regeln. — Satz IV.4.14 beinhaltet zwei bekannte Regeln
fir die Inversion einer Matrix und die Losung gewisser Gleichungssysteme.
Diese Regeln sind rechenaufwandig aber fir gewisse theoretische Erwagungen
wertvoll.
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Lemma IV.4.21 (Cramersche!® Regel fiir die Matrixinversion). Gegeben sei eine
invertierbare (n x n)-Matrix A € GL,(K). Dann gilt in den Bezeichnungen von
Definition IV.4.13 und IV.4.15:

A71 . <Det(A]1)) . (_] )iH . Det(S]l(A))
- Det(A) Li ..... : - Det(A) i=1...mn .

=1,...,

=1,...,

Beweis. Das ergibt sich unmittelbar aus Satz IV.4.14. O

Beispiel IV.4.22. Wir berechnen die Inverse der Matrix
1T -2 0
A= 1 0 —3 | € Mat(n;Q)
-1 2 5

mit der Cramerschen Regel. Dazu ermitteln wir zunachst die Koeffizienten der
komplementdren Matrix A = (a;) 13
i

=1,...,

10 0 0 3
611 = Det 0 0 =3 = Det(2 5) = 6,
02 5
0 —2 0 20
612 = Det 1 00 = —Det( 2 5) = 10,
0 25
. 0 =2 0 -2 0
a3 = Det| 0 0 -3 = Det( 0 _3) = 6,
T 0 O
01 0 L3
621 = Det 1 0 -3 = —Det<_1 5) = —2,
-1 0 5
100 10
azz = Det 010 = Det(_] 5) = 5,
-1 0 5
10 O 1 0
623 = Det 1 0 -3 = —Det(1 _3) = 3,
01 0
0 0 1 10
az; = Det 100 = Det(_1 2) = 2,
-1 2 0

13Gabriel Cramer (1704 - 1752), Genfer Mathematiker.
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1 =20 1 o
azp; = Det 0 01 = —Det(_] 2) = 0,
-1 20
1 -2 0 —
633 = Det 1 00 = Det<1 0) = 2
0 01

Ferner gilt Det(A) = 10, so dass

: 6 10 6
A*‘:ﬁ~ -2 53
2 0 2

Wenden wir uns nun der Cramerschen Regel fiir Gleichungssysteme zu. Es
seien A € GL,(K) eine invertierbare (n xn)-Matrix und b € K". Das Gleichungs-
system

$1
A : =b
Sn

hat genau eine Loésung, und zwar

$1
— A" .b. (IV.5)

Definition IV.4.23. Es seien A = (a;;) € GL,(K) eine invertierbare (n xn)-Matrix

b;
und b = : € K" ein Vektor. Fur i = 1,...,n setzen wir
bn
app e i broaipr o
B; = : )
An1 - Qni—t bn Qni+1 -+ Qnn

d.h. wir ersetzen die i-te Spalte von A durch den Vektor b.

Lemma IV.4.24 (Cramersche Regel fur lineare Gleichungssysteme). In Glei-
chung (IV.5) gilt

. Det(Bl)
~ Det(A)’

S{
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Beweis. Mit der Cramerschen Regel flir die Berechnung der inversen Matrix
(Lemma IV.4.21) und der Formel fiir das Matrixprodukt (IV.1) folgt aus (IV.5)

Det(A )
—Z Det(A : i=1,..,n.

Mit Lemma IV.4.16 wird daraus

o (—1 )H_j . Det(S]l(A))

Si:; Det(A) 'b]', 121,,T‘L

Auf der anderen Seite ergibt die Laplace-Entwicklung der Determinante von B;
nach der i-ten Spalte (Satz IV.4.17, ii)

Det(B;) = ) (—1)"-b;-Det(Si(A)), i=1,..,n.
j=1

Vergleicht man diese Formeln, so gelangt man zum gewtinschten Ergebnis. [J

Beispiel IV.4.25. Gegeben seien

—1 2—1i 0 3—-2i
A= i 0 —i | e Mat(3;C), b:= 0 e C3,
1+3i i 0 1+5i

und gesucht ist die Losungsmenge L(A,b). Zunadchst wird die Determinante
von A mit der Regel von Sarrus (Beispiel 1V.4.7, ii) bestimmt:

-1 2—1 0 -1 2—1
i 0 — i 0,
1+31 i 0 T+31 i
also

Det(A) = (2—i)(—i)(1431) = (=1)(-i)i= 2—1)(3—1)+1=6—1-2i—3i+1=6—5i.

Jetzt stellen wir die in der Cramerschen Regel benétigten ,Hilfsmatrizen® auf
und berechnen deren Determinanten ebenfalls mit der Sarrus-Regel:

3-21 2—i 0 3-21 2—i 0 3-2i 2—i
B, = o 0 —i |, 0 0 —i o o0,
145 i 0 1450 i 0 145 i

Det(B;) = (2—1)(—1)(1+51) —i(-1)(3-21)=(2—1)(5—-1) — (3—21)
— 10-1-2i—5{—3+2i=6—5i
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—1 3-2i 0 —1 3-2i 0 -1 3-2i
B, := i 0 —i |, i 0 —i i 0,

1+31 1451 0 1+31 1451 0 1431 1451

Det(By) = (3—2i)(—i)(1+31) — (—1)(—1)(1 +51) = 3—21)(3—1) +5—1
— 92 3i-6i+5—i=12—10i;

-1 2—1 321 -1 2—1 321 -1 2—1i
B; = i 0 o1, i 0 0 i 0,
1+3i i 1451 1431 i 1451 1+3i i
Det(B;) = (3—21)i*—(2—1)i(1+51i)
= 2i—3—(2—1)(-5+1)=2i—3+10—1—2i—5{=6—5i.
Schliefllich ergibt sich

Aufgabe 1V.4.26.
Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen

1 7 -1 2,5 4 314 2
<oz55)> 05 5 2| und [0 7 70 |.
’ 4 0 12 8 2 4
Dabei seien die ersten beiden Matrizen tiber R und die dritte tiber F;; definiert.
Im letzten Fall ist das Ergebnis wieder in der Form @ mit 0 < a < 17 anzugeben.

Aufgabe IV.4.27.
Berechnen Sie die Determinanten der folgenden tiber R definierten Matrizen:

1 =2 0 5 0 5 1 —6
-3 7 2 —11 —1 12 1 —12
all 2 20 —| uwd D 2 =21 0 19
-1 14 2 3 —11 1 -1 11
Aufgabe 1V.4.28.
a) Eine (n x n)-Matrix A = (ay)w1,..n mit a;; = 0 far 1 > j nennt man obere

=1,..., n

Dreiecksmatrix. Eine obere Dreieéi{smatrix hat also die Form

app apz - Qi

0 axp -+ apm
A =

0O -+ 0 apn
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Beweisen Sie

b) Es seien Ay,...,A, € K. Beweisen Sie die Gleichung

A1 A, e A
2 2 2
Det 7\1 )\2 U )\n = HU\] — 7\1)
P s =
}\;1—1 Ag—] L. A271

Diese Determinante wird als Vandermonde 4-Determinante bezeichnet.

Aufgabe 1V.4.29.
a) Bestimmen Sie die inverse Matrix der reellen Matrix

01 —4
12 -1
11 2

mit der Cramerschen Regel.
b) Losen Sie folgende Gleichungssysteme mit der Cramerschen Regel.
i) (K=C).

2—V2)x; + 3 = 24
—ix; + 24+V2i)x; = —5°
ii) (K = R).
—x1 + 3x; — 2x3 = —44
2x; — x3 = —23.
4x4 + 7x3 = 113

Aufgabe 1V.4.30.
Entwickeln Sie mit dem Gauf3-Algorithmus eine Berechnungsmethode fiir De-
terminanten, und bestimmen Sie die Determinante der reellen Matrix

5 8 9 8 5
-5 4 -3 2 -1
10 12 9 4 1
10 8 -3 -2 3
35 8 18 10 3

mit diesem Verfahren.

14 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 - 1796), franzésischer Musiker, Mathematiker
und Chemiker.

153






Eigenwerte und -vektoren

In diesem Kapitel werden wir zunéchst die Begriffe des Eigenwertes und des
Eigenvektors einftihren. Diese Begriffe spielen auch in den Anwendungen eine
grof3e Rolle. An dieser Stelle sei etwa die Quantenmechanik erwahnt, in der
man grob gesprochen mit Eigenwerten und -vektoren eines linearen Operators
auf einem Hilbertraum quantenmechanische Systeme beschreibt. Hierbei wird
mit unendlichdimensionalen Vektorrdumen gearbeitet. In der Vorlesung wollen
wir Eigenwerte und -vektoren dazu benutzen, die Struktur eines Endomor-
phismus f eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V zu analysieren. Die
Ergebnisse der Analyse werden durch die Jordansche Normalform zusammen-
gefasst.

Generalvoraussetzung. Alle Vektorrdume, die wir betrachten, haben mindes-
tens die Dimension 1.

V.1 Aquivalenzrelationen auf Matrizen

Definition V.1.1. Es seien m > 1 und n > 1 naturliche Zahlen. Zwei Matrizen
A, B € Mat(m,n;K) heifen dquivalent, wenn es Matrizen S € GL,,(K) und T €
GL,(K) gibt, so dass

B=S-A-T.

Schreibweise. A ~ B.

Bemerkung V.1.2. Bei der Relation .~ handelt es sich in der Tat um eine Aqui-
valenzrelation. Fur A € Mat(m, n;K) gilt offenkundig A =E,,-A-E, = E.-A-E,”.
Da E,, € GL,,(K) und E, € GL,(K), folgt A ~ A. Es seien A, B € Mat(m,n;K) und
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A ~ B. Man wiahle Matrizen S € GL,,(K) und T € GL,(K) mit B=S-A - T~'. Wir
erhalten A = (S7")-B- (T-")"'". Es gilt 7! € GL,,(K) und T~' € GL,(K), so dass wir
B ~ A schlieffen. Zu guter Letzt seien A, B, C € Mat(m,n;K) mit A~B und B ~ C
gegeben. Es gibt also Matrizen S, U € GL,,(K) und T,V € GL,(K) mit B=S-A-T"!
und C =U- B -V~ Zusammengenommen ergibt sich

C=U-(S-A-TH-VI=U-S)-A (T VvH=U-S)-A-(V-T).
Nun gilt U-S € GL,,(K) und V- T € GL,(K), so dass A ~ C folgt.

Der Hintergrund fiir diese Begriffsbildung ist folgender: Gegeben seien end-
lichdimensionale K-Vektorraume V und W sowie eine lineare Abbildung f: V —
W. Gesucht sind durchnummerierte Basen B und C fiur V bzw. W, so dass die
darstellende Matrix

MZ(f)

eine moglichst einfache Gestalt hat. Dieses Problem wurde in Folgerung IV.1.30
gelost. Man beachte, dass flir durchnummerierte Basen B und B’ von V bzw. C
und C’' von W der Zusammenhang

ME (1) = M (Idw) - ME() - (M5 1d) " gilt.

Dabei hat man M, (Idy) € GL,(K) und M8, (1dy) € GL,(K). Damit ist die nattirli-
che Motivation fiir den Aquivalenzbegriff von Matrizen gegeben, und Folgerung
IV.1.30 kann umformuliert werden in:

Satz V.1.3. Eine (m x n)-Matrix A vom Rang r ist dquivalent zu der Matrix

(5

Insbesondere sind zwei Matrizen A und B genau dann dquivalent, wenn sie den-
selben Rang haben.

Definition V.1.4. Zwei Matrizen A, B € Mat(n;K) nennt man dhnlich, wenn es
eine Matrix S € GL,(K) mit
B=S-A.-S
gibt.
Schreibweise. A ~ B.

Bemerkung V.1.5. Wie in Bemerkung V.1.2 sieht man, dass es sich bei der
Relation ,~* wirklich um eine Aquivalenzrelation handelt.

Der Hintergrund fur dieses Problem lasst sich wie folgt verstehen: Wir be-
trachten einen endlichdimensionalen K-Vektorraum V und einen Endomor-
phismus f: V— V.
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Problem V.1.6. Diesmal suchen wir eine durchnummerierte Basis B von V, fur
die die Matrix
Mg (f) := Mz(f)

moglichst einfach wird.

Fur zwei durchnummerierte Basen B und B’ von V besteht der Zusammen-
hang

My () = M idy) - My (1) - (M3 i)

Es gilt dabei M8, (idy) € GL,(K). Damit ist die Herkunft des Begriffs ,Ahnlich-
keit” geklart. Es wird sich herausstellen, dass die Losung des gerade gestell-
ten Problems wesentlich komplizierter ist als die des Aquivalenzproblems von
Matrizen. Um es zu l6sen, muss man eine detaillierte Analyse der Struktur
des Endomorphismus f durchfiihren. Dies fihrt uns endlich einmal ein bif3-
chen weg von linearen Gleichungssystemen und dem Gauf3-Algorithmus (auch
wenn wir ihn wieder einsetzen) und zeigt, dass die Lineare Algebra keine reine
Hilfswissenschalft ist, sondern auch interessante Fragestellungen in sich birgt.

Definitionen V.1.7. i) Es seien V ein K-Vektorraum und f: V — V ein Endo-
morphismus. Eine Zahl A € K wird Eigenwert von f genannt, wenn es einen
Vektor v € V \ {0} gibt, so dass

flv) =A-v.

Der Vektor v heif3t dann Eigenvektor von f (zum Eigenwert A).

ii) Es seien n > 1 eine nattirliche Zahl und A eine (n x n)-Matrix. Man nennt
eine Zahl A € K einen Eigenwert der Matrix A, wenn es einen Vektor v € K™\ {0}
mit

A-v=A-v
gibt. Der Vektor v heif3t Eigenvektor von A (zum Eigenwert ).
iii) In der Situation von i) bzw. ii) setzen wir

Eig(f,A) = {veV[f(v)=A-v} =Ker(f—A-Idy)
bzw. Eig(A,A) = {veK'|A-v=A-v}=L(A—A-E,,0).

Man spricht dabei von dem Eigenraum von f bzw. A (zum Eigenwert \).

Bemerkungen V.1.8. i) Die Eigenrdume Eig(f,\) bzw. Eig(A, A) sind lineare Teil-
raume von V bzw. K".

ii) Man muss sich den Eigenraum E := Eig(f,A) des Endomorphismus f als
Teilraum von V vorstellen, der dadurch ausgezeichnet ist, dass E invariant ist,
d.h. f(E) C E, und dass f auf E besonders einfach operiert, ndmlich durch Mul-
tiplikation mit dem Skalar A. Das anschlieBende Lemma gibt bereits prazisere
Hinweise darauf, wie Eigenvektoren bei der Losung von Problem V.1.6 hilfreich
sein kénnen.
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iii) Die Zahl 0 kommt offenbar genau dann als Eigenwert von f vor, wenn f
nicht injektiv ist. Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist nichts anderes als der
Kern der Abbildung f.

Lemma V.1.9. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraumund f: V — V
ein Endomorphismus. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) Es gibt eine durchnummerierte Basis B von V, so dass

AN O - 0
0 A :
Mg(f)=| = ™
R
0 -+ 0 M

b) Es gibt eine durchnummerierte Basis B von V, die nur aus Eigenvektoren
von V besteht.

Beweis. a) — b). Es sei B = {by,...,b,}. Aus der Definition der darstellenden
Matrix folgt f(b;) = A - by, i=1,..,n.

b) — a). Es seien B ={by,...,b, } und Ay, ..., A, € K, so dass b; ein Eigenvektor
zum Eigenwert A, ist, i = 1,...,n. Die Darstellungsmatrix beztiglich dieser Basis

hat offensichtlich die in a) angegebene Gestalt. O
Definitionen V.1.10. i) Eine Matrix A = (a;)i-1,..n heifit Diagonalmatrix, wenn
aj=Oftirallel <i#j<ngilt.

Schreibweise. A := Diag(a, ..., nn)-

ii) Ein Endomorphismus f: V — V des endlichdimensionalen K-Vektor-
raums V heif3t diagonalisierbar oder halbeinfach, wenn es eine durchnumme-
rierte Basis B von V gibt, fiir die M3(f) eine Diagonalmatrix ist.

iii) Eine Matrix A € Mat(n;K) heif3t diagonalisierbar, wenn sie einer Diago-
nalmatrix dhnlich ist.

2 3

Beispiel V.1.11. Es sei A .= < 01

) € Mat(2;R). Dann ist ( ]

0 ) ein Eigenvektor

zum Eigenwert 2 und ( _?
bar. Es gilt

(o) (83) (o 7)=(57),

Man beachte, dass
1 -3\ _ /1 3\"
0 1) 0 1 )

) einer zum Eigenwert 1. Damit ist A diagonalisier-

158



V.2. Polynome

Abbildung V.1: Die Abbildung f,.

Die Vektoren ( (1) ) und ( _? ) definieren die ausgezeichneten Richtungen in

R?, auf denen Multiplikation mit A als Multiplikation mit 2 bzw. 1 wirkt. Die
anderen Richtungen sind nicht invariant, d.h. fir

e(())(())

gilt A-v ¢ (v) (vgl. Abbildung 5.1).

Aufgabe V.1.12.

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion tiber n: Gegeben seien ein Vektor-
raum V und ein Endomorphismus f: V — V sowie n verschiedene Eigenwerte
Aly....An € Kvon f mit Eigenvektoren v; € V\{0}, i.e. f(vi) =A;-vi, i =1,..,n. Dann
ist {vy,...,v, } eine linear unabhangige Teilmenge von V.

V.2 Polynome
Wir erinnern zunachst an den Ring aus Aufgabe 11.3.7, ii). Es sei
R := Abb'(N,K) := {p: N —K ‘ p(n) # 0 nur fur endlich viele n € N }

Auf R definieren die folgenden Operationen die Struktur eines K-Vektorraums:

Ap:N — K, n—A-pn), AeK, peR,
p+q:N — K) n'_>p(n)+q(n)) p,qER.

Die Multiplikation, mit der R zum Ring wird, ist wie folgt erklart:
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Die Elemente
e:N — K

n o I, n=j
0, sonst

j € N, bilden eine Basis fuir den K-Vektorraum R. Offenbar haben wir die Regel
€i - € = €4y, 1,j € N.
Wir setzen t :=e;, t°:= 1 =¢,. Dann gilt t = e; fr alle j € N.

Schreibweise. Wir kénnen p € R mit p(j) = 0 far alle j > n also auf eindeutige
Weise in der Form

pt)=p =ant"+ an t" ' + -+ art + ap

mit a; € K, j =0,...,,n, schreiben. Wir nennen p(t) ein Polynom in der Unbestimm-
ten t. Die Schreibweise p(t) hebt die Unbestimmte t hervor und ist nicht mit
dem Wert von p an einer naturlichen Zahl zu verwechseln. Ferner setzen wir
K[t] := R und sprechen von dem Polynomring in der Unbestimmten t.

Beispiel V.2.1. Wir berechnen eine Summe und ein Produkt von Polynomen:
(B +4t2+3t)+ 2t =5t + 32+t —1) =2t + t° = 5t* + 72 + 4t — 1;
(2 +3t+2)- 2t+1) =28 + 7> + 7t + 2.

Definition V.2.2. Es sei p = a,t" + a, 1t" ' +--- + a;t + ao. Der Grad von p ist
definiert als

—00, a=--=a,=0
max{jla; #0}, sonst

Grad(p) := {
Lemma V.2.3. Fiir zwei Polynome p, q € K[t] gilt:!
a) Grad(p + q) < max{Grad(p), Grad(q) }.

b) Grad(p - q) = Grad(p) + Grad(q).

IDabei gelten folgende Rechenregeln fiir —oo:
e Vne N: —oco <,
e 'ne N: —c0o+n =—o0,

® —00+ (—o0) = —00.
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Beweis. Es seien

P = aut"+---+at+ap
q = bpt"+---+bit+ by

mit a, # 0 und b,, # 0, so dass Grad(p) = n und Grad(q) = m. Wir kénnen
sicherlich m < n voraussetzen.

Zu a). Wir erhalten p+q = a,t"+- - -+ amt™ "+ (apm + by ) t™+- -+ (a; + by )t +
(ap + by). Damit gilt Grad(p + q) < n. Wir weisen darauf hin, dass ,<" genau
dann auftritt, wenn m =n und a,, + b,, = 0 gilt.

Zu b). Es gllt P-q= anbmtn+m + -+ ((lob] + (l]bo)t + aobo. Da (lnbm 7£ 0, gllt
Grad(p-q) =m+n. O

Satz V.2.4 (Division mit Rest). Es seien p, q € K[t] Polynome. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome s und r mit Grad(r) < Grad(p), so dass

q=p-s+r.

Definition V.2.5. Gilt in der Situation des Satzes r = 0, dann sagen wir, dass p
das Polynom q teilt und schreiben p|q.

Beweis von Satz V.2.4. Fur Grad(p) > Grad(q) gilt s = 0 und r = q. Anstatt den
Beweis auszufiihren, geben wir ein Beispiel an:

(28 —5t* + 783 + 2t + 8t —5) : (2 —3t+5) = 283+ t*+(-3)
—(2t —6t" +108%) | Rest (—t + 10)
th— 3t 4+ 2¢2 Ubertrag
—(t* = 3t3 +5t%)
—3t2 4+ 8t—5
—(—3t> + 9t —15)
—t+10.
Der obige Satz wird z.B. in [9], Satz A.1.5, bewiesen. O

Definitionen V.2.6. i) Es sei p = an,t" + a,t"' + --- + a1t + ap € K[t]. Wir
definieren
fp: K — K
A — G A @AY - @A ap.
Die Abbildung f, heifit die zu p gehdrige Polynomabbildung.
Schreibweise. p(A) := f,(A).2

2Die Definition der Polynome tiber Abbildungen von N nach K erfolgte nur aus formalen
Grinden und kann ftir das Weitere vergessen werden. In diesem Sinne ftihrt die mibrauchli-
che Schreibweise p(A) hoffentlich nicht zur Verwirrung.
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ii) Eine Abbildung f: K — K nennt man eine Polynomabbildung, wenn es ein
Polynom p € K[t] mit f = f,, gibt.

Satz V.2.7. i) Die Zuordnung F: K[t] — Abb(K, K), p +— f,, ist K-linear.
ii) Ftir A € K und Polynome p, q € K[t] gilt f,.q(A) = f,(A) - f4(A).
iii) Wenn K unendlich viele Elemente enthdilt, dann ist F injektiv.

Beweis. Teil i) und ii) sind durch einfache Rechnungen leicht nachzuprifen.
Auf Punkt iii) kommen wir im Anschluss an den Beweis von Satz V.2.12 zu

sprechen. O
Bemerkung V.2.8. Es sei K = {Aq,...,A;} ein Koérper mit nur endlich vielen Ele-
menten. Das Polynom p := (t —Ay) - -+ - (t — As) ist nicht das Nullpolynom, aber

es gilt offensichtlich f,(A) = 0 fur alle A € K. Damit ist F, wie im letzten Satz
definiert, nicht injektiv.

Fir K = F; erhdlt man zB. p =t-(t—1) = t-(t+1) = t* + t. Dabei ist
p(0)=04+0=0und p(1)=1+1=0.

Definition V.2.9. Es sei p € K[t] ein Polynom. Eine Zahl A € K wird Nullstelle
von p genannt, wenn p(A) = 0.

Lemma V.2.10. Wenn A eine Nullstelle des Polynoms p € K[t] ist, dann gilt (t —
A)lp. Es gibt also ein Polynom s vom Grad Grad(p) — 1, sodassp = (t —A) - s.

Sprechweise. Man spricht in diesem Zusammenhang von der Abspaltung des
Linearfaktors (t — A).

Beweis von Lemma V.2.10. Wir fiihren die Division mit Rest durch: p = (t — A) -
s + 1. Da Grad(r) < Grad(t —A) = 1, muss r € K gelten, und aus 0 = p(A) =
(A—=A)-s(A)+r=rfolgt r=0. O

K

Definition V.2.11. Es seien p € K[t] ein Polynom mit Grad(p) > 0 und A €
eine Nullstelle von p. Dann heif3t

wip;A) := maX{le N | (t—A)llp} > 1

die Vielfachheit oder Multiplizitcit der Nullstelle A.

Satz V.2.12. Es sei p € K[t] ein Polynom mit Grad(p) =t n > 0 und den (ver-
schiedenen) Nullstellen Ay, ...,A,,, m > 0. Dann gibt es ein Polynom q € K[t] ohne
Nullstellen, so dass

p=(t—A)" - (t—An)™ - q. (V.1)

Dabei haben wir 1, := u(p,A), 1 = 1,...,m, gesetzt. Insbesondere hat p héchtens n
mit Vielfachheiten gezcihlte Nullstellen.
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Beweis. Wir fuhren Induktion tiber n. Fir n = 0 gilt p = ay € K*, und es ist
nichts zu zeigen.

Induktionsschritt n ~» n + 1. Falls p keine Nullstelle hat, kénnen wir p = q
wahlen. Ansonsten sei A € K so, dass p(A) = 0. Gemaf3 Lemma V.2.10 schreiben
wir p = (t —A) - s flir ein Polynom s vom Grad n. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es also ein Polynom q € K[t] ohne Nullstellen, so dass

s=(t—A)" - (t—=Aw)'w - q
Wenn A € {Aq,...,Aw }, dann sind Aq, ..., Ay, Ay := A die Nullstellen von p mit
den Vielfachheiten 1}, ..., U ,, 1. Falls (nach Umnummerierung) A = A;, dann sind
Aty ..., An die Nullstellen von p mit den Vielfachheiten 1} + 1,15, ..., 1/ ,. In beiden
Fallen besteht die Faktorisierung (V.1) wie behauptet. O

Beweis von Satz V.2.7, iii). Wenn f,, die Nullabbildung ist, dann hat p unendlich
viele Nullstellen. Nach Satz V.2.12 kann p nur das Nullpolynom sein. OJ

Definition V.2.13. Ein Korper heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom p € K[t] vom Grad n > 1 mindestens eine Nullstelle hat.

Beispiel V.2.14. Der Korper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abge-
schlossen. Das Polynom p := t* + 1 vom Grad zwei hat bekanntlich keine reelle
Nullstelle.

Satz V.2.15. Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und p € Klt]
ein Polynom vom Grad n > 1 mit den verschiedenen Nullstellen A, ..., A,,. Dann
existiert eine Zahl a € K*, so dass

p=a- (t_7\1)h """ (t_xm)lm) L= M(PQH)» i=1,..,m.
Sprechweise. Man sagt, das Polynom p zerféllt vollstdndig in Linearfaktoren.

Beweis von Satz V.2.15. Nach Satz V.2.12 kénnen wir

schreiben. Dabei ist q ein Polynom ohne Nullstellen. Auf Grund der Definition
eines algebraisch abgeschlossenen Koérpers muss Grad(q) = 0 gelten, d.h. q =
a € K~ U

Satz V.2.16 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kérper C der komplexen Zahlen
ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Elegante Beweise lernt man zumeist in der Funktionentheorie etwa
im vierten Semester kennen. Die dort verwendeten Methoden sind vollig un-
abhangig von den im Folgenden entwickelten, so dass kein so genannter ,Zir-
kelschluf3 zu beftirchten ist. Man konsultiere etwa [11], Satz IV.5.11. O
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Beispiel V.2.17 (Polynome vom Grad zwei). Es sei p = at? + bt + ¢ € C[t] ein
Polynom vom Grad zwei, i.e. a # 0. Die Nullstellen A; und A, € C werden nach
der Formel

—b + vb? —4ac
A= 7a (V.2)

berechnet. Dabei tiberlegt man sich leicht, dass jede komplexe Zahl eine Wurzel
besitzt (s. Aufgabe I1.3.6).

Fur a, b, c € R beachte man, dass gilt:
MER &N €R & b?—4ac > 0.

Dabei ist b? —4ac = 0 gleichbedeutend mit der Tatsache, dass p eine Nullstelle
der Vielfachheit zwei besitzt (die automatisch reell ist). In jedem Fall hat p zwei
Nullstellen (mit Vielfachheiten gezahlt) im Kérper C.

Das allgemeine Verfahren. — Um fiir ein beliebiges Polynom p € K[t] vom
Grad n > 1 eine mogliche Zerlegung in Linearfaktoren zu finden, gehe man wie
folgt vor:

e Wenn p keine Nullstelle hat, dann gibt es keine solche Zerlegung, und
wir sind fertig. Ansonsten bestimme man eine Nullstelle A von p. (Dies ist
natiirlich ein schwieriges Problem. Fiir die Vorlesung, die Ubungsaufga-
ben und die Klausur beschranken wir uns hierzu auf das ,Eins-Zwei-Drei-
Verfahren“, d.h. wir uberprufen, ob +1, +2 oder +3 vielleicht Nullstellen
von p sind.) Wir bilden p = (t — A) - s.

e Nun stelle man fest, ob s eine Nullstelle besitzt. Falls nicht, brechen wir
ab. Ansonsten bestimmen wir eine Nullstelle A’ und bilden s = (t —A') - ¢/,
dh.p=(t—A) - (t—N)-s.

e Dieses Verfahren wird so lange iteriert, bis man sieht, dass keine weiteren
Nullstellen vorkommen oder man ein Polynom vom Grad eins hat.
Man beachte, dass man tiber dem Korper der komplexen Zahlen C fiir ein
Polynom vom Grad 2 die Nullstellen mit (V.2) bestimmen kann.

Beispiel V.2.18. Es sei p = t* — 5t3 + 7t + 3t — 10 € C[t]. Es gilt p(—1) = 0. Daher
fiihren wir die Division von p durch t + 1 aus:
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(=583 +7t2+3t—10): (t+1) =t -6t +13t—10=:s

—(t* 4+ 13)
— 613 + 7t?
—(— 6t° — 6t?)
13t + 3t
—(13t% +13t)
—10t—10
—(—10t —10)

0.

Als Néchstes stellt man fest, dass s(2) = 0 gilt. Die entsprechende Polynomdivi-
sion sieht wie folgt aus:

(B—6t2+13t—10): (t—2)=t? —4t+5=u

— (3 —2t%)
— 412 + 13t
—(— 4t* + 8t)
5t —10
—(5t—10)
0.
Die Nullstellen A; und A, von u sind durch die Formel
4+£+16-2

gegeben. Alles in allem bekommen wir die Faktorisierung
p=0+1)-(t=2)- (t—2—-1) - (t—(2+1).

Aufgabe V.2.19.
a) Fuhren Sie in C[t] die Polynomdivision mit Rest aus fur die Polynome

p::4%t4+(5+5i)t3+(4+9i)t2+(3+3i)t+1 +1i und q:= (2+%i)t2+3t+1.

b) Es seien p € R[t] und A € C eine Nullstelle von p. Zeigen Sie, dass auch A eine
Nullstelle von p ist. Schliefen Sie, dass

p=(t—A)" ... (=A™ -y fy
fiir gewisse Polynome f,...,f, € R[t] vom Grad zwei. Hierbei seien A4,...,A,, die
reellen Nullstellen von p und l, ..., 1, ihre Vielfachheiten.

Aufgabe V.2.20.
Kann ein endlicher Korper algebraisch abgeschlossen sein? Begrunden Sie Thre
Antwort.
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V.3 Charakteristische Polynome

Zunichst bemerken wir, dass wir Matrizen auch in einem allgemeineren Rah-
men betrachten kénnen. Dazu sei R ein kommutativer Ring (Kapitel II, Defini-
tion I1.3.1).

Definitionen V.3.1. i) Fur m,n € N., ist die Menge der (m x n)-Matrizen mit
Eintrédgen in R definiert als

Mat(m,n;R) := {A = (aij)ijzz,.. .... m ] ay € Ryi=1,...,m,j=1, ...,n}.
ii) Wir definieren die Abbildungen
e (Addition).

+: Mat(m,n;R) x Mat(m,n;R) — Mat(m,n;R)

,,,,,,,,,,

o (Skalarmultiplikation).
s: R x Mat(m,n;R) — Mat(m,n;R)

e (Matrixmultiplikation).

‘m: Mat(l, m;R) x Mat(m,n;R) — Mat(l,n;R)

=l,...m = j=1,..,

e (Determinantenabbildung).

Det: Mat(n;R) := Mat(n,n;R) — R

,,,,,,

iii) Wie fiir einen Korper erklart man so genannte Elementarmatrizen S;(a),
Qij(a), Py, a € R, T <i#j <n (vgl. Definition IV.1.9).

Eigenschaften V.3.2. i) Fiir (Mat(m,n;R),+, -s) sind die Vektorraumaxiome (De-
Sfinition III.1.1) sinngemd erfiillt.3

ii) (Mat(n;R), +, -1n) ist ein Ring.

iii) Alle Eigenschaften der Determinante, die mit Hilfe der Leibniz-Formel be-
wiesen werden, bleiben gtiltig. Insbesondere gilt:

3Man spricht in diesem Zusammenhang von einem R-Modul.
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a) Die Eigenschaften aus Definition IV.4.1, i), sind erfillt.
b) Det(A) = Det(A') (s. Satz IV.4.8).
c) Flir ein Produkt S € Mat(n;R) von Elementarmatrizen und eine beliebige
Matrix A € Mat(n;R) hat man
Det(S - A) = Det(S) - Det(A) ¥ ™2 Det(A) - Det(S) = Det(A - S).  (V.3)

d) Es gibt zu jeder Matrix A € Mat(D,R) die komplementare Matrix A (vgl.
Definition IV.4.13) mit A - A = A - A = Det(A) - E,.. Insbesondere bleibt die
Laplace-Entwicklung fiir Determinanten erlaubt.

Bemerkung V.3.3. Bei allem, was mit multiplikativen Inversen und Invertieren
zu tun hat, muss man vorsichtig sein. Z.B. gilt fiir die Elementarmatrix S;(2) €
Mat(n;Z) zwar Det(S:(2)) = 2 # 0, dennoch ist S;(2) nicht invertierbar, d.h. es
gibt keine Matrix T € Mat(n;Z) mit T - $;(2) = E,.. Dies hangt nattrlich mit der
Tatsache zusammen, dass 2 in Z nicht invertierbar ist (vgl. Aufgabe V.3.20).

Definitionen V.3.4. Es sei A € Mat(n;K) eine (n x n)-Matrix mit Eintragen im
Korper K.
i) Dann ist
t-E,— A € Mat(n;K[t]),

und
xa(t) :=Det(t-E, — A) € K[t]

wird das charakteristische Polynom von A genannt.

,,,,,

iii) Ein Polynom p = a,t"+- - -+ ay € K[t] vom Grad n ist normiert, wenn a,, =1
gilt.

Bemerkung V.3.5. Mit der Leibniz-Formel tiberlegt man sich, dass das charak-
teristische Polynom von A die Gestalt

xa(t) =t —Spur(A) -t "+ ...+ (=1)"- Det(A)
hat. Insbesondere ist xa(t) normiert vom Grad n.

Lemma V.3.6. Flir zwei dihnliche Matrizen A, B € Mat(n;K) gilt
Xa(t) = xs(t).
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Beweis. Nach Definition V.1.4 gibt es eine Matrix S € GL,(K) mit B=S-A - S,
Damit erhalt man

t-E,—B=t-E,—S-A-S'"=S.(t-E,)-S"—S-A-S'"=S.(t-E,—A)-S".

Da S nach Satz IV.1.17 ein Produkt von Elementarmatrizen ist, gilt nach Glei-
chung (V.3)

xs(t) = Det(t-E, —B) = Det(s (t-Ey,—A) - 5*1)
= Det(S)-Det(t-E, —A)-Det(S™")
= Det(S) - Det(S™") - xalt) = xa(t).
Dies ist die gewtlinschte Gleichung. O

Bemerkungen V.3.7. i) Im obigen Satz gilt nicht die Umkehrung. Es gibt Matri-
zen, die nicht ahnlich sind, aber die dennoch dasselbe charakteristische Poly-
nom haben. Die Jordansche Normalform wird uns erlauben, genauere Aussa-
gen daruber zu machen (s. Satz V.8.1 und Beispiel V.8.6).

ii) Die zu dem charakteristischen Polynom xa(t) einer Matrix A € Mat(n; K)
gehorige Polynomabbildung ist:

fo(t):K — K
A — Det(A-E,—A).

Auf Grund der Eigenschaften der Determinante sind folgende Aussagen aqui-
valent:

a) A € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms xa(t).

b) Det(A-E, —A) =0.

c) A-E,, — A ist nicht invertierbar.

d) Rg(A-E, —A) <n.

e) L(A-E, —A,0) # {0}

f) Ker(fyg,—a) # {0}

g) ve K'\{0}:0=A-E,—A)- v=A-(E,- V)] —A-v=A-v—A -

Die Aquivalenz von a) und g) fithrt zu dem folgenden wichtigen Resultat.
Satz V.3.8. Die Eigenwerte einer Matrix A € Mat(n;K) sind die Nullstellen des

charakteristischen Polynoms xa(t).
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Bemerkung V.3.9. Satz V.3.8 gibt uns einen wichtigen Ansatz zur Berechnung
der Eigenwerte einer gegebenen Matrix. Aus Lemma V.3.6 und Satz V.3.8 er-
gibt sich z.B., dass dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte haben. (Dies kann
man sich allerdings auch mit elementaren Methoden uberlegen (vgl. Bemer-
kung V.3.17).)

Das folgende Ergebnis beantwortet die Frage, welche Polynome als charak-
teristische Polynome auftreten kénnen.

Satz V.3.10. Es seip(t) = t"+a, 1t" '+ - -+a;t+ay € K[t] ein normiertes Polynom
vom Grad n > 1. Dann existiert eine Matrix A € Mat(n;K) mit

xa(t) =p(t).

Beweis. Wir beweisen folgende Aussage durch vollstdndige Induktion tiber n:
Es seienn > 1 eine natiirliche Zahl, ay, ..., a,_; € K Elemente des Koérpers und

0 0 -0 —ap
1 0 - 0 —a
A= (by)item = [ 0 T T i € Mat(n; K),
j=1,..., n
‘. . 0 —an_2
o ... 0 1 — Q]
d.h. bi+1,i = 1, i. = 1, ...,TL— 1, bin = —ai_1, i — 1) ”')n’ und bu — O in allen anderen

Fdllen. Dann gilt
Xalt) =t"+ Cln_1’tnf1 + -4+ at+ a.

Fuar n =1 gilt offenbar xA(t) =t + ao. Fiir den Induktionsschritt ,n~-n + 1
entwickeln wir die Determinante der Matrix

t 0 --- 0 ay

0o —1 "-. : : | € Mat(n+ 1;K[t])
ol e t an_1

o --- 0 -1 t+a,

nach der ersten Zeile, so dass
c o0 . o o 1t 0 0
St -0 a o 1
xa(t) = t-Det 0 -1 .o o | + (=1)2ay Det :

: P t an— :

0 -+ 0 -1 t+ a,l 0 - ;

= t-(t"Fat" T+ apt 4 ag) + ao
" a4 4 @t + art + ao.
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Die Abktirzung ,IV* steht dabei fur ,Induktionsvoraussetzung®. OJ

Bemerkung V.3.11. Wir weisen nochmals drauf hin, dass die Matrix A bei wei-
tem nicht die einzige Matrix mit dem angegebenen charakteristischen Polynom
ist.

Fiir jedes Polynom p = a,t™ + a, 1t" ' +--- + a;t + ao mit a, # 0 ist (1/a,) - p
ein normiertes Polynom mit denselben Nullstellen wie p. Angesichts der Defini-
tion eines algebraisch abgeschlossenen Koérpers V.2.13 schlieffen wir mit dem
letzten Satz:

Folgerung V.3.12. Flir einen Korper K sind folgende Eigenschaften dquivalent:
a) K ist algebraisch abgeschlossen.
b) Jede Matrix A € Mat(n;K) mitn > 1 besitzt einen Eigenwert.

Dies ist eine wichtige Beobachtung: Die Analyse eines Endomorphismus
f: V. — V eines endlichdimensionalen K-Vektorraums bzw. einer Matrix A €
Mat(n; K) wollen wir auf Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren stiitzen. Da-
zu muss es naturlich gentigend Eigenwerte und -vektoren geben. Die obige
Folgerung sagt uns, dass wir dies im Allgemeinen nur erwarten konnen, wenn
der Korper K algebraisch abgeschlossen ist. Zum ersten Mal gehen also Eigen-
schaften des Grundkoérpers in unsere Theorie ein.

Beispiel V.3.13. Es sei K = R. Wie wir wissen, ist R nicht algebraisch abge-
schlossen, so dass es Matrizen ohne Eigenwert geben muss. Ein intuitives Bei-
spiel, das dieses Phidnomen erklart, ist das der Matrix*

= ( cos(e) —sin(e) ) . 0<a<2m
sin(ax)  cos(«)

Wir erinnern an Beispiel I11.5.19. Die zu A gehérige lineare Abbildung fa: R*? —
R? ist die Drehung um den Winkel «. Ein Vektor v € R? \ {0} ist genau dann ein
Eigenvektor, wenn er durch f, auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet
wird oder, anders gesagt, die von v erzeugte Gerade durch f, auf sich selbst
abgebildet wird. Fiur eine Drehung kann dies nur flir « = 0 (identische Ab-
bildung; A = E;) oder « = 7t (Drehung um 180 Grad; A = —E,;) passieren. In
den letzten beiden Fallen haben wir nur den Eigenwert A = 1 bzw. A = —1 und
Eig(A,A) = R%. Fur « € [0,27) \ {0, } erwarten wir keinen Eigenwert.

4Fur die verwendeten Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen verweisen wir auf
[8].
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Rechnerisch ergibt sich

t
Xa(t) = Det( —sin(x) t—cos(x)
(t — cos(«))? + sin?( o)

= t* —2cos(a)-t+ cos’(«) + sin’(x) =t* —2cos(«) - t + 1.

=1

—cos(x)  sin(«x) )

Die Nullstellen von xa(t) sind nach (V.2) durch cos(«) + y/cos?(x) — 1 gegeben.
Da cos?(x) € [0, 1], existiert eine reelle Nullstelle nur fiir cos(x) = +1. Da wir
« € [0,2m) voraussetzen, gilt dies fiir « = 0 und o = 7 in Ubereinstimmung mit
unseren geometrischen Uberlegungen.

Schlieflich seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f: V — V
ein Endomorphismus. Wie wir bereits des Ofteren gesehen haben, ist die Dar-
stellungsmatrix von f bis auf Ahnlichkeit bestimmt, d.h. sind zwei durchnum-
merierte Basen B und B’ von V gegeben, dann folgt M;(f) ~ Mg/ (f). Die folgende
Definition ist also wegen Lemma V.3.6 sinnvoll.

Definition V.3.14. Fiur V und f wie oben setzt man

X (t) == Xmp(n) (t).

Dabei sei B eine durchnummerierte Basis von V. Man nennt x;(t) das charak-
teristische Polynom von f.

Eigenschaften V.3.15. Wie fiir das charalkteristische Polynom einer Matrix hat
maru:
VA € K:x¢(A) =0 & A ist Eigenwert von f.

Definitionen V.3.16. Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f: V— V ein Endomorphismus bzw. A € Mat(n;K). Ferner sei A € K ein Eigen-
wert von f bzw. A.

i) Die Zahl

«(f,A) = u(xs(t);A) (s. Definition V.2.11)
bzw. o(A,A) = plxa(t);A)

heif3t die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A.
ii) Die Zahl

v(f,A) = Dimg(Eig(f,A)) (s. Definition V.1.7)
bzw. v(A,A) := Dimg(Eig(A,A))

heif3t die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A.
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Bemerkung V.3.17. Es seien A und B € Mat(n; K) &hnliche Matrizen. Nach Lem-
ma V.3.6 gilt xa(t) = xg(t). Damit haben A und B dieselben Eigenwerte, und fir
jeden Eigenwert A € K gilt «(A,A) = «(B,A). Es gilt aber auch y(A,A) = y(B,A).
Denn fiir S € GL,(K) mit B=S-A - S~ und v € Eig(A, A) gilt

B-(S-v)=S-A-S"-S.v=S-A.-v=S-(A-v)=A-(S-v),

i,e. S-v € Eig(B,A) und S - Eig(A,A) C Eig(B,A). Ebenso gilt S7" - Eig(B,A) C
Eig(A,A). Damit induziert die Multiplikation mit S von links einen Isomorphis-
mus zwischen Eig(A,A) und Eig(B, ), so dass die Aussage uber die Gleichheit
der geometrischen Vielfachheiten folgt. Auch erhélt man einen elementaren Be-
weis daftir, dass A und B dieselben Eigenwerte haben.

Die geometrische Vielfachheit gibt die maximale Anzahl linear unabhangiger
Eigenvektoren zum Eigenwert A an und wird durch die algebraische Vielfach-
heit abgeschatzt:

Satz V.3.18. In der obigen Situation gilt immer
Y(f,A) < a(f,A) bzw. y(A,A) < (A, A).

Beweis. Wir fihren den Beweis fir einen Endomorphismus f. Dazu seien r :=
v(f,A) und by, ..., b, eine Basis fur Eig(f,A). Man ergdnze zu einer durchnumme-
rierten Basis B ={by,...,b;,b,11,...,b, } von V. Fur diese Basis gilt

MB(f): (7\0Er Z/)

Man berechnet x¢(t) = (t — A)" - xa/(t). Also teilt (t — A)" das charakteristische
Polynom, so dass

af,A) = max{ Le N|(t—A) teilt xs(t) } > 7

wie behauptet folgt. O

Beispiel V.3.19. Wie man sich leicht tberlegt, gilt «(A,A) = y(A,A) far jede
diagonalisierbare Matrix A und jeden Eigenwert A von A (s. auch Satz V.4.1).

Fur die Matrix A .= ( é _; ) € Mat(2; Q) berechnet man x(t) = (t —2)%. Damit

ist A = 2 der einzige Eigenwert, und wir haben «(A,2) = 2. Wegen 2 - E, — A =

(8 g))gilt
Eig(A,Z)zM2~Ez—A,0)=<( (]) )>

also y(A,2) =1 < «(A,2). Somit ist A insbesondere nicht diagonalisierbar.
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Aufgabe V.3.20 (Maftrizen Uber 7).
Es sei n > 1 eine naturliche Zahl.
a) Zeigen Sie, dass fiir A, B € Mat(n, Z)

Det(A - B) = Det(A) - Det(B)

gilt.
b) Schliefen Sie, dass eine Matrix A € Mat(n;Z) genau dann invertierbar ist,?
wenn

Det(A) € {£1}.

c) Zeigen Sie, dass eine invertierbare Matrix A € Mat(n;Z) als Produkt von
Elementarmatrizen aus Mat(n;Z) geschrieben werden kann.

Aufgabe V.3.21.
Zeigen Sie unter Verwendung der Formel fiir das Matrixprodukt, dass fur alle
A, B € Mat(n; K) gilt

Spur(A - B) = Spur(B - A).

Aufgabe V.3.22.
Berechnen Sie das charakteristische Polynom der komplexen Matrix
100 =25
0 00 26
A= -3 10 70
0 01 5

V.4 Diagonalisierbare Endomorphismen

Wir kénnen mit den zuletzt eingefiihrten Begriffen das elementare Diagonali-
sierungskriterium aus Lemma V.1.9 prazisieren.

Satz V.4.1. Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein En-
domorphismus bzw. A € Mat(n;K). Dann sind die folgenden Bedingungen dqui-
valent:

a) Der Endomorphismus f bzw. die Matrix A ist diagonalisierbar.
b) A) Das charakteristische Polynom x;(t) bzw. xa(t) zerfdllt vollstéindig in Li-

nearfaktoren und B) fiir jeden Eigenwert A von f bzw. A gilt x(f,A) = y(f,A)
bzw. x(A,A) = v(A,A).

5d.h. es gibt eine Matrix B € Mat(n,Z) mit A-B=B-A =E,
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c) Es gilt
bzw. K"'=Eig(A,A) @ --® Eig(A,An).
Dabei seien Ay, ..., A, € K die verschiedenen Eigenwerte von f bzw. A.

Beweis. Wir beweisen den Satz fir einen Endomorphismus f und fangen mit
der Implikation ,a)=—=b)* an. Nach Lemma V.1.9 kénnen wir eine durchnum-

merierte Basis B = {by,...,b, } von V wahlen mit
A - Ey,
M= |y O 1 V.4
. Am - E,
Dabei seien A,...,A;,, € K die verschiedenen Eigenwerte von f. Offenbar gilt
v(f,A) > 1, 1=1,...,m. Aus (V.4) ergibt sich das charakteristische Polynom
Xe(t) = (t=A)" o (£ = An)™

und somit A). Es folgt
li = O((f, 7\1) > Y(f, }\1) > li, 1= 1, ceey M

so dass tatsdchlich «(f,A) = y(f,A) fir jeden Eigenwert A von f wie in B) be-
hauptet gilt.
Zu ,b)—c)“. Wir setzen zunichst

W :=Eig(f,\)) + - - - + Eig(f, An).

Nun seien v; € Eig(f,A;), i = 1,...,m, Eigenvektoren mit v; + --- +v,, = 0. Nach
Aufgabe V.1.12 muss also v; = --- = v,, =0 sein, so dass

W = Eig(f,\) & --- ® Eig(f,A,,) (Definition III.2.1, ii).
Aus der Dimensionsformel (Satz I11.5.40) folgt leicht

Dimg (W) = Dimg(Eig(f,A1)) + - - - + Dimg(Eig(f, Ayn))
YA 4 Ay (F M)
a(fyAr) + -+ a(fy An) Y

Aus Dimy (W) = Dimy(V) folgt sofort W =V.
Zu ,c)—a)“. Man wihle Basen V}, ...,v{j far Eig(f,A;), j = 1,...,,m. Dann ist

=

- _— 1 1 2 2 m m
B i={bi, ey br} = {Viy ey VI, Vs oy Vs ey VI ey VI )

eine durchnummerierte Basis von V, bzgl. derer die Darstellungsmatrix durch
(V.4) gegeben ist. O

174



V.4. Diagonalisierbare Endomorphismen

Folgerung V.4.2. Ein Endomorphismus f bzw. eine Matrix A wie in Satz V.4.1
mit einem charakteristischen Polynomx:(t) bzw. xA(t), das vollstéindig in Linear-
faktoren zerfdllt und nur Nullstellen der Vielfachheit eins (so genannte einfache
Nullstellen) besitzt, ist diagonalisierbar.

Bemerkungen V.4.3. i) Falls K algebraisch abgeschlossen ist, dann ist Bedin-
gung A) in Satz V.4.1, b), immer erfullt (s. Satz V.2.15).

ii) Wir haben nun eine Klasse von Endomorphismen bzw. Matrizen intrin-
sisch ausgezeichnet, fir die unser anfangs gestelltes Problem V.1.6 eine einfa-
che Losung besitzt. Fur die durch diesen Satz nicht abgedeckten Endomorphis-
men bzw. Matrizen werden wir eine nicht unerhebliche Zusatzarbeit zu leisten
haben.

iii) Zwei Diagonalmatrizen A = Diag(a;,...,a,) und B = Diag(b;,...,b,) sind
genau dann dhnlich, wenn es eine Permutation o € S,, mit a; = by, i1 =1,...,m,
gibt.

iv) Wir bemerken, dass ein ,allgemeines* Polynom p € Clt] nur einfache Null-
stellen hat und dass das Vorkommen mehrfacher Nullstellen eine spezielle Si-
tuation darstellt. Dies kénnen wir uns fiir Polynome p = at? + bt + ¢ € C[t] mit
a # 0 klarmachen. Nach der Losungsformel (V.2) tritt eine doppelte Nullstelle
genau dann auf, wenn b? —4ac = 0 gilt. Fiir allgemeine Wahlen von a, b und ¢
wird diese Beziehung nicht gelten, und p wird zwei einfache Nullstellen haben.
Auch fur Polynome héheren Grades wird das Vorkommen einer mehrfachen
Nullstelle durch das Verschwinden einer so genannten Diskriminante charak-
terisiert. Man konsultiere etwa:

B.L. van der Waerden, Algebra I, Siebte Auflage, Heidelberger Taschenbtiicher
12, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1966, xi+271 Seiten.

In diesem Sinne hat auch eine ,allgemeine” Matrix A € Mat(n;C) genau n ver-
schiedene Eigenwerte und ist damit diagonalisierbar.

Das Verfahren zur Diagonalisierung.

Schritt 1. — Man stelle fest, ob das charakteristische Polynom vollstandig
in Linearfaktoren zerfallt, und bestimme ggfs. die Zerlegung in Linearfaktoren.
Falls es nicht zerfallt, dann ist f bzw. A nicht diagonalisierbar.

Z.B.

f:RP — R

S1 —S2 + S3
S — —387 — 285 + 3s3
S3 —281 — 282 + 383
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Bzgl. der Standardbasis E = { e, e, €3} von R? gilt:

0 —1 1
Me(f)=| =3 —2 3 |.
2 23

Mit der Regel von Sarrus

folgt
xi(t) =t(t+2)(t—3)—6—6+2t+4+6t—3t+9 =t(t?—t—6)+5t+1 =2 —t>*—t+1.

Offenbar ist A = 1 eine Nullstelle.

B—t—t+):t—1)=tP—-T=(t+1)-(t—1)

—(t° — %)
—t+1
—(—t+1)
09
also
xe(t) = (t =D (t+1).
Schritt 2. — Man stelle durch Berechnung der Eigenraume fest, ob die alge-

braischen Multiplizitidten mit den geometrischen tibereinstimmen. Falls nicht,
dann ist f bzw. A nicht diagonalisierbar.

11 —1
Eig(f,1) =L(E; — Me(f),0)=L|[ | 3 3 =3 ],0].
22 2

Damit ist leicht zu sehen, dass

- { (1)1

«(f, 1) =2 =vy(f,1).

Also
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Offenbar gilt automatisch
«(f,—1) =1=vy(f,—1).

Damit ist f diagonalisierbar. Wir berechnen noch Eig(f, —1). Es gilt

Eig(f, —1) = L(~E; — M¢(f),0) = L ( (

Der Gaug3-Algorithmus liefert

-1 1 -1 _ -1 1 -1 -1 1 -1
3 1] _3 | menun2d 0 4 —g | M 04 -6 |,
2 2 4 0 4 —6 00 O

Wir wahlen s; = 2s. Es folgt s; = 3s und s; = s, also

()

Schritt 3. — Aus Schritt 2 erhalt man eine Basis B = {by,...,,b, } aus Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten A;,...,A,. Dann ist Mz(f) eine Diagonalmatrix.
Fir V= K" und f = fa sei S7' := T := (by|b,|- - - |b,,) die Matrix mit den Spalten
by, ..., by. Dann ist

A - Ey,

O

S'A'571:T71'A~T:

A - Ey 0

Am - Eq,

In unserem Beispiel

o o =
o = O
w

100
01 o | M
-1 0 1

N ===
N =N —
-

N = —
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also
1 1 -1 1
T“:z- -3 -1 3 1].
1 1 -1
Kontrolle.
I 1 -1 1 0 —1 1 1 01
7 -3 -1 3|1 -3 2311013
1 1T —1 -2 -2 3 11 2
I 1 —1 1 1 0 —1
= 5 -3 -1 31101 =3
1 1T —1 11 =2
I 20 O 10 0
= 3 02 O0|=1]01 0 Vv
00 =2 0 0 —1
Aufgabe V.4.4.

Gegeben sei die Matrix

= ( cc?s(oc) sin(o) ) € Mat(2;R), 0< «a < 2m.
sin(x) —cos(«)
a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und zeigen Sie, dass A
fir jeden Wert « € [0, 27t) diagonalisierbar ist.
b) Berechnen Sie die Eigenraume von A.
c) Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse geometrisch in der Ebene RZ.

Aufgabe V.4.5.
Es sei
§ 0 0 0
1 0O -3 —6 —7
A._Z- 0O o0 8 0 € Mat(4,R).
0 11 6 15

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und zerlegen Sie es in
Linearfaktoren.

b) Zeigen Sie, dass A tiber R diagonalisierbar ist.

¢) Geben Sie eine Matrix S an, so dass S- A - S”! eine Diagonalmatrix ist.

V.5 Der Satz von Cayley-Hamilton

Lemma V.5.1. i) Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Zu jedem En-
domorphismus f € Endg (V) gibt es genau eine Abbildung

ev;: K[t] — Endg(V),

178



V.5. Der Satz von Cayley-Hamilton

so dass gilt:

a) ev; ist K-linear.

b) ev¢(1) =1dy.

c) eve(t) =f.

d) Fiir allep,q € K[t] gilt ev¢(p - q) = ev¢(p) o ev(q).

ii) Zu jeder Matrix A € Mat(n;K) gibt es genau eine Abbildung

eva: K[t] — Mat(n;K)

mit den folgenden Eigenschaften:

a) evy, ist K-linear.

b) eva(l) =E,.

c) eva(t) =A.

d) Fiir allep, q € K[t] gilt eva(p - q) = eva(p) - evalq).
Schreibweise. p(A) :=eva(p); p(f) := ev¢(p).

Definitionen V.5.2. i) Es seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f: V— V ein Endomorphismus. Die Potenzen von f werden rekursiv durch

[} fO::Id\/,
o M :=fof", neN,

erklart.
ii) Es seien n > 1 und A eine (n x n)-Matrix. Die Potenzen von A werden
rekursiv vermoge

e A°=FE,,
e AT :=A.A" neN,
definiert.

Beweis von Lemima V.5.1. Wir beweisen ii). Wir zeigen zundachst die Eindeutig-
keit der Abbildung ev,. Es sei also eva: K[t] — Mat(n;K) eine Abbildung mit
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den Eigenschaften a) - d). Damit gilt fiir ein Polynom p = ant™+ ap1t™ "+ -+
at+ ap:

eva(p) A €VA(t™) 4 oy - @VA(E™ ) + -+ @y - eVa(t) + ao - eva(l)

e e

A €VA()™ 4 oy - €VA(H)™ T 4+ @y - eva(t) + ao - eva(l)

g
&
s

am-Am+am_1-Am_]+---+a1-A+ao-En.

Damit ist der Wert ev, in jedem Polynom p € K[t] festgelegt, und die Eindeutig-
keit folgt.

Umgekehrt konnen wir die Abbildung eva: K[t] — Mat(n; K) durch die For-
mel

eva(amt™+ am i t™ '+ ait+ag) = am A"+ amg cA™ -4+ - A+ aqo- By

definieren. Dann sind die Eigenschaften b) und c) offenkundig erfillt, und a)
und d) kann man leicht nachrechnen. Fur Eigenschaft d) z.B. seien p := a,,t™ +
Quoit™ '+ -+ art+aound g = bit' + byt +- - -+ byt + by zwei Polynome. Dann
erhilt man

eva(p) - evalq) = (am-A™+ a1 A" 4ot At ag By ) -

-(bl-A‘+bH AT 4t by -A+bo-En>

m 1
Distributivgesetz i
= E E aibj . AH_]

i=0 j=0
m+1
= Z < Z ab; .Ai+i)
k=0 “itj=k
m+1
= Z(Z aib]‘) ~Ak:evA(p-q).
k=0 “itj=k
Dies ist die behauptete Eigenschaft. O

Bemerkung V.5.3. Die Mengen K[A] := Bild(ev,) bzw. K[f] := Bild(ev;) sind kom-
mutative Unterringe von (Mat(n;K),+,-) bzw. (Endk(f),+,0). Das bedeutet a)
E, € K[A] bzw. Idy € KIf], b) K[A] ist eine Untergruppe von (Mat(n;K),+) bzw.
K[f] ist eine Untergruppe von (Endg(V),+), c) B, C € K[A] impliziert B - C € K[A]
bzw. f, g € K[f] beinhaltet f o g € K[f] und d) B- C = C - B fur alle B, C € K[A] bzw.
fog = gof fur alle f, g € K[f]. Damit sind (K[A], +, -) bzw. (K[f], +, o) insbesondere
selber kommutative Ringe.
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Satz V.5.4 (Cayley®-Hamilton?). i) Fiir jeden Endomorphismus f € Endg(V) gilt

xt(f) = 0.
ii) Fir jede Matrix A € Mat(n; K) gilt
xa(A) =0.

Sprechweise. Man sagt, A bzw. f erfiillt seine eigene charakteristische Glei-
chung.

Beweis von Satz V.5.4. Wir weisen ii) nach. Da K[A] ein kommutativer Ring ist,
haben wir tiber ihm die Theorie der Matrizen und Determinanten zur Verfiigung
(s. Abschnitt V.3). Wir definieren die Matrix

A —_ a]] . En —a]z . En .................. —a]n . En
—ay - En  A—an- By —ap-Epeeeo—agn - By
C:= L T : € Mat(n; K[A]),
—Qng En ............... —Qpn_1 * ]En A — Onn En

,,,,,

Unbestimmte t durch A ersetzt. Mit der Leibnizformel und den Eigenschaften
der Abbildung ev, (Lemma V.5.1) erhalt man sofort

Det(C) = xa(A) in K[A].
Firj=1,..,n gilt

n n a]j
ZCU' -ei:A~ej—Zaﬁ -ei:j—te Spalte von A — =0. NS)
i=1 i=1 Ao

nj

Behauptung. Fiirk =1,...,n gilt Det(C) - e, = 0.

Da Det(C) - e, die k-te Spalte der Matrix Det(C) ist, impliziert diese Behaup-
tung die gesuchte Eigenschaft Det(C) = 0.

Beweis der Behauptung. Es sei C = (¢jj)i-1...n die zu C komplementdre Ma-

.....

=1 n
trix (s. Eigenschaft V.3.2, iii), d), und Déﬁnition IV.4.13, ii). Fur die Matrix
C-C= (c{j)@:: ,,,,, » gilt nach Eigenschaft V.3.2, iii), d):
j= n

=1,...,

o — Det(C), i=j
; 0, i#j
6Arthur Cayley (1821 - 1895), englischer Mathematiker.
“William Rowan Hamilton (1805 - 1865), irischer Mathematiker und Physiker.
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Somit erhalten wir firk =1,...,n

Det(C) - ey = ZC{k €

K[A] kommutativ ~
= E E Cik " Cij | - €&
1 \j=1

Somit ist der Satz bewiesen. O

Das Minimalpolynom. — Fur einen Endomorphismus f: V — V des end-
lichdimensionalen Vektorraums V bzw. eine Matrix A € Mat(n;K) liefert der
Satz von Cayley-Hamilton die Existenz eines Polynoms p(t) € K[t] mit p(f) = 0
bzw. p(A) = 0. Wir wollen nun unter allen Polynomen, die diese Eigenschaft
haben, das ,kleinste” auszeichnen.

Satz V.5.5. Flirf: V— V wie oben bzw. A € Mat(n; K) gibt es genau ein normier-
tes Polynomp € K[t] von positivem Grad mit den folgenden beiden Eigenschaften:

a) p(f) =0 bzw. p(A) =0.
b) p teilt jedes Polynom q € K[t] mit q(f) =0 bzw. q(A) = 0.

Definition V.5.6. Das Polynom aus Satz V.5.5 heif3t das Minimalpolynom von f
bzw. A.
Schreibweise. 1;(t) bzw. pa(t).

Beweis von Satz V.5.5. Wir zeigen die Aussage fur einen Endomorphismus f.
Wir wéahlen ein Polynom p € K[t] \ {0} mit p(f) = 0, das unter allen Polynomen
q positiven Grades mit q(f) = 0 den minimalen Grad hat. Ein solches Polynom
existiert nach dem Satz von Cayley-Hamilton. Es sei etwa p = b,t™ + -+ +
bit + by mit b, # 0. Wir erhalten das normierte Polynom p := (1/b,,) - p. Nach
Konstruktion gilt a) p(f) = 0. Gegeben sei ein Polynom q € K[t] mit q(f) = 0.
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Division mit Rest liefert ¢ = s - p + r mit s, r € K[t] und Grad(r) < Grad(p). Dann
gilt nach Lemma V.5.1

0 =q(f) = s(f)p(f) + r(f) = r(f).

Nach Wahl von p folgt aus Grad(r) < Grad(p) und r(f) = 0 bereits r = 0, d.h.
plg. Damit ist auch Eigenschaft b) nachgewiesen. Fiir ein anderes normiertes
Polynom p’ von positivem Grad mit Eigenschaft a) und b) folgt zundchst plp’
und p’lp. Damit miissen beide Polynome denselben Grad m haben, und es gibt
eine Zahl a € K* mit p’ = a - p. Da aber sowohl p’ als auch p normiert sind,
muss a = 1 und somit p’ = p gelten. Dies liefert die Eindeutigkeitsaussage im
Satz. O

Folgerung V.5.7. Fiir f bzw. A wie oben gilt

wilxs  bzw. palxa.
Inbesondere hat man Grad(psa) < Grad(xsa) = n.

Bemerkung V.5.8. Um das Minimalpolynom zu definieren, benétigt man ledig-
lich die Existenz eines Polynoms p vom Grad m > 0 mit p(f) = 0 bzw. p(A) = 0.
Diese Aussage lasst sich recht elementar ohne den Satz von Cayley-Hamilton
beweisen (s. Aufgabe V.5.11). Allerdings folgt so nicht die wichtige Aussage,
dass das Minimalpolynom das charakteristische Polynom teilt.

Satz V.5.9. Die Nullstellen des Minimalpolynoms sind genau die Eigenwerte von
f bzw. A. D.h. es gilt

A ist Nullstelle von (t) bzw. ua(t) & A ist Nullstelle von x;(t) bzw. xa(t).

Beweis. Wir zeigen die Aussage fur A € Mat(n;K). Aus pa(t)lxa(t) folgt sofort
ua(A) = 0 = xa(A) = 0 fuar alle A € K. Dies ist die Richtung ,—". Fur die
Umkehrung ,<" sei A eine Nullstelle von xa(t), d.h. ein Eigenwert von A. Wir
wahlen einen Eigenvektor v € K™ \ {0} zum Eigenwert A. Es gilt

0 = BAlA)V) = (A" a1 A" o At ag By ) (V)
— Am.v+am_])\m_] .v+...+a1A.v+ao.v: HA()\) -V,

Da v # 0, muss pa(A) =0 gelten, d.h. A ist eine Nullstelle von pa(t). O
Beispiel V.5.10. Wir betrachten die Matrix
0
0
0 € Mat(4;Q).
1

oS O O N
S O PN =
o = O O
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Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
Xalt) = (t—2)* (t—1)%

Wir wissen bereits, dass das Minimalpolynom von der Form pa(t) = (t—2)(t—1)
mit 1 <1i,j < 2ist. Man uberpriift (2-E;—A)-(FE4—A)? #0und (2-F4—A)?- (F4—A) =
0. Damit folgt

a(t) = (t—=2)%- (t—1).

Aufgabe V.5.11.

Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomor-
phismus bzw. A € Mat(n;K), n > 1. Zeigen Sie, dass ein Polynom p € K[t] mit
n? > Grad(f) > 0 existiert, so dass p(f) = 0 bzw. p(A) = 0. Dabei sollen Sie nur
die Konzepte der linearen (Un-)Abhéangigkeit und der Dimension eines Vektor-
raums verwenden (und nattirlich nicht den Satz von Cayley-Hamilton).

V.6 Trigonalisierbare Endomorphismen

Definitionen V.6.1. i) Es seien n > 1 eine naturliche Zahl und R ein Ring.
Eine Matrix A = (a;)i-1.... € Mat(n;R) wird als obere Dreiecksmatrix bezeichnet,
wenn

,,,,,

VTL21>JZ1 aij:O

gilt, d.h. wenn alle Eintrage unterhalb der Diagonalen verschwinden.

ii) Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus
f: V — V wird trigonalisierbar genannt, wenn es eine durchnummerierte Basis
B von V gibt, fiir die die Darstellungsmatrix Mz(f) eine obere Dreiecksmatrix
ist.

iii) Eine Matrix A € Mat(n;K) heift trigonalisierbar, wenn sie einer oberen
Dreiecksmatrix dhnlich ist.

Satz V.6.2. Flir f bzw. A wie oben sind die _folgenden Aussagen dquivalent:
a) f bzw. A ist trigonalisierbar.

b) Das charakteristische Polynom von f bzw. A zerfdllt vollstéindig in Linear-
faktoren.

Beweis. Wir zeigen den Satz fir Matrizen und beginnen mit ,a)=—b)“. Es sei
S € GL,(K) so, dass
an *

O au

S-A-S1 =
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Dann gilt

Lemma V.3.6 Aufgabe 1V.4.28, a)

xa(t) Xs.a.s-1(t)

Die Richtung ,b)=—a)* beweisen wir durch Induktion tiber n. Fir n = 1 ist
offenbar nichts zu beweisen. Fiir den Schritt .n ~ n + 1° wihlen wir zunachst
eine Nullstelle A von xa(t), die existiert, weil xa(t) nach Voraussetzung in Line-
arfaktoren zerfillt. Es seiv; € K™\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
den man durch Vektoren v,, ..., v, zu einer durchnummerierten Basis von K™*!
erganze. Man bilde die Matrix T := (vi|va]- - |vai1) € GLy1(K) mit den Spalten
Vi,...,Vne1. Dann gilt

und
Xalt) = (£t —=A) - xar(1).

Das Polynom xa/(t) zerfallt offensichtlich ebenfalls in Linearfaktoren, so dass
es nach Induktionsvoraussetzung eine Matrix S’ € GL,,(K) mit

A8 = .
O al,
gibt. Es ergibt sich

1 ‘ ¥ -e- 0% 1 ‘ * * R *

0 0 0

. ‘B- . 1 = . 1

N : N : S-ALS
0 0 0
:\g// :S\u,f]

Al o« o«
. 0| aj *
é @) . ahn

Fiar S:=S"-T' € GL.1(K) ist S- A - S~ daher eine obere Dreiecksmatrix. O
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Bemerkung V.6.3. Fur einen algebraisch abgeschlossenen Korper K, z.B. K =C,
ist Bedingung b) in Satz V.6.2 immer erfiillt, so dass jeder Endomorphismus
bzw. jede Matrix tiber K trigonalisierbar ist. Dies bringt uns der Losung des
Normalformproblems V.1.6 wieder einen Schritt ndher. Das Ergebnis aus Satz
V.6.2 ist noch nicht vollig zufrieden stellend, da z.B. eine Matrix vielen oberen
Dreiecksmatrizen dhnlich sein kann und wir auch nicht ohne weiteres ent-
scheiden kénnen, wann zwei obere Dreiecksmatrizen ahnlich sind.

Aufgabe V.6.4.
Gegeben sei

21 =24 5
A= 14 —13 4 | € Mat(3;R).
—37 42 -9

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

b) Ermitteln Sie alle Nullstellen von x, in R und in C.

c) Ist die Matrix A tuber R diagonalisierbar oder trigonalisierbar? Ist sie tiber C
diagonalisierbar oder trigonalisierbar?

V.7 Nilpotente Endomorphismen

In diesem Abschnitt werden wir mit der Einfihrung einer verfeinerten obe-
ren Dreiecksgestalt beginnen, die insbesondere die in Bemerkung V.6.3 ange-
schnittenen Probleme beseitigt.

Definitionen V.7.1. i) Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein
Endomorphismus f: V — V ist nilpotent, wenn es eine nattrliche Zahl p > 1
mit 7 = 0 gibt.

ii) Eine nilpotente Matrix ist eine Matrix A € Mat(n;K), zu der es eine nattirli-
che Zahl p > 1 mit AP =0 gibt.8

Bemerkung V.7.2. Es sei z.B. A eine nilpotente Matrix. Wie der folgende Satz
zeigt, ist A einer oberen Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen ahnlich.
Insbesondere gilt xa(t) = t". Ist umgekehrt A € Mat(n;K) mit xa(t) = t" gegeben,
dann folgt nach dem Satz von Cayley-Hamilton A™ = 0, so dass A nilpotent ist.
Nilpotente Matrizen bzw. Endomorphismen sind also genau diejenigen trigona-
lisierbaren Endomorphismen bzw. Matrizen, deren einziger Eigenwert A = 0 ist.
Sie sollten daher relativ einfach zu verstehen sein, so dass es sinnvoll erscheint,
die Untersuchungen mit ihnen zu beginnen.

8Die auftretenden Potenzen wurden in Definition V.5.2 eingefiihrt.
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Satz V.7.3. Es seif: V — V ein nilpotenter Endomorphismus des n-dimensiona-
len K-Vektorraums V bzw. A € Mat(n; K) eine nilpotente Matrix. Dann gibt es eine
durchnummerierte Basis B ={by,...,b,, } von V bzw. K", so dass

f(bl) = bi—] bzw. A - bi
b;

b
oder f(b;) =0 bzw. A - 0

Jiri=1,...,n gilt.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir einen Endomorphismus f: V — V. Zu-
nachst sei p > 1 minimal mit der Eigenschaft f* = 0. Dann setzen wir W, :=
Ker(f'), i =1,...,p. Mit W, := {0} erhalten wir

WoCWiCW,C---CW, 1 CW,=V.
Offenbar gilt
f(Wl) CWi,, i= 1) <y P- (V.6)

Diese einfache Beobachtung gibt den entscheidenden Hinweis darauf, dass eine
Basis wie im Satz behauptet existieren kénnte. Wir muissen diese Basis jetzt
sorgfaltig konstruieren. Dazu verwenden wir das folgende Resultat.

Behauptung. Es gibt lineare Teilréiume U; CW; C V,i=1,...,p, so dass
a) Wi=W_eU,i=1,..p.
b) f(UW;) € Uiy, 1=2,...,p.
o V=U o - -oU,.

Wir widmen uns jetzt dem Beweis dieser Behauptung. Die Unterrdume U;,...,

U, werden rekursiv eingefiihrt, beginnend mit U,. Fiir den Raum U, wihlen wir

ein beliebiges lineares Komplement zu W,_; in W, = V. Wenn die Unterrdume

U; mit j > i bereits konstruiert worden sind, dann erhalten wir U; auf folgende
Weise. Es gilt

f(Uipr) N Wi = {0} vV.7)

In der Tat folgt fiir ein Element v € U;,; mit w := f(v) € W,
fi(v) = £ (f(v)) =0,

d.h. v € W,. Da aber v auch in U, liegt und U; . ;NW; = {0} gilt, erhalten wir v =0
und damit w = 0 wie gewlinscht. Da weiter U;,; C W;,,, beinhaltet (V.6), dass
f(Uiy) € W;i. Wegen (V.7) konnen wir daher ein lineares Komplement U; C W,
zu W, ; finden, welches f(l;.;) enthélt. Insgesamt erhalten wir Unterraume
Us,....,U,, far die a) und b) gilt. Aus a) folgt sofort W; = U;. Damit gilt W, =
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Wi e U, = U; & U,. So fortfahrend sehen wir, dass W =U; @---dU; furj=1,..,p
und damit insbesondere c) gilt. Schlieflich ist die Abbildung

f|uiiui — Ui_1
v — f(v)

fir i = 2, ..., p injektiv. Der Kern dieser Abbildung ist ndmlich

i>2
Ui N Ker(f) = Ui N W] - Ui N Wi,1 = {0}

Diese letzte Beobachtung und die Behauptung implizieren, dass die Vektoren
in der nachstehenden Tabelle zusammen eine Basis von V bilden.

uf, oy UR
1 _
f(u?)a'")f(ugtp)a LL? )'”)ugp_]]
. P o :
P (ud), ..., P 1(uftp), P2y ), ..., P z(uﬁpjl) yoy F(UD)y ey F(UZ), ufy ey ug .

y Vg
(V.8)

Dabei steht in der ersten Zeile eine Basis von U, in der zweiten eine Basis von

U,_; und in der letzten eine Basis von U;. Wir erhalten eine durchnummerierte

Basis B = {by,...,b,}, indem wir zunachst die Vektoren der ersten Spalte von
unten nach oben fir by,...,b, erkldren, dann die der zweiten von unten nach
oben fir by, q,...,by, usw.:

by =P (W), ..., b, == Uk,

byt =P (), .y by =1,
by prt = P2 (U)o Dpyanpr =1l
b1 = Wy ey by = uJTl .
Fur die so konstruierte Basis ist die Behauptung des Satzes klar. OJ

Bemerkungen V.7.4. i) Man beachte, dass der Beweis des Satzes einen explizi-
ten Algorithmus zum Auffinden der Basis B zur Verfiigung stellt.

ii) Die Basis B ist nattirlich nicht eindeutig bestimmt, denn fir die Komple-
mente Uj,..., U, und ihre Basen sind viele Wahlen maéglich und erlaubt.

iii) Die Konstruktion der Basis B beschreiben wir noch einmal in Worten:
Da f? = 0 aber f*! # 0, wihlen wir zunichst eine maximale Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren v mit f?~'(v) # 0, ndmlich uy,...,uk . Diese Vektoren zu-
sammen mit ihren Bildern unter den Potenzen f,...,f?~! sind auf Grund der
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Behauptung linear unabhingig. Danach suchen wir eine maximale Menge li-
near unabhingiger Vektoren v mit fP~'(v) = 0 aber fP~%(v) # 0, die sich nicht
als Linearkombinationen von f(u}), ...,f(uﬁp) schreiben lassen. Dies sind die

Vektoren u? ', ..., u}';;]l. So fahren wir fort, bis die Basis B konstruiert ist.

Definitionen V.7.5. i) Es seien 1 € N, 1 > 1, und A € K. Der Jordan-Block® der
Grofle | zum Eigenwert A ist die Matrix

A
» 1 0

J(LA) = € Mat(L; K),
o) A1

A
d.h. ](l,)\) = (aij)?:: ,,,,, { mit Ay = Al= 1,...,1, Qi1 = 1, i= 1,...,1—1, und ai = 0in
j=

,,,,,

den uibrigen Fallen.
ii) Eine Partition der nattirlichen Zahl n ist ein Tupel

= (Tny.ym), mitm eN, 1=1,...,n,
so dass
n-mm+nh—1 7 +---+2-m+m=n.

iii) Far eine Partition m = (m,,...,7;) von n € N und eine Zahl A € K ist die
Jordan-Blockmatrix zu der Partition = und dem Eigenwert A gegeben durch

7, Blocke

....... I(p.A)
J(m,A) = € Mat(mn; K).

0,0

.» J(1,7)

m; Blocke

Dabei sei p :==max{j =1,..,n|m #0}.

9Marie Ennemond Camille Jordan, genannt Camille Jordan (1838 - 1922 in Paris), franzési-
scher Mathematiker.
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Beispiel V.7.6. Fiir n = 3 ergeben sich die folgenden Méglichkeiten:

Partition | Jordan-Blockmatrix

A1 O
(1,0,0) 0 A1

0 0 A

A 110
(0,1,1) 0 A|O

0 0[A

AlO0]O
(0,0,3) OIA|O

0|0 A

Satz V.7.7. Es seien f: V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-
Vektorraums V bzw. A € Mat(n;K) und A € K. Es gelte x¢(t) = (t — A)" bzw.

Xa(t) = (t—A)™10
i) Dann existieren eine Partition © von n und eine durchnummerierte Basis
B ={by,...,by} vonV bzw. K", so dass

Mg (f) = J(z, f)

bzw.
T A-T=J(mf), T:= (bl - |by) € GLn(K).

ii) Flir die Partition = = (7, ..., 7T) sel
v = 7.+ -+ m = Anzahl der Jordan-Blécke
p = max{i=1,.,n|[m#0}.
Dann gilt
a) v = Dimy (Eig(f,A)) bzw. v = Dimy (Eig(A, A)).
b) p(t) = (t —A)P bzw. pa(t) = (t—A)P.
iii) FYir zwei Zahlen A, \' € K und zwei Partitionen m, ' von n gilt:
J(mA) =~ J(,N) <= J(mA) = (', N) <= A=NA\n=mn"

Beweis. Zu i). Wir zeigen die Aussage fir den Endomorphismus f. Ftir A = 0 ist
das die Aussage von Satz V.7.3. Einen Endomorphismus wie im Satz schreiben
wir in der Form
f=(f—A-Idy)+A-Idy.
~—

=g

19Damit ist f bzw. A trigonalisierbar.
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Aus den Eigenschaften von Darstellungsmatrizen folgt
Mg (f) = Mg(g) + Mg(A-Idy) = Mg(g) + A - E, (V.9)

fiir jede durchnummerierte Basis B von V. Auf der anderen Seite gilt nach dem
Satz von Cayley-Hamilton

i.e. g ist nilpotent. Die Behauptung folgt somit durch Anwendung von Satz
V.7.3 auf g und Gleichung (V.9).

Zu ii). Fur einen nilpotenten Endomorphismus zeigt der Beweis von Satz
V.7.3, dass die Anzahl der Jordan-Blocke durch Dimg(U;) = Dimg(Ker(g)) ge-
geben ist.!! In unserem Fall ist Dimg(Ker(g)) = Dimg(Eig(f,A)) wie behaup-
tet. Dies zeigt a). Da das Minimalpolynom u(t) das charakteristische Polynom
x¢(t) = (t — A)™ teilt, ist es von der Form (t — A)) mit

j = min{ieN|g'=(f—A-Idy)' =0}
= min{i e N|Msz(g)'=0}.

Wir wahlen die durchnummerierte Basis B so, dass Mg(f) = J(zr, A) und daher
Mz (g) =J(m, 0). Es gilt

J(p,0)"

J(1,0)"

11Dje Anzahl der Jordan-Blocke ist durch die Anzahl der Vektoren in der untersten Zeile von
Tabelle (V.8) gegeben. Diese ist zum einen offenbar Dimy (U;), zum anderen aber 7, + - - - 4 71,
wie man (V.8) entnimmt.

191



Kapitel V. Eigenwerte und -vektoren

Nun tiberzeugt man sich leicht, dass
A1i+1

001

so dass genau dann J(j,0)' = 0 gilt, wenn i > j. Damit erhilt man die Aussage
zum Minimalpolynom.

Zu iii). Die Aquivalenz ,J(m,A) = J(, ) &= m = 7 und A = \* ist offensicht-
lich, ebenso wie die Implikation ,J(m, A) = J(@,N') = J(m,A) = J(r',N)*. Zeigen
wir nun ,J(m, A) = J(,N) = J(m A) = J(,N')*. Da A der einzige Eigenwert von
A :=J(m, A) und A der einzige Eigenwert von B := J(, \’) ist und dhnliche Ma-
trizen dieselben Eigenwerte haben, folgt bereits A = A’. Um die Gleichheit der
Partitionen einzusehen, erinnern wir an die Beweisstrategie von Satz V.7.3.
Dort hatten wir die Unterraume

Wi={veK"'[(A-A-E,)'-v=0},i€N,

von K" eingefiihrt. Mit p := min{i € N|(A —A-E,)! = 0} erhalten wir die ,aufstei-
gende Kette*12

Wo={0}CW, CW,C---CW,; CW,=W.
Des Weiteren haben wir W; = U; & W;_;, i = 1,...,p, geschrieben. Dabei sei
(A—=A-E,)- W CUyq, i=2,..,p.
Die Partition 7t = (7, ..., 71;) ist nun gegeben durch!®
0,

i>p

T = DimK(up)a i=p
Dimy (U;) — Dimg (Ui1), i=1,..,p—1

Nach Konstruktion gilt Dimg(U;) = Dimy(W;) — Dimg (W), so dass

T = —DimK(WH]) + 2. DlmK(Wl) — DimK(Wi,1) furi= 1, ey

12Die Inklusion W;,_; C W, ist auf Grund der Wahl von p strikt.
13Wegen W,,_1 ¢ W, gilt U, # {0}, i.e. Dimg (U,) > 1.
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folgt. Es sei S € GL,(K) so, dass B = SAS™'. Man berechnet auch S- (A —A-E,) -
ST=B—A-E,,B'=S-A"-STund S-(A—A-E,)}'-S7"=(B—A-E,)}, i € N. Setzt
man

Wi:={veK'|(B—A-E,)'  -v=0}, ieN,

dann tberpruft man wie in Bemerkung V.3.17, dass W] =S - W, fiir alle i € N
erftillt ist. Insbesondere hat man Dimy (W) = Dimg(W;) far alle i € N, so dass
auch

7w, = —Dimg(W.,,;) + 2 - Dimg(W!) — Dimg(W,_,)

i+1 i

—Dimy (Wi 1) + 2 - Dimg (W;) — Dimg (W, ) =
furi=1,...,n gilt. O
Beispiel V.7.8. Wir betrachten die Matrix

34 3
A= -1 0 —1 | € Mat(3;Q).
12 3

Mit der Regel von Sarrus bestimmen wir das charakteristische Polynom:

t—3 —4 -3 t—3 —4
Tt 1 1t
1 -2 t-3 -1 =2

also

xalt) = t(t—3)4+44+6—-3t+2t—6+4t—12
= t(tP—6t+9)+3t—8=t>—6t2+12t—38
= 3 4+3(=2t) +3((—2)*t) + (=2)° = (t —2)°.

Wir mussen

4 3
C=A-2-E;=| -1 =2 —1
2 1
untersuchen. Es gilt
1T 4 3 1 4 3 0o 2 2
Cl=| -1 -2 1| (-1 =2 -1]|=(0 -2 =2]4%#0.
T2 1 1T 2 1 0o 2 2

(Damit ist bereits klar, dass die Jordansche Normalform von A durch

2
0
0

o N =

0
1
2
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gegeben ist.) Wir wissen, dass Uz, U, und U; jeweils eindimensional sind. Wir
mussen nur einen erzeugenden Vektor v flir einen geeigneten Unterraum U;
ermitteln. Dann ist B = {C?- v, C - v,v} die gesuchte Basis. Offensichtlich gilt

1 0
L(C2,0)—<(o),< 1)>
0 —1
0
v:—(O) und U; = (v)
1

wahlen. (Es sind viele andere Wahlen moglich.) Es ergibt sich

2 3 0
ctov=| 2|, Cv=| 1], v=1[o0
2 1 1
2 30
T=| -2 -1 0 |.
2 11

Die Inverse von T wird mit dem Gauf3-Algorithmus bestimmt:

Damit kénnen wir

und somit

2 3 0]1 00 2 30| 100
2 1 0lo1 o | ™Y Lo 20/ 110
2 1 1/0 01 0 -2 1|-1 01
» 23 0]1 0 0 20 0]=1 =3 0
ML 511 010%%0 -3 01 0 ; io
00 1[0 11 001 0 11
1 100|—3 =20
z, 010/ I 1o
001 0 11
Damit gilt
130
T = ;3 0.
0 11
Probe.

(

O l—nl—
|
—_ol—A W
- O O
~_
~
—ll—lw
N O B
|
w — W
~
VRS
|
NN DN
|
— —d
—_ O O
N — O
~_
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V.8 Die Jordansche Normalform

Das folgende Resultat liefert die vollstdndige Losung von Problem V.1.6 tiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper.

Satz V.8.1 (Die Jordansche Normalform). Es sei f: V — V ein Endomorphis-
mus des n-dimensionalen K-Vektorraums V bzw. A € Mat(n;K). Falls f bzw. A
trigonalisierbar ist (z.B., wenn K algebraisch abgeschlossen ist), d.h. falls
Xe(t) = (t—=A)" - (t—Am)™
bzw.  xa(t)=(t—=A)" - (t—An)™
mit \; # Aj € K fiir 1 <i+#j <m, dann gilt:

i) Es gibt Partitionen w = (n{j, .ym) vonl, j =1,..,m, und eine durchnumme-
rierte Basis B ={by,...,b, } von V bzw. K", so dass

Mg(f)=] bzw. T'-A.-T=]
mit T := (bq|---|b,) € GL,.(K) und

J(z', Ar)
J(m*, A2)
J =
J(z™ Am)
ii) Ftirj =1,...,m setze man
vy o= n{j +---+m (=Anzahl der Jordan-Blécke zum Eigenwert \;)
p; = max{i=1,.,}|n £0}.
Dann gilt

a) v; = Dimg(Eig(f,A;)) bzw. v; = Dimg(Eig(A,A;)). (Die Anzahl der Jordan-
Blécke zum Eigenwert A ist gleich der Dimension des Eigenraums zum Ei-
genwertA.)

b) we(t) = (t—A)P1----- (t—As)Ps bzw. pa(t) = (t—A)P1 -+ - (t—As)Ps. (Die Grofle
des gréfsten Jordan-Blocks zum Eigenwert A ist gleich der Vielfachheit der
Nullstelle A des Minimalpolynoms.)

iii) Zwei Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie dieselben Eigenwerte
A1,...,An haben und ihre Jordanschen Normalformen tibereinstimmen.

195



Kapitel V. Eigenwerte und -vektoren

Definition V.8.2. Die Matrix | in Teil i) des Satzes heif3t die Jordansche Nor-
malformvon f bzw. A.

Bemerkung V.8.3. Die einzige willkurliche Wahl, die in die Jordansche Nor-
malform eingeht, ist die Nummerierung der Nullstellen (vgl. Bemerkung V.4.3,
iij). Anders als R und Q besitzt ein algebraisch abgeschlossener Korper keine
~hattrliche* Anordnung. Daher muss man entweder eine ktinstliche Anord-
nung vorgeben oder sich mit der kleinen Mehrdeutigkeit abfinden.

Die Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume. — Wir bereiten den Beweis
von Satz V.8.1 vor. Die nattirliche Idee, den Satz uiber die Jordansche Normal-
form fiir einen Endomorphismus f zu beweisen, ist, den Raum V in eine direkte
Summe

V=Vi@ - & Vy

zu zerlegen, so dass es Endomorphismen f;: V; — Vi, i = 1,..., m, mit folgenden
Eigenschaften gibt:

a) Fur jedes v € V und die eindeutig bestimmten Elemente v; € V;, i =1,...,m,
mitv=v; + .-+ v, gilt f(v) =f(v;) + - + f(vin).

b) Es gllt DlmK(Vl) = li und Xf; (t) = (t — Ai)l", i= 1, eeey L.

Hat man eine solche Zerlegung gegeben, dann kann man Satz V.7.7 auf die
Summanden anwenden und erhélt so die gewilinschte Normalform. Darauf ge-
hen wir im Anschluss an den Beweis von Satz V.8.5 ausfiihrlich ein.

Definition V.8.4. Es sei f bzw. A wie in Satz V.8.1. Fuir einen Eigenwert A von
f bzw. A heifSt

V(f,A) = {veV[IHeN: (f—A-Idy)'(v) =0} = Ker((f—A-Idy)})
ieN

bzw. V(A,A) = {veK' I eN:(A-N-E)'-v=0}=UJL((A-A-E,)},0)
ieN

der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert A.
Satz V.8.5. Unter den Voraussetzungen von Satz V.8.1 setze man
Vi:=V(f,A) bzw. Vi:=V(A/A), i=1,...,m.

Dann gilt:
HV=Vied---dVybzw. K" =V, @ --- D V.
ii) f(V;) C Vi bzw. A-V; C Vi, i=1,..,m.
lll) DlmK(Vl) = I'i’ i= ], ceey L.
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Beweis. Wir beweisen die Version fur Endomorphismen. Zu ii). Es seien A ein
Eigenwert von f und v € V(f,A) ein Element des zugehorigen verallgemeinerten
Eigenraums. Wir wihlen eine natiirliche Zahl i > 1, far die (f — A - Idy)'(v) = 0
gilt, und berechnen
0 = (f—A-Idy)"™'(v) = (f—=A-Idy)'(f(v) —A-V)

= (f—=A-Idy)'(f(v)) = A- (f = A-Idy)'(v)

= (f—=A-Idy)'(f(v)).
Dies zeigt f(v) € V(f,A).

Zu i) und iii). Wir beweisen die Aussagen durch Induktion tiber m. Firm =1

ist nichts zu zeigen. Im Induktionsschritt m ~» m+1 setzen wir g := f—A; -Idy.
Mit den Unterrdumen W;();) := Ker(g'), i € N, erhalten wir die Filtrierung

{0} = Wo (A1) S W4(A) ST W, (A) C--- C V(A

Es sei
T= min{i e N|W;i(A) = V(f, A) }

(Diese Zahl existiert, weil V(f,A;) endlichdimensional ist.) Weiter sei
U :=Bild(g").

Behauptung. Es gilt:
o) V=V(f,A) e,
B) f(V(f,A1)) C V(f,A\), f(U) C U.

Den Beweis von Teil o) beginnen wir mit der Beobachtung, dass die Dimen-
sionsformel (Satz II1.5.40) fur lineare Abbildungen

Dimy (V) = Dimy (Ker(g")) + Dimy (Bild(g")) = Dimy (V(f, A1) 4+ Dimy (U)
ergibt. Weiter zeigt die Dimensionsformel fiir Unterraume (Aufgabe I11.5.49)

Dimy (V(f,\) +U) = Dimy(V(f,A;)) + Dimg(U) — Dimy (V(f, A1) N U)
= Dimy(V) — Dim (V(f, A1) N U).

Es reicht folglich,
V(f,A\}) nU = {0} (V.10)

nachzuweisen. Seien also w € V(f,A;) N U und v € V mit g'(v) = w. Wegen

Zr(

0=g"(w)=g7"(v)

hat man v € V(f,A;). Dann gilt aber w = ¢"(v) = 0 nach Wahl von r.
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Zu Teil ). Die Inklusion f(V(f,A;)) C V(f,A;) haben wir bereits tiberpruft,
Offenbar gilt auch g(U) C U, so dass

YWweld: flv)=gv)+A - -vel

folgt. v
Es seien jetzt

v — f(v) v — f(v)
B’ = {by,..., b1} eine durchnummerierte Basis von V(f,A;), B” = {b,,..., by } ei-
ne durchnummerierte Basis von U und B = { by,...,b;, by 1,..., b, }. Dies ist eine
durchnummerierte Basis von V. Die entsprechende Darstellungsmatrix nimmt
die Gestalt
Mg (fivia)) ‘ O
O ‘ MB”(f\U)
an. Aus
(fiviea) — A1 - Idysa))" =0
folgt .
Xf\V(f,)\l ) (t) = (t — A )DlmK(v(f’)\l ))- (V.12)
Schlieflich haben wir wegen (V.11)
Xr(t) =Xty e, (B - Xr (1) (V.13)

Die bereits gezeigte Aussage (V.10) beinhaltet, dass A; kein Eigenwert von fiy
sein kann. Aus (V.12) und (V.13) folgern wir

DimK (V(f, 7\1 )) = 11 .

Dieselbe Argumentation funktioniert auch fir A,,...,A,,, so dass wir Teil iii),
namlich
DlmK(V(f, }\1)) = li, i= 1,...,m,

einsehen. Auf3erdem folgt
X (8) = (E=22)2 - (£ = A)',
Die Induktionsvoraussetzung fiir fj; besagt
U=V(fu,A2) @+ @& V(flu, Am)

und
DimK (V(ﬂu, }\1)) = li, i= 2, ceey ML
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Fari=2,...,mgilt
V(fu, Ai) € V(f,A).

Da beide Vektorrdume die Dimension |; haben, sind sie somit gleich, i = 2, ..., m.
Damit haben wir endgultig
nachgewiesen. OJ

Beweis von Satz V.8.1. Man beachte, dass man auf Grund von Satz V.8.5, ii),
die Endomorphismen

fi = ﬂ\/ii Vi — Vi
v — f(w)

definieren kann, i = 1,...,m. Ferner kann man nach Satz V.7.7 eine Basis
B! = {bj,...,b} } fiir Vi wahlen, so dass My:(f;) = J(r',A;) fiir die entsprechen-
de Partition «* von 1;, i = 1,...,m. Fur die Basis B = {bj,...,b{ , ..., b, ..., b[" } gilt
dann

Mg (f1)

Ma: (f2)
M (f) = =],

MBm(fm)

und Teil i) von Satz V.8.1 ist bewiesen. Punkt ii) beweist man analog zu der
entsprechenden Eigenschaft in Satz V.7.7. Fur Teil iii) definieren wir wie zuvor

Wi(A) :=Ker((f—A;-Idv)'), i€N,j=1,...,m,
und folgern aus dem Beweis von Satz V.7.7, dass

7, = —Dimg (Wit (A))) +2 - Dimyg (Wi (7)) —Dimyg (Wi (Ay)), i=1,..,1, j=1,...,m.

Man leitet die gewtinschte Aussage sofort daraus ab. OJ

Algorithmus zur Bestimmung der Jordanschen Normalform und des Mini-
malpolynoms. — Wie die Beweise zur Jordanschen Normalform zeigen, exis-
tiert ein Algorithmus zur Bestimmung der Jordanschen Normalform einer ge-
gebenen Matrix A. Wir wollen ihn hier noch einmal erldutern. Eine interessante
Konsequenz ist, dass damit auch ein Algorithmus existiert, mit dem man ent-
scheiden kann, ob zwei gegebene Matrizen A und B dhnlich sind.
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Schritt 1. — Man bestimme das charakteristische Polynom der Matrix A und
schreibe es in der Form

Xalt) = (t=A)" oo (t—Ap)'m
Z.B.:
0 1 2 0 =2
1 -2 10 —1
A= 1 1 -2 0 1 |ecMat5R).
-1 —4 0 2 0
1 1T —4 0 3

Man berechnet
xa(t)=(t+1)7 (t—2)%

Die Eigenwerte sind also —1 und 2.
Schritt 2. — Man berechne Dimy(W;(};)) far

WiA) ={veK" [(A=N-E) -v=0} i=1,.,1, j=1,..,m

Die Partitionen 70 = (n{j, ...,711), j =1,...,m, und damit die Jordansche Normal-
form sind durch die Formel

7TJ: = —DimK(WiH (7\])) +2- DlmK(Wl(A])) — DimK (Wi,1 (7\])), i= 1, ceny lj,

gegeben. (In Beispielen kann man diese Zahlen u.U. leicht berechnen (s.u.).)
Berechnung der Dimension von Eig(A, — 1) mit dem Gaug3-Algorithmus:

-1 -1 =2 0 1T 1 -1 0 1
T 1 =1 0 1 -1 =2 0 2
1 =1 1 0 -1 I 1 =1 1 0 -1
1 4 0 -3 0 1 4 0 -3 0
1 -1 4 0 -4 1 =1 4 0 —4
11 =1 0 1 11 =1 0 1
II+1, III+1, IV-I, V+I 0 0 _3 O [I=1V, [II=V 0 3 1 _3 _]
» I, V-1, 00 0 0 0 AR 00 3 0 -3
03 1 =3 —1 00 -3 0 3
00 3 0 -3 00 0 0 0
11 -1 0 1
IVHIIL 0 3 1 _3 _1
At 00 3 0 -3
00 0 0 0
00 0 0 0
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Aus dieser Zeilenstufenform folgt Dimg(Eig(A,—1)) = 2. Die Partition zum Ei-
genwert A; = —1 muss daher (0,1, 1) sein.
Berechnung der Dimension von Eig(A,2) mit dem Gaug3-Algorithmus:

2 -1 20 2 1 4 00 0
1 4 10 1 1 4 10 1
1 -1 4 0 —1 ol 1 -1 40 —1
1 4 00 0 2 -1 20 2
1 -1 40 —1 1 -1 40 —1
1 4 00 0 14 00 0
II-1, III+], IV—ZI V+I 0 0 _] O ] IV+3.11I, V-III O 0 _] O ]
0 3 4 0 —T I 03 40 —1
0 -9 20 2 00 10 0 —1
0 3 4 0 —T 00 00 0
14 00 0 14 00 0
IV+10H O 0 _1 O 1 [I=I11 O 3 4 O _1
03 40 —1 o< 00 -1 0 1
00 00 9 00 00 9
00 00 0 00 00 0

Man liest Dimg (Eig(A,2)) = 1 ab, so dass m* = (1,0) die Partition zum Eigenwert
A, = 2 ist.
Die Jordansche Normalform der Matrix A ist also die Matrix

~1 1 0|00
0 -1 0/0 0
j= o o —1]0 o0
0 0 0]2 1
0 0 002

Schritt 3. — Das Minimalpolynom kann nun abgelesen werden:

xalt) =xj(t) = (t+1)*- (t—2)%

Man kann weiterhin eine Matrix T mit T-'- A - T = | suchen.

Schritt 4. — Man wende den Algorithmus aus dem Satz tiber nilpotente Endo-
morphismen sinngeméaf3 auf die verallgemeinerten Eigenraume an.

Fur A gilt V(A,—1) = {v e R*| (A +E5)*-v=0}. Man hat

2

1 1 20 =22 0 0 90 —9
1 -1 10 -1 0O 0 00 0
A+EP=] 1 1 10 1|(=]l0 0 00 o0
1 -4 03 0 0 -9 69 6

1 1 40 4 0 0 -90 9
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Wir miussen in dem dreidimensionalen Raum V(A,—1) ein lineares Komple-
ment U,(—1) zu dem zweidimensionalen Unterraum Eig(A,—1) finden. Es ge-
nugt daher, einen Vektor v € V(A,—1) zu finden, der nicht in Eig(A,—1) liegt,
z.B. v = ¢, und U,(—1) = (v) zu setzen. Unsere ersten beiden Basisvektoren
sind also

g
li
p
_I_
=
a»
o
[
c
=
o,
lop

N

I

o

|
O O o —

Nun mussen wir einen erzeugenden Vektor b; € Eig(A,—1) finden, so dass
Eig(A,—1) = (b;) @ (bs). Offenbar kénnen wir

op
w
|
—oc -0 o

wéhlen. Wir haben V(A,2) = {v e R*|(A—2 E;)?-v =0 }. Dabei gilt

2

-2 1 20 =2 3 =6 -3 0 3
-1 -4 1 0 -1 6 15 —6 0 6
(A—2-E5)* = 1T 1 —4 0 1 = 6 —6 15 0 —6
-1 -4 00 0 6 15 —6 0 6
1T 1 -4 0 1 -6 —6 15 0 —6
Man sieht, dass der Vektor
1
0
b5 == O
0
—1

zwar in V(A,2) nicht aber in Eig(A,2) liegt, i.e. V(A,2) = U,(2) & Eig(A,2) mit
U,(2) = (bs). Wir erganzen unsere Basis mit dem Vektor

b4:: (A—2E5)b5:

S = O O O
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Damit gilt
1T 1T 0 O 1
-1 00 0 O
T:.= (b]|b2’b3|b4’b5) = 1 01 0 0
-1 0 0 —1 0
0 1 0 —1
und
0 —1 O 0 O
1 1T —1 0 1
T'=10 1 1 0 0
0 1 0 —1 0
0O O 1 0 —1
Man tberpruft:
T AT
0 —1 0 0 0 0 1 2 0 =2 1 1 0 0 1
1 1T -1 0 1 -1 =2 1 0 -1 -1 0 0 0 0
= 0 1 1 0 0 1 1 -2 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 —1 0 -1 —4 0 2 0 -1 0 0 —1 0
0 0 1 0 -1 1 1 —4 0 3 1 0 1 0 -1
1 1 000
0 -1 000
= 0 0 -1 00 |.v
0 0 0 2 1
0 0 0O 0 2

Beispiel V.8.6. Wir haben mehrmals erwdhnt, dass es nicht dhnliche Matri-

zen mit demselben charakteristischen Polynom gibt. Mit Hilfe der Jordanschen

Normalform kénnen wir uns einen genaueren Uberblick verschaffen. Es sei

x(t) = (t—=A;)Y -+ - - (t—An)'m. Die Jordanschen Normalformen von Matrizen A mit

xa(t) = x(t) stehen in Bijektion zu Tupeln (', ...,m™), in denen 7@ = (n{j, ...,711)

eine Partition von |; ist, j = 1, ..., m. Damit kann man sofort eine Liste erstellen.
Wir betrachten das Beispiel

x(t) = (t+2)*(t—5).

Die moglichen Partitionen von 3 sind (1,0,0), (0,1,1), (0,0,3), so dass sich ins-
gesamt neun Moglichkeiten ergeben:
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LA P — P > — oI o —
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V.8. Die Jordansche Normalform

Aufgabe V.8.7.
Gegeben sei

3 05 16
72 17
A=1 1 o 4
5 5 15

6
7
1
-8

€ Mat(4;R)

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und zerlegen Sie es in

Linearfaktoren.

b) Geben Sie die Jordansche Normalform und das Minimalpolynom p, von A

ar.

c) Bestimmen Sie eine Matrix S € GL4(R), so dass S- A - S7' die Jordansche

Normalform von A ist.
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eines Endomorphismus, 179
Potenzmenge, 35
Prinzip

der vollstandigen Induktion, 36

vom Kkleinsten Element, 48
Produkt, 9

von Matrizen, 101, 166

Quotientenvektorraum, 94

Rang
einer linearen Abbildung, 81
einer Matrix, 91
Spalten- —, 75
Zeilen- —, 75
rationale Zahlen, 32
Rechtstranslation, 48
reelle Zahlen, 32
Reflexivitiat einer Relation, 52
Regel
Cramersche —, 149, 150
von Sarrus, 140
Relation, 52
Reprasentantensystem
vollstandiges —, 52
Ring, 48
der formalen Potenzreihen, 52
der (n x n)-Matrizen, 102
kommutativer —, 49, 166
Modul tiber einem —, 166
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Polynom- —, 160

Sarrus, 140

Regel von —, 140
Satz

uber die Jordansche Normal-

form, 195

von Cayley-Hamilton, 181
Schar, 8
Schnittpunkt, 6
Skalarmultiplikation, 9, 59

bei Matrizen, 166
Spaltenoperation, 28
Spaltenrang, 75

gleich Zeilenrang, 91, 122
Spaltenvektor, 8
spezielle Losung, 11
Spur einer Matrix, 167, 173
Steinitz, 73
Steinitzscher Austauschsatz, 73
Summe, 8

von Unterrdumen, 64
surjektiv, 39
Symmetrie einer Relation, 52
symmetrische

Gruppe, 123

als Untergruppe der allgemei-
nen linearen Gruppe, 128
Mengendifferenz, 35

Teilmenge, 32
Teilraum, 11
Transitivitat einer Relation, 52
transponierte

Abbildung, 119

Matrix, 120
Transposition, 124
trigonalisierbare Matrix, 184
trigonalisierbarer Endomorphismus,

184

Trigonalisierbarkeit

Kriterium far —, 184
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triviale Losung, 6, 25

Tupel, 8
Addition, 8
Null- —, 8

Skalarmultiplikation, 9

Umkehrabbildung, 41
unabhingige Bedingungen, 7
Unbestimmte, 160
unendlichdimensional, 72
ungerade Permutation, 130
unterbestimmt, 25
Untergruppe, 47
Untermenge, 32
Unterraum, 11

Unterring, 52
Untervektorraum, 61
Urbild, 37

Vandermonde, 153
Vandermonde-Determinante, 153
Vektor

Null- —, 8
Vektorraum, 10, 59

der Matrizen, 61

der Zeilenvektoren, 75
Vektorraum-Homomorphismus, 76
verallgemeinerter Eigenraum, 196

Zerlegung in —e —e, 196
Vereinigung, 34

disjunkte —, 53
Verfahren zur Diagonalisierung, 175
Verknupfung von Abbildungen, 39
Verkntuipfungstabelle, 45
Vielfachheit

algebraische —, 171

einer Nullstelle, 162

geometrische —, 171
vollstdndiges Reprasentanten-
system, 52

Vorzeichen, 128
einer Transposition, 130



Stichwortverzeichnis

Wohldefiniertheit, 54

Zeilenrang, 75

gleich Spaltenrang, 91, 122
Zeilenstufenform, 16, 26

ist nicht eindeutig, 19
Zeilenumformung, 14
zentrische Streckung, 9
zerfallt in Linearfaktoren, 163
Zerlegung in verallgemeinerte Eigen-

raume, 196

Zorn, 123
Zornsches Lemma, 123
Zwischenwertsatz, 39
zyklische Gruppe, 47
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