Skript zur Vorlesung ,,Geometrie

Alexander Schmitt

Berlin, Sommersemester 2020






Inhalt

Einfilhrung . . . . . . . . . 0 i i i e e e e e e e e e e e \

I Kegelschnitte . . . . . . . . . 0 i it i it it ittt ettt nnean 1

I.L1 Der Kegel, Beispiele fiir Durchschnitte eines Kegels mit einer Ebene . . . 1
I.1.1  Das Standardskalarprodukt, die euklidische Norm und der eukli-

dische Abstand . . . . . . ... ... Lo 1

.12 DerKegel . . ... ... ... ... ... .. . 3

I.1.3  Durchschnitte von K und speziellen Ebenen . . . . . . . ... .. 3

.2 Koniken . . . . ... .. .. 6

[2.1 Parabeln . . . . . ... ... .. 6

122 Ellipsen . . . . . . . . . e 8

.23 Hyperbeln . . . . ... ... .. 11

.3 Diedandelinschen Sphéren . . . . . . ... ... .. ........... 15

I.3.1 Querschnitte . . . . . . . ... . . ... .. ... 15

32 FallD). ... ... .. 16

33 FallE) . . ... ... . 19

34 FallF) . .. ... .. 20

[.3.5 Familien von Kegelschnitten . . . . . .. ... .......... 20

[.4 Reflexionenan Koniken . . . . . . .. ... ... ... .. ... 22

[.4.1 Tangenten . . . . . . . . . . . . .. 23

[.42 Parabeln . . . . ... ... ... 23

[.43 Hyperbeln . . . . ... .. L 25

[44 Ellipsen . . . . . . . . . e 29

II Transformationen in der euklidischen und affinen Geometrie . . ... ... 31

ILT Isometrien . . . . . . . . . . . . e 31

II.1.1 Die Isometriegruppe . . . . . . . . . . ... ... 33

II.1.2 Die orthogonale Gruppe . . . . .. ... .. ... .. ...... 35

II.1.3 Kongruenz in der euklidischen Geometrie . . . . . ... .. ... 40

II.2 AffineRdume . . . . .. .. ... ... 42

I1.2.1 Beschreibung affiner Abbildungen mit Matrizen . . . . . . . . .. 46

I1.2.2 Kongruenz in der affinen Geometrie . . . . . . ... ... .... 47

II.2.3 Quadriken . . . . . . . . . . . e 48

.24 QuadrikeninR®. . . . . . .. .. ... ... .. ... .... 58



Inhalt

ITI Projektive Geometrie . ... ... ... ...t ittt enneennn 65
III.1 Perspektivische Abbildungen . . . . . . . ... ... ... .. ...... 65
III.1.1 Heuristische Diskussion perspektivischer Abbildungen . . . . . . 66
III.1.2 Der Satz von Desargues . . . . . . ... ... ........... 67
II1.2 Die Projektivierung eines Vektorraums . . . . . . .. . ... ... .. .. 69
III.2.1 Die projektive lineare Gruppe . . . . . . . . . .. ... ... .. 72
III.3 Die projektive Ebene . . . . . ... ... ... .. ... ... ... ... 73
III.3.1 Einbettung der affinenEbene . . . . . . . ... .. ... .. ... 73
III.3.2 Zur Geometrie der reellen projektiven Ebene . . . . . . . .. .. 74
II.4 Der Hauptsatz der projektiven Geometrie . . . . . . . .. ... ... ... 82
I11.4.1 Projektive Aquivalenz von Vierecken . . . .. .......... 82
[II1.4.2 Der Satz von Desargues . . . . . ... ... ... .. ....... 83
IIT1.4.3 Bijektive Selbstabbildungen, die Geraden auf Geraden abbilden,
und Korperautomorphismen . . . . . . ... ... ... ... .. 85
III.5 Zentralkollineationen . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 90
IlI.6 Das Doppelverhdltnis . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 95
III.6.1 Definition und einfache Eigenschaften . . . . . . . ... ... .. 96
I11.6.2 Invarianz unter projektiven Transformationen . . . ... ... .. 97
II1.6.3 Der SatzvonPappos . . . . ... ... ... ... . ....... 100
I1I.6.4 Eine Anwendung des Doppelverhéltnisses . . . . . . ... .. .. 101
III.7 Quadriken im projektiven Raum . . . . . ... ... ... .. ... ... 105
III.7.1 Tangentialrdume . . . . . . . . . . . .. ... . ... ..... 106
I11.7.2 Die Klassifikation von Quadriken bis auf projektive Aquivalenz . 108
II.7.3 Der projektive Abschluss . . . . . ... ... ... ........ 112
I11.7.4 Uber Koniken in der projektiven Ebene . . . . .. ... ... .. 120
IV Hyperbolische Geometrie . . . ... .. ... ... ... ... 129
IV.I UberKreise . . . ..o v oot e e e 129
IV.1.1 Orthogonale Kreise . . . . . . ... ... .. ... .. ...... 129
IV.1.2 Der Korper der komplexen Zahlen . . . . . .. ... ... .... 132
IV.1.3 Die Inversionaneinem Kreis . . . . . .. ... ... ....... 133
IV.2 Die hyperbolische Ebene . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 137
IV2.1 Geraden . . . . ... ... .. 137
IV.2.2 Spiegelungen . . . . . ... . ... ... ... .. ... 140
IV.2.3 Die Symmetriegruppe der hyperbolischen Ebene . . . . . . . .. 142
IV.3 Der hyperbolische Abstand . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 149
IV.3.1 Ein anderes Modell der hyperbolischen Ebene . . . . . . . . . .. 149
IV.3.2 Abstandsmessung auf dem Rotationshyperboloid . . . . ... .. 151
IV.3.3 Die induzierte Abstandsmessung auf der Einheitskreisscheibe . . 152
IV.3.4 Kreise in der hyperbolischen Ebene . . . . . . . ... ... ... 157
IV.3.5 Die hyperbolische Metrik . . . . . . ... ... ... ....... 160
IV.4 Hyperbolische Trigonometrie . . . . . . . . . .. .. ... .. ...... 165
IV.4.1 Identitdten zwischen den hyperbolischen Funktionen . . . . . . . 166
IV.4.2 Der Kosinus- und der Sinussatz . . . . . . ... ... ....... 167
IV.4.3 Rechtwinklige Dreiecke . . . . ... ... ... ... ...... 169

il

IV.4.4 Die Winkelsumme eines hyperbolischen Dreiecks . . . . . . . .. 170



Inhalt

Literaturhinwelse . . . . v v v v v v i i i e e e e e e e e e et o oo 177

Stichwortverzeichmnis . . . . . . . v v i i i i e e e e e e e e e o oo o oo oo oo 181

1ii






Einfuhrung

Geometrie befasst sich, grob gesagt, mit dem Erfassen und Einordnen von Formen. Der
dreidimensionale Raum R?® zusammen mit dem euklidischen Abstand d: R* x R? — R
modelliert unsere Umwelt sehr genau. Durch unsere Alltagserfahrung haben wir somit
eine gute Anschauung fiir die mathematische Struktur (R?,d). SchlieBlich ist es fiir die
Orientierung im Alltag unerlésslich, dass wir eine Vielzahl von verschiedenen Formen,
die uns als Biaume, Hiuser, Autos, andere Menschen usw. begegnen, unterscheiden und
einordnen konnen. Begeben wir uns in eine unbekannte Umgebung, dann versuchen wir
uns unter Anderem dadurch zurechtzufinden, dass wir das Gesehene mit bereits bekann-
ten Mustern und Formen vergleichen. Die Mathematik ermdoglicht es uns, diese Prozesse
zu formalisieren. Zunichst ist festzuhalten, dass die Mathematik eine Vielzahl von ein-
fachen Grundformen, wie Punkte, Geraden, Kreise, Dreiecke, Ebenen, Kugeln, Quader,
Zylinder usw. beschreibt, die bereits vielen der Objekte, denen wir im Alltag begegnen,
dhneln und aus denen sich komplexere Formen (ndherungsweise) zusammensetzen lassen.
Einige dieser Grundformen iiben eine besondere Faszination aus. Dazu gehoren Kugeln
und Pyramiden.

Wir priizisieren die obigen Aussagen. Dazu arbeiten wir in R? statt in R>. Bereits in
frither Kindheit setzt man sich mit einigen dieser Grundformen auseinander. Man lernt
z.B., dass ein Kreis etwas anderes ist als ein Dreieck.

+

Bei den Dreiecken

ist die Entscheidung, ob sie in gewisser Weise gleich sind oder nicht, schon nicht so
offensichtlich. Natiirlich sind die beiden Dreiecke als Teilmengen von R? verschieden.
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Einfiihrung

Gleichheit von Teilmengen ist aber kein hilfreiches Konzept bei der Einordnung von For-
men. Um die beiden Dreiecke in obigem Bild zu vergleichen, stellen wir uns vor, dass
wir sie aus Papier ausschneiden und sie dann in der Ebene durch Drehen und Verschieben
bewegen und sie eventuell auch umdrehen. Wenn es dann moglich ist, die beiden Figuren
zur Deckung zu bringen, nennen wir sie kongruent. Die obigen Dreiecke sind z.B. kon-
gruent. Die gerade entwickelte Vorstellung lédsst sich mathematisch genau fassen. Dazu
betrachten wir folgende bijektive Selbstabbildungen der Ebene R

a) (Translationen). Es sei vy € R2. Die Abbildung

7,,: R? — R?

VoV +

ist die Translation um den Vektor v,. Diese Abbildung ist umkehrbar mit 7_,, als
Umkehrabbildung.

b) (Drehungen). Es sei 9 € [0, 27) ein Winkel. Die lineare Abbildung
0s: R — R?
al, cos(¥) —sin(}) fa)_{[a cos() — b - sin(1})
b sin(®)  cos(¥) b ] \ a-sin(®) +b-cos())
ist die Drehung um den Winkel ¢. Sie ist eine bijektive Abbildung mit Umkehrab-
bildung 27 — .

c) (Eine Spiegelung). Die Spiegelung an der x-Achse ist

o: R? — R?

a\ [ a
b -b |
Diese Abbildung ist umkehrbar mit o' = ¢

Es sei
S(R?) :={¢: R? — R?| ¢ ist bijektiv }

die Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen von R?. Wir definieren die euklidische Grup-
pe G als die Untergruppe von S (R?), die von den Abbildungen vom Typ a), b) und c)
erzeugt wird. Sie besteht aus allen endlichen Verkniipfungen von Abbildungen vom Typ
a), b) und c) und umfasst unter Anderem Spiegelungen an beliebigen Geraden und Dre-
hungen um beliebige Zentren.

Wir haben jetzt bereits eine wichtige Zutat fiir eine Geometrie im Sinne des Erlanger
Programms [23] von Felix Klein' gefunden. Eine Geometrie umfasst eine Menge M und
eine Untergruppe

G c{g: M — M| ist bijektiv }.

Wenn diese Daten gegeben sind, dann bezeichnen wir zwei Teilmengen X,Y C M als
kongruent, wenn es eine Transformation ¢ € G mit ¢(X) = Y gibt. Es ist leicht zu sehen,
dass Kongruenz eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Teilmengen von M ist.

IFelix Christian Klein (1849 - 1925), deutscher Mathematiker.
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Einfiihrung

Wenn M = R? und G die euklidische Gruppe ist, dann charakterisieren die Kongru-
enzsitze (s. z.B. [25], Chapter 5) die Relation der Kongruenz auf der Menge der Dreiecke
in R2. Zwei Dreiecke sind z.B. genau dann kongruent, wenn sie dieselben Seitenlingen
haben (,,SSS*).

Es gibt natiirlich verschiedene Gruppen, die man auf derselben Menge betrachten
kann. So gibt es z.B. noch folgende bijektive Abbildungen.

d) Essei 4 € R eine positive reelle Zahl. Die Abbildung

Li: RP — R?

Vi— Ad-v

ist dann eine zentrische Streckung. Sie ist bijektiv, und die Umkehrabbildung ist

Siya-

Wir erhalten die Untergruppe G’ C S (R?), die von der euklidischen Gruppe G und den
zentrischen Streckungen 3, 4 € R., erzeugt wird. Teilmengen von R2, die unter der
Gruppe G’ kongruent sind, nennt man dhnlich. Die folgenden Dreiecke sind dhnlich aber
nicht kongruent unter der euklidischen Gruppe G.

Bevor wir die Geometrien, die in dieser Vorlesung behandelt werden, kurz vorstellen,
erldutern wir noch kurz die Bedeutung der Geometrie fiir die moderne Mathematik. Diese
geht auf die Elemente von Euklid® (s. z.B. [7]) zuriick, die im dritten Jahrundert v.u.Z.
entstanden. In diesem Werk hat Euklid das mathematische Wissen seiner Zeit gesammelt
und auf einheitliche Weise dargestellt. Fiir die Geometrie der Ebene hat er ein einfaches
Axiomensystem aufgestellt, das die Grundannahmen enthilt. Alle Séitze der Geometrie
hat er dann mittels logischer Schlussregeln auf diese Axiome zuriickgefiihrt. Vom heuti-
gen Standpunkt sind diese Axiome zu ungenau formuliert. Das Axiomensystem ist auch
nicht vollstdandig, d.h., Euklid verwendet (schon ziemlich friih) Aussagen, die nicht aus
den Axiomen folgen. Diese Miéngel haben sich allerdings als geringfiigig herausgestellt.
So hat etwa der Mathematiker David Hilbert® in [18] ein neues Axiomensystem fiir die
euklidische Ebene entwickelt, das den heutigen Standards geniigt.* Auf Basis dieses neu-
en Axiomensystems behalten fast alle Beweise von Euklid Giiltigkeit und sind auch heute
noch gut nachzuvollziehen. Euklids Werk war somit grundlegend fiir die moderne Mathe-
matik.

2Euklid von Alexandria, griechischer Mathematiker, der wahrscheinlich im 3. Jahrhundert v.u.Z. gelebt
hat.

3David Hilbert (1862 - 1943), deutscher Mathematiker.

4 Andere Axiomensysteme findet man z.B. in [25].
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Einfiihrung

Im urspriinglichen Axiomensystem von Euklid (ebenso wie in Hilberts) ist das Paral-
lelenaxiom enthalten. Es fordert, dass es zu einer Geraden # in der Ebene und einem Punkt
P der Ebene, der nicht auf Z liegt, genau eine Gerade ¢’ gibt, die P enthilt und parallel zu
Z ist, d.h., £ nicht schneidet. Dieses Axiom erscheint so natiirlich, dass Wissenschaftlerin-
nen und Wissenschaftler iiber Jahrhunderte versucht haben, es aus den anderen Axiomen
abzuleiten. Interessante Beitriige wurden dabei von Chayyam® [22] und Saccheri® [33]
geleistet. Letzterer setzte voraus, dass das Parallelenaxiom falsch sei, und versuchte auf
dieser Basis einen logischen Widerspruch zu erhalten. Er fand dabei Eigenschaften, die
schwer intuitiv zu fassen sind und die er deshalb nicht zulassen wollte. Der letzte Schritt
wurde dann (unabhiingig voneinander) von Bolyai’ und Lobatschewski® gegangen. Man
betrachtet dazu die sogenannte neutrale Geometrie, in der alle Axiome bis auf das Paralle-
lenaxiom gelten. (Saccheris Resultate haben z.B. in der neutralen Geometrie Giiltigkeit.)
Dieses Axiomensystem kann man nun mit dem bereits erwihnten Parallelenaxiom zum
Axiomensystem der euklidischen Geometrie erweitern. Man kann aber auch das hyper-
bolische Parallelenaxiom hinzufiigen. Es fordert, dass es zu einer Geraden # in der Ebene
und einem Punkt P der Ebene, der nicht auf # liegt, unendlich viele Geraden existieren,
die P enthalten und parallel zu £ sind. Die fundamentale Entdeckung ist, dass dies immer
noch ein konsistentes Axiomensystem ist. Dazu muss man eine mathematische Struktur
angeben, in der dieses Axiomensystem erfiillt ist. Dadurch wurde engiiltig nachgewiesen,
dass das Parallelenaxiom nicht aus den anderen Axiomen ableitbar ist. Diese fundamen-
tale Entdeckung war nicht nur fiir die Mathematik bedeutsam, sondern hat weit iiber sie
hinausgestrahlt. Das Buch [17] legt z.B. Zeugnis davon ab.

In der Vorlesung beginnen wir mit einem klassischen Thema der euklidischen Geo-
metrie der Ebene, den Kegelschnitten. Sie entstehen, wenn man einen Kegel im dreidi-
mensionalen Raum mit einer Ebene schneidet. Sie charakterisieren also die moglichen
Lagen einer Ebene zu einem Kegel im Raum. Wir werden eine Definition von Koniken in
der Ebene angeben, Gleichungen fiir diese Koniken bestimmen und mit einem eleganten
Argument nachweisen, dass der Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene eine Konik in
der betreffenden Ebene ist. Das Kapitel endet mit einigen interessanten Beobachtungen
zu Reflexionen an Koniken, die auch technische Anwendungen betreffen.

Das zweite Kapitel greift zunédchst die oben erwéhnte euklidische Gruppe auf. Die
Elemente dieser Gruppe werden als diejenigen bijektiven Selbstabbildungen von R? cha-
rakterisiert, die den euklidischen Abstand nicht verdndern. Es wird deutlich gemacht, wie
die euklidische Gruppe aus der aus der linearen Algebra bekannten orthogonalen Gruppe
und der additiven Gruppe (R?, +), die wir mit der Gruppe der Translationen identifizieren,
als semidirektes Produkt aufgebaut ist. Danach fiihren wir die affine Gruppe ein. Sie ist
ein semidirektes Produkt, das aus der Gruppe GL,(RR) der linearen Transformationen von
R? und der Gruppe (R?, +) der Translationen gebildet wird. Den Kongruenzbegriff, der
sich aus der Wirkung der affinen Gruppe auf R? ergibt, nennen wir zur Unterscheidung
von der euklidischen Kongruenz affine Aquivalenz. Der Hauptsatz der affinen Geome-
trie fiir die Ebene R? besagt, dass je zwei Dreiecke affin dquivalent sind, und illustriert,

SOmar Chayyam (1048 - 1131), persischer Mathematiker, Astronom, Astrologe, Kalenderreformer,
Philosoph und Dichter.

5Giovanni Girolamo Saccheri (1667 - 1733), Jesuit, Philosoph, Theologe und Mathematiker.

7J4nos Bolyai (1802 - 1860), ungarischer Mathematiker.

8Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1792 - 1856), russischer Mathematiker.
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Einfiihrung

wieviel grober affine Aquivalenz als euklidische Aquivalenz ist. Koniken in der Ebene las-
sen sich als Nullstellengebilde von polynomialen Gleichungen vom Grad zwei darstellen.
Analog kann man in R" Quadriken als Nullstellengebilde von polynomialen Gleichun-
gen vom Grad zwei einfiihren. Mit Techniken der linearen Algebra, insbesondere dem
Spektralsatz, lassen sich Quadriken bis auf euklidische Kongruenz und affine Aquivalenz
klassifizieren. Zum Abschluss des Kapitels werfen wir einen Blick auf die Geometrie
einiger Quadriken in IR3, die auch in der Baukunst eingesetzt werden.

Das dritte Kapitel bildet den Kern der Vorlesung. Hier wird die sogenannte projek-
tive Geometrie eingefiihrt. Sie ldsst sich mit dem Problem der perspektivischen Dar-
stellung des dreidimensionalen Raums motivieren. Mathematisch definiert man den n-
dimensionalen projektiven Raum P*(R) als die Menge der Ursprungsgeraden in R™*!.
Die Gruppe GL,.;(R) wirkt auf die offensichtliche Weise auf R"*!. Bei dieser Wirkung
werden lineare Teilrdume auf lineare Teilrdume derselben Dimension abgebildet und da-
mit insbesondere Ursprungsgeraden auf Ursprungsgeraden. Auf diese Weise erhélt man
eine Wirkung von GL,.(R) auf P"(R). Dabei wirkt die Untergruppe Z < GL,;;(R)
der Skalarmatrizen trivial. Da Z# das Zentrum von GL,,;(R) ist und damit eine normale
Untergruppe, kann man die Quotientengruppe PGL,,(R) := GL,,(R)/Z bilden. Dies
ist die projektive lineare Gruppe und nach Definition die Symmetriegruppe von P"(R).
Thre Wirkung auf P*(R) induziert die Relation der projektiven Aquivalenz. Wir werden
erkldren, wie man die projektive Ebene IP?(R) als Kompaktifizierung der affinen Ebene
R? ansehen kann und somit affine Geometrie im Rahmen der projektiven Geometrie be-
treiben kann. Als kleinen Exkurs werfen wir einen Blick ,,von aulen” auf die projektive
Ebene P?(RR). Sie ist nicht orientierbar und kann daher nicht in R? eingebettet werden.
Es existiert allerdings eine sogenannte Immersion in R?, die den best mdglichen Ersatz
fiir eine Einbettung darstellt und die wir vorstellen werden. Der Hauptsatz der projektiven
Geometrie fiir P?(R) hat gewissermaBen zwei Teile. Der erste Teil erklirt, wie man eine
projektive Transformation durch die Angabe eines Vierecks spezifiziert. Der zweite Teil
zeigt, dass eine bijektive Selbstabbildung ¢: P?(R) — P?*(R), die Geraden auf Geraden
abbildet, aus einer projektiven Transformation und einem Automorphismus des Korpers
der reellen Zahlen aufgebaut ist. Da die Identitit aber der einzige Korperautomorphis-
mus von R ist, liefert dieses Resultat eine wertvolle Charakterisierung von projektiven
Transformationen. Die projektiven Transformationen, die sich aus dem Problem der per-
spektivischen Darstellung ergeben, sind die Zentralkollineationen. Aus ihnen lassen sich
alle projektiven Transformationen aufbauen, und sie sind niitzliche Instrumente bei der
Untersuchung gewisser geometrischer Konfigurationen. Im vorletzten Abschnitt des Ka-
pitels untersuchen wir die Klassifikation von Viertupeln von kollinearen Punkten in IP?(R)
bis auf projektive Aquivalenz. Es stellt sich heraus, dass man fiir solche Viertupel eine In-
variante definieren kann, das sogenannte Doppelverhiltnis, die entscheidet, wann zwei
Viertupel von kollinearen Punkten projektiv dquivalent sind. Das Doppelverhiltnis hat
auch eine praktische Bedeutung, z.B. bei der Auswertung von Luftaufnahmen. Zum Ab-
schluss des Kapitels kehren wir zu Quadriken zuriick. Wie bereits im Zweidimensionalen
erwihnt, ist P"(R) eine Kompaktizierung von R”. Dementsprechend kann man eine Qua-
drik O c R” zu einer Quadrik O c P*(R) kompaktifizieren, und zwar zum einem mit
Hilfe von Gleichungen und zum anderen mit Hilfe der Topologie. Wir werden zeigen,
dass beide Verfahren in den meisten Fillen dasselbe Resultat liefern, und Quadriken in
P"(R) bis auf projektive Aquivalenz klassifizieren.
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Einfiihrung

Das abschlieBende vierte Kapitel behandelt die Grundlagen der hyperbolischen Geo-
metrie. Genauer gesagt wird das Kreisscheiben-Modell der hyperbolischen Ebene von
Poincaré’ vorgestellt. Die Menge, die diesem Modell zugrundeliegt, ist die Einheitskreis-
scheibe D in R? bzw. C. Wir stellen zunichst die hyperbolischen Geraden vor. Dies sind
Durchschnitte von D mit euklidischen Geraden durch den Ursprung und mit Kreisen,
die senkrecht auf dem Einheitskreis stehen. Man erkennt schnell, dass es eine Gerade
¢ und einen Punkt P € DD gibt, so dass durch P unendlich viele zu ¢ parallele Gera-
den verlaufen. Um das hyperbolische Parallelenaxiom abzuleiten, benttigen wir hinrei-
chend viele Symmetrien der hyperbolischen Ebene. Mit Hilfe der Spiegelungen an eu-
klidischen Geraden und der Inversionen an Kreisen werden hyperbolische Spiegelun-
gen erklart. Die Symmetriegruppe der hyperbolischen Ebene ist die Untergruppe von
S(D) :={¢: D — D|gistbijektiv }, die von den hyperbolischen Spiegelungen erzeugt
wird. (Diese Definition ist durch die Tatsache motiviert, dass jede euklidische Transfor-
mation von R? ein Produkt von Spiegelungen ist.) Mittels der Inklusion D c C c P'(C)
konnen hyperbolische Transformationen als projektive Transformationen aufgefasst wer-
den. Dies ist hilfreich, um diese Transformationen zu beschreiben. Die komplizierteste
Zutat der hyperbolischen Geometrie ist die hyperbolische Metrik. Wir fiihren sie zunichst
in einem anderen Modell der hyperbolischen Ebene, einer Halbschale des zweischaligen
Rotationshyperboloids, ein. Auf dem Kreisscheibenmodell ergibt sich eine Metrik, die
mit Hilfe des Areahyperbeltangens definiert wird. Dadurch lassen sich explizite Berech-
nungen auf Basis der Eigenschaften der Hyperbelfunktionen durchfiihren. Diese sind ins-
besondere bei der Untersuchung hyperbolischer Dreiecke niitzlich. Die Besonderheiten
der hyperbolischen Geometrie manifestieren sich unter Anderem in der Tatsache, dass
die Summe der Innenwinkel in jedem hyperbolischen Dreieck kleiner als 7 ist und dass
zwei hyperbolische Dreiecke bereits dann kongruent sind, wenn sie dieselben Innenwin-
kel haben.

Inhaltlich haben wir uns an dem Buch [4] orientiert, aus dem wir auch viele Argumen-
te ibernommen haben. Das Buch [10] enthilt eine Einfithrung in die affine Geometrie
und die Klassifikation der Quadriken (sowohl im Affinen als auch im Projektiven). Die
Informationen zur Immersion der projektiven Ebene stammen vor allem aus den Biichern
[1] und [11]. Bei der Diskussion der hyperbolischen Trigonometrie haben wir uns auf
das Buch [42] gestiitzt. Dort werden die Hyperbelfunktionen konsequent genutzt, um die
benotigten Formeln abzuleiten. Weitere Quellen sind im Text angegeben.

Ich danke Herrn Lin fiir die Durchsicht des Manuskripts und zahlreiche Korrekturen
und den Horern und Horerinnen der Vorlesung fiir verschiedene Hinweise auf Unklarhei-
ten und Fehler.

Alexander Schmitt
Berlin, im Juli 2020

(Jules) Henri Poincaré (1854 - 1912), franzosischer Mathematiker, theoretischer Physiker, theoreti-
scher Astronom und Philosoph.



Kegelschnitte

Wir untersuchen in diesem Kapitel die moglichen Durchschnitte eines Kegels mit einer
Ebene. Eine entsprechende Untersuchung liee sich auch fiir einen Zylinder durchfiihren.
Diesen Fall kann man leicht praktisch nachvollziehen, indem man etwa eine Gurke auf
verschiedene Weisen mit einem Messer aufschneidet.

I.1 Der Kegel, Beispiele fiir Durchschnitte eines Kegels
mit einer Ebene

Wir beschreiben zunichst einen speziellen Kegel in R? durch eine explizite Gleichung.
Dies ermoglicht es uns, den Durchschnitt dieses Kegels mit einigen speziell gewihlten
Ebenen durch Gleichungen zu beschreiben und damit zu verstehen, welche Gestalt dieser
Durchschnitt hat.

I.1.1 Das Standardskalarprodukt, die euklidische Norm und der
euklidische Abstand

Der Gegenstand der Untersuchungen in diesem Kapitel gehort der euklidischen Geome-
trie an. Wir wiederholen kurz die relevanten Strukturen aus der linearen Algebra.
Es sein > 1 eine natiirliche Zahl. Das Standardskalarprodukt auf R" ist die Abbildung

¢, R"XR"— R
((Cll, ...,Cln), (bl, ,bn)) — a - b] +---4+a,- bn.

Sie induziert die (euklidische) Norm

I-I: R”" — R

v AV, V)
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auf R". Vermoge

d: R"xR" — R
(p,q) — llp —4ll

kann man den (euklidischen) Abstand von Punkten im Raum IR” messen. Diese Strukturen
werden z.B. im Skript [38], Abschnitt 1.2, ausfiirlich beschrieben.
Es seien p € R" und A C R" eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist

d(p,A) :=inf{d(p,q)|qg € A} (L.1)

der Abstand von p zu A. Nach [37], 3.3.4 Lemma, ist der Abstand von x zu A genau dann
positiv, wenn x ¢ A.

Zwei Vektoren v,w € R”" stehen senkrecht aufeinander, wenn (v,w) = 0 gilt. Wir
schreiben v 1L w.

I.1.1 Beispiel. Es seien £ C R? eine Gerade und p € R?\ # ein Punkt. Von p aus fillen
wir das Lot auf Z. Dies ist die eindeutig bestimmte Gerade £, die senkrecht auf # steht
und den Punkt p enthilt. Die Gerade ¢’ schneidet die Gerade £ in einem und nur einem
Punkt ¢, und es gilt

d(p,?) =d(p,q).

Die Konstruktion wird mit den folgenden Betrachtungen 0

verstindlich. Zu einer Geraden y C R? existiert ein Vektor g3

v € R?\ {0}, so dass fiir jeden Punkt p € y P
y={p+A1-v|1eR} q

gilt.

Man nennt p einen Aufpunkt und v einen Richtungsvektor.! Der Richtungsvektor ist bis
auf einen Faktor ¢ € R \ {0} bestimmt. Es seien

yi={pi+Ad-vil]1eR}, i=12,

zwei Geraden in R?. Sie stehen senkrecht aufeinander, wenn die Vektoren v; und v, senk-
recht aufeinander stehen, d.h. (v;,v,) = 0 gilt. Diese Bedingung ist unabhédngig von der
Auswahl der Richtungsvektoren. (Warum?) Wir schreiben y; L ;.

1.1.2 Aufgabe. Es seien £ C R? eine Gerade und p € R? ein Punkt. Beweisen Sie die
Existenz und Eindeutigkeit des Lots von p auf 7.

1.1.3 Bemerkungen. i) Dass wir Elemente von R? einmal als Punkte und einmal als Vek-
toren ansprechen, liegt darin begiindet, dass wir R? als affinen Raum im Sinne von 11.2.1
Definition oder [10], 1.0.5, ansehen. Dazu setzen wir V := R?, M := R? und

T VXM—M
(v,p)F— p+w.

'Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Konzepts eines affinen Unterraums (I1.2.4 Definition).
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Hierbei sehen wir V als Vektorraum an und bezeichnen seine Elemente als Vektoren und
M nur als Menge. Die Elemente von M nennen wir Punkte. Fiir Punkte gibt es keine Ad-
dition und keine Skalarmultiplikation. Lediglich vermoge t konnen Vektoren auf Punkte
durch Translationen wirken.

ii) Wir fiihren auf R? \ {0} die Aquivalenzrelation

’ ’

v~y = dreR\{0}: VvV =tr-v

ein. Die Menge der Aquivalenzklassen ist die projektive Gerade P'(R). Eine Gerade de-
finiert also iiber Richtungsvektoren ein Element in P'(R). Dieser Art von Konstruktion
werden wir in Kapitel III in Form der projektiven Ebene erneut begegnen.

I.1.2 Der Kegel

Wir versehen den Vektorraum R? mit den Koordinaten (x, y, f). In
R3 betrachten wir die Geraden Ay

y:={(a,b,c)e R} |b=0Aa=c) |

X

Der Kegel K entsteht, indem wir die Gerade y um die 7-Achse rotieren lassen. Schnei-
den wir K mit der Ebene
E,:={(a,b,c) e R*}|c =21}, (1.2)

dann entsteht offenbar ein Kreis vom Radius A in der Ebene E,;, 1 € R. (Der Abstand
von Punkten in R? wird hier wie in Abschnitt I.1.1 beschrieben gemessen.) Fiir 4 = 0 be-
steht der Durchschnitt also nur aus einem Punkt. Aus dieser geometrischen Beschreibung
erhalten wir eine Gleichung fiir K:

K ={(a,b,c) e R*|a* + b* = *}.

/@
: >
Abbildung I.1: Der Kegel K Abbildung I.2: Ein Kreis als Kegelschnitt

I.1.3 Durchschnitte von K und speziellen Ebenen

Wir beginnen mit der Ebene

E':={(a,b,c) e R*|b=0}.
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Wir konnen in E die Koordinaten x und ¢ verwenden. In diesen Koordinaten gilt
E'NnK={(ac)eR*a*=c"}).

Die Gleichung fiir E N K lautet also (a—c) - (a+¢) = a* — ¢* = 0. Dies ist die Vereinigung
der Geraden y; :={(a,c) € E|a = ¢} und der Geraden vy, := {(a,c) € E|a = —c}.

Abbildung I.3: Die Vereinigung zweier Abbildung 1.4: Eine Gerade als Kegelschnitt
Geraden als Kegelschnitt

Wir fahren mit der Ebene E? := {(a, b, c) € R*|a = ¢} fort und berechnen

E’NK ={(a,b,c)eR*|la=cAa®>+b* =d*}
={(a,b,c)eR*|la=cAb=0}.

Dies ist eine einzelne Gerade im R>.
Nun betrachten wir die Ebene

E*:={(abc)eR|c=a+1}
Es ergibt sich
EEnK={(@abc)eR|c=a+1 A+ =a*+2-a+1)}

1
:{(a,b,c)E]R3|c:a+1/\a:§~(b2—1)}.

Die zweite Gleichung beschreibt eine Parabel in der Ebene E° .2
Das néchste Beispiel ist durch die Ebene

E*:={(a,b,c) eR*’|a=1)}

2Genauer gesagt zeigt die Uberlegung, dass das Bild von E3 N K unter der Abbildung (a, b, ¢) — (b, c)
eine Parabel ist. Diese Abbildung ist keine Isometrie (II.1.1 Definition), sondern nur eine bijektive affine
Abbildung (Seite 43). In 11.2.34 Bemerkung werden wir nachweisen, dass eine bijektive affine Abbildung
Parabeln auf Parabeln abbildet.
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gegeben. Es ergibt sich

E*NnK={(ab,c)eR’la=1A1+b*=c?}
{(a,b,c)eR*la=1AC*-b* =1}
{(@,b,c)eRla=1A(c=b)-(c+b)=1}.

Dies ist eine Hyperbel. In der Ebene E konnen wir die Koordinaten y und ¢ verwenden.
Die Standardhyperbel, die man aus der Analysis ([37], 3.1.3 Beispiel, viii) kennt, ist der
Graph I'y der Funktion

f:R\{0} — R
1

br— —.

b

Offensichtlich hat man

Iy={(b.c)eElb-c=1}.

Es ist nun leicht zu sehen, dass eine Drehung der Ebene E die Menge I’y auf £ N K
abbildet.

<

.

Abbildung 1.5: Eine Parabel als Kegelschnitt Abbildung 1.6: Eine Hyperbel als Kegel-
schnitt

Zum Abschluss betrachten wir die Ebene

E°:={(a,b,c) eR*|la=2-c-2).
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Wir berechnen
E°NK

1 1
={(a,b,c)elR3|c:§-a+1/\a2+b2:Z-a2+a+1}

1
:{(a’bac)EIR3|C:E'a‘l'l/\(—'a——

Dies ist die Gleichung einer Ellipse. (Die Bemerkung aus Fuf3-
note? gilt sinngemiB.) Wir werden die Gleichungen von Ellip-
sen in Abschnitt 1.2.2 und I1.2.31 Beispiel genauer anschauen.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist es nachzuweisen, dass durch die obigen Beispiele
bereits alle Moglichkeiten erschopft sind.

I.2 Koniken

Wir definieren Koniken als Teilmengen der Ebene R?. Die Definition benétigt nur Begriffe
der euklidischen Geometrie der Ebene.

1.2.1 Definition. Es sei e € (0, ). Eine Teilmenge C C R? heiBt Konik der Exzentrizitcit
e, wenn es einen Punkt B € R? und eine Gerade # C R? gibt, so dass B ¢ # und

C={peR*d(p,B)=e-d(p,?)}.

Der Punkt B ist dann ein Brennpunkt® der Konik und die Gerade # eine Leitlinie.
Eine Parabel ist eine Konik der Exzentrizitét 1, eine Ellipse eine Konik, fiir die 0 <
e < 1 gilt, und eine Hyperbel eine Konik mit e > 1.

1.2.2 Bemerkung. Gemil dieser Definition ist der Kreis keine Konik. Er lédsst sich als
Grenzfall von Ellipsen verstehen, indem man e gegen Null gehen ldsst. Die Leitlinie £
wandert bei diesem Prozess ins ,,Unendliche’. Diese Uberlegung wird in 1.2.9 Bemerkun-
gen, ii1), prézisiert.

1.2.3 Aufgabe. Es seien A C R? eine Teilmenge und ¥ C R? eine Gerade. Die Gerade y
heilit Symmetrieachse von A, wenn o (A) = A fiir die Spiegelung o an der Geraden vy gilt.

Es sei C C R? eine Konik mit Brennpunkt B und Leitlinie #. Zeigen Sie, dass das Lot
mvon B auf ¢ eine Symmetrieachse von C ist.

In den nédchsten Abschnitten werden wir Gleichungen fiir Koniken in ,,Standardform‘
herleiten und im Falle der Ellipsen und Hyperbeln weitere Charakterisierungen geben.

I.2.1 Parabeln

Eine Parabel befindet sich in Standardform, wenn ein Brennpunkt B € R? und eine Leit-
linie # C R? so gewihlt werden konnen, dass

3Wir werden in Abschnitt 1.4 sehen, dass diese Begriffsbildung auf konkreten Anwendungen beruht
(z.B. 1.4.4, Bemerkungen, i).
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* B auf der positiven x-Achse liegt, d.h. eine reelle Zahl @ > 0 existiert, so dass
B = (a,0),

* die Leitlinie parallel zur y-Achse verlduft, d.h., es eine reelle Zahl A gibt, so dass
¢ ={(a,b) e R?|a =21},

* (0,0) e C.

1.2.4 Bemerkungen. 1) Es gilt d((0,0), (@, 0)) = @ und d((0,0), ) = |1]. Wegen (0,0) € C
gilt somit nach Definition 4 = @ oder 4 = —a. Der Wert 4 = @ kommt nich in Frage,
da dann d(B, B) = d(B,¢) = 0 folgte und B € ¢ gelten wiirde. Das ist aber nach 1.2.1
Definition verboten. Somit haben wir A = —a.

i1) Um eine beliebige Parabel in Standardform zu bringen, konnen wir die in der Ein-
leitung beschriebenen Kongruenz-Abbildungen der euklidischen Geometrie verwenden.
Dazu seien C eine beliebige Konik, B ein Brennpunkt und ¢ eine Leitlinie fiir C. Durch
eine Drehung konnen wir erreichen, dass die Leitlinie £ parallel zur x-Achse verlduft.
Falls der Brennpunkt links von der Leitlinie liegt, fiihren wir eine Spiegelung an der y-
Achse durch. Schlielich konnen wir den Brennpunkt B auf die x-Achse verschieben, und
zwar so, dass er auf dem Punkt (@, 0) mit @ = (1/2) - d(B, £) zu liegen kommt.

\/\,\_./\’/ /D :(a/b)
%[7; Z)
~(an

Tb-of

-0
1.2.5 Satz. Es seien C eine Parabel in Standardform und « := (1/2) - d(B, ) wie in der
obigen Definition. Dann gilt

C={(ab)eR*|bV=4-a-a).

Beweis. Nach Definition liegt ein Punkt p = (a,b) € R? genau dann auf C, wenn die
Gleichung

(a+a)P =d(p,¢)* =d(p,B)? = (a—a*) +b*

erfiillt ist. Diese Gleichung ist dquivalent zu der Gleichung
=4 -a-a.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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1.2.6 Bemerkung. Man kann in der Definition die Rollen der y-Achse und der x-Achse
vertauschen. In diesem Fall erhielte man

1
C:{(a,b)e]R2|b:—‘a2}.
4-a

Dies ist der Graph der Funktion

und somit aus der Analysis I bekannt ([37], 3.1.3 Beispiel, iii). Die obigen Konventionen
wurden so gewdhlt, dass sie zu den iiblichen Konventionen fiir Ellipsen und Hyperbeln
passen.

Es sei C eine Standardparabel wie in 1.2.5 Satz. Dann ist

p:R—C
A— (@-22-a-2)

eine bijektive Abbildung mit Umkehrabbildung

o ':C—R
b T —
(a.b) — 5—

Wir nennen ¢ eine Parametrisierung von C.

1.2.7 Aufgabe. Es sei C C R? eine Parabel in Standardform. Welche Symmetrieachsen
(vgl. 1.2.3 Aufgabe) besitzt C? SchlieBen Sie aus Thren Resultaten, dass der Brennpunkt
und die Leitlinie einer Parabel eindeutig bestimmt sind.

1.2.2 Ellipsen

Eine Ellipse C C R? der Exzentrizitit e € (0, 1) befindet sich in Standardform, wenn der
Brennpunkt B € R? und die Leitlinie # c R? so gewiihlt werden konnen, dass fiir die
Zahla € Rygmitd(B,7) = a - ((1/e) —e)

* B=(a-e,0),
* f:{(a,b)e]Rz‘a:%}

gilt.

8
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fq=o'g

1.2.8 Satz. Es seien C C R? eine Ellipse, B € R2 ein Brennpunkt, ¢ C R? eine Leitlinie,
e € (0,1) die Exzentrizitit, und a := d(B,?)/((1/e) — e), so dass die Bedingungen der
obigen Definition fiir die Standardform erfiillt sind. Ferner sei

B:=a- VI —e2

2 b 2
C= {(a,b) <®|() +(—) - 1}.
@ B
Beweis. Nach Definition gehort ein Punkt p = (a,b) € R? genau dann der Ellipse C an,
wenn die Gleichung

Dann gilt

2
(a—a-e)2+b2:d(p,B)Z:ez-d(p,f)z:ez-(a—g)

erfiillt ist. Diese Bedingung ist dquivalent zu der Gleichung

2

A -2-aa-e+d>-+b=e-a*>-2-a-a-e+a’.

Dies entspricht der Gleichung
a-(1-e+b*=a* - (1-é)=p.
Nach Division durch @ - (1 — €?) = 8 erhalten wir die behauptete Gleichung fiir C. O

1.2.9 Bemerkungen. 1) Die Ellipse C schneidet die positive x-Achse im Punkt (@, 0). (In
der Tat gilt fiira > O und p = (a,0),dass d(p,B) = |la—a-elund d(p,?) = |la — a/e|, und
die Bedingung, auf C zu liegen, wird zua - (1 —e) = +a - (1 —e).%)

i1) Man kann auch B’ := (—a - ¢,0) und

¢ = {(a,b) € ]Rz'a = —C—Y}
e
als Brennpunkt und Leitlinie verwenden.
ii1) In der Beschreibung der Ellipse in 1.2.8 Satz macht es Sinn, e = 0 zu setzen. Dann
wird B zu (0, 0), und es gilt @ = S. Man erhilt somit den Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und
Radius a. Die Leitlinie wird { a = o0 }, verschwindet also im Unendlichen.

“Das positive Vorzeichen tritt auf, wenn p zwischen B und # liegt, das negative in den anderen Fillen.
Die Gleichung hat offenbar nur fiir das positive Vorzeichen eine positive Losung a.
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1.2.10 Aufgabe. Es sei C eine Ellipse wie in 1.2.8 Satz. Beweisen Sie, dass
diam(C) := sup{d(p,q)|p.q € C}=2"a.

Dabei hat man d(p,q) = 2 - a fir p = (-a,0) € C und g = (@,0) € C. Zeigen Sie, dass
fir p,g e Cmit{p,q} # {(—,0),(a,0)} stets

dlp,q) <2 -«

gilt. Folgern Sie, dass die Paare (B,,7.) und (B_, £_) mit
) a
B.=(xa-¢,0) und £, = {(a,b) € R?|a= iz}

die einzigen Mdglichkeiten fiir Brennpunkt und Leitlinie von C sind.
1.2.11 Bemerkung (Parametrisierung von Ellipsen). Es seien @ > 8 > 0 und

K :={(a,b) e R*|d* +b* =1},
C::{(a,b)e]Rz‘(g)2+(é)2: 1}.

B
Dann sind
p: K — C und ¥: C — K
(@b) — (a-ap-b) (a.b) — (g,[g)

zueinander inverse Bijektionen. BekanntermaBen (vgl. [37], 4.8.10 Folgerung, [38], 3.2.4
Beispiel, iv) ist

n:10,2-1) — K
¥ —> (cos(1?), sin(1}))

eine Bijektion. Somit ist auch

7:00,2-7) — C
P +— (a - cos(F), B - sin(1}))

eine Bijektion.

Der nichste Satz liefert eine weitere bekannte Beschreibung von Ellipsen, die oft auch als
Definition benutzt wird.

1.2.12 Satz. In der Situation von 1.2.8 Satz und 1.2.9 Bemerkung, ii), gilt
C={peR*|d(p,B)+d(p,B)=2-a}.
Beweis. Wir beginnen mit der Inklusion ,,C*. Nach Definition hat man
d(p,B) =e-d(p,?),
d(p,B") = e-d(p,?").

10
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Die Addition der beiden Gleichungen ergibt
d(p,B)+d(p,B)=e-(d(p,£)+d(p,")).

Fiir einen Punkt p = (a,b) € C gilt

(04 o
——<-a<afa<—,
e e

so dass
dp.0)=2—a, dp,¢)=a+2
e e
und

e-(dp,0)+d(p, ")) =2-a.

Nun widmen wir uns der Inklusion ,,.2*. Es sei p = (a,b) € R> mitd(p, B)+d(p, B") =
2 - a. Wir setzen

dy:==d(p,B) = J(a—a-e)?+b,
dr:=d(p,B) = VJa+a-e?+b. (1.3)

Daraus folgern wir
b-a-a-e=ds—di =(dry—d)) - (dr+d) =2-a-(dr — d)).

Es folgtd, —d; =2 -a-e. Zusammen mitd, + d; = 2 - @ erhalten wird, = a - e + a. Aus
der resultierenden Gleichung

13
(cz-e+oz)2:dg(z)(a+a-e)2+b2

leiten wir
PP+a*-(1-e®)=a*-(1-¢€%

ab. Wir teilen durch a? - (1 — ¢?) = 52 und erkennen mit 1.2.8 Satz, dass p € C. m

1.2.3 Hyperbeln

Wir sagen, dass sich eine Hyperbel C ¢ R? der Exzentrizitit e > 1 in Standardform
befindet, wenn es einen Brennpunkt B € R? und eine Leitlinie Z c R? gibt, so dass fiir
die Zahl @ € Roomitd(B,?) = a - (e — (1/e))

* B=(a-e¢,0),
" f:{(a,b)e]Rz‘a:g}
e
gilt.

11
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fased

1.2.13 Satz. Es seien C C R? eine Hyperbel, B € R? ein Brennpunkt, ¢ C R? eine
Leitlinie, e > 1 die Exzentrizitdit, und a := d(B,?)/(e — (1/e)), so dass die Bedingungen
der obigen Definition fiir die Standardform erfiillt sind. Ferner sei

B:=a- Ve - 1.

2 b 2
C= {(a,b) eRZ'(f) _(_) _ 1}.
@ B
Beweis. GemiB 1.2.1 Definition liegt ein Punkt p = (a,b) € R? genau dann auf der
Hyperbel C, wenn

Dann gilt

2
(@=a-ef + 5 =d(p,BY =& d(p.¢F =& -(a= 2.

Diese Bedingung ist dquivalent zu der Gleichung

2

a-2-a-a-e+ad*-Ef+b=e¢d*-2-a-a-e+a’

und entspricht daher der Gleichung
a-(1-eH)+b*=a*-(1-¢e)=-p
Nach Division durch a? - (1 — %) = —p? ergibt sich die behauptete Gleichung fiir C. O

1.2.14 Bemerkungen. 1) Die Hyperbel C schneidet die positive x-Achse im Punkt (a, 0).
(Fiira > O0und p = (a,0) giltd(p,B) = la—a - elund d(p,¢) = |a — @/e|. Man erhiilt als
Bedingung, auf C zu liegen, eine Gleichung der Forma - (e — 1) = +a - (e — 1).)

ii) Es seien B’ := (—a - ¢,0) und

¢ ={@b eR|a=-2}
e
Dann sind B” und ¢’ ebenfalls Brennpunkt und Leitlinie fiir C.
iii) Es gilt genau dann & = 8, wenn ¢ = V2. In diesem Fall nimmt die Gleichung fiir
C die Gestalt
(@a—b)-(a+b)=a*-b*=a?

SFiir das Vorzeichen gelten Bemerkungen wie bei der Ellipse.

12
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an. Mit u := a— b und v := a + b hat sie die Form

M'V:CL’Z.

Dies ist der Graph der Funktion

]R*_)]R L
) Tow
a ﬂ

ur— —.
u

Insbesondere fiir @ = 1 ([37], 3.2.4 Beispiel, viii) gehort diese Funktion zum Standardre-
pertoire reeller Funktionen.

1.2.15 Aufgabe. Es seien C eine Hyperbel wie in 1.2.13 Satz und vy C R? eine Gerade.
Man nennt y eine Asymptote von C, wenn

lim sup{d(p, )| p €y Ad(p,0) > A} =0.

(Der Abstand d(p, C) wurde in Gleichung (I.1) definiert.) Bestimmen Sie die Asymptoten
von C. Benutzen Sie die Asymptoten von C, um die Symmetrieachsen (cf. [.2.3 Aufgabe)
von C zu ermitteln. Schlielen Sie auch, dass die Paare (B,,7.) und (B_,7_) mit

B, :=(+a-e.0) und 7, = {(a,b) e]Rz‘a: ig}
e

die einzigen Paare sind, die aus einem Brennpunkt und einer zugehdrigen Leitlinie fiir C
bestehen.

1.2.16 Bemerkung. Wir erinnern zunichst an zwei Funktionen einer Verdnderlichen ([37],
6.12.2 Aufgabe). Der Hyperbelsinus ist
sinh: R — R

@ —2exp<—a>

und der Hyperbelkosinus

cosh: R — R
exp(a) + exp(—a)
5 .

Man iiberpriift sofort die Identitét
Yae€R: cosh’(a) - sinh’(a) = 1. (L4)
Der Hyperbelsinus ist umkehrbar, und die Umkehrfunktion ist der Areahyperbelsinus
Arsinh: R — R
avr— log(a + Va? + 1).
Nun seien «, 8 > 0, C die durch die Gleichung in 1.2.13 Satz gegebene Hyperbel und

C,:=Cn{(ab)eR*la>0)},
C_:=Cn{(a,b)eR*la<0).

13
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Dann ist
¢ R— C,
a +—> (a - cosh(a), B - sinh(a))
eine bijektive Abbildung mit Umkehrabbildung
C,— R

(a,b) —> Arsinh(g).

Eine analoge Parametrisierung ¢_ ldsst sich fiir C_ aufstellen. Dies sei dem Leser bzw.
der Leserin als Ubungsaufgabe iiberlassen. Die obigen Parametrisierungen erkliren die
Namen Hyperbelsinus und -kosinus.

Wie fiir Ellipsen (1.2.12 Satz) gibt es auch fiir Hyperbeln eine Charakterisierung, die nur
die Abstidnde zu den Brennpunkten B und B’ aus 1.2.14 Bemerkungen, ii), verwendet.

1.2.17 Satz. In der Situation von 1.2.13 Satz, 1.2.14 Bemerkungen, ii), und 1.2.16 Bemer-
kung gilt:
C.,={peR?|d(p,B)—d(p,B)=2-a},
C_={peR*|d(p,B)~d(p,B)=-2-a}.

Beweis. Wir behandeln den Ast C_ und beginnen mit der Inklusion ,,C¢. Sei also p =

(a,b) € C_. Aus der Gleichung der Hyperbel folgt |a| > @, so dass hier a < —a gelten
muss. Damit sehen wir ein, dass

&
d(P,f)=%—a und d(p,f’):—%_a’ \'\
((/0) Ot‘—,o

so dass
d(p,B)—d(p,B)=¢-(d(p,¢")—d(p,£)) = -2«

wie behauptet.
Fiir die Inklusion ,,.C* sei p = (a, b) € R? ein Punkt mit d(p, B') —d(p, B) = —2-a. Wir

setzen wieder d; := d(p, B) und d, := d(p, B"). Wie im Beweis von 1.2.13 Satz schlieen
wir
4-a-a-e=ds—d =(dy—d)) - (dy + dy).
Dad,-d) =-2-a,folgtd, +dy =-2-a-eundd, = —(a@ + a - ). Damit finden wir
(@+a-ef =d>=d(p,B) =(a+a-e)+ b
Diese Gleichung ist dquivalent zu
a-(1-e)+b*=a*-(1-¢e")=-p
Nach Division durch a? - (1 — ¢*) = —f> erkennen wir, dass p € C gilt. Da ein Punkt
p € C, der Bedingung d, — d; = 2 - « geniigt, muss genauer p € C_ gelten. O
1.2.18 Aufgabe. Kann eine Parabel gleichzeitig eine Ellipse oder eine Hyperbel sein?
Kann eine Ellipse auch eine Hyperbel sein?

1.2.19 Aufgabe. Welche Objekte kommen hinzu, wenn man in [.2.1 Definition den Fall
B € ¢ erlaubt?
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1.3. Die dandelinschen Sphiren

I.3 Die dandelinschen Sphiren

Wenn wir den Kegel K aus Abschnitt I.1.2 mit einer Ebene E schneiden, die nicht durch
die Spitze (0,0,0) des Kegels geht, so erwarten wir auf Grund der vorangehenden Be-
trachtungen, dass der Durchschnitt £ N K ein Kreis, eine Ellipse, eine Parabel oder eine
Hyperbel ist. Gemif 1.2.1 Definition miissen wir einen Brennpunkt und eine Leitlinie
finden. Dies geschieht mit einer sehr schonen geometrischen Konstruktion.

I.3.1 Querschnitte

Es seien K ¢ R? der Kegel, der in Abschnitt I.1.2 definiert wurde, und E C R3 eine Ebene.
Dann gibt es genau eine Gerade v C R?, die senkrecht auf E steht und den Ursprung
(0,0, 0) enthilt. Nach einer geeigneten Drehung um die 7-Achse kdnnen wir annehmen,
dass v ¢ N. Dabei sei N die (x, )-Ebene, d.h. N = {(a, b, c) € R*|b = 0}. Die Geometrie
des Durchschnitts ist dann durch den ,,Querschnitt” bestimmt, d.h. durch das Geradenpaar
K N N und die Lage der Geraden E N N zu ihm.

Zunichst betrachten wir die Situation, dass £ N N durch den Urpsrung (0,0,0) € N
geht. Dies ist der Punkt, in dem sich die beiden Geraden in K N N treffen. Es gibt nun drei
Fille, die sich folgendermafen skizzieren lassen.

0 N\ e O\
"N TN O ><

In Fall A) gilt fiir die Steigung 6 der Geraden —1 <6 < 1,und EN K = {(0,0,0) }. In Fall
B) gilt 6 = —1 oder 6 = 1, d.h. E N N ist eine der beiden Geraden von K N N. In diesem
Fall besteht £ N K nur aus dieser Geraden. Fall C) entspricht den Steigungen 6 < —1 und
§ > 1.° Dies ist die Situation, in der E N K aus zwei sich schneidenden Geraden besteht.

Jetzt widmen wir uns der Situation, in der E N N den Ursprung (0,0,0) € N nicht
enthilt. Es ergeben sich die nachfolgend skizzierten Moglichkeiten.

Kan

Wie zuvor bezeichne ¢ die Steigung der Geraden E N N. Fall D) entspricht wieder den
Ungleichungen —1 < ¢ < 1, Fall E) der Beziehung 6 € {+1} und Fall F) der Bedingung
6 <—1oderé > 1.

%Die schlieBt auch den Fall § = oo ein, also dass E N N die y-Achse ist.
"Hier bedeutet § = oo, dass E N N parallel zur y-Achse ist. (Dieser Fall trat z.B. bei der Ebene E* in
Abschnitt I.1.3 auf.)

15



Kapitel I. Kegelschnitte

1.3.1 Bemerkung. Wenn die Steigung der Geraden ENN negativ ist, dann konnen wir noch
eine Drehung um den Winkel 7 um die #-Achse ausfiihren und befinden uns dann in der
Situation, dass die Steigung positiv ist. Ebenso kann man nach einer etwaigen Drehung
um den Winkel 7 annehmen, dass die Steigung der Geraden E N N negativ ist

1.3.2 Fall D)

Wir nehmen an, dass E N N die Geraden von K N N unterhalb
des Ursprungs (0, 0, 0) von N schneidet. Es gibt nun genau eine
Sphiire §  R3, deren Mittelpunkt auf der #-Achse liegt und die

* unterhalb der Ebene E liegt und die Ebene E in einem
Punkt B beriihrt und

* im Kegel K liegt und den Kegel K entlang eines Kreises
k bertihrt.

1.3.2 Bemerkungen. i) Zu A € R sei E, die in (1.2) definierte
Ebene. Es gibt dann eine reelle Zahl x < 0, sodass k = E, N K.

i1) Es gibt weiter eine Sphére S’, deren Mittelpunkt auf der /
t-Achse liegt, die oberhalb der Ebene E liegt und E in einem
Punkt B’ beriihrt und die im Kegel K liegt und ihn entlang eines /
Kreises k’ beriihrt.

Die Sphiren S und S’ sind die dandelinschen® Sphiren.

1.3.3 Aufgabe. Beweisen Sie die Existenz und Eindeutigkeit der dandelinschen Sphéren.
Dazu kann das Querschnittsbild verwendet werden.

1.3.4 Satz. Wenn die Ebene E parallel zur (x,y)-Ebene ist, dann ist der Durchschnitt ENK
ein Kreis. Ansonsten schneidet E die Ebene E,, die durch den Kreis k definiert ist (s. 1.3.2
Bemerkungen, 1), entlang einer Geraden ¢, und E N K ist eine Ellipse mit Brennpunkt B
und Leitline ¢ .

Beweis. Wenn die Ebene E parallel zu E,, ist, dann existiert ein 4 € R mit £ = E,; wie in
(I.2) definiert. GemiB unserer Voraussetzungen ist 4 < 0. Wie wir uns bereits in Abschnitt
I.1.2 iiberlegt haben, ist £ N K ein Kreis vom Radius |4].

Wir konnen also voraussetzen, dass E und E, nicht parallel sind. Dann sind B und
¢ definiert. Wir nehmen auch, wie in 1.3.1 Bemerkung erldutert, an, dass die Steigung
der Geraden E N N positiv ist. Die folgende Skizze verdeutlicht die Definitionen, die wir
benutzen werden.

$Benannt nach dem franzosischen Mathematiker und Ingenieur Germinal Pierre Dandelin (x12. April
1794, 715. Februar 1847).
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1.3. Die dandelinschen Sphiren

Es sei P € EN K. Der Gerade durch (0, 0, 0) und P trifft die Ebene E,, in einem Punkt,
den wir L nennen.’ In der Ebene E fillen wir das Lot'° von P auf #. Der FuBpunkt dieses
Lots sei D. Von P aus konnen wir in Analogie zu 1.1.1 das Lot auf die Ebene E, fillen. Es
sei M der Fullpunkt dieses Lots. Weiter erkldaren wir O zu dem Punkt, in dem die #-Achse
die Ebene E, schneidet, d.h., O = (0,0, %). Der Punkt M liegt auf der Verbindungsgerade
durch O und L."!

Die Ebene, die P, M und D enthilt, ist parallel zur (x,¢)-Ebene. Der Winkel a an
D in dem von P, M und D gebildeten rechtwinkligen Dreieck ist nach Definition der
Schnittwinkel zwischen E und E,. Offenbar gilt

_d(P,M)
~ d(P,D)’

sin(a) (L5)

Entsprechend konnen wir das rechtwinklige Dreieck mit den Ecken P, M und L betrach-
ten. Es sei 5 der Winkel in diesem Dreieck an der Ecke L. (Aufgrund unserer Definition
gilt § = m/4, aber wir werden den Winkel weiter mit 8 bezeichnen, um deutlich zu ma-
chen, dass der Beweis fiir beliebige Kegel funktioniert.) Wir finden

. _dP,M)
sin(B) = dPL) (I1.6)
Mit Gleichung (I.5) und (1.6) erhalten wird
sin(@) _ d(P,L) 17)

sin(@) ~ d(P,D)’

9Es gilt L € k.

10Dje Ebene E ist zwar kein Untervektorraum von IR2, dennoch sind Richtungsvektoren von Geraden in
E als Vektoren in R? definiert, so dass es sinnvoll ist, von orthogonalen Geraden in E zu reden.

'Dje Punkte (0,0, 0), P, L und 0 liegen allesamt in einer Ebene, die senkrecht auf E,, steht. Daher ist
das Lot von P auf E,, in dieser Ebene enthalten und stimmt mit dem Lot von P auf die Gerade von O und L
in dieser Ebene iiberein.
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Die Ebene, die durch B, P und L bestimmt ist, schneidet die »
(untere) dandelinsche Sphire in einem Kreis, und sowohl die

Gerade durch P und B als auch die Gerade durch P und L ist

nach Konstruktion eine Tangente an diesen Kreis. Aus elemen-

tarer Geometrie in der Ebene folgt

d(P,L) = d(P, B). 1.8)

Nun gilt weiter, dass

d(P,D) = d(P,?), 1.9)

und der Winkel @ hiingt nicht von P ab.!? Zusammen genommen haben wir bewiesen,
dass

d(P, B) as&a9) d(P,L) a7 sin(@) 0

dP,¢)y ~  d(P,D)  sin(B)

VYVPeKNE:

An dieser Stelle ist bereits klar, dass £ N K in einer Konik in der Ebene E enthalten ist.

Der Winkel a gibt die Steigung der Geraden £ N N an. Wir hatten uns mit Hilfe von
[.3.1 in die Lage versetzt, dass O < «. Fall D) ist dann durch Bedingung 0 < @ < S8
charakterisiert, so dass

0 < sin(@) < sin(B) < 1,

d.h. e < 1. Bei der besagten Konik handelt es sich um eine Ellipse.

Bisher haben wir nachgewiesen, dass E N K in der Ellipse C der Exzentrizitit e, die
durch B und ¢ gegeben ist, enthalten ist. Fiir die Umkehrung sei Q € C. Weiter sei O’ der
Schnittpunkt der 7-Achse mit der Ebene E. Die Halbgerade £, die in O’ startet und durch
Q lduft, schneidet E N K in einem Punkt P. (Warum?) Wie wir gesehen haben, gilt P € C.
Da h die Ellipse C nur in einem Punkt schneidet (warum?), folgt Q = P und folglich
Qe ENK. m|

1.3.5 Bemerkungen. 1) Der Beweis macht deutlich, wie die Geometrie durch die Steigung
der Geraden E N N (in den Skizzen in Abschnitt [.3.1 griin markiert) bestimmt ist.

i1) Die zweite dandelinsche Sphire S’ definiert den zweiten moglichen Brennpunkt
der Ellipse (vgl. 1.2.10 Aufgabe). Der Kreis k', entlang dessen die Sphére S’ den Kegel K
beriihrt, bestimmt eine Ebene E,, . Die zweite Leitlinie ist nun 2’ := EN E,,.

ii1) Mit der hier entwickelten Anschauung kann man den Kreis als Grenzfall der El-
lipsen geometrisch verstehen. Es sei 4 € R so gewilhlt, dass die Ebene E die #-Achse im
Punkt (0, 0, A) trifft. Nun drehe man die Ebene E um die Achse E N E, in Richtung der
waagerechten Position. Dann wandert die Leitlinie in Richtung der Unendlichkeit, und
die Brennpunkte B und B’ ndhern sich an.

12Er ist ja der Schnittwinkel der Ebenen E und E,,.
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1.3. Die dandelinschen Sphiren

1.3.3 FallE)

Auch dieser Fall wird wieder mit einer geeig-
neten dandelinschen Sphire geldst. Die folgende
Skizze illustriert die Konstruktion.

1.3.6 Aufgabe. Formulieren Sie die Eigenschaf-
ten, die die dandelinsche Sphire S in der neben-
stehenden Abbildung charakterisieren. Beweisen
Sie die Existenz und Eindeutigkeit dieser Sphire.

Wie in Abschnitt 1.3.2 beriihrt die dandelinsche
Sphire S den Kegel entlang eines Kreises k. Die-
ser Kreis bestimmt eine reelle Zahl », so dass
E, N K = k. Wir nehmen wieder ¥ < 0 an. In
der vorliegenden Situation konnen die Ebenen E,,
und E nicht parallel sein. Es sei £ := ENE,,. Wei-
ter sei B derjenige Punkt, an dem S die Ebene E
bertihrt.

1.3.7 Satz. Der Durchschnitt E N K ist eine Parabel in der Ebene E, der Punkt B ist ihr
Brennpunkt und die Gerade ¢ ihre Leitlinie.

1.3.8 Bemerkung. GemiB 1.2.7 Aufgabe sind Brennpunkt und Leitlinie einer Parabel ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Da wir im Beweis von 1.3.4 Satz die relevanten Konstruktionen ausfiihrlich dar-
gestellt haben, konnen wir uns nun ein bisschen kiirzer fassen. Das folgende Bild fiihrt
die Bezeichnungen ein. Man beachte, dass sich die dandelinsche Sphire diesmal ober-
halb der Ebene E befindet. Diesmal benutzen wir 1.3.1 Bemerkung, um voraussetzen zu
konnen, dass die Steigung von E N N negativ ist. In der vorliegenden Situation bedeutet
dies 6 = —1.
Mit dem rechtwinkligen Dreieck mit den
Ecken D, M und P finden wir

Der Winkel am Punkt P in dem rechtwinkligen

Dreieck mit den Ecken L, M und P ist 7/2 — 8, B / = \\

der Winkel, den die Gerade y (s. Abschnitt I.1.2) /(4
N

mit der x-Achse einschliefft. (Aus der Definition
von vy folgt, dass § = n/4. Der Beweis funktio-
niert wieder in der allgemeinen Situation.) Es gilt

_ AP, M) z
~d(PL)’

s

sin(B) = cos(z —ﬁ)

Wie im Beweis von 1.3.4 Satz gelten die Identitéiten
d(P,D)=d(P,Y) und d(P,L)=d(P,B).
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Es folgt
d(P,?) sin(a)

PeENK: - _.
VP e dP.B)  sm@) ¢

(L.10)

Essei F := {(a,b,c) € R*|b = 0} die (x, t)-Ebene. Man erinnere sich daran, dass gemiB
der Festlegung von Fall E) die Gerade E N F parallel zur Geraden vy ist. Das bedeutet,
dass der Schnittwinkel der Ebenen E und E, mit dem Winkel g iibereinstimmt. Nach dem
Satz iiber Wechselwinkel ist der genannte Winkel . Somit folgt e = 1. Wir haben nun
tiberpriift, dass der Kegelschnitt £ N K in der Parabel C, die durch den Brennpunkt B und
die Leitlinie #Z definiert, enthalten ist.

Dass auch die umgekehrte Inklusion besteht, weist man wie im Beweis von 1.3.4 Satz
nach. O

134 Fall F)

Auch in diesem Fall gibt es wieder geeignete dandelinsche
Sphéren. Sie sind in der nichsten Abbildung dargestellt.

1.3.9 Aufgabe. Formulieren Sie die Eigenschaften, die die dan-
delinsche Sphiren in der nebenstehenden Abbildung charakte-
risieren. Beweisen Sie die Existenz und Eindeutigkeit dieser
Sphéren.

Wir arbeiten mit der unteren Sphire, nennen wir sie S. Sie
beriihrt den Kegel entlang eines Kreises k. Dadurch ist die re-
elle Zahl » mit E,, N K = k definiert. Wir setzen ¥ < 0 voraus.
Die Ebenen E, und E schneiden sich in einer Geraden #. Es sei
B derjenige Punkt, an dem S die Ebene E beriihrt.

1.3.10 Satz. Der Durchschnitt E N K ist eine Hyperbel in der
Ebene E mit Brennpunkt B und Leitlinie €.

Zum Beweis. Wir betrachten zunédchst den Fall des unteren Asts. Hier ist zu bemerken,
dass der Beweis von 1.3.7 Satz bis einschlieBlich (I.10) iibernommen werden kann. Im
letzten Schritt gilt dann /2 > @ > 3, so dass e > 1.

Wir iiberlassen es der Leserin bzw. dem Leser zu iiberpriifen, dass B und ¢ auch ein
Brennpunkt und eine Leitlinie fiir den oberen Ast sind. O

I.3.5 Familien von Kegelschnitten

Man kann die Ebene variieren und dabei beobachten, wie sich der Kegelschnitt verdndert,
,.Jdeformiert“ wird. Man kann z.B. die Familie von Ebenen

E(m) :={(a,b,c) e R*|c=a+n), neR,
betrachten. Dies ist eine Familie von parallelen Ebenen, so dass die Durchschnitte E(7)NK
den ganzen Kegel ausfiillen, wenn 7 die reellen Zahlen durchléuft. Firn = 0ist E(p) N K
eine Gerade (vgl. E®> N K in Abschnitt I.1.3). Fiir alle anderen Werte von 7 ist E() N K
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eine Parabel. Man iiberpriift, dass die Abbildung
¢: R? — R?
(4,m) — (%-(ﬂz-n—n),l-n,%~(/12-n+n))
die Menge K \ y parametrisiert, so dass
Vne R\{0}: R x{n})=EmNK.

Man kann solche parametrisierten Flichen z.B. von GeoGebra'? darstellen lassen und
dabei in Echtzeit den Parameter n variieren und somit verfolgen, wie die Parabel E(7) N K
mit 7 variiert. Die Abbildung zeigt die Parabel fiir drei verschiedene Werte von 1 sowie
die Gerade 7y, die dem Parameter n = 0 entspricht.

Man kann sich auch die Familie

F() :={(a,b,c)e R’ |la=n-c-1}, neR,

anschauen. Diese Familie besteht aus allen Drehungen der Ebene F(0) um die Achse
n:={(a,b,c) € R*|a = =1 A ¢ = 0}. Die Ebene F(0) ist parallel zur (y, #)-Ebene. In
diesem Fall ist der Durchschitt F(0) N K eine Hyperbel (vgl. E* N K in Abschnitt 1.1.3).
In der Tat erhilt man fiir alle n € (=1, 1) eine Hyperbel als Durchschnitt F(r7) N K. Fiir
n = =1 ist der Durchschnitt eine Parabel. Fiir alle anderen Werte ergibt sich eine Ellipse.
Im Grenzfall ,;7 = oo ergibt sich die (x,y)-Ebene, und der Durchschnitt dieser Ebene
mit dem Kegel besteht nur aus dem Ursprung. Man beachte, dass fiir € R die Punkte
(a,b,c) € F(n) N K die Gleichung

(77-c—1)2+b2 =¢?
erfiillen. Wir definieren daher die Flidche
@ :={(b,c)eR|(F-c—1)>+b*—c*=0).
Fiir die Abbildung

II:d — R
D, b,¢c) — O

Bhttps://www.geogebra.org/m/BjV7cNub
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und 77 € R gilt, dass I77!(y) - als Teilmenge von R? vermdge (9, b, ¢) —> (b, ¢) interpre-
tiert - mit dem Bild von F(r7) N K unter der Abbildung

E,: F(n) — R*
(a,b,c) — (b,¢)

libereinstimmt. Die Abbildung %), ist bijektiv, weil F(7) nicht parallel zur (x,y)-Ebene
ist, n € R. Die Abbildung %), ist keine Isometrie (s. Definition ??), sondern eine affine
Abbildung (s. Seite I1.2). In Abschnitt I1.2.3 (s. insbesondere I1.2.34 Bemerkung) werden
wir beweisen, dass eine bijektive affine Abbildung Parabeln auf Parabeln, Ellipsen auf
Ellipsen und Hyperbeln auf Hyperbeln abbildet. Die folgenden Bilder wurden mit Surfer'
erstellt.

AN

Die erste Abbildung zeigt die Fliche aus der y-Richtung. Man erkennt den Ubergang
von Hyperbeln zu Ellipsen und kann die beiden ,kritischen Werte = +1 erahnen, an
denen die Fasern von /7 Parabeln sind. Die zweite Abbildung zeigt die Fliche aus einem
anderen Blickwinkel, so dass die Ellipsen sichtbar sind. Die dritte Abbildung zeigt die
Fldche aus der x-Richtung. Sie bestitigt, dass das Bild von @ mit dem Bild von K unter
der Projektion (a, b, ¢) — (b, c) libereinstimmt.

I.4 Reflexionen an Koniken

Aus technischen Anwendungen wie der Parabolantenne, dem Parabolscheinwerfer oder
dem Sonnenofen sind die Reflexionseigenschaften eines parabolisch geformten Spiegels
bekannt.'> Diese Eigenschaften kann man mit Hilfe der infinitesimalen Geometrie einer
Parabel, d.h. mit Hilfe ihrer Tangenten, beweisen. Auch Ellipsen und Hyperbeln haben
interessante Reflexionseigenschaften, die in wichtigen technischen Anwendungen ausge-
nutzt werden.

“https://imaginary.org/program/surfer. Es wird der Durchschnitt der Fliche mit einem Ball
von frei wihlbarem Radius um den Ursprung gezeigt.

SGenauer gesagt handelt es sich um Teile eines Rotationsparaboloids, das entsteht, wenn man etwa eine
Standardparabel um die x-Achse rotieren lisst.
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I1.4.1 Tangenten
Es seien I C R ein offenes Intervall und

y: R — R?
A — (71(1), %2()

eine differenzierbare Abbildung. Das bedeutet, dass
Vi I— R
fiir i = 1, 2 eine differenzierbare Funktion ist. Die Ableitung von vy ist die Abbildung

y:I—R?
A— (71D, 3 ().

Weiter nennt man die Menge
C = Spury) := (y()| A e T}

die Spur von vy.

Wir nehmen an, dass 7y injektiv ist und dass 1y € R ein Wert mit y’(4dy) # (0, 0) ist.
Dann ist die Tangente an C im Punkt ¢ := y(4y) die Gerade mit Richtungsvektor y’(1y),
die durch ¢ geht. Sie wird mit 7, C bezeichnet.

1.4.1 Bemerkung. Selbst wenn 7y injektiv ist und y'(1) # (0, 0) fiir alle A € [ gilt, dann
braucht C keine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R? (im Sinne von [38], 11.3.3
Definition) zu sein.

\ mensionale Untermannigfaltigkeit von R?. Die

\ U oben definierte Tangente stimmt dann mit dem
in [38], 11.4.1 Definition, definierten Tangenti-
alraum iiberein.

Es kann ein Phidnomen wie im gezeigten Bild
< CY) auftreten. A~llerdings ist fiir ty,t, € I mit t; < 1,
P die Kurve C = {y(1)|A € (t,1,)} eine eindi-

1.4.2 Parabeln

Es seien @ > 0 und
C:={(abeR*|b=4-a-a)

die zugehorige Parabel in Standardform (1.2.5 Satz). Wie in 1.2.6 Bemerkung erlédutert ist
C die Spur der injektiven Abbildung

y: R — R?
A— (@-222-a- ).

Fiir alle 1 € R gilt
YD =Q2 -a-14,2-a)# (0,0).
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Fiir 49 # 0 und (ay, by) := ¢y := y(Ap) lautet die Gleichung der Tangenten
1
b= /1—0~(a—a0)+b0.

Da by # 0 ist diese Gleichung dquivalent zu

b
by-b=—"(a-ap)+ b}
Ao

:2-a-(a—a0)+b(2)
=2-a-(a—a- ) +4-a* 2
=2-a-(a+a- 1)
=2-a-(a+ap).

Fir 1o = 0 gilt ¢ = (0,0), und T,,C ist die y-Achse. Die obige Gleichung wird zu
0 = 2 - - a und definiert wegen a # 0 ebenfalls die y-Achse. Ingesamt haben wir die
folgende Aussage bewiesen.

1.4.2 Satz. Es sei C die oben beschriebene Parabel und cy € C. Dann ist die Tangente an
C in co durch
T.C ={(a,b) eR*|by-b=2-a-(a+a))

gegeben.

Mit dieser Formel lésst sich das Reflexionsverhalten von Parabolspiegeln und -anten-
nen erkliren.

1.4.3 Satz. Wir stellen uns die obige Standardparabel als Parabolspiegel vor. Dann wer-
den parallel zur x-Achse von rechts einfallende Lichtstrahlen so reflektiert, dass sie durch
den Brennpunkt laufen.

1.4.4 Bemerkungen. i) Dieses Phanomen erklért, wieso bei der Definition von Koniken
(I.2.1 Definition) von einem Brennpunkt gesprochen wird.

i1) Da optische Wege umkehrbar sind, erhilt man eine entsprechende Aussage fiir eine
Lichtquelle, die im Brennpunkt platziert wird. Dieser Satz wird etwa bei der Herstellung
von Scheinwerfern verwendet.
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Beweis von 1.4.3 Satz. Das Reflexionsverhalten wird durch das bekannte Gesetz ,,Aus-
fallswinkel gleich Einfallswinkel bestimmt. Dazu wird die Parabel in einem Punkt ¢,
durch ihre Tangente ersetzt und das genannte optische Gesetz an der Tangente angewen-
det.

Seien also ¢y = (ag,by) € C und Ay € R die reelle
Zahl mit ’)/(/lo) = Cp, d.h. (Clo, l’)()) = (CY . ﬂz, 2-a- /1())

(%, é") L Die Gleichung fiir die Tangente T,C ist
2-a--b=2-a (a+a- ),
also
d-b=a+a- .
Die Tangente T,,C schneidet die x-Achse im Punkt
wzagy A= A2,0). Es gilt
/ dy:=dB,A)=a+a- L,
' “—> d, ::d(B,co):\/(oz—a-/lg)2+4-az-/lg
(~<}50) ,0)
= \Jl@+a- 237

=a+a-Ay=d.

Das Dreieck mit den Eckpunkten A, B und cy ist also ein gleichschenkliges, so dass
die Winkel an den Ecken A und ¢ gleich grof} sind. Nach dem Satz {iber Stufenwinkel ist
der Winkel an der Ecke A genauso gro3 wie der Einfallswinkel des Strahls, der parallel
zur x-Achse verlduft und im Punkt ¢ auf den Parabolspiegel trifft. Der reflektierte Strahl
folgt damit der Geraden durch ¢ und B. O

1.4.3 Hyperbeln

Es seien e > 1, @ > O reelle Zahlen und 8 := @ - Ve? — 1. Die entsprechende Hyperbel in
Standardform (I.2.13 Satz) ist

e fum el () -1}

Fiir die Konstruktion von hyperbolischen Spiegeln bendtigen wir nur einen Ast. Wir ver-
wenden die Parametrisierung

¢,: R — R?
A +—> (a - cosh(2),B - sinh(1))
aus [.2.16 Bemerkung. Die Ableitung an der Stelle Ay € R ist durch die Formel

¢’ (Ao) = (@ - sinh(dy), 3 - cosh(4y))

gegeben. Es sei ¢y := (ap, by) := (@ - cosh(Ay), - sinh(Ay)) € C.. Fiir 4y # 0 ist Gleichung
fiir die Tangente an C. in ¢y
_ B cosh(do)

_ _ bo.
b=% sinh(1o) (@ = dao) +bo
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Diese Gleichung schreiben wir um zu der Gleichung

@ - sinh(1y) - b = B - cosh(Ay) - a — @ - B- cosh®(1y) + @ - B - sinh*(Ay)

ad B - cosh(dy) -a—a-B.

SchlieBlich finden wir

) bo - b b
D'd Ho_2, cosh(dp) — — - sinh(4p) = 1.
a B

o2 Iz
Diese Gleichung stimmt auch fiir 4p = 0. (Warum?) Somit haben wir das Folgende ge-
zeigt.

1.4.5 Satz. Es sei C die oben beschriebene Hyperbel und cy = (ay, c¢o) € C,. Dann ist die
Tangente an C in ¢ durch

a by-b
TCOC:{(a,b)e]Rz‘a(;za— Oﬁz :1}

gegeben.

Der néchste Satz beschreibt das Reflexionsverhalten an einem hyperbolisch geformten
Spiegel. Es bezeichnen B und B’ die Brennpunkte der Hyperbel (s. 1.2.14 Bemerkungen,
ii), und 1.2.15 Aufgabe).

1.4.6 Satz. Ein Lichtstrahl, dessen (gedachte) Verlingerung den Brennpunkt B passiert,
wird an einem hyperbolischen Spiegel so reflektiert, dass der reflektierte Strahl durch den
Brennpunkt B’ ldufft.

Der Beweis benutzt den folgenden Satz aus der Geometrie der Dreiecke.

1.4.7 Satz. Es seien D, E und F drei Punkte der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen.
Es seiend := d(E, F), e = d(D, F) und f := d(D, E) die Lingen der Seiten des Dreiecks
mit den Ecken D, E und F, 6 der Winkel an der Ecke D, € der Winkel an der Ecke E und
{ der Winkel an der Ecke F. Dann gilt

d e f
sin(6)  sin(e)  sin(¢)’
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Beweis. Man fille das Lot von F auf die Gerade durch D und E. Es sei G der Fu3punkt
des Lots. Dann ist 4 := d(F, G) die Hohe des Dreiecks. Bekanntlich gilt fiir die Fliche des
Dreiecks die Formel

A:%~f-h:%~f-d~sin(a).
Somit finden wird
sin(e)  2-A
e d-e-f
Analog kann man fiir die anderen Ecken argumentieren und erhilt so das gewiinschte
Ergebnis. =

Beweis von 1.4.6 Satz. In dem folgenden Bild bezeichne 7' den Schnittpunkt der Tangen-
ten an C im Punkt ¢y mit der x-Achse.

/o =(« cosh () p o)
7

A
A

Wir miissen @ = S beweisen, denn dann folgt nach dem Gesetz ,,Einfallswinkel gleich
Ausfallswinkel“, dass der Strahl durch ¢, und B’ die Reflexion des Strahls, der auf der
Gerade durch ¢y und B einfillt, ist. Da 0 < @, < m/2 geniigt es, sin(e@) = sin(5) zu
iiberpriifen. Es sei

¢ = {(a,b)e]Rz'a: 3}
e
die zu B gehorige Leitlinie. Offenbar gilt d(cy, ) = « - cosh(4y) — (a/e), so dass

d(co, B) = a - e - cosh(4Ap) — a,
d(co,B’) = @ - e-cosh(dy) + a
und
d(co,B) «a-e-cosh(dy) —a
d(co, B) “a-e- cosh(Ay) + @
Essei T = (n7,0). Aus der Beschreibung der Tangente in 1.4.5 Satz folgt

(L11)

3 a
= cosh(dg)
Wir berechnen damit
d(T, B) Y und
=q-ée —

’ cosh(1y)

dT,B)=a-e+ .

( )=ae cosh(A4g)
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Wir erkennen
d(T,B) «a-e-cosh(dy) —a w1 d(c, B)

= . 1.12
d(T,B’) «a-e-cosh(dy) +a d(cy, B") (L12)
Aus 1.4.7 Satz fiir das Dreieck mit den Ecken ¢y, B und T folgt
sin(B) _ sin(y)
dB,T)  d(co,T)
d.h.
sin(B) - d(cy, T) = sin(y) - d(T, B’). 1.13)
Derselbe Satz liefert fiir das Dreieck mit den Ecken ¢y, 7 und B die Beziehung
sin(@) _ sin(e)
d(T,B) ~ d(co,T)’
d.h.
sin(a) - d(cy, T) = sin(g) - d(T, B). (1.14)
Wir miissen also noch beweisen, dass
sin(g) - d(T, B) = sin(y) - d(T, B").
Dies bedeutet )
sin(y) _ d(T,B) w12 d(co, B)
sin(e)  d(T,B’)  d(co,B’)’
also
d(co, B) _ d(co, B')
sin(y)  sin(e)
Die Gleichung folgt aus 1.4.7 Satz fiir das Dreieck mit den Ecken cy, B und B’. O

Eine Anwendung ist der Cassegrain'®-Fokus, der bei Spiegel- und Radioteleskopen ein-
gesetzt wird.

161 aurent Cassegrain (ca. 1629 - 1693), katholischer Priester.
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Die einfallenden Strahlen werden mit einem Parabolspiegel reflektiert und treffen nach
der Reflexion an diesem Spiegel auf einen hyperbolischen Spiegel. Dabei habe die ent-
sprechende Hyperbel denselben Brennpunkt wie die Parabel. Der Strahl wird dann auf
den zweiten Brennpunkt der Hyperbel, der sich hinter dem Spiegel befindet, geworfen.
Besonders bei optischen Teleskopen ist klar, dass sich der Brennpunkt der Parabel nicht
als Beobachtungspunkt eignet.

1.4.4 Ellipsen

Gegeben seien reelle Zahlen @ > 0,0 < ¢ < 1 und 8 := a - V1 — ¢2. Die zugehorige
Ellipse in Standardform (I1.2.8 Satz) ist
1}

C:= {(a,b) e R? ‘ (g)z + (2)2

Nach I.2.11 Bemerkung ist

¢:[0,2 1) — R?
A +— (a - cos(),B - sin(Q))

eine Parametrisierung dieser Ellipse.!” Die Berechnungen aus Abschnitt 1.4.3 lassen sich
ohne groB3e Miihe auf die Ellipse iibertragen und fiihren zu folgendem Ergebnis.

1.4.8 Satz. Fiir die oben beschriebene Ellipse und einen Punkt ¢y = (ag, by) € C ist die
Tangente an C in c( die Gerade

Tcocz{(a,b)ele'ao'“JrM:1}.

a? ﬁz
Auch Ellipsen haben eine interessante Reflexionseigenschaft. Hier stellt man sich vor,

dass die Ellipse von innen verspiegelt ist.

1.4.9 Satz. In einer Ellipse wird ein Lichtstrahl, der vom Brennpunkt B ausgeht, so reflek-
tiert, dass der reflektierte Strahl durch den Brennpunkt B’ liuft.

/.

\_/

Beweis. Der Lichtstrahl treffe vom Punkt B aus im Punkt ¢y = (ao, by) auf die Ellipse. In
der folgenden Skizze stehe T" wieder fiir den Punkt, an dem die Tangente 7,,,C an C in ¢
die x-Achse schneidet.

17 Das Intervall ist nicht abgeschlossen. Um den Punkt (@, 0) herum kann man allerdings die Parametri-
sierung iiber dem Intervall (-, ) benutzen, so dass sich kein Problem ergibt.
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N

Es ist wieder zu zeigen, dass @ = 5. Wie im Beweis von 1.4.6 Satz vergewissert man sich
zunichst, dass

d(co,B) _ d(T,B)

= . I.15
d(Co, B,) d(T, B,) ( )
Fiir das Dreieck mit den Ecken ¢y, B und T liefert 1.4.7 Satz die Identitét
sin() _ sin(e)
d(T,B) ~ d(co, B)’
Wir schreiben sie um zu
. ) d(T,B) wis) . d(T,B’)
_ . = . . I.16
sin(B) = sin(g) d(co. B) sin(e) dco. B) (I.16)
Nun beachte man, dass @ = 7w — (8 + ), so dass
sin(@) = sin(r — (8 +y)) = —sin(—(B + y)) = sin(B + y).
Wir wenden 1.4.7 Satz auf das Dreieck mit den Ecken ¢(, B’ und T an und finden
sin(e) _ sin(B+7y)  sin(a)
d(co,B)  d(T,B) — d(T,B)
Es gilt also
d(T,B
sin(a) = sin(e) - d((co, B’))'
Ein Vergleich mit (I1.16) zeigt sin(@) = sin(8). Da 0 < a,B < n/2, impliziert dies @ = 8
wie behauptet. O

Die obige Reflexionseigenschaft von Ellipsen macht man sich z.B. bei medizinischen
Geriten zum Zertriimmern von Nierensteinen zu Nutze (s. z.B. [29], insbesondere Abbil-
dung 10.2).
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11

Transformationen in der euklidischen
und affinen Geometrie

In diesem Kapitel stellen wir die Symmetriegruppen der euklidischen und der affinen Ebe-
ne vor. In beiden Fillen ist die zugrundeliegende Menge R?. Die Symmetriegruppe legt
den Kongruenzbegriff in der jeweiligen Geometrie fest. Die Kongruenz von Dreiecken
in der euklidischen Geometrie wird durch die bekannten Kongruenzsitze beschrieben.
Der Hauptsatz der affinen Geometrie besagt, dass zwei beliebige Dreiecke in der affinen
Ebene kongruent sind. Die unterschiedlichen Kongruenzbegriffe untersuchen wir auch
fiir Koniken. Als Ausblick oder fortgeschrittenes Thema behandeln wir die Klassifikation
von Quadriken im n-dimensionalen affinen Raum und machen ein paar Bemerkungen zur
Geometrie der Quadriken in R?.

II.1 Isometrien

Wir benutzen die Strukturen aus Abschnitt I.1.1 im Fall n = 2. Insbesondere sei d: R? X
R? — R der euklidische Abstand.

I1.1.1 Definition. Eine Abbildung v : R? — 2 ist eine Isometrie, wenn fiir alle v, w €
]RZ
dy ), y(w)) = d(v, w)

gilt.

Isometrien sind also diejenigen Selbstabbildungen der Ebene R?, die den euklidischen
Abstand erhalten.
I1.1.2 Bemerkungen. i) Es sei uy € R?. Die Translation um u ist die Abbildung

7, R? — R?

U +— u+ u.
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Die Abbildung 7,, ist eine Isometrie. Dazu benutzen wir die Definition des euklidischen
Abstands iiber die euklidische Norm:

Yv,weR*:  dv,w) = |lv—wl.
Somit erkennen wir
Yo, w e R 1 d(t,,(v), T,y(W)) = ||(v +up) — (W + uo)” =|lv—-wll =d,w).

ii) Es sei v = (a,b) € R?\ {(0,0)} ein nicht-trivialer Vektor. Dann gibt es zu jedem
Vektor w = (¢, d) mit (v,w ) = 0 eine reelle Zahl A € R, so dass

w=A-(=b,a).

Jeder Vektor dieser Form steht senkrecht auf v. Um die Behauptung einzusehen, betrach-
ten wir den Fall a # 0. Aus

O=(v,w)=a-c+b-d
folgern wir
d
(c,d) = —-(-b,a).
a

Es gilt
It b, @) = 141 [|(@, )|
Damit sind +(—b, a) die einzigen Vektoren, die senkrecht auf v stehen und dieselbe Norm
wie v haben.
iii) Wir konnen Teil ii) verwenden, um Translationen zu veranschaulichen. Die Trans-
lIation um (0, 0) ist die Identitdt. Nun seien uy # 0 und vy der Vektor, der senkrecht auf u
steht und ||vo|| = ||uol| erfiillt. Wir betrachten die Gerade

Yo:={4-v|1eR}.

Sie passiert den Ursprung. Zu jeder zu vy,
parallelen Gerade y’ gibt es eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl n, so dass

Y =y, =n-uo+yo = {n-up+A-vo| 1€ R}

Damit stellen wir R? als Parallelenschar

R? = |_|y,7

neR

dar. Weiter sei
6:={A-up|1eR}.

Die Translation 7,, ist nun dadurch charakterisiert, dass sie die Gerade v, entlang 6 par-
allel auf y,,; verschiebt, n € R.
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II.1.1 Die Isometriegruppe

Es sei
S(R?) := ({¢: R — R*| ist bijektiv }, o)
die Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen der Ebene.
I1.1.3 Satz. i) Die Identitdt ist eine Isometrie.
ii) Es sei y: R*> — R? eine Isometrie. Dann ist s bijektiv, i.e., ¢ € S (R?). Die inverse
Abbildung =" ist auch eine Isometrie.
iii) Es seien y: R? — R? und y: R* — R? Isometrien. Dann ist auch die Ver-

kniipfung x o eine Isometrie.
Insbesondere ist

Isom(R?, d) := ({ Y R*? — R? |y ist eine Isometrie ), 0)

eine Untergruppe von S (R?).

Beweis. Behauptung i) ist offensichtlich. Wir zeigen nun Teil iii). Es seien also v, w € R2.
Dann haben wir

d((x 0 ¥)). (x © VW) = d(x (W) X W) = dWE). (W) = d(v, w).

Fiir die Injektivitit in Teil ii) beachte man, dass Elemente v,w € R? genau dann gleich
sind, wenn d(v,w) = 0 gilt. Es seien also v,w € R? zwei verschiedene Punkte. Dann gilt

d),y(w)) = d(v,w) > 0,

so dass ¥(v) und ¥/(w) ebenfalls voneinander verschieden sind. Fiir die Surjektivitéit geben
wir einen analytischen Bewesis. Fiir o0 € R, und u € R? sei

So(u) := {v e R*|d(u,v) = 0}
der Kreis mit Mittelpunkt # vom Radius p. Offenbar gilt

W(S o(w) € S o(Y(u)). (IL1)

Es sei up := ¥((0,0)). Da Translationen Isometrien sind, ist ¥’ := 7_,, o ¥ nach Teil
ii1) ebenfalls eine Isometrie. Wenn nun ¢’ surjektiv ist, dann ist auch ¢ = 7,, o ¢’ sur-
jektiv, denn 7,, ist offenkundig surjektiv. Wir konnen deshalb ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass ¢((0,0)) = (0,0) gilt. Es seien v € R? \ {(0,0)} und
o = |l = d(v,(0,0)), d.h., v € §,((0,0)). Jetzt verwenden wir, dass eine Isometrie ste-
tig ist (s. [38], 3.1.1 Definition). Kreise sind kompakt ([38], 2.2.12 Satz). Aus [38], 3.4.1
Satz, folgt, dass Z, := y(S,((0,0))) kompakt ist. Falls v ¢ Z,, dann gilt ¢ := d(v,Z,) > 0
([38], 3.4.4 Lemma). Wir setzen

woi=v, wyi=y"(wp), Y":=y¢o---of, nel.

n Faktoren

Man beachte, dass
Vk>1: dwy,wy) =6, (IL.2)
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denn wy = Y (wy) € Z,. Es folgt, dass fiir alle k > 1 und n € N

n n+k (I1.2)
AWy, Waii) = A" (wo), Y (Wo)) = d(wo, wi) > 0.

Das widerspricht allerdings der Tatsache, dass die Folge (w,),en als Folge in der kompak-
ten Menge S ,((0, 0)) eine konvergente Teilfolge besitzen miisste ([38], 2.2.14 Satz).
Fiir die Umkehrabbildung ' : R? — R? und v, w € R? gilt

Ay )0 W) = d(y (™ ) ¥ 1)) = dv,w),
denn ¢ ist nach Voraussetzung eine Isometrie. O

11.1.4 Bemerkungen. 1) Der obige Beweis funktioniert ebenso in R”, n > 3, und kann fiir
kompakte metrische Riume angepasst werden.

ii) In der Ebene lésst sich die Surjektivitit auch mit einem etwas einfacheren Argu-
ment beweisen. Dazu seien : R> — R? eine Isometrie und v € R?. Wir wihlen drei
Punkte u;, u, und u3 in der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen. Dann liegen auch
die Bildpunkte w; := ¥(u;), wy := ¥(ur) und ws := (u3) nicht auf einer Geraden.! Es
seien ©; :=d(v,w;) und T;:=S,(w;), i=1,2,3. Dann gilt T'NT,NT;3 = {v}.2

Wir definieren weiter S; := S,,(;), i = 1,2,3.
Da ¢ eine Isometrie ist, gilt Y(S;) C T;, i =
1,2, 3. Nehmen wir zunéchst an, dass sich zwei
der Kreise T, T, und T3 nur in v schneiden,
etwa T1NT, = {v}. Dann gilt eine der folgenden
Moglichkeiten:

* Der Punkt v liegt zwischen w; und w»,

d.h., dlwq,v) + d(v,wy) = d(wq, wy).
* Der Punkt w, liegt zwischen w; und v,
d.h., dwi,wy) + dws, v) = d(wy, v).
\4

* Der Punkt w; liegt zwischen v und w»,
d.h., d(v,w;) + d(wq,wr) = d(v, wy).

Unter diesen Bedingungen schneiden sich auch §; und S, in genau einem Punkt u. Wir
betrachten z.B. die erste Situation. Es gibt dann auf der Geraden durch u; und u, einen
Punkt u, der zwischen u; und u, liegt und d(u,, u) = d(w, v) erfiillt. Dann gilt d(u, u,) =
d(uy, up) — d(uy, u) = dowy, wy) —d(wy,v) = d(v, w;). Damit ist u der Schnittpunkt von S
und S,. Offenbar muss y(u) = v gelten. Wir setzen jetzt voraus, dass sich 7; und T'; fiir
1 <i < j <3 in zwei Punkten schneiden. Es seien 1 < i < j < 3. Dann gilt

* o <dw;,wj), k=1, j,und o; + 0; > d(w;,w;) oder

* 0; > d(W,‘,Wj) > Qj > 0; — d(Wi,Wj) oder

1L'aigen wi, wp und ws auf einer Geraden, etwa w3 zwischen wy und w,, so folgte d(wy, w3)+d(wz, wy) =
d(wyi,w;). Da y eine Isometrie ist, gilte auch d(u, u3)+d(us, uy) = d(uy, up). Das kann aber nicht passieren,
wenn uy, U, und u3 nicht auf einer Geraden liegen.

2Es kann hochstens zwei Schnittpunkte geben. Gibe es zwei Schnittpunkte, so miissten wy, w, und w3
auf einer Geraden liegen. (Warum?)
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* 0;>d(w;,wj) > 0; > 0; — d(w;,w;) oder
* Ok > d(W,‘, W/)a k= ia ja und d(wi’ Wj) > |Ql - le

Der Durchschnitt §; N S ; besteht dann auch aus zwei verschiedenen Punkten, 1 < i <
J < 3. Die Injektivitit von ¢ impliziert nun, dass S; einen der beiden Schnittpunkte von
S| und S, enthalten muss. Es gibt also einen Punkt # € RZ mit S; NS, N S35 = {u}. Wir
schlieBen y(u) = v.

Im obigen Beweis ist die Surjektivitit die einzige Aussage, die nicht elementar zu
beweisen ist. Wir werden jetzt die Elemente aus Isom(R?, d) genau beschreiben, ohne
den obigen Satz zu verwenden. Die obigen Eigenschaften ergeben sich auch aus dieser
Beschreibung. Wir fahren mit einer Beobachtung fort, die wir bereits im Beweis von Satz
II.1.3 gemacht haben.

I1.1.5 Lemma. Es sei y: R? — R? eine Isometrie. Dann gibt es einen eindeutig be-
stimmten Vektor uy € R? und eine eindeutig bestimmte Isometrie ¢: R*> — R? mit
©((0,0)) = (0,0), so dass

Y =140¢.
Beweis. Wir iiberpriifen zunichst die Eindeutigkeit. Aus y = 1, 0¢ folgt uy = 7,,((0,0)) =
7., (¢((0,0))) = ¥((0, 0)). Weiter ergibt sich fiir einen Vektor v € R?, dass ¢(v) = ¢(v)+uo,
so dass

e(v) = Y () = ug = Y(v) = ¥((0,0)).

GemiB der obigen Betrachtungen setzen wir uy := ¥((0,0)) und ¢ = 7_,, o ¢y, v +—
Y(v) — up. Nach I1.1.3 Satz, iii), ist ¢ eine Isometrie, so dass

* SO((O? 0)) = lr//((o’ O)) —Up = Uy — Uy = (0’ O)a
* Tyy OP =Ty, © (T—uo o lﬁ) = (Tuo o T—uo) © w = w
Die Isometrie ¢ und der Vektor u, leisten also das Verlangte. O

Um alle Isometrien zu verstehen, geniigt es nun diejenigen zu verstehen, die den Ur-
sprung festhalten. Solche Isometrien sind automatisch linear. Bevor wir dies beweisen,
machen wir ein paar grundsitzliche Beobachtungen.

I1.1.2 Die orthogonale Gruppe

Laut Definition erhilt eine Isometrie den euklidischen Abstand. Wie in Abschnitt 1.1.1
formuliert, wird die euklidische Geometrie durch das Skalarprodukt bestimmt. Das fol-
gende Resultat besagt, dass die gesamte euklidische Geometrie von Isometrien, die den
Ursprung fixieren, erhalten wird.

I1.1.6 Satz. Es sei ¢: R*> — R? eine Isometrie mit ¢((0,0)) = (0,0). Dann gilt fiir je
zwei Vektoren v,w € R?, dass

(), e(W)) = (v, w).

Beweis. Wir erinnern zunéchst, dass zwischen dem euklidischen Abstand und dem Stan-
dardskalarprodukt die Beziehungen
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* |l = d(v,(0,0)),
* (v, =|vIFvev,

bestehen. Fiir einen Vektor v € R? gilt nun |lo(v)|| = d(¢(v), (0,0)) = d(p(»), ¢((0,0))) =
d(v,(0,0)) = |||, d.h., die Isometrie ¢ erhilt auch die euklidische Norm.?
Fiir v, w € R? berechnen wir

(), (1) = 2 {p(), (W)Y + (W), p(W)) = (V) = p(W), p(v) = p(W))
= d(p(v), (W)’
=dv,w)’
=WV-w,v—w)
=, v) —2-(v,w) +{(w,w).
Wie wir weiter oben bemerkt haben, gilt auf Grund der Voraussetzung ¢((0, 0)) = (0, 0),

dass (@(v), (v)) = (v,v) und {(p(w), p(w)) = (w,w). Damit ergibt sich die behauptete
Gleichung. O

I1.1.7 Bemerkung. Man beachte, dass der Bewetis fiir jeden euklidischen Vektorraum (V, (-,
-yv) Giiltigkeit behdlt.

Eine Orthonormalbasis von R? ist eine Basis (v, v;) von R?, so dass
* |vill=1,i=1,2,
* (vi,v2) = 0.

Das Standardbeispiel ist (e;, e;) mit e; := (1,0) und e; := (0, 1).

I1.1.8 Lemma. i) Es sei ¢: R> — R? eine Isometrie, die den Ursprung fixiert. Dann ist
(¢(e1), p(e,)) eine Orthonormalbasis von R2,
ii) Es sei (vi,v,) eine Orthonormalbasis von R?. Dann ist die lineare Abbildung

¢: R > R®

(a,b)r—a-vi+b-v,
eine Isometrie.

Beweis. Zu ). Aus I1.1.6 Satz folgt ||¢(e)|| = lle;]l = 1,7 = 1,2, und {p(e;), ¢(e;)) = 0. Da
w(e;) #(0,0),i = 1,2, zeigt die zweite Bedingung, dass ¢(e;) und ¢(e;) linear unabhéngig
sind.

Zu ii). Es seien v = (a, b) und w = (¢, d) Vektoren in der Ebene. Dann gilt

(W), ow)y =(a-vi+b-vy,c-vi+d-vy)
=a-c-{vi,viy+(@-d+b-c)-{vi,va)y+b-d-{(vy, )
=a-c+b-d

= (v, w).

Dies impliziert, dass ¢ eine Isometrie ist. O

3Das gilt nicht fiir eine nicht-triviale Translation. Die Voraussetzung ¢((0, 0)) = (0, 0) ist also wesent-
lich.
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I1.1.9 Satz. Es sei ¢: R? — R? eine Isometrie, so dass ¢((0,0)) = (0, 0), dann ist ¢ eine
lineare Abbildung.

Beweis. Es sei (v, v,) eine Basis von R?. Wenn fiir zwei Vektoren u, u, € R? gilt, dass
(uy,v;y = (up,vy), i = 1,2, dann folgt u; = u,.*

GemiB I1.1.8 Lemma, i), ist (¢(e;), ¢(e,)) eine Orthonormalbasis fiir R?. Es seien
v,w € R%. Wir vergleichen die Skalarprodukte von ¢(v +w) und ¢(v) + ¢(w) mit ¢(e;) und
¢(ey). Fiir i = 1, 2 erhalten wir unter Beachtung von II.1.6 Satz

(v +w),@(e)) = (v+w,e;)

sowie

() + @(w), p(e))) = (p(v), plen))+{p(w), p(e;))
= (v, e) +(w,e;)
=WV+w,e).
Auf Grund dieser Ubereinstimmungen muss nach den Voriiberlegungen (v +w) = ¢(v) +

o(w) gelten.
Fiir v € R?> und 1 € R gehen wir analog vor. Hier gilt fiir i = 1,2, dass

(- V), p(e)) = (- v, e
und
(A o), ple)) = A-{p), ple)) = A+ (v, e;) = (A v, e).
Es folgt ¢(1 - v) = A - ¢(v). Insgesamt haben wir gezeigt, dass ¢ linear ist. O

Es sei GL(R?) := {¢: R? — R?| ¢ ist bijektiv und linear }. Dies ist ebenfalls eine
Untergruppe von S (M). Der Durchschnitt

O(R?, (-, -)) := GL(R?*) N Isom(RR?, d)

wird die orthogonale Gruppe des euklidischen Vektorraums (IR, (-, -)) genannt.
I1.1.10 Bemerkung. Fiir diese Bemerkung mochten wir die Beschreibung von linearen
Abbildungen mit Matrizen verwenden. In diesem Zusammenhang ist es gilinstiger, mit
Spaltenvektoren zu arbeiten. Eine (2 X 2)-Matrix A definiert die lineare Abbildung
©®a: R? — R?

Vi A
Es sei GL,(RR) die Gruppe der invertierbaren (2x2)-Matrizen mit der Matrixmultiplikation
als Verkniipfung. Dann ist

h: GL,(R) — GL(R?)
A —> ()DA

“Man schreibe u; — us = A; - v; + A, - vo. Wegen der Bilinearitit des Standardskalarprodukts folgt aus
der angegebenen Bedingung, dass |lu; — us|| = (uy — up, uy —up) = Ay - {uy — up,vi) + Ao - (uy — up, vp) =
Ap - Cup,vi) = (uz, vi)) + Az - ug, va) — uz, v2)) = 0, so dass uy; —up = 0.
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ein Gruppenisomorphismus.
Mit der Operation -’ der Transposition gilt

w,wy=v-w, v,weR>%
Sei weiter A eine (2 X 2)-Matrix. Dann gilt
(@A), pa(W)) = (A- V) - (A-w)=V"-(A"- A) - w.

Die Matrix B := A’ - A ist symmetrisch. Wir schreiben
bll b12

B = .
( b1y by

€l"B'€j:b

Es gilt
i 1<i<j<2.
Wir folgern daraus.
Fiir eine (2 X 2)-Matrix A ist die lineare Abbildung ¢ genau dann eine Isometrie,

wenn

1 0
L, = = =
A"“A=B=E,;: ( 0 1 )
gilt.
Die Untergruppe
0,(R) :={A € GL,(R)|A"-A = E, }

von GL,(R) heiBt orthogonale Gruppe. Vermdge h konnen wir sie mit der Gruppe O(R?,
(-, -y) der Isometrien, die den Ursprung festhalten, identifizieren.

Um eine lineare Abbildung in O(R?, (-, -)) zu spezifizieren, miissen wir eine Orthonor-
malbasis von R? angeben. Wir kénnen mit einem beliebigen Vektor v, = (a, b) € R? mit
a* + b* = ||v;|| = 1 beginnen. Es gibt dann einen eindeutig bestimmten Winkel ¢ € [0, 27)
mit

(a,b) = (cos(), sin()).

Nach II.1.2 Bemerkungen, i1), sind die beiden einzigen Moglichkeiten, v, zu einer Ortho-
normalbasis von R? zu ergiinzen, die Vektoren

v = (=sin(d), cos(®) und v; := (sin(?), — cos($)).

I1.1.11 Bemerkungen. 1) Um die Abbildungsmatrizen zu bilden, wechseln wir wieder zur
Spaltennotation. Es seien ¢ € [0, 2r),

[ cos(}) + . [ —sin(®) L sin(d)
Vi '_( sin(9) )’ V2 '_( cos(P) ) und v, '_( —cos(}) )

Die Matrix, die die lineare Abbildung e¢; = v; und e, + v} definiert, ist somit

cos(®?) —sin(F)
sin()  cos(¥) )’

Diese Matrix beschreibt die Drehung um den Winkel .
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Za,
03 (2,)
A
>0,
/
0,(¢)
Abbildung II.1: Eine Drehung Abbildung I1.2: Eine Spiegelung

Die Matrix, die die lineare Abbildung e; — v, und e, — v, definiert, ist

cos(}) sin(1)
sin(??) —cos(¥) |-

Ein Blick auf die obige Skizze (s. auch [36], S. 30) zeigt, dass dies die Spiegelung® an
der Achse durch den Ursprung, die mit der x-Achse den Winkel /2 einschlieft, ist. Fiir
¥ = 0 ist dies also die Spiegelung an der x-Achse. Die zugehorige Matrix ist

(o 1)

il) Zu ¥ € [0,2n) seien oy die Drehung um den Winkel  und o/, die Spiegelung
an der Achse durch den Ursprung, die mit der x-Achse den Winkel /2 einschliet. Man
kann o/, dadurch erhalten, dass man um den Winkel —#/2 bzw. 27 — /2 dreht, an der
x-Achse spiegelt und dann wieder um den Winkel /2 dreht, i.e.,

O9/2 = 09/2 © 00 © O2x-8/2- (IL.3)
II.1.12 Aufgabe. Beweisen Sie Formel (II.3). Sie konnen dazu Matrizen verwenden.

Wir fassen die Uberlegungen aus diesem Abschnitt im folgenden Satz zusammen.
I1.1.13 Satz. i) Die Zuordnung
R? x O(R?, (-, -)) —> Isom(R?, d)
() — 71,00

ist eine Bijektion.

ii) Die Gruppe O(R?, (-, -)) wird von den Drehungen um den Ursprung und der Spie-
gelung o an der x-Achse erzeugt.

iii) Die Gruppe Isom(R?, d) wird von den Drehungen um den Ursprung, der Spiege-
lung o an der x-Achse und den Translationen erzeugt.

SDie Spiegelung o, ist durch folgende Eigenschaften definiert:
* o,(v)=v,fallsv ey,

* 0,(v) # v, die Gerade durch v und o, (v) steht senkrecht auf y und d(v,y) = d(o,(v),y), falls v ¢ y.
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I1.1.14 Aufgaben. Wiihlen Sie § € (0, c0) und eine Gerade ¥y C R? der Steigung 8, die
nicht durch den Ursprung geht. Es sei o, die Spiegelung an der Geraden y.

a) Verwenden Sie das Verfahren aus dem Beweis von II.1.5 Lemma, um einen Vektor
uyp € R? und eine Isometrie ¢ € O(RR?, (-, -)), die den Ursprung fixiert, zu bestimmen, so
dass

Oy =Ty O Q.

b) Es seien vy, die Gerade durch den Ursprung, die parallel zu vy ist, und vy € .
Uberpriifen Sie die Identitiit
Oy = Ty © 0y © Ty

I1.1.15 Aufgaben. a) Die Abbildung

y: R? — R?

V3
( 4 ) T -a—+ E -b+3

—

1 3

LR RS
2 2
ist eine Isometrie. Stellen Sie  als Verkniipfung von Spiegelungen dar. Bei den Spiege-
lungen sind die Spiegelachsen entweder durch eine Gleichung, als Verbindungsgerade von
zwei Punkten oder durch einen Schnittpunkt und einen Schnittwinkel mit einer bekannten
Geraden anzugeben. (Hinweis. Fiir « = 7/6 = 30° gilt sin(a@) = 1/2 und cos(@) = V3/2)

b) Zeigen Sie, dass sich jede Isometrie : R?> — IRR? als eine Verkniipfung von

Spiegelungen darstellen ldsst. Wenn Sie geschickt vorgehen, erkennen Sie, dass man mit
hochstens drei Spiegelungen auskommt.

I1.1.16 Aufgabe. Zeigen Sie, dass {7, |u € R?} eine normale Untergruppe ([36], 11.9.3
Definition) von Isom(R?, d) ist. Benutzen Sie diese Tatsache, um Isom(RR?, d) als semidi-
rektes Produkt ([36], I1.12.10 Definition)

Isom(R?, d) = R? = O(R?, (-, -))

zu beschreiben.

I1.1.3 Kongruenz in der euklidischen Geometrie

Zwei Teilmengen X, Y C R? der (euklidischen) Ebene sind kongruent, wenn es eine Iso-
metrie € Isom(R?, d) gibt, so dass

Y = y(X).

Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Teilmengen von R
Wir untersuchen nun Koniken bis auf Kongruenz. Wir erinnern dazu an die Ergebnisse
aus den Aufgaben.

* Eine Parabel hat eine eindeutig bestimmte Symmetrieachse (I.2.7 Aufgabe). Nach
einer Drehung kann man erreichen, dass diese Symmetrieachse parallel zur x-Achse
ist. Nach Anwendung einer Translation konnen wir annehmen, dass die x-Achse die
Symmetrieachse ist. Es gibt dann eine eindeutig bestimmte Gerade, die senkrecht
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auf der Symmetrieachse steht, also in der gegebenen Situation parallel zur y-Achse
ist, und die Parabel in genau einem Punkt schneidet. Nach einer Translation konnen
wir voraussetzen, dass diese Gerade die y-Achse ist. Nach einer Spiegelung kdnnen
wir annehmen, dass die Parabel nach rechts gedffnet ist. Jetzt befindet sich die Pa-
rabel in Standardform. Zwei verschiedene Parabeln in Standardform kénnen nicht
kongruent sein. Eine Isometrie miisste die nicht-negative x-Achse und die y-Achse
auf sich selbst abbilden. Als einzige Moglichkeit bleiben die Identitéit und die Spie-
gelung an der x-Achse. Diese bilden jede Parabel in Standardform auf sich selbst
ab. Zusammenfassend ergibt sich, dass jede Parabel zu genau einer Parabel in Stan-
dardform kongruent ist.

Fiir eine Ellipse C gibt es nach 1.2.10 Aufgabe zwei eindeutig bestimmte Punkte p_
und p,, so dass

d(p-, p+) = max{d(q,r)|q,r € C}.

Nach Anwendung einer geeigneten Isometrie kann man erreichen, dass diese beiden
Punkte auf der x-Achse und symmetrisch zur y-Achse liegen. Dann befindet sich die
Ellipse bereits in Standardform. Man beachte, dass eine Isometrie, die die Ellipse C
auf sich abbildet, entweder die beiden Punkte p_ und p, festhilt oder sie vertauscht.
Im ersten Fall ist die Isometrie die Identitédt oder die Spiegelung an der x-Achse, im
zweiten Fall die Spiegelung an der y-Achse oder die Drehung um den Winkel 7 um
den Ursprung. Zwei verschiedene Ellipsen in Standardform sind nicht kongruent.
Eine Isometrie zwischen solchen Ellipsen miisste die x-Achse und die y-Achse auf
sich selbst abbilden. Es verbleiben die Identitit, die Spiegelung an der x-Achse, die
Spiegelung an der y-Achse und die Drehung um den Winkel 7 um den Ursprung.
Diese bilden, wie gesehen, jede Ellipse in Standardform auf sich ab. Jede Ellipse ist
also kongruent zu genau einer Ellipse in Standardform.

Gemil 1.2.15 Aufgabe hat eine Hyperbel genau zwei Asymptoten. Mit Hilfe der
Asymptoten erkennt man, dass eine Hyperbel genau zwei Symmetrieachsen hat.
Sie stehen senkrecht aufeinander. Eine der beiden Symmetrieachsen schneidet die
Hyperbel in zwei Punkten, die andere schneidet die Hyperbel nicht. Man kann nach
Anwendung einer [sometrie voraussetzen, dass die Symmetrieachse, die die Hyper-
bel schneidet, die x-Achse ist, und die andere Symmetrieachse die y-Achse. Dann
hat man eine Hyperbel in Standardform. Wie im Fall der Ellipsen {iberlegt man sich,
dass die Identitit, die Spiegelung an der x-Achse, die Spiegelung an der y-Achse
und die Drehung um 7 am Ursprung die einzigen Isometrien sind, die eine Hyper-
bel in Standardform auf sich abbilden, und dass zwei verschiedene Hyperbeln in
Standardform nicht kongruent sind.

Da eine Parabel nur eine Symmetrieachse besitzt und Ellipsen und Hyperbeln jeweils
zwel, kann eine Parabel nicht kongruent zu einer Ellipse oder zu einer Hyperbel sein. Die
beiden Symmetrieachsen einer Ellipse schneiden diese. Im Fall der Hyperbel schneidet
nur eine der beiden Symmetrieachsen die Hyperbel. Somit ist eine Ellipse auch nicht
kongruent zu einer Hyperbel. Damit ist die in Abschnitt .2 erarbeitete Liste der Koniken
in Standardform die Liste der Kongruenzklassen von Koniken.
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I1.2 Affine Riaume

Ein affiner Raum ist, grob gesagt, ein Vektorraum, in dem kein Ursprung ausgezeich-
net ist. Die Struktur eines affinen Raums ist durch einen Vektorraum von Translationen
bestimmt. Eine allgemeine Referenz fiir affine Geometrie ist das Buch [10]. Affine Un-
terrdume des k", k ein Korper, n > 1, treten in der linearen Algebra als Losungsmengen
inhomogener linearer Gleichungssysteme auf ([41], ).

I1.2.1 Definition. Es sei k ein Korper. Ein affiner Raum iiber k ist ein Tripel A = (X, V, 1),
das aus einer Menge X, einem k-Vektorraum V und einer Abbildung 7: VX X — X
besteht, so dass gilt

* VYxeX:1(0,x) = x°
* Yxe X,Yv,we Vit(v + w,x) = (v, 7(w, X)),
* Vp,geX,Ave V:it(v,p) =q.

Der Vektor v € V mit 7(v, p) = ¢ wird mit pg bezeichnet.
Die Dimension von A ist die Dimension des k-Vektorraums V;

dimg(A) := dim(V).
Es seien A = (X, V, 1) ein affiner Raum und vy € V. Dann nennen wir die Abbildung

Ty X — X

p > 1(vo, p)
die Translation um vy.

11.2.2 Bemerkungen. 1) Die ersten beiden Axiome driicken aus, dass 7 eine Linkswirkung
der additiven Gruppe des Vektorraums V auf die Menge X ist (s. [36], 11.6.1 Definitionen).
ii) Man fixiere einen Punkt p, € X. Nach dem dritten Axiom ist

™.V —X

v = 7(v, po)

eine Bijektion. Diese konnen wir benutzen, um die Vektorraumstruktur von V auf X (mit
po als Ursprung) zu iibertragen. Dies erklirt, wieso wir einen affinen Raum als Vektor-
raum ohne Ursprung ansehen konnen. Wir konnen einen beliebigen Punkt als Ursprung
auswihlen und erhalten dann eine Vektorraumstruktur auf X mit dem gewéhlten Punkt als
Ursprung.

11.2.3 Beispiel. Es sei V ein k-Vektorraum. Dann ist der affine Raum von V das Tripel
A(V) :=(V,V,+). Dabei ist
+: VXV —V

die Addition von Vektoren in V. Wir setzen A} := A(K"). Fir v,w € V gilt

Wo=w— . (IL.4)

®Mit 0 € V bezeichnen wir den Ursprung, i.e., das neutrale Element der additiven Gruppe von V.
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I1.2.4 Definition. Es sei A = (X, V, 1) ein affiner Raum. Eine Teilmenge Z C X ist ein
affiner Unterraum, wenn es einen Punkt ry € Z und einen linearen Teilraum U C V gibt,
so dass

Z=|seX|rnseU).

Natiirlich erwarten wir, dass ein affiner Unterraum die Struktur eines affinen Raums
von A erbt.

I1.2.5 Lemma. Es seien u € U und s € Z. Dann gilt

(u, s) € Z.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt 78 € U und v := 708 + u € U. Weiter gilt 57 = —708 =

u—v € U.” Wir berechnen
T(u,s) = 7(v,7(u — v, s)) = 7(v, ry) € Z.

Die erste Gleichung ist eine Anwendung des zweiten Axioms fiir eine Gruppenwirkung,
und die Elementbeziehung gilt nach Voraussetzung. O

Damit ist die Linkswirkung

T2 UXZ— 7

(u, 8) — 7(u, 5)
definiert.
I1.2.6 Lemma. In der obigen Situation ist A(Z) := (Z, U, 1) ein affiner Raum.

Beweis. Die ersten beiden Axiome gelten, weil sie fiir 7 erfiillt sind. Wenn s, € Z gege-
ben ist, dann gilt fiir den Vektor v := ﬁ; - ﬁ’v € U, dass 7z(v, s) = 7(v, s) = t. Da v nach
dem dritten Axiom fiir A der einzige Vektor in V ist, dessen Anwendung auf s den Punkt
t ergibt, ist das auch fiir v als Element von U richtig. m|

Damit ist die Dimension eines affinen Unterraums definiert. Eindimensionale affine
Unterrdume heillen Geraden, zweidimensionale Ebenen.

Esseien A = (X, V,7)und B = (¥, W, ) zwei affine Rdume. Eine Abbildung f: X —
Y heil3t affin, wenn es eine lineare Abbildung L: V — W gibt, so dass

VpeX,YWweV: f(r(v,p)) =HLW), f(p)). (I1.5)

11.2.7 Bemerkungen. 1) Die Bedingung in (IL.5) besagt, dass das Diagramm

v Lty w

,pi iﬂf(p) (IL.6)

x Ly

Es gilt
(570 + 108, 10) = 7(570, T(708, 10)) = 7(570, 5) = ro = 7(0, rp).

Auf Grund der Eindeutigkeit im dritten Axiom muss 574 + 708 = 0 gelten.
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fiir jeden Punkt p € X kommutativ ist. Die Abbildungen 77 und ¥/’ wurden in 11.2.2
Bemerkungen, ii), eingefiihrt. Da sie bijektiv sind, ist L durch f bestimmit.
i1) Diagramm (I1.6) ist 4quivalent zu dem Diagramm

v Lty w

(w9 @ PHy-1 -

o
—

x —L

1. = S(P)y-1. N g
Man beachte, dass (7)™ : X — V, g +— pg,und (VP)™': Y — W, r — f(p)r, fiir
p € X gilt. Deshalb ist f: X — Y genau dann affin, wenn

Vp,geX:  f(p)f(q) = L(pJ). (IL7)

11.2.8 Beispiele. 1) Fiir jeden affinen Raum A = (X, V, 1) ist idy eine affine Abbildung.
ii) Es seien V und W Vektorrdaume und f: V — W eine affine Abbildung mit zu-
gehoriger linearer Abbildung L: V — W und wy := f(0). Nach Definition gilt

VeV LOv) = FO)f0) = wof (0,

so dass mit (I1.4)
YveV: L) =fv)—w

folgt. Umgekehrt seien wy € W und eine lineare Abbildung L gegeben. Dann ist

fiV—W

vi— L)+ wy

eine affine Abbildung.

11.2.9 Aufgabe. Zeigen Sie, dass die in I1.2.1 Definition eingefiihrten Translationen affine
Abbildungen sind.

Es seien A = (X, V,7) und B = (Y, W, ) affine Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
ist ein Isomorphismus zwischen den affinen Raumen A und B, wenn f affin ist und es
eine affine Abbildung g: Y — X gibt, sodass f o g =1idy und g o f = idy.

11.2.10 Aufgabe. Es sei A = (X,V, 1) ein affiner Raum. Beweisen Sie, dass A zu dem
affinen Raum A(V) von V aus I1.2.3 Beispiel isomorph ist.

I1.2.11 Satz. i) Es seien A = (X,V,7), B = (Y, W,9) und D = (Z, U, w) affine Réiume.
Wenn f: X — Y und g: Y — Z affine Abbildungen sind, dann ist auch die Verkniipfung
go f: X — Z eine affine Abbildung.

ii) Es seien A = (X,V,7) und B = (Y,W,9) affine Ridume und f: X — Y eine
bijektive affine Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung f~': Y — X affin.

iii) Es seien A = (X,V,7) und B = (Y, W, ) endlichdimensionale affine Riume und
f: X — Y eine affine Abbildung. Wenn f injektiv ist und dimy(A) = dim,(IB) gilt, dann
ist f bijektiv.®

8Nach Teil ii) ist f dann ein Isomorphismus zwischen den affinen Raumen A und B.
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Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung affiner Abbildungen durch Bedingung (I1.7).
Zui). Esseien L: V. — Wund M: W — U die zu f und g gehorigen linearen
Abbildungen. Fiir p, g € X gilt

(g o N(p)goh)g) = g(f(p)g(flg)

= M(f(p)f(q)
= M(L(pQ))
= (M o L)(p).

Dies zeigt, dass g o f eine affine Abbildung mit zugehdriger linearer Abbildung M o L ist.

Zu ii). Diagramm (I1.6) zeigt, dass f genau dann bijektiv ist, wenn L bijektiv ist. Die
Umkehrabbildung L™': W — V ist ebenfalls linear (s. [41], Satz II1.5.8). Fiir r, s € W
berechnen wir

L(f ' (0 f ' (s)) = 75.

Nach Anwendung der linearen Abbildung L~ wird daraus

() = L7'@).

Daran erkennen wir, dass f~! eine affine Abbildung mit zugehériger linearer Abbildung
L7 ist.

Zu iii). Es seien f: X — Y eine affine Abbildung und L: V — W die zugehorige
lineare Abbildung. Wenn f injektiv ist, dann ist L nach Diagramm (I.6) auch injektiv.
Eine injektive lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen k- Vektorriumen dersel-
ben Dimension ist bijektiv ([41], Folgerung II1.5.41, iii). Diagramm (I11.6) zeigt wieder,
dass f bijektiv ist. m|

11.2.12 Beispiele. 1) Es seien V, W und U k-Vektorraume und f: V — Wund g: W —
U affine Abbildungen. Dann existieren lineare Abbildungen L: V — Wund M: W —
U sowie Vektoren wy € W und uy € U, so dass

YveV: f(v)=LV)+wy,
YweW: gw)=Mw)+u

und folglich
YveV: (gof)v)=(MoL)v)+ M(wy) + up.

i1) Es seien V und W k-Vektorrdume und f: V — W eine affine Abbildung. Es seien
wo € Wund L: V — W die lineare Abbildung, so dass

YveV: f(v)=L©W)+w.
Die Berechnung aus Teil i) zeigt, dass

fliw—yv

w— L71(v) = L™ (wy).
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Es sei A = (X, V, 7) ein affiner Raum. Wir setzen
Aff(A) :={ f: X — Y| f ist (affiner) Isomorphismus }.
Aus I1.2.8 Beispiel und I1.2.11 Satz leiten wir das Folgende ab.

I1.2.13 Lemma. Fiir einen affinen Raum A = (X, V, 1) ist Aft(A) eine Untergruppe der
Gruppe S (X) der bijektiven Selbstabbildungen von X.

Wir nennen Aff(A) die affine Gruppevon A.

11.2.14 Aufgaben. Es seien V ein k-Vektorraum und A(V') der zugehorige affine Raum.
a) Beweisen Sie, dass

h: (V,+) — Aff(A(V))

VT,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Hierbei ist (V, +) die additive Gruppe des
Vektorraums V.
b) Es sei

GL(V) :={L: V — V| L ist linearer Isomorphismus }

die allgemeine lineare Gruppe von V. Benutzen Sie Teil i), um Aff(A(V)) als semidirektes
Produkt ([36], I11.12.10 Definition)

AfF(A(V)) = (V,+) = GL(V)

zu beschreiben.

I1.2.1 Beschreibung affiner Abbildungen mit Matrizen

Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Wir schreiben Elemente in k" und k"*! als Spaltenvek-
toren. Der Index fiir die erste Koordinate in k"*! sei die Null. Die Abbildungen

L kn kn+l

1
a
aj
—
a
n an

und

ap
ai
ap
N Ll I
: a
al’l
sind affine Abbildungen, so dass
m ot =id.
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11.2.15 Bemerkung. Die Abbildung ¢ stellt die Verbindung zwischen affiner und projek-
tiver Geometrie her. Wir werden dies fiir Dimension zwei in Abschnitt II1.3.1 explizit
machen.

Es sei nun f: k" — k" eine affine Abbildung. Dann gibt es einen eindeutig bestimm-
ten Vektor wy € k" und eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung L: k" — k", so
dass

Yvek: fv)=Ly)+w.
Yvek': Ly)=A-v.

Wir schreiben weiter

B
wo=| :
B
und setzen
10 -~ 0 10 0
Biay - ay,
Bf T Wo A - .
ﬁn Ap1 - Ay
Damit gilt

Yvek': f)=nr(Bf-uv)).

11.2.16 Aufgabe. Es seien f: k" — k" und g: k" — k" zwei affine Abbildungen. Bewei-
sen Sie, dass

Bgof = Bg . Bf.

Insbesondere ist

Aff(A}) — GLys (k)
f > Bf

ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Damit werden die Formeln aus I1.2.12 Beispiele
transparent. Das ist bereits eine Manifestation der projektiven Geometrie (s. Kapitel III,
insbesondere Abschnitt I11.3.1).

I1.2.2 Kongruenz in der affinen Geometrie

Es sei A = (X, V,7) ein affiner Raum. Zwei Teilmengen A, B C X sind kongruent oder
affin dquivalent, wenn es eine Abbildung f € Aff(A) mit

f(A) =B
gibt. Affine Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Teilmengen von X.
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11.2.17 Aufgabe. Es seien k ein Korper und Ai der affine Raum zum Vektorraum k?,
den wir im Folgenden auch die affine Ebene tiber k nennen. Beweisen Sie die folgende
Aussage.

Hauptsatz der affinen Geometrie. Es seien py, p,, p; und q1, q», g3 Punkte in der affinen
Ebene A, so dass weder py, p> und ps noch q\, ¢ und qs auf einer Geraden liegen. Dann
existiert genau eine bijektive affine Abbildung f: k> — k>, so dass

fp)=qi, =123

In der affinen Ebene sind also zwei beliebige Dreiecke affin dquivalent.

I1.2.3 Quadriken

Ab jetzt arbeiten wir iiber dem Grundkorper R der reellen Zahlen. Es sei n > 1. Ein
Polynom vom Grad zwei in den Veridnderlichen xi, ..., x,, ist ein Ausdruck der Form

n

q(xl, ...,xn) = Z dij c Xt Xj+ Zek c X+ f

1<i<j<n k=1

Dabei seien die Koeffizienten d;;, 1 <i < j <n, e, k =1,...,n,und f reelle Zahlen und es
gebe Indizes 1 < iy < jo < nmitd,;, # 0. (Man vergleiche [38], 3.2.4 Beispiele, und [35],
Seite 5ff). Wir sagen, dass g homogen vom Grad zwei ist, wenne; = --- =¢, = f =0
gilt. Entsprechend ist ein lineares Polynom ein Ausdruck der Form

(x1, .., x,) = Z ex - Xxp+ f.

k=1

Ein lineares Polynom ist homogen, wenn f = 0 erfiillt ist.

I1.2.18 Definition. Eine Teilmenge Q C R” heilit Quadrik, wenn es ein Polynom g(xi, ...,
x,) vom Grad zwei gibt, so dass’

0 =V(g) :={(ay,...a,) € R*|g(ay,...,a,) =0}
11.2.19 Bemerkung und Beispiel. Wenn g ein homogenes Polynom vom Grad zwei ist,
dann ist V(g) ein Kegel mit Spitze 0, d.h., 0 € V(g) und fiir jeden Punkt v € V(g) ist auch
die Gerade durch v und 0, also die Menge {1 - v|4 € R}, in V(gq) enthalten. Wir hatten
bereits mit dem Kegel
K :={(a,b,c) e R*|a* +b* - * =0}

gearbeitet. Er gehort zu dem homogenen Polynom

X +y =1

°Im abstrakten Formalismus von Polynomen in der Algebra wird Einsetzen von Punkten in [35], Seite
8, beschrieben.
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Eindeutigkeit der Gleichungen fiir Quadriken

Es seien g ein Polynom vom Grad zwei und v = (ay,...,a,) € V(q) ein Punkt auf der
zugehorigen Quadrik. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes homogenes Polynom k, vom
Grad zwei und ein eindeutig bestimmtes homogenes lineares Polynom /,, so dass

q(x1, .0 X)) = k(X1 —ay, o, X — ay) + L,(x1 — ay, ..., x, — ay).

11.2.20 Bemerkung. Diese Darstellung ist gewissermaBen die Taylorformel.!*!' Dement-
sprechend gilt wie in [38], 7.2.6 Folgerung, dass

0
L(x1, .y X)) = Z a—q(al, v Q) ¢ X (IL.8)
io1 O

,,,,,

0%q
hl" = s eeesy).
/ ax,-(')xj(al a )
Man hat dann
1 o
kv(xl’ () xn) = E ' (X], ees xn) ' Hq(v) : . (119)
Xn

I1.2.21 Aufgabe. Es seien g(xy, ..., x,) ein quadratisches Polynom und v = (a4, ...,a,) € R”
ein Punkt mit g(ay, ..., a,) = 0. Beweisen Sie, dass es ein eindeutig bestimmtes homogenes
Polynom k, vom Grad 2 und ein eindeutig bestimmtes homogenes lineares Polynom /[,
gibt, so dass

Q(Xl, cees -xn) = kv(xl — Ay, ey Xy — an) + lv(xl — Ay, ey Xy — an)~

Zeigen Sie mit rein algebraischen Argumenten, dass /, durch Formel (I1.9) gegeben ist
und &, durch Formel (I1.9).

Bemerkung. Die partiellen Ableitungen sind formal definiert, basierend auf der Formel
Y =k- X k> 1.

Wir sagen, dass V(q) in v glatt ist, wenn [, # 0. Andernfalls ist a ein singuldrer Punkt
von V(q).

11.2.22 Bemerkungen. 1) Wenn v € V(g) ein singulidrer Punkt ist, dann ist V(g) ein Kegel
mit Spitze v, d.h., fiir jeden Punkt w € V(g) ist auch die Gerade durch w und v in V(g)
enthalten.

i1) Wenn V(q) ein Kegel ist und g kein lineares Polynom ist, d.h., es Indizes 1 < iy <
Jo < nmitd,;, # 0 gibt, dann ist V(q) in jeder Spitze des Kegels singulir.

iii) Es seien 1 < k <nund A; € R, i = 1, ..., n, positive reelle Zahlen. Dann ist

V-6 +-+ - x)) = {(ay,...,a,) ER"|ay =+ =a, =0}

10Brook Taylor (1685 - 1731), britischer Mathematiker.
"Hier benétigen wir aber keine Analysis, sondern nur elementare Algebra.
2Ludwig Otto Hesse (1811 - 1874), deutscher Mathematiker.
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ein linearer Teilraum von R”. Dies ist ein Kegel, fiir den jeder Punkt des Kegels eine Spitze
ist. Geméal unserer Definition ist jeder Punkt dieses Kegels ein singuldrer Punkt. Die
anschauliche Begriindung ist, dass jeder Punkt auf Grund der Gleichung die Vielfachheit
zwei hat. Dagegen ist etwa die Ebene V(x;) in jedem Punkt glatt.

iv) Wenn V(g) im Punkt v glatt ist, dann ist {(by,...,b,) € R"|[,(by — ay,....b, —
a,) = 0} der Tangentialraum an V(g) in v, und es gibt laut der ersten Gleichung in I1.2.20
Bemerkung einen Index iy € { 1, ...,n} mit

dq
6x,-0

(v) #0.

Nach Satz [38], 11.3.4 Satz, ist V(g) in einer Umgebung von v eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R”".

Wir méchten Quadriken bis auf affine Aquivalenz klassifizieren, indem wir die Glei-
chungen mit Techniken der linearen Algebra manipulieren. Dazu miissen wir verstehen,
wann zwei verschiedene Polynome vom Grad zwei dieselbe Quadrik definieren. Wenn g
ein Polynom vom Grad zwei ist und 4 € R \ {0} eine reelle Zahl, dann gilt offenbar

Vig)=V(Q-q). (IL.10)

In I1.2.22 Bemerkungen, iii), haben wir gesehen, dass derselbe lineare Teilraum durch
viele verschiedene Gleichungen definiert werden kann. Ferner definiert

A+ +x+1

fiir 0 < k < nund 4; € R, die leere Menge. Wir wollen nun beweisen, dass in den
meisten Fillen die in (II.10) wiedergegebene Mehrdeutigkeit die einzige ist. Wir folgen
dem Buch [34], Chapter 111, §A.

I1.2.23 Satz. Es seien g, und q, zwei Polynome vom Grad zwei, so dass
* V(g1) = V(q2) und
* es einen glatten Punkt v € V(q;) gibt.

Dann existiert eine reelle Zahl A € R\ {0} mit g, = 1 - q;.
Fiir den Beweis dieser Aussage bendtigen wir das folgende Werkzeug.

I1.2.24 Hilfssatz. Es sei g(x1, ..., x,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei.

1) Wenn q(ay, ..., a,) = 0 fiir alle (ay, ..., a,) € R" gilt, dann folgt g = 0.

ii) Wenn g(a,, as, ..., a,) = 0 fiir alle a; € R\ {0} und (a, ...,a,) € R*! gilt, dann ist q
ebenfalls das Nullpolynom.

iii) Wenn ¢(0, a,, ..., a,) = 0 fiir alle (a,, ...,a,) € R"" mit a, # 0 gilt, dann existieren
eine reelle Zahl A € R \ {0} und ein lineares Polynom l(x, ..., x,), so dass q(xi, ..., X,) =
A- x% + x1 - (xp, ..., Xp).

Beweis. Zu i). Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Be-
hauptung offensichtlich. Fiir n > 2 existieren eine reelle Zahl A, ein lineares Polynom

l(x3, ..., x,) und ein homogenes Polynom ¢’(x3, ..., x,), so dass

G(X1y ey X)) = A X3+ X1 - (X0, 00y X)) + G (X2 ooy X). (I1.11)
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Falls es einen Vektor (as, ..., a,) € R"! giibe, so dass l(as, ..., a,) # 0 oder ¢'(as, ..., a,) #
0, so gilte A # 0 oder l(ay, ...,a,) # 0, und

q(x1,az,...,a,) = A - x% + x1 - lay, ...,a,) + ¢'(as, ..., a,)

wire ein nicht triviales lineares oder quadratisches Polynom in einer Verdnderlichen.
Solch ein Polynom nimmt immer Werte ungleich Null an, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Mit der Induktionsvoraussetzung schlieBen wir / = 0 und ¢’ = 0. Offenbar muss
dann auch A4 = 0 gelten.

Zu ii). Indem wir die Voraussetzung auf den Vektor (1,0,...,0) anwenden, erken-
nen wir, dass in (I.11) A = 0 gelten muss. Wenn es einen Vektor (as, ...,a,) € R? mit
l(ay, ...,a,) # 0 oder ¢'(ay, ..., a,) # 0 gébe, so gilte

VieR: qg(l,t-ay,...t-a,) =t-Uay,..,a,) + - ¢ (as, ...,a,) = 0.

Das ist unmoglich und damit ein Widerspruch.

Zu iii). Wir benutzen die Teile i) und ii). In Zerlegung (II.11) gilt angesichts der
Voraussetzung ¢'(a, ...,a,) = O fiir alle (a,, ...,a,) € R"! mit a, # 0 und deswegen
q =0. O

Beweis von 11.2.23 Satz. Wir nehmen an, dass v = (0, ..., 0) gilt. Man kann das Argument
leicht auf andere Werte von v anpassen oder die Regel (II.13) zur Transformation der
Gleichung unter einer Translation anwenden. Falls Q die Vereinigung zweier verschie-
dener Ebenen ist, dann folgt die Aussage aus I1.2.24 Hilfssatz, iii). In der Tat kdnnen
wir in geeigneten Koordinaten annehmen, dass die Ebenen V(x;) und V(x;) sind. Aus
V(x1) c V(q) folgt dann, dass x; das Polynom ¢, teilt. Ebenso teilt x, das Polynom ¢,
so dass ¢, ein Vielfaches von x; - x, ist. Dasselbe gilt fiir g,. Diesen Fall konnen wir im
Folgenden ausschlief3en.

Es sei q;(x1, ..., o) = kj(X1, ..., X,) + I{(x1, ..., x,,) mit k{ homogen vom Grad zwei und
I, homogen und linear, i = 1,2. Unsere erste Behauptung ist, dass sich /; und /5 nur um
einen skalaren Faktor unterscheiden. Es seien w = (by,....,b,) € R", %!, := ki(b1, ..., b,)
und ,uiv = lg(b 1, .- by), i = 1,2. Wir betrachten die beiden quadratischen Polynome

pL@®) = qi(t-by, ..t b)) =1 -x
pa(t) := qo(t - by, .st - by) = 1* - %

1
R AT
Die Nullstellen dieser Polynome entsprechen den Punkten, an denen die Gerade { £-w | A €
R } die Quadrik Q schneidet. Sie miissen also libereinstimmen.

Wir zeigen zundchst, dass I3 # 0 gilt. Andernfalls wire p?, fiir alle w € R entweder
trivial oder hitte nur 7 = 0 als Nullstelle. Insbesondere miisste . = O fiir alle w € R?
mit u,, # 0 gelten. Dies besagt V(l;) C V(kg). Nach Teil iii) von 11.2.24 Hilfssatz miisste
I, das Polynom g; teilen,"? und V(q,) wire die Vereinigung zweier Ebenen. Diesen Fall
haben wir bereits behandelt.

Jetzt nehmen wir an, dass es keine Konstante ¢ € R\ {0} gibt, so dass 1(2) =c- l(l). Wenn

dann g, = Ound 2 # 0, dann muss x7 = 0 gelten. Anders gesagt, (V([)) \ V() C V(K3).

3Hierzu beachte man, dass man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit l(') = x| voraussetzen kann.
Die formale Begriindung liefern die Formeln fiir die Transformationen von Gleichungen, die wir gleich
besprechen werden.
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Nach Teil iii) von 11.2.24 Hilfssatz teilt /; das quadratische Polynom k3. Wir finden also
ein homogenes lineares Polynom ¢, so dass k(z) = [ - £>. Aus Symmetriegriinden existiert
auch ein homogenes lineares Polynom ¢ mit k; = lé - #1. Der besseren Ubersicht halber
wihlen wir Koordinaten so, dass l(l) = x; und 1(2) = x,. Der Durchschnitt von V(x;) mit
V(q,) ist V(x1) N V(x,). Dasselbe muss fiir den Durchschnitt von V(x;) und V(q,) gelten.
Es folgt, dass £y = a1 - x; + @y - xo. Dabei gilt a,; # 0, weil Q nicht Vereinigung zweier
Ebenen ist. Ebenso folgt £, = @, - x; + a2 - x, mit @1, # 0. Wir fassen die beiden
Polynome als Polynome in x; auf:

2
= +a;-x) x +ay; - x5,

_ P
G =app-X] + (@2 - X2) - X1 + X2,

Das Polynom ¢, ist dann linear in x; oder konstant. Wenn man eine Zahl a, € R mit
1 + @y - a, # 0 einsetzt, hat die Gleichung q,(x, a;) = 0 genau eine Losung. Die Diskri-
minante des Polynoms g,(xy, a,) ist

2
(02,2 “Xp)" —4- a2 * X2.

Wenn a, - @), < 0, dann hat die Gleichung ¢»(x;,a,) = 0 zwei verschiedene Losungen.
Das widerspricht der Annahme V(q;) = V(g,). Daher muss eine Konstante ¢ € R\ {0} mit
I3 = c - I existieren.

Es sei w € R" mit ! # 0. Dann gilt auch g2 # 0. Wenn %! = 0 gilt, dann muss
auch %2 = 0 gelten, und wir haben p?(f) = ¢ - pl(#). In den verbleibenden Fillen haben
die Polynome pfv(t) und pfv(t) zwel verschiedene Nullstellen 0 und ¥,,. Es gibt dann Kon-
stanten ¢!, € R\ {0}, so dass p (1) = ¢!, - t-(t —,), i = 1,2, und wir erkennen, dass
ci/c,, = c. Damit haben wir nachgewiesen, dass k;(b, ..., b,) — ¢ - ky(by, ..., b,) = 0 fiir
alle (by,...,b,) € R" mit Ii(by, ...,b,) # 0. Da k3 — ¢ - k ein homogenes Polynom vom
Grad zwei ist, folgt aus Teil i1) von I1.2.24 Hilfssatz, dass kg —-c- k(l) = (0 und daher auch
q>» — ¢ - q1 = 0 wie verlangt. O

11.2.25 Aufgabe. Fiir n,d > 1 sei
Kog:={k=(ky,...k,) e N"|ky +---+k, <d}.

Ein Polynom vom Grad d ist ein Ausdruck der Form

. kl ----- k’l
C* X, X

k:(kl ----- kn)EKn.d

mit Koeflizienten ¢, € R, k € K, 4, so dass ein Index k, = (kY,...,k)) € K, mitk; +--- +
k, = dund ¢;, # 0 existiert. Fiir festes n > 1 wird die Menge der Polynome zusammen mit
den Konstanten aus R mit R[x, ..., x,,] bezeichnet. Fiir Polynome fi, ..., f; € R[xy, ..., x,]
sei

V(fi,.... fy) == { (a1, ...,a,) € R"| fi(ar,...,a,) =0, i=1,...,s}.
Beweisen Sie, dass es ein Polynom g € R[x, ..., x,,] gibt, so dass
V(fi,...., fs) = V(2).
Bemerkung. Eine Teilmenge Z C R” ist eine algebraische Menge, wenn es Polynome

fl, ...,fs € ]R[X], ...,Xn] mitZ = V(fl, ...,fs) glbt
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Normalformen fiir Gleichungen von Quadriken

Es sei

n

q=q(x1, .., X) = Z dij'xi'xj+zek'xk+f

1<i<j<n k=1

ein Polynom vom Grad zwei. Wir definieren die symmetrische Matrix

B, = (Bij)ij=0,..n (I1.12)
iiber
Boo = [,
Bii=dy, i=1,..,n,
Bio := Poi 1= %'61, i=1,..n,
Bji = Bij ::%'dij, l1<i<j<n

Damit berechnet man das Folgende.
I1.2.26 Lemma. Fiir einen (Spalten-)Vektor v = (ay, ..., a,)" € R" gilt
veV(g & «v) B, uv)=0.

Mit diesem Lemma konnen wir das Bild einer Quadrik unter einer affinen Transforma-
tion berechnen. Seien also g ein Polynom vom Grad zwei, Q := V(¢) und f: R" — R”
eine bijektive affine Abbildung. Es gilt

YwveR": vef(Q <= flveo.

Nach I1.2.16 Aufgabe gilt
By = B,

Wir definieren f % g als das Polynom vom Grad zwei, fiir das
By, = (B;") - B, B}' (IL13)

gilt. Es folgt
F(Q)=V(f *q). (IL.14)

Bevor wir fortfahren, bendtigen wir ein Ergebnis der linearen Algebra. Dazu definieren
wir wieder die orthogonale Gruppe

0,(R) :={A e Mat,(R)|A"-A =E,}
sowie die spezielle orthogonale Gruppe
SO,(R) :={A € O,(R)| det(A) = 1}.

I1.2.27 Spektralsatz. Es sei A eine symmetrische (n X n)-Matrix. Dann existieren eindeu-
tig bestimmte Zahlen s,t € N, Ay, ..., Ag1, € R und eine Matrix S € SO,(R), so dass
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*x s+1t<n,
* S'-A-S§ =diag(1y,..., 4341, 0, ...,0),4
* O< Ay < -~ <A und Ay < -+ < Agp1 <0

Zum Beweis. Die Zahl s+t ist offenbar der Rang von A, A4y, ..., 4, sind die positiven Eigen-
werte von A und Ay, ..., A5, die negativen. Damit sind diese Daten eindeutig bestimmt.
In [12], Abschnitt 5.3.7, Korollar 1, wird gezeigt, dass es eine Matrix T € SO,,(R) gibt,
sodass T"- A - T eine Diagonalmatrix ist. Da Permutationsmatrizen orthogonale Matrizen
sind,!® kénnen wir S’ € O,(R) finden, so dass die Matrix S"*-A-S’ die angegebene Gestalt
hat. SchlieBlich ist
S =8’ -diag(det(S), 1, ..., 1)

eine Matrix aus der speziellen orthogonalen Gruppe, die dasselbe leistet. O
In Gleichung (II.13) kann jede Matrix der Form
1 ‘ 0 --- 0

,,,,,

B, = (I1.15)
Es gilt dann
c+b-w| b-S
t. . = t.
r-B,T=1 b+A-w| A-S
c+2-bt-w+w’-A-w‘ b-S+w-A-S
= . (I1.16)

Stb+S"-A-w St-A-S

In Analogie zu den Ergebnissen von Abschnitt II.1 nennen wir eine affine Abbildung
f: R" — R" eine Isometrie, wenn die zugehorige lineare Abbildung L: R" — R” die
Bedingung

Yv,weR": (L), L(w)) ={v,w)

erfiillt.

Lhje{l,..,n}miti=# j.

15 Fiir eine Transposition 7 gilt fiir die zugehorige Matrix S, offenbar S. = S, und S, - S, = E, (vgl.
[41], Bemerkungen und Beispiele 1V.3.10, iii), [36], I1.5.26 Aufgabe). Da jede Permutation ein Produkt von
Transpositionen ist ([41], Satz IV.3.6, [36], I1.5.10 Satz), folgt, dass jede Permutationsmatrix orthogonal ist.
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11.2.28 Bemerkung. Wie in zahlreichen Anmerkungen in Abschnitt II.1 angedeutet wurde,
ist eine affine Abbildung f: R" — R” genau dann eine Isometrie, wenn

Yv,weR": d(f(v), f(w)) =dv,w).

I1.2.29 Satz. Es sei Q C R" eine Quadrik. Dann existiert eine Isometrie f: R* — R",
so dass fiir f(Q) eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

IA) Es existieren s,t € N und reelle Zahlen ay > --- > ay, > 0,8y > --- > B, > 0, so

dass s +t < n und
2 2 2 2
(al) (aS) (am) (am) B
- +.-4+ =] - — e — =124
a; a; B B

f(Q) = {(611, e ay) €R"
IB) Es existieren s,t € N und reelle Zahlen a; > --- > a; > 0,8y > -+ > B, > 0, s0

dass s>t s+t <nund
2 2 2 2
(al) (as) (am) (am) _
— | +- =] - — = =0,
a; a; B B

fQ) = {(01,.-‘,%) eR"
Il) Es existieren s,t € N und reelle Zahlen ay > -+ > ay > 0, 8y > --- > 5, > 0, s0
dass s > tund s +t < n und

a 2 a 2 a 2 a 2
f(Q)z{(al,...,aae]R" (i) +"'+(a_i) -([;1) _.---(g’) =am+1}.

Beweis. Es sei g ein Polynom vom Grad zwei, so dass Q = V(g). Wir wihlen eine Matrix
S € SO,(R), sodass A’ := §'- A - S eine Gestalt wie in I1.2.27 Spektralsatz annimmt.
Fall I). Wir nehmen an, dass es einen Vektor u gibt, so dass b = A - u, und definieren die
affine Abbildung f: R" — R”", so dass

1‘() e 0

-1 _
Bf | -u S

Wenn in (II.16) links oben eine Null steht, befinden wir uns in Fall IB). Falls in diesem Fall
s < t gilt, miissen wir die Gleichung mit —1 multiplizieren und die Variablen umsortieren.
Das geschieht mit der bijektiven linearen Abbildung L: R" — R” mit L(e;) = e,
i=1,..,85 Le)=¢_,i=s+1,...,s+t,und L(¢;) :=¢;,i = s+t +1,...,n. Diese lineare
Abbildung wird durch eine Permutationsmatrix definiert, die der orthogonalen Gruppe
angehort (s. FuBnote'’). Ansonsten steht links oben eine Zahl d € R \ {0}. Wir dividieren
die Gleichung (f * g)(ay,...,a,) = 0 durch —d. Falls d < 0 erhalten wir die behauptete
Gleichung aus Fall IA). Ansonsten miissen wir wie zuvor die Variablen neu sortieren.
Fall II). In diesem Fall ist der Rang s + t der Matrix A echt kleiner als n. Wir beginnen
mit der affinen Abbildung g: R" — RR", so dass
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Dann gilt

Wir konnen nun einen Vektor w’ € R” finden, so dass &” := b + A" - W € (€415 -or» € ).
Es sei h: R" — R”" die Translation um —w’, i.e.,

1‘0 )

Es sei A :=||b”||. Da b” /A Teil einer Orthonomalbasis ist, konnen wir eine Matrix

r _ ]Es+t O
S

finden, so dass S” € SO,_,,(R) und S”" - b” = A - es ;. Wir fiihren nun die affine
Transformation g’: R" — R”" aus, fiir die

gilt. Damit finden wir

’ t
¢ ‘ A es+t+1
B ’ =
g/ *hxgkq ’
A+ egiir A

Wenn ¢” = 0 gilt, setzen wir f’ := g’ o h o g. Andernfalls seien /4’ die Translation um
(c”/(2- Q) - es41. Falls A < Ound s > t oder 4 > O und s < ¢, definieren wir f’ :=
h" o g ohog. Mit

B, :=diag(1] - 1,...,—1)

konnen wir das Vorzeichen von A dndern. Wenn also 4 > O und s > ¢ oder 4 < 0 und
s < t, dann setzen wir f” := g’ o h’ o g’ o h o g. AnschlieBend teilen wir die Gleichung
(f" * g)(ay,....,a,) = 01im Fall s > ¢ durch A. Fiir s < t teilen wir sie durch —1 und

sortieren die Variablen wie zuvor um. Danach ergibt sich eine Gleichung der behaupteten
Gestalt. ]
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11.2.30 Bemerkungen. 1) Um festzustellen, in welchen Fillen Eindeutigkeit gilt, wenden
wir 11.2.23 Satz an. Nach 11.2.22 Bemerkungen, iv), miissen wir dazu die gemeinsamen
Nullstellen der partiellen Ableitungen auf f(Q) finden. In Fall TA) ist f(Q) leer, falls
s = 0. Andernfalls gibt es einen glatten Punkt auf f(Q). Wenn in Fall IB) ¢ = 0 gilt,
definieren alle Wahlen von ay, ..., @, denselben linearen Teilraum von R”. Ansonsten ist
z.B. a) - e + ayy - €441 €in glatter Punkt. Wir konnen die Gleichung dann noch mit af
multiplizieren, um @; = 1 zu erreichen und Eindeutigkeit zu erhalten. In Fall II) ist die
partielle Ableitung nach x,,,; immer 1, so dass alle Punkte auf V(f(Q)) glatt sind. Dabei
ergibt s = t = 0 die Ebene { a4 = 0}.

1) Mit den Eindeutigkeitsaussagen, die wir in Teil 1) festgehalten haben, finden wir
die Klassifikation der Quadriken im R” bis auf (euklidische) Kongruenz.

I1.2.31 Beispiel. Wir wenden die Klassifikation auf Koniken in R? an. Fall IA) mit s = 0
liefert die leere Menge, mit s = 1 und ¢ = 0 Vereinigungen zwei paralleler Geraden,'® fiir
s =t = 1 Hyperbeln und fiir s = 2 und ¢ = O Ellipsen. In Fall IB) bekommt man fiir s = 2
den Ursprung, fiir s = 1 und # = 0 die Gerade {a; = 0} und fiir s = # = 1 Vereinigungen
zweier sich im Ursprung schneidender Geraden. Fall II) ergibt fiir s = 0 die Gerade
{a, = 0} und fiir s = 1 Parabeln. Da fiir die Koniken die Eindeutigkeitsaussagen aus
I1.2.30 Bemerkungen, ii), gelten, haben wir die Klassifikation der Koniken in R? bis auf
(euklidische) Kongruenz algebraisch iiberpriift.

I1.2.32 Satz. Es sei Q C R” eine Quadrik. Dann existiert eine bijektive affine Abbildung
f: R" — R", so dass fiir f(Q) eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

IA) Es existieren s,t € N, so dass s +t < nund f(Q) = {(ay,...,a,) € ]R”la% + -+
a*-a*, —--—d, =1}

IB) Es existieren s,t € N, sodass s > t, s+t < nund f(Q) = {(ay,...,a,) € ]R”la% +

2_ 2 2 _
etai—al,, —--—aj, =0}

) Es existieren s,t € N, so dass s > tund s +t < n und f(Q) = {(ay,...,a,) €

2 2_ 2 2 _
R"[aj +---+a;—a;,, — = a5 = Qgire1 }-

Beweis. Nach Anwendung einer Isometrie konnen wir annehmen, dass die Gleichung von
Q der Liste in 11.2.29 Satz angehort. Wir wenden nun noch die lineare Abbildung

R" — R”
. ar Ay Qg G !
(ab ’an) .., —, yeees Ty Ugitrls -ees Uy
ay as; P B
an, um die Gleichung in eine der Liste dieses Satzes zu iiberfiihren. O

11.2.33 Bemerkung. Wie in I11.2.30 konnen wir mit dem obigen Satz die Klassifikation von
Quadriken bis auf affine Aquivalenz bewerkstelligen.

11.2.34 Beispiel. Eine Konik in R? ist zu genau einer der folgenden Koniken affin dquiva-
lent:

16Diesen Fall haben wir bei den Kegelschnitten nicht beobachtet. Er tritt auf, wenn man einen Zylinder
mit einer geeigneten Ebene schneidet.
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* der Parabel { (a,b) € R?|a = b*},
* dem Kreis { (a,b) € R*|a* + b* = 1},
* der Hyperbel { (a,b) € R?*|a*> - b* = 1}.

Wir schlieen auch, dass eine bijektive affine Abbildung Parabeln auf Parabeln, Ellipsen
auf Ellipsen und Hyperbeln auf Hyperbeln abbildet.

11.2.35 Aufgaben. a) Zeigen Sie, dass jede Hyperbel zu der Hyperbel
{(a,b)eR*|a-b=1)}

affin dquivalent ist. Geben Sie explizit eine affine Transformation an, die die Hyperbel aus
I1.2.34 Beispiel in die Hyperbel in dieser Aufgabe iiberfiihrt.
b) Es sei
Q:={(a,b)eR’|la-b=1}

Geben Sie eine affine Transformation ¢ : R> — R? mit ¢(Q) = Q an, die die Brenn-
punkte und Leitlinien von Q nicht auf Brennpunkte und Leitlinien von Q abbildet.

11.2.36 Bemerkung. In diesem Abschnitt haben wir gesehen, dass es mit Methoden der
linearen Algebra leicht ist, quadratische Gleichungen zu manipulieren. Dagegen ist es
komplizierter, nur mit dem zugrundeliegenden geometrischen Objekt zu arbeiten (11.2.23
Satz). In der modernen algebraischen Geometrie (s. [16], Chapter II) arbeitet man daher
in gewisser Weise ausschlieBlich mit den Gleichungen.

I1.2.4 Quadriken in R®

Wir illustrieren jetzt die verschiedenen Fille in I1.2.32 Satz fiir n = 3.

Fall IA)

Wenn s = 0 gilt, definiert die angegebene Gleichung die leere Menge. Wir betrachten
weiter die Fille mit 7 = 0. Fiir s = 1 lautet die Gleichung a? = 1. Dies ist die Vereinigung
der parallelen Ebenen {(a;,a,,a3) € R*|a; = —1}und {(a;,a,a3) € R*|a; = 1}. Gilt
s = 2, dann besteht die Quadrik aus denjenigen Punkten (a;, a2, a3) mit aj + a3 = 1. Dies
ist der Zylinder iiber dem Einheitskreis in der (x;, x,)-Ebene. Fiir s = 3 ist { (a;,a;,a3) €
R?|aj + a5 + a3 = 1} die zweidimensionale Sphiire.

Abbildung II.3: Die Quadriken in Fall IA) mit¢ = 0
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Jetzt setzen wir ¢ = 1 voraus. Fiir s = 1 lautet die Gleichung a} — a3 = 1. Diese Gleichung
beschreibt den Zylinder iiber der Hyperbel in der (xi, x,)-Ebene aus 11.2.34 Beispiel.

Falls s = 2, dann haben wir es mit
der Menge { (a1, a2, a3) € R |a? + a5 —
a; = 1} zu tun. Wenn (a;,a2,¢) €
R? dieser Menge angehort, dann auch
alle Elemente der Form (b, by, c) mit
b* + b3 = a} + a}. Mit anderen Wor-
ten, die Menge ist rotationssymmetrisch
um die x3-Achse. Der Durchschnitt mit
der (xy, x3)-Ebene ist wieder die Hyper-
bel aus I1.2.34 Beispiel. Das untersuchte
Objekt ist somit ein einschaliges Rotati-

onshyperboloid.

11.2.37 Bemerkungen. Die Mantelflichen groBer Kiihltiirme sind Ausschnitte aus Rotati-
onshyperboloiden. Das obige Bild zeigt die Kathedrale des Architekten Oscar Niemeyer!”
in Brasilia.

Den Abschluss bildet der Fall # = 2 und s = 1. Die entsprechende Fliche ist { (a;, a,

a3) € R’|aj — aj — a3 = 1}. Diesmal rotiert die Hyperbel aus 11.2.34 Beispiel um die
x-Achse. Das Ergebnis ist ein zweischaliges Rotationshyperboloid.

PXOC

Abbildung I1.4: Der Zylinder iiber einer Hyperbel, das ein- und das zweischalige Rotati-
onshyperboloid

Fall IB)

Wir beginnen wieder mit ¢t = 0. Fiir s = 3, s = 2 bzw. s = 1 ergeben sich ein Punkt, eine
Gerade bzw. eine Ebene als Losungsmenge der entsprechenden Gleichung.

170scar Ribeiro de Almeida Niemeyer Soares Filho (1907 - 2012), brasilianischer Architekt.
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Abbildung IL.5: Die ,,Quadriken in Fall IB) mit# = 0

Jetzt betrachten wir die Gleichungen mit # = 1 (s. Abbildung I1.6). Falls s = 1, besteht
das Objekt aus denjenigen Punkten (a;, ay, a3) € R, die die Gleichung (a; — a,) - (a; +
ay) = a* — a3 = 0 erfiillen. Dies ist die Vereinigung zweier Ebenen, die sich entlang
einer Geraden schneiden. SchlieBlich kann auch s = 2 gelten. Die Menge { (a;, a»,a3) €
R?|af + a5 — a; = 0} ist dann der uns wohlbekannte Kegel aus Abschnitt 1.1.2. Da s > ¢

gelten muss, gibt es keine weiteren Unterfille.

Abbildung I1.6: Zwei sich schneidende Ebenen und der Kegel iiber einem Kreis

Fall II)

Wir beginnen wieder mit# = 0. Fiir s = 1 wird die Quadrik von allen Punkten (ay, a», a3) €
R3 mit a% = a, gebildet. Sie ist ein Zylinder iiber einer Parabel in der (x;, x,)-Ebene. Fiir
s = 2 haben wir die Gleichung x? + x = x3. Schneidet man das entstehende Gebilde
mit der (x;, x3)-Ebene, dann ergibt sich eine Parabel. Diese ldsst man um die x3-Achse
rotieren. Das Ergebnis ist ein Rotationsparaboloid. Im letzten moglichen Fall s = ¢ ha-
ben wir Q = {(a1,a2,a3) € R*|a? — a3 = a3 }. Diese Fliche nennt man hyperbolische

Paraboloidschale. Wir werden ihre Geometrie weiter unten noch genauer beschreiben.
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A A

Abbildung I1.7: Der Zylinder iiber einer Parabel, das Rotationsparaboloid und die hyper-
bolische Paraboloidschale

Regellinien auf Quadriken

Eine Fliche!® S ¢ R? heiBt Regelfliiche, wenn sie Vereinigung von Geraden ist. Kegel
oder Zylinder sind offensichtlich Vereinigungen von Geraden. Es seien g(x1, x,, x3) ein
Polynom vom Grade zwei und v = (a;, a»,a3) € V(q) ein glatter Punkt. Dann existieren
ein homogenes lineares Polynom /, und ein homogenes quadratisches Polynom k,, so dass

q(x1, %2, x3) = k(X1 — ai, xo —as, x3 — az) + [,(xy —ay, X, — az, x3 — az).

Um das Argument zu vereinfachen, wihlen wir die Koordinaten so, dass (a;, ay,a3) =
(0,0,0)und I, = x;, d.h.,

q(x1, x2, x3) = ky(x1, X2, X3) + X1.

Der Durchschnitt von V(g) mit der Tangentialebene V(x,), die wir auf die offensichtliche
Weise mit R? identifizieren, besteht also aus allen Punkten (a,, a3) € R? mit k,(0, as, a3) =
0. Dies ist ein Kegel mit Spitze (0, 0). Es ist also eine Gerade, die Vereinigung zweier Ge-
raden, die sich in (0, 0) schneiden, oder ein einzelner Punkt. Letzteres passiert z.B., wenn
k,(0, x2, x3) = x5 + x3. Fiir die Sphire oder das Rotationsparaboloid haben wir genau die-
sen Fall."”

Das einschalige Rotationshyperboloid. Wir beginnen mit dem einschaligen Rotations-
hyperboloid

0 ={(a,ay,a;3) € ]R3|a% +a§ —a§ =1}

Im Punkt (1,0, 0) € Q lautet die Taylorentwicklung

(1= 1)+ -x5+2-(x;-1)=0.

3Punkte und Geraden sehen wir hier nicht als Flichen an.

9Wir konnen iiber den komplexen Zahlen statt iiber den reellen Zahlen arbeiten. Dann ist nach dem
Fundamentalsatz der Algebra jedes homogene Polynom vom Grad zwei Produkt zweier linearer homogener
Polynome, z.B. x% + x% =(x— V-1 x3)(xp + V-1- x3). Unser Argument zeigt somit, dass jeder Punkt auf
einer komplexen Quadrik auf einer Geraden liegt. Jede Quadrik iiber den komplexen Zahlen ist also eine
Regelfliche.
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Die Tangentialebene an Q in (1,0, 0) ist die Ebene

E = {(al,az,ag) € ]R3 |611 =1 }
Die Punkte in ENQ sind die Punkte der Form (1, az, a3) mit (a;—a3)-(ax+a3) = a5—a; = 0.
Mit

y. ={(a,a,a3) eR*|a; = 1 Aay = +a3}
gilt
ENQ=y_Uy,.

Fiir jedes A4 € R schneiden sowohl y_ als auch y, die Ebene

E,:={(ai,ar,a3) € R’ a3 = }.

Jetzt nutzen wir die Rotationssymmetrie aus. Wenn wir die Gerade y_ um die x3-Achse
rotieren lassen, dann erhalten wir genau Q. Die ersten Geradenschar besteht aus allen
Geraden, die durch Rotation von y_ um die x3-Achse entstehen.

o1
1
S
. 1
s
b .
4

o N i ¢
+ - - - a—
o

Abbildung I1.8: Einige Geraden aus der ersten Geradenschar

Diese Beobachtung kénnen wir dazu verwenden, eine Parametrisierung von Q anzu-
gen. Dazu verwenden wir Spaltenvektoren. Es gilt

1 0
vy = O [+A-]1|]|2eR
0 1

Die Rotation um die x3-Achse um den Winkel ¢ € [0, 27) wird durch die Matrix

cos() —sin(®) O
sin(1}) cos(®t) O
0 0 1

realisiert. Es folgt, dass

¢0_:[0,21) x R — R*?

cos(?) —sin(})
(P, ) r—| sin(®) |+A- cos(1)
0 1
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eine Bijektion ist. Fiir festes 9 € [0, 27) ist ¢_({y} X R) eine Gerade der ersten Schar,

und jede Gerade der ersten Schar ist von dieser Form.
Diesmal lassen wir die Gerade vy, um die x3-Achse rotieren und {iberstreichen so Q.

Die so erhaltenen Geraden sind die Geraden der zweiten Geradenschar. Mit

1 0
yo=2l0]+a-] 1]]aeR
0 -1

gewinnen wir die Parametrisierung

¢.:[0,27) x R — R?

cos(}) —sin(¥)
D) r+—| sin(¥) |[+A- cos(1})
0 -1

Abbildung I1.9: Einige Geraden aus der zweiten Geradenschar

Der folgende Satz fasst die erzielten Ergebnisse zu-
sammen.

11.2.38 Satz. Auf der Quadrik Q gibt es zwei Gera-
denscharen. Dabei gilt:

1) Zwei Geraden einer Geradenschar sind entwe-
der gleich oder disjunkt.

i) Jede Gerade der ersten Geradenschar schnei-
det jede Gerade der zweiten Schar in jeweils
genau einem Punkt.

iii) Jeder Punkt auf Q liegt auf genau einer Gera-
den der ersten Geradenschar und auf genau ei-
ner Geraden der zweiten Geradenschar.

11.2.39 Bemerkungen. Es gibt Bauwerke, an denen die Regellinien als Stilelement einge-
setzt werden, z.B. den Kobe Port Tower, die Skulptur ,,Mae West* in Miinchen oder den
abgebildeten Wasserturm des Ingenieurs Schuchow?” in Buchara, Usbekistan.

20Wladimir Grigorjewitsch Schuchow (1853 - 1939), russischer Ingenieur.
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11.2.40 Aufgabe. Beweisen Sie, dass die Abbildung

y:[0,21) — R
(@,41) +—  (cos(®?) - cosh(A), sin(}) - cosh(2), sinh(1))

das einschalige Rotationshyperboloid

0 =((a,a0a) e R |} + 3 -~ ad = 1)

parametrisiert.

Abbildung I1.10: Einige Beispiele fiir Geraden aus den beiden Geradenscharen

Die hyperbolische Paraboloidschale. Wir untersuchen Q = V(x? — x3 — x3). Diese Qua-
drik hat die folgende Parametrisierung:?!

¢ RxR —R®

(a1, ap) V> (a) + ap,a; — az,4 - a; - ap).

Man erkennt, dass es zwei Scharen von Geraden auf Q gibt, so dass die zu I1.2.38 Satz
analogen Eigenschaften erfiillt sind (s. Abbildung I1.10).

11.2.41 Bemerkungen. 1) Hyperbolische Paraboloidschalen werden ebenfalls in der Bau-
kunst eingesetzt. Man kennt sie auch als Kartoffelchips.

i) Wenn eine Gerade y in einer Fliche Q enthalten ist, dann ist sie in jedem Tan-
gentialraum an Q in einem Punkt v € y enthalten. Gibt es also in einem glatten Punkt v
der Fliche Q zwei verschiedene Geraden, die diesen Punkt passieren und in der Fldche
enthalten sind, dann spannen diese Geraden den Tangentialraum an Q in v auf. Aufler den
Vereinigungen von Ebenen sind das einschalige Rotationshyperboloid und die hyperboli-
sche Paraboloidschale die einzige Quadriken, so dass durch jeden Punkt der Quadrik zwei
verschiedene Geraden laufen, die in der Fldche enthalten sind.

21 Diese Quadrik ist affin #quivalent zu der Quadrik V(x;-x,—x3). Dort ist die Parametrisierung besonders
leicht zu finden.
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Projektive Geometrie

Betrachtet man ebene perspektivische Abbildungen des dreidimensionalen Raums, so ent-
steht bisweilen der Eindruck, dass sich parallele Geraden im Unendlichen schneiden. Ex-
perimentiert man weiter mit solchen perspektivischen Darstellungen, dann erkennt man
z.B., dass man durch Hinzufiigen eines einzigen Punkts aus einer Parabel eine Ellipse ma-
chen kann. Der projektive Raum P" ist eine ,,Kompaktifizerung“ des affinen Raums A",
in dem diese Aussagen prizise beweisbar sind. Die Konstruktion des projektiven Raums
ermOglicht es einem, fundamentale Aussagen mit Hilfe von linearer Algebra zu bewei-
sen. Durch seine Konstruktion ist der projektive Raum bereits mit einer Symmetriegrup-
pe ausgestattet, nimlich der projektiven linearen Gruppe. Der Hauptsatz der projektiven
Geometrie kldrt, durch welche Eigenschaftenf diese Symmetriegruppe charakterisiert ist.
Zu den GroBen, die invariant unter der Wirkung der projektiven linearen Gruppe sind,
gehort das Doppelverhiltnis. Es hat eine interessante technische Anwendung.

III.1 Perspektivische Abbildungen

Mochte man ein Bild eines dreidimensionalen Ob-

jekts, z.B. einer Landschaft oder eines Gebdudes,

auf einer Zeichenebene festhalten, so ist das Prin-

zip ganz einfach. Man fixiert die Zeichenebene E

und nimmt einen Beobachtungspunkt O ein. Man

visiert mit dem Auge einen Punkt P auf dem dar- <
zustellenden Objekt an. Der Punkt Q, in dem die
gedachte Gerade durch O und P die Zeichenebene

E schneidet, ist der Punkt, der P auf unserem Bild
darstellt.

An dieser Stelle scheint die Aquivalenzrelation I11.2.1 der projektiven Geometrie schon
ein bisschen durch, denn alle Punkte, die auf derselben in O beginnenden Halbgerade lie-
gen, sind auf der Zeichenebene ununterscheidbar. Allerdings werden in II1.2.1 Definition
ganze Geraden und nicht nur Halbgeraden identifiziert.
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Man kann nun die Zeichengerade und den Beobachtungspunkt variieren und erhélt
so verschiedene Abbilder desselben Objekts. Andert man den Beobachtungspunkt von O
zu O’, so gibt es Punkte P und Q im Raum, die mit O auf einer gemeinsamen Geraden
liegen aber nicht mit O’. Im ersten Bild sind sie nicht unterscheidbar, im zweiten Bild
erscheinen Sie als verschiedene Punkte. Dieses Phdnomen wollen wir auler Acht lassen
und diskutieren nur den Fall zweier verschiedener Positionen der Zeichenebene.

III.1.1 Heuristische Diskussion perspektivischer Abbildungen

Wir fixieren nun einen Punkt O € R? und zwei Ebenen
E c R? und E’ ¢ R? und nehmen dabei an, dass E und E’
nicht parallel sind, sondern sich in einer Geraden schnei-
den, und O auf keiner der Ebenen liegt. Wir mochten eine
Korrespondenz zwischen E und E’ herstellen. Sie ergibt
sich, grob gesagt, dadurch, dass wir E auf E’ darstellen.
Das bedeutet, wir nehmen einen Punkt P € E, zeichnen
die Gerade durch O und P und ordnen P den Schnittpunkt
f(P) dieser Gerade mit E’ zu.

Wir erkennen sofort ein Problem. Wenn nédmlich die Gerade durch O und P parallel
zur Ebene E’ verlduft, dann schneidet sie £’ nicht, und f(P) ist nicht definiert. Ebenso hat
ein Punkt Q auf der Ebene E’ kein Urbild, wenn die Gerade durch O und Q parallel zur
Ebene E ist. Die Abbildung f ist auBerhalb einer Geraden y C E definiert. Wir schreiben
daher

fiE->E.

Es stellt sich die natiirliche Frage, ob man die Ebenen E und E’ so zu Objekten E und E
erweitern kann, dass f eine bijektive Abbildung

fiE—E

induziert. Die folgenden Beobachtungen liefern zusétzliche Intuition und Motivation, die-
se Frage zu untersuchen, und illustrieren, dass in gewisser Weise Punkte ,,im Unend-
lichen* zu fehlen scheinen. Wir empfehlen dem Leser bzw. der Leserin, die folgenden
[lustrationen selbststindig nachzuvollziehen.

Es sei # C R? eine Gerade, die parallel zur Ebe-
ne E verlduft und den Punkt O enthilt. Weiter sei R der
Punkt, in dem diese Gerade die Ebene E’ schneidet. Die
Schar der Geraden in der Ebene E, die parallel zu £ ver-
laufen, wird dann auf die Schar der Geraden in £’ abge-
bildet, die sich im Punkt R schneiden. Der Punkt R liegt
natiirlich nicht im Bild der Korrespondenz f: E --> E’.
Dieses Bild konnte Thnen noch aus dem Kunstunterricht
bekannt sein. Es stellt ndmlich die Fluchtpunktperspek-
tive mit einem zentralen Fluchtpunkt dar.

Die Ebene, die parallel zu E” ist und den Punkt O enthilt, schneidet die Ebene E in
einer Geraden y.! Diese Gerade teilt die Ebene E in zwei Hilften. Eine Ellipse K C E,

'Dies ist genau die Gerade, in der f nicht definiert ist, sozusagen der Horizont.
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die y in einem Punkt beriihrt, erscheint in £’ als Parabel. Eine Ellipse K C E, die y in
zwel verschiedenen Punkten schneidet, erscheint in £’ als Hyperbel.

Abbildung III.1: Korrespondenzen zwischen verschiedenen Typen von Koniken

Die Bilder suggerieren, dass Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln in der Geometrie, die
wir suchen, zusammenfallen. Genauer gesagt, scheint durch das Hinzufiigen eines unend-
lich fernen Punkts aus einer Parabel eine Ellipse zu werden, und durch das Hinzufiigen
zweier unendlich ferner Punkte aus einer Hyperbel eine Ellipse.

II1.1.2 Der Satz von Desargues

Der Satz von Desargues? beschreibt Eigenschaften gewisser Konfigurationen von Punkten
und Geraden in der Ebene. Er spielt in der axiomatischen Geometrie eine wichtige Rolle.
Wir gehen darauf in 111.4.6 Bemerkung ein, nachdem wir die Version des Satzes von
Desargues in der projektiven Ebene (I11.4.5 Satz) formuliert und bewiesen haben.

2Gérard Desargues (1591 - 1661), franzosischer Architekt und Mathematiker.
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IT1.1.1 Der Satz von Desargues in der affinen Ebene. Gegeben seien sechs Punkte Ay,
B\, Ci,As, By, C, in der Ebene R?, von denen keine drei auf einer Geraden liegen.® Es
wird vorausgesetzt, dass sich die Gerade durch A, und A,, die Gerade durch B, und B,
und die Gerade durch C, und C, in einem Punkt O schneiden, die Gerade durch A, und
B, und die Gerade durch A, und B, in einem Punkt P, die Gerade durch A, und C| und
die Gerade durch A, und C, in einem Punkt Q und die Gerade durch B, und C, und die
Gerade durch B, und C, in einem Punkt R. Dann liegen die Punkte P, Q und R auf einer
Geraden.

Um den Satz plausibel zu machen, benutzen wir die Projektion

7 RP— R?

(ay,ax,a3) — (a1, a)

und nehmen an, dass die im Satz angegebene Konfiguration die Projektion einer Konfigu-
ration im Raum ist. Wir nehmen also an, dass wir sechs verschiedene Punkte A;, By, C;,
A,, By, C, im Raum R3 gegeben haben, so dass weder A;, By und C; noch A,, B, und
C, auf einer Geraden liegen. Weiter sollen sich die Gerade durch A; und A,, die Gerade
durch B; und B, und die Gerade durch C;| und C, in einem Punkt O schneiden. Schlief3-
lich nehmen wir an, dass sich die Gerade durch A; und B; und die Gerade durch A, und
B, in einem Punkt P schneiden, die Gerade durch A; und C; und die Gerade durch A, und
C, in einem Punkt Q und die Gerade durch B; und C; und die Gerade durch B, und C, in
einem Punkt R.

Die Punkte A, B; und C; spannen eine Ebene E; auf und die Punkte A,, B, und C,
eine Ebene E,, und wir setzen weiter voraus, dass £; # E,. Unter der perspektivischen
Abbildung f: E| --» E;, die durch O gegeben ist, wird das Dreieck mit den Ecken A;, B,
und C, auf das Dreieck mit den Ecken A,, B, und C, abgebildet.

3Die Punkte A;, B; und C, sowie A,, B, und C; sind also jeweils die Ecken eines Dreiecks.
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Der Punkt P liegt auf der Geraden durch A; und B; und damit in der Ebene E;. Ebenso
liegt er auf der Geraden durch A, und B, und damit in der Ebene E,. Folglich liegt P auf
der Geraden y := E; N E,. Genauso schlieen wir, dass Q und R auf der Geraden vy liegen.
Die Bilder dieser Punkte unter x liegen somit auf der Geraden n(y).

II1.1.2 Aufgabe. Beweisen Sie, dass eine Konfiguration wie in III.1.1 Satz als Projektion
unter 7 einer Konfiguration im Raum wie oben beschrieben erhalten werden kann, so dass
wir in der Tat einen exakten Beweis gefiihrt haben.

II1.2 Die Projektivierung eines Vektorraums

Es seien k ein Korper und V # {0} ein nicht-trivialer k-Vektorraum. Dann ist der zugehori-
ge projektive Raum P(V) die Menge aller Geraden in V, die durch den Ursprung gehen.
Die Bildung dieser Menge ist nach den Axiomen der Mengenlehre (vgl. [37], Abschnitt
1.2) zulassig. Wir werden jetzt eine andere Definition besprechen, die fiir die Beschrei-
bung vieler Eigenschaften der Projektivierung besser geeignet ist.

Eine Gerade durch den Ursprung ist ein linearer Teilraum y C V der Dimension
eins. Fiir einen nicht-trivialen Vektor v € V' \ {0} ist die durch v aufgespannte Gerade die
Teilmenge

voi={Ad-v|dek}

Offenbar ist jede Gerade y durch den Ursprung in V von der Form v, fiir einen geeigneten
Vektor v € V' \ {0}. Genauer gilt

YveV\{0}: y=y & vewy.

Es seien nun v;,v, € V \ {0} zwei Vektoren. Wenn v,, = v,,, dann gilt insbesondere
Vi € Y,,, so dass es eine Zahl A € k mit v; = 4 - v, gibt. Dav; # 0, muss A4 # 0 gelten.

II1.2.1 Definition. Auf V \ {0} sei die Relation ,,~*“ durch
Yvi,vo € VA {0} : Vi ~ V) — Alek\{O}: vi=A-v
festgelegt.

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass ,,~“ eine Aquivalenzrelation ist. Fiir einen Vektor
v € V '\ {0} bezeichnen wir seine Aquivalenzklasse bzgl. ,,~ mit [v]. Wie iiblich setzen
wir k* := k \ {0}

111.2.2 Bemerkung. Es ist

o: (V\{0}) xk* — V\ {0}
v, )r— A-v

eine Wirkung von rechts der multiplikativen Gruppe (k*, -) des Korpers k auf die Menge
V \ {0}.* Die obige Aquivalenzrelation ist dann die Aquivalenzrelation, die durch diese
Gruppenwirkung wie in [36], I11.6.7 Definition und II.6.8 Lemma, beschrieben induziert
ist. Daher bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen mit

(V\{0h/k*.

“Da (k*,-) eine abelsche Gruppe ist, konnen wir o auch als Linkswirkung ansehen (vgl. [36], 11.6.23
Aufgabe).
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Unsere Betrachtungen zeigen das Folgende.

II1.2.3 Lemma. Die Abbildung

(V\{0)/k" — P(V)

] —
ist eine Bijektion.

Wir haben die Projektionsabbildung

7. V\{0} — P(V)

vi— [v] =y,.

Fiir eine Teilmenge X c P(V) ist
(X)) u {0}

der affine Kegel liber X.

Wenn U C V ein linearer Teilraum ist, dann ist jede Gerade durch den Ursprung in
U in V enthalten und dort ebenfalls eine Gerade durch den Ursprung, d.h., P(U) c P(V).
Mit der Bijektion aus II1.2.3 Lemma gilt

PU) = {[ul € P(V)|u € U\ {0}}.

Eine Teilmenge X c P(V) ist ein linearer Unterraum, wenn es einen linearen Teilraum
U c V gibt, so dass X = P(U). Die Dimension von X ist

dim(X) := dimg(U) — 1.

Demnach ist dim(V) — 1 die Dimension von P(V). Wir schreiben P} := P(k"*") und
nennen P} den n-dimensionalen projektiven Raum. Lineare Teilrdume der Dimension eins
von P(V) heiBBen Geraden, zweidimensionale Ebenen. Fiir (a, ..., a,) € k"*'\{0} schreiben
wir’

lag : -+ - : a,) := [(ag, ..., an)].

Man nennt dies die homogenen Koordinaten des Punkts.
II1.2.4 Lemma. Zwei verschiedene Punkte py, p» € P(V) liegen auf genau einer Geraden.

Beweis. Geraden in P(V) stehen in Bijektion zu zweidimensionalen linearen Teilrdumen
von V.

Es sei v; € V' \ {0} ein Vektor mit p; = [v;], i = 1,2. Die Bedingung p, # p, ist dqui-
valent dazu, dass v; und v, in V linear unabhingig sind. Der von v; und v, aufgespannte
lineare Teilraum ( vy, v, ) ist somit zweidimensional und der einzige zweidimensionale
lineare Teilraum von V, der v; und v, enthilt. O

3Sehen wir die Elemente von k" als Spaltenvektoren an, dann schreiben wir ebenfalls

lao : -+t ap] = [(@gs o an)'], (g, ... an) € K1\ {0).
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II1.2.5 Satz. Zwei verschiedene Geraden vy,,7y, in der projektiven Ebene ]Pi schneiden
sich in genau einem Punkt.

Beweis. Es sei U; C V der zweidimensionale lineare Teilraum, der der Geraden vy; ent-
spricht, i = 1,2, und U; + U, C k* der kleinste lineare Teilraum, der U; und U, enthilt
([41], Definitionen II1.2.1). Wegen U, # U, gilt U; € U, + U,. Da U, zweidimensio-
nal ist, muss U; + U, (mindestens) dreidimensional sein, d.h., U; + U, = k>. Aus der
Dimensionsformel ([41], Aufgabe I11.5.49)

dimk(Ul + Uz) = dlmk(Ul) + dlmk(Ug) - dll’l’lk(Ul N Uz)

folgt, dass U N U, ein eindimensionaler Teilraum ist. Er definiert den Schnittpunkt von
v1 und 7y,. Die Eindeutigkeit ist klar. O

I11.2.6 Aufgabe. Es sei IF, = {0, 1} der Korper mit zwei Elementen. Die Punkte der pro-
jektiven Ebene ]P%Ff werden in einen Graphen eingetragen.

Coo 4l Drei Punkte liegen in dem Bild dabei auf einer Ge-
raden oder dem Kreis, wenn sie auf einer Geraden in
der projektiven Ebene liegen.

Bei einer Lotterie werden 3 Zahlen aus der Menge

{1,...,14} gezogen. Man gewinnt, wenn man mindes-

tens zwei Zahlen richtig tippt. Geben Sie eine Menge
¢ von 14 Tippreihen an, so dass Sie bei einer Ziehung

O:0:0x el TR auf jeden Fall gewinnen.

Hinweis. Nummerieren Sie die Punkte im Graphen der Ebene auf zwei Weisen neu, und

verwenden Sie die Geraden.

I11.2.7 Aufgaben. Es seien V ein dreidimensionaler k-Vektorraum und V" := Homy(V, k)
sein Dualraum ([41], Definitionen IV.2.1, 1).

a) Erklédren Sie, wieso die Projektivierung IP(V") Geraden in der projektiven Ebene P(V)
parametrisiert. Geben Sie dazu eine Vorschrift P — ¢p an, die einem Punkt P € P(V")
eine Gerade £p C IP(V) zuordnet. Beschreiben Sie auch die Umkehrabbildung, die einer
Gerade Z c P(V) einen Punkt P, € P(V") zuordnet.

b) Fiir P = [v] € P(V) sei

oL (:0.4 A

CLedQ

v ={lx1 € P(V) | x(v) =0}.

Weisen Sie nach, dass yp C P(V"Y) eine Gerade ist und dass P — 7yp eine Bijektion
zwischen P(V) und der Menge der Geraden in P(V") induziert.

c) Gegeben seien ein Punkt A € IP(V) und eine Gerade £ C P(V). Zeigen, Sie dass genau
dann A € 7 gilt, wenn y, 3 P, erfiillt ist. Folgern Sie, dass fiir zwei verschiedene Punkte
A, B € P(V) und ihre Verbindungsgerade # := AB der Punkt P, der Schnittpunkt der
Geraden y,4 und yp ist.

Bemerkung. Die Bedeutung dieser Beobachtungen liegt darin, dass jede Aussage, die
Punkte und Geraden in der projektiven Ebene betrifft eine duale Aussage hat (vgl. I111.6.11
Aufgabe, 1), in der Punkte und Geraden ihre Rollen tauschen und Schnittpunkte in Ver-
bindungsgeraden und umgekehrt tibergehen.

®Diese projektive Ebene heiBt Fano-Ebene, nach dem italienischen Mathematiker Gino Fano (1871 -
1952).
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II1.2.1 Die projektive lineare Gruppe
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper k und GL(V) := {¢: V — V| ist bijektiv

und linear } die allgemeine lineare Gruppe. Wir betrachten die Linkswirkung (vgl. [36],
11.6.3 Beispiele, ii)
oc: GL(V)xV —V
(@, v) = @(v).
Es gilt
Voe GL(V), VveV,Vaek: ¢d-v)=A1-¢pW).
Deshalb ist

7: GL(V) x P(V) — P(V)
(@, [v]) — [e()]

wohldefiniert. Es handelt sich ebenfalls um eine Linkswirkung. Die Teilmenge
Z(GL(V)) :={A-idy |2 € k*}

ist eine Untergruppe, die im Zentrum’ enthalten ist.® Eine Untergruppe des Zentrums ist
normal ([36], I1.9.6 Beispiele, ii), so dass die Quotientengruppe ([36], I11.9.4 Satz) definiert
ist. In unserem Fall heif3t die Quotientengruppe

PGL(V) := GL(V)/Z(GL(V))

die projektive lineare Gruppe.’
Analog ist fiir n € N die projektive lineare Gruppe

PGLys1(K) := GLyt (K)/{ A - Eppy [ € k¥ )

"Dies sind die Abbildungen ¢ € GL(V), so dass £ o ¢ = ¢ o { fiir alle ¢ € GL(V) gilt (vgl. [36], 11.6.17
Definitionen, iv).

81n der Tat ist dies genau das Zentrum von GL(V). Dazu seien (v;);c; eine Basis von V und £ € GL(V) ein
Element aus dem Zentrum. Es gebe einen Vektor v € V, der kein Eigenvektor von £ ist, d.h., w := {(v) € (v).
Wir konnen annehmen, dass es Indizes i, j € I gibt, so dass v = v;und w = v;. Es sei ¢;: V — V die
lineare Abbildung mit 1 (v) = w, ¥ 1(w) = vund ¥ (vi) = v, k € I\ {i,j}, und ¥»: V — V die lineare
Abbildung mit ¥»(v) = w, Yo(w) = v +wund Yr(vi) = vi, k € I\ {i, j}. Dann

Lw) = LW () = 1(CW) = gi(w) = v,
Lw) = L2 (V) = Y2(Ev)) = Yo (w) = v +w.

Dieser Widerspruch zeigt, dass jeder Vektor v € V ein Eigenvektor von ¢ sein muss. Nun gebe es Zahlen
A, u € k* mit A # p und Vektoren v,w € V' \ {0} mit /(v) = A- v und {(w) = u - w. Dann sind v und w linear
unabhingig. Nun ist v + w auch ein Eigenvektor. Es gibt also eine Zahl @ € k* mit /(v + w) = a - (v + w).
Damit gilt
a-(v+w)=Lv+w) =LV +Lw)=A-v+u-w,
d.h.,
(- v=@WU—-a) w.

Das ist offenbar unméglich.
°Es sei End(V) := {y: V — V|yistlinear}. Man beachte, dass PGL(V) eine Teilmenge von
P(End(V)) ist. Damit ist auch die Notation mit den eckigen Klammern definiert.
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definiert.'°

Man beachte, dass die Gruppe Z(GL(V)) trivial auf den projektiven Raum P(V) wirkt.
Nach unseren Uberlegungen sind
o: PGL(V)xP(V) — P(V)
([el. v]) = ()]

und

7: PGL,, (k) x P, — P
(AL D) ¥— [A -]
wohldefinierte Abbildungen und Linkswirkungen.
I11.2.8 Bemerkung. Es wirkt jetzt kein Element ¢ € PGL(V) mehr trivial auf P(V).
Zwei Teilmengen X, Y C P(V) heillen projektiv dquivalent, wenn es eine projektive
Transformation ¢: P(V) — P(V) mit
o(X) =Y

gibt.

III.3 Die projektive Ebene

Wir beschrinken uns jetzt auf die Betrachtung des zweidimensionalen projektiven Raums
IP; iiber dem Korper k und nennen IP; die projektive Ebene. Auch die projektive Gerade
IP, wird eine gewisse Rolle spielen.

I11.3.1 Einbettung der affinen Ebene

Wir definieren
Up:={lao:a:a] €Plag 0} ={[1:b;:b] €P;|(b,by) €k}
Nun ist

Lo k2 — Uo
(b1,by) — [1: by : by]

eine Bijektion. Diese Bijektion kommt dadurch zustande, dass k* als die Ebene E :=
{(ag,ay,a;) € k*|ay = 1}in k? eingebettet wird und dann vermége der Projektion 7r: k3 \
{(0,0,0)} — PP in die projektive Ebene abgebildet wird. In der Tat schneidet jede Gerade
¥ C k3, die nicht in der Ebene { (ag, a;,a,) € k*|ay = 0} liegt und damit in Uy, die Ebene
in genau einem Punkt. Der Unterraum Zy := {(ag,a;,a2) € k*|ag = 0} definiert die
Gerade P(Z,) c P}, und es gilt

P; = Uy U P(Z).

Man nennt P(Z) die unendlich ferne Gerade.
19T diesem Fall gilt PGL,,, (k) € P(Mat, .1 (k)).
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111.3.1 Aufgabe. Es sei
A :={[gl € PGLs(k)|[g] - Uo = Uo }.
Die Gruppe wirkt auf k> vemoge
AXK — Kk

(L], u) — 1" (7([g], to())).

Verwenden Sie diese Gruppenwirkung, um einen Isomorphismus zwischen Aff(A?7) und
A anzugeben.

Analog erkldren wir

Uiy :={lao:a :a] € Pila; #0} ={[by:1:by] € P;|(by,by) € K*},
Uy :={lap:a,:a] €P;|lay # 0} ={[bo: by : 1] € P;|(bo, b)) € k*}.

Wir haben die Bijektionen ¢; : k* — U;,i=1,2,und es gilt
P; = UyU U, U U,.

Das folgende Bild illustriert die Abbildung ,: k> — U, C IP,%, (bg,b1) —> [bg : by : 1].

II1.3.2 Zur Geometrie der reellen projektiven Ebene

In diesem Abschnitt arbeiten wir tiber dem Korper R der reellen Zahlen und wollen das
Objekt 1P, das wir erschaffen haben, genauer verstehen. Dazu sei

$? = {veR|IM = 1} = {(ap,a1,a2) € R’| @ + a} + a3 = 1}

die zweidimensionale Sphire. Fiir jeden Vektor v € R? \ {(0, 0, 0)} gilt
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d.h. jeder Vektor in R? \ {(0, 0, 0)} ist zu einem Vektor in der Sphiire S ? iquivalent. Weiter
gilt
YooweS?: vew = @W=w)V =-w.

Die Abbildung

a:S? — §?

V> =y
nennt man Antipodenabbildung. Wir haben somit eine surjektive Abbildung

7 S?— P

v [v],

und die beiden Urbilder von [w] € ]P]lzz sind die Antipoden +w.

111.3.2 Bemerkungen. 1) Als Zwischenschritt zum Verstindnis der Einbettung der affinen
Ebene in die projektive Ebene, die wir in Abschnitt II1.3.1 besprochen haben, beschreiben
wir die Teilmengen der Sphire, die den Geraden in R? entsprechen. Dazu betten wir R?
wieder als Ebene E = {(ag,a;,a,) € R*|a, = 1} in R? ein. Fiir eine Gerade y C E seien
E, c R’ die Ebene, die y und den Ursprung (0,0,0) enthilt, und o, := E, N S?. (Ein
solches Objekt nennt man einen Groftkreis.)

Der Durchschnitt von o, mit dem Aquator besteht aus zwei Antipoden p, und py. Nun
gilt
t(y) =7n(o, \ {p,.py 1)

Das Bild des Aquators unter 7 ist die unendlich ferne Gerade. Weiter ist
v = 7(oy) = w(y) Un(p))

eine (projektive) Gerade in Pg. Damit wird die affine Gerade y durch den Punkt 77( p,) zu
einer projektiven Gerade vervollstindigt, und 7(p;) ist der Durchschnitt der vervollsténdig-
ten Gerade mit der unendlich fernen Gerade.

ii) Da R? eine Topologie triigt ([38], 1.4.2 Beispiele, iii), erhalten R \ {(0, 0, 0)} und
§? induzierte Topologien ([38], 1.4.2 Beispiele, iv). Auf Pg wird die sogenannte Quo-
tiententopologie ([38], 11.A.5 Bemerkungen, ii), und 11.A.6 Beispiel) induziert. Beide
Konstruktionen der projektiven Ebene fiihren zurselben Topologie auf P%. GemiB Defi-
nition der Quotiententopologie ist die Abbildung S? — P stetig. Da S? kompakt ist
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([38], 2.2.14 Satz), ist auch P4 kompakt (vgl. [38], 3.4.1 Satz'!). Man beachte, dass R?
nicht kompakt ist ([38], 2.2.10 Satz). Daher bezeichnen wir P4 = R* U P}, auch als
Kompaktifizierung von R?.

111.3.3 Aufgabe. Fiihren Sie die analoge Konstruktion fiir die projektive Gerade P, durch,
und erkliren Sie, wie sie zu einer Identifikation §' — Py, fiihrt.

Um diese Konstruktion der projektiven Ebene zu verstehen, bemerken wir, dass wir
den Streifen S' x [—1, 1] so in die Sphire S? einbetten konnen, dass S! x {0} auf den
Aquator abgebildet wird.

S ——

Es sei M C S? das Bild dieser Einbettung. Um das Bild M von M in IP% zu bestimmen,
schneiden wir M mit H := { (ag, a1, a2) € R*|ay < 0}. Fiir H := {(ay, a1, a2) € R?|ay <
0} ist 71 ynm injektiv. Den Durchschnitt von M mit Hy := H \H = {(ag,a1,a2) € R*|ay =
0} konnen wir mit {+1} X [—1, 1] identifizieren. Die Antipodenabbildung a entspricht auf
M N H, der Abbildung

{(£1} x[-1,1] — {£1} x [-1,1]
(g,2) > (—&,-A).

D

Es folgt, dass M = 7(M) ein Mobiusband!? ist (vgl. [39], 5.3.9 Beispiele, iv).

"Da der Beweis die Uberdeckungseigenschaft benutzt, funktioniert er nicht nur fiir metrische Riume.
12August Ferdinand Mobius (1790 - 1868), deutscher Mathematiker und Astronom.
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Dies impliziert.
I11.3.4 Satz. Die projektive Ebene P ist nicht orientierbar.

111.3.5 Bemerkung. Der Begriff der Orientierbarkeit wird fiir Untermannigfaltigkeiten von
R" wird [39], 5.3.7 Definition, b), definiert. Er ldsst sich unmittelbar auf abstrakte Man-
nigfaltigkeiten ([38], 11.A.3 Definition, a) libertragen. Aus der Konstruktion der projek-
tiven Ebene kann man ableiten, dass sie die Struktur einer Mannigfaltigkeit ([38], 11.A.6
Beispiel) trigt. Die folgende Beschreibung kann helfen, diese Struktur zu erkennen.

Der Rand des Mdobiusbands ist homdomorph ([38], 10.1.1 Definition) zu S'. Das
Komplement des Mobiusbands besteht aus zwei disjunkten Teilen, die beide homdomorph
zur offenen Einheitskreisscheibe

D :={(a;,a) € R*|a] +a; < 1}

sind. Auf Grund der Aquivalenzrelation bendtigen wir nur eine der beiden Scheiben. Es
sei _
D :={(a;,a) e R*|a> +a3<1}=DUS".

Wir erkennen, dass die projektive Ebe&e dadurch entsteht, dass wir das Mobiusband M
mit der abgeschlossenen Kreisscheibe D entlang des Kreises S! verkleben.

I11.3.6 Satz. Die projektive Ebene Py, liisst sich nicht in den affinen Raum R? einbetten.

Unter einer Einbettung verstehen wir hier eine injektive stetige Abbildung ¢: ]P]%{ —
RR?, so dass das Bild «(Py) eine (topologische) Untermannigfaltigkeit ist."

Idee des Beweises. Um den Satz fiir den eben eingefiihrten Begriff der Einbettung zu
beweisen, benutzt man einige fortgeschrittene Konzepte und Ergebnisse der algebraischen
Topologie ([43], Chapter 6, 24). Man kann jedoch fordern, dass die Einbettung zahm (in
einem mathematisch préizisen Sinn) ist und dann einen anschaulichen Beweis geben. Ein
solcher Beweis wird in der Arbeit [27] besprochen. Wie bereits gesehen ist der Rand R =
OM ein Kreis. Zudem ist das Bild S von S' x {0}, in der obigen Konstruktion der Aquator
von S2, ein Kreis in M. Wir nennen ihn den Meridian. Maehara beweist, dass fiir eine
zahme Einbettung 7: M — R3 die beiden Kreise n(R) und n(S) verschlungen sind. Sie
konnen sich die beiden Kreise n(R) und n(S) als zwei Drahtschlingen oder Gummibénder
im Raum vorstellen, die sie nicht voneinander trennen konnen.

3Da P kompakt ist, ist «(P%) automatisch abgeschlossen (vgl. [38], 3.4.1 Satz) und die Abbildung
]P% — L(]P%R) ist ein Homdomorphismus. (Da ¢ abgeschlossene Teilmengen von ]P% auf abgeschlossene
Teilmengen von L(]P]%) abbildet, bildet ¢ auch offene Teilmengen von ]P]% auf offene Teilmengen von L(]Pﬂzz) ab.
Die behauptete Eigenschaft folgt daher aus [38], 10.1.4 Lemma.) Dabei trigt L(]P%) die Teilraumtopologie.
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gNee)

Abbildung III.2: Zwei unverschlungene (links) und zwei verschlungene (rechts) Kreise
im Raum R’.

Fiir das ,,iibliche” Mobiusband, das oben oder in [39], 5.3.9 Beispiele, iv), wiederge-
geben ist, kann man sich davon explizit iiberzeugen. Man fertige dazu ein Mobiusband
aus Papier an, indem man einen Papierstreifen nimmt, ein Ende um 180° dreht und dann
mit dem anderen Ende verklebt. Nun schneide man das Mdbiusband in der Mitte durch.
Es entsteht ein einzelnes geschlossenes Band. Es ist verdreht, aber orientierbar, so dass
es zwei Kanten hat. Eine davon entspricht R, die andere S. Da das Band verdreht ist, sind
die beiden Kanten verschlungen. Um dies zu visualisieren, schneide man das Band erneut
durch. Das Ergebnis sind zwei Streifen, die ineinander eingehingt sind.

Aus dieser Verschlingungseigenschaft konnen wir nun folgern, dass P nicht (zahm)
in R? eingebettet werden kann. Eine Einbettung ¢: Pz, — R induziert die Einbettung
URSHIvE M —> R? des Mdbiusbands. Gemif unserer obigen Beschreibung berandet R
eine Kreisscheibe D.

Weil R und S verschlungen sind, muss S diese Kreisscheibe schneiden. Dann kann ¢ aber
nicht injektiv sein, da der Meridian und die Kreisscheibe in P disjunkt sind. O

Eine Immersion der projektiven Ebene nach R? ist eine differenzierbare Abbildung
x: PE — R,
so dass fiir jeden Punkt [v] € P die totale Ableitung
D,(v]): T;,)Pg — R’

injektiv ist, d.h., Tangentenvektoren werden getrennt. Die Abbildung D, ([v]) wird mittels
Karten ([38], Anhang, Abstrakte Mannigfaltigkeiten) und der iiblichen totalen Ableitung
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([38], 6.1.1 Definition, a) erkldrt. Hilbert vermutete, dass es keine solche Immersion geben
kann, und beauftragte Werner Boy,'* dies in seiner Doktorarbeit zu beweisen. Boy konnte
allerdings zeigen, dass solch eine Immersion doch existiert.

Wie die Beschreibung des projektiven Raum als Verklebung des Mobiusbands und der
Einheitskreisscheibe suggeriert, konnen wir mit einer Immersion des Meridians und des
Mobiusbands beginnen. Die folgenden Zeichnungen illustrieren, wie solch eine Immersi-
on aussieht. '

Diese Immersion des Mobiusbands kann man noch modifizieren und erhilt das folgende
Bild.

Fiir das Weitere stelle man sich vor, dass das Mobiusband aus Gummi ist. Man kann die

"“Werner Boy (1879 - 1914), deutscher Mathematiker, im ersten Weltkrieg gefallen.
1>Bessere Versionen der folgenden Skizzen findet man in [11], S. 197f., und auf der Website

https://www.math.univ-toulouse. fr/~cheritat/boy-surface/index.html.
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obige Immersion dann ,,dehnen* und in die folgenden Immersionen verformen.

Das verbleibende Loch lasst sich dann durch eine (ebenfalls verformte) Kreisscheibe ver-
schlief3en.

Man nennt dieses Objekt die Boy-Flciche.

I11.3.7 Bemerkung. In dem Artikel [30] wird erklirt, wie Sie eine Boy-Fldche aus Papier
basteln konnen. Auf Youtube™ gibt es zu diesem Artikel auch ein ,, Tutorial®.

Das obige Verfahren zeigt die Existenz einer Immersion, ohne diese explizit anzuge-
ben. Explizite Immersionen wurden von Bryant'® und Apéry [1] entdeckt. Apérys Im-

mersion ([1], Proposition 1, S. 78) entsteht durch folgende Parametrisierung einer Boy-
Fliche:

@a: [0,m) % [—g, g) — R}
g - cos?(y) - cos(2 - @) + % - cos(¥) - sin(y) - cos(p)
1 — V2-sin(y) - cos(y) - sin(3 - ¢)
(o) — g - cos?(i) - sin(2 - ) — 2 - cos(y) - sin(y) - sin(yp)

1- V2. sin(y) - cos(y) - sin(3 - @)
cos*(y)
1 - V2 -sin(y) - cos(y) - sin(3 - ¢)

16Robert Leamon Bryant (geb. 1953), US-amerikanischer Mathematiker.

80



III.3. Die projektive Ebene

Uber die Kugelkoordinaten [38], 10.2.5 Beispiele, iii), definiert dies eine differenziebare
Abbildung S? — R?, die Antipoden nicht unterscheidet, und daher eine Abbildung
%a: P — R? vermittelt.

Die folgenden Bilder wurden mit CalcPlot3D!” und dieser Parametrisierung erstellt.
Das erste Bild zeigt die Kurve der Selbstdurchdringung. Mit der obigen Parametrisierung
erkennt man, dass der Aquator auf einen Kreis in der Ebene E := { (a;, a2, a3) € R?|a; =
1} abgebildet wird. Das zweite Bild zeigt diesen Kreis in einer Ansicht von oben. Das
dritte Bild zeigt das Bild einer Geraden wie im Bild in III.3.2 Bemerkungen, 1), gezeigt.
Alle Geraden durch den Nordpol nehmen unter ¢4 eine dhnliche Gestalt an.

Zum Vergleich wird noch eine Abbildung des Bilds in R? unter ¢, eines Kreises, der en-
steht, wenn man S 2 mit einer Ebene, die parallel zur (x,, x,)-Ebene ist, schneidet, gezeigt.
(Ein solcher Kreis entspricht keiner Geraden in ]P]%{.) Das letzte Bild enthilt alle bisher
geschilderten Kurven.

Apéry beweist weiter ([1], Proposition 2, S. 79), dass das Bild B der obigen Parame-
trisierung aus allen Punkten (ay, a», a3) € R3 besteht, die die Gleichung

64-(1-a3)y -a3-48-(1-a3)*-a3-(3-a; +3-a5+2-a3)+
+12-(1—a3)-a3-[27 - (@ + a5)* =24 - a3 - (a3 + ad)+
+36- V2 ay-a3- (@2 -3-a)+4-a}]+9-a>+9-a2 -2 -dd)

J-81- (@ +a2 -72-&- (@ +a2)+108- V2-a,-a3-(@® -3 -ad)+4-a%] =0

vom Grad 6 erfiillen.
Mit dieser Gleichung und einem geeigneten Programm'® kann man ebenfalls Ansich-

https://c3d.libretexts.org/CalcPlot3D/index.html
18Wir haben Surfer verwendet.
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ten einer Boy-Fliche erstellen.

III.4 Der Hauptsatz der projektiven Geometrie

In diesem Abschnitt beweisen wir zwei Aussagen, die beide als Teile des Hauptsatzes
der projektiven Geometrie bezeichnet werden. Der erste Teil erklirt, dass eine projektive
lineare Abbildung durch die Vorgabe eines Vierecks eindeutig spezifiziert wird. Damit
konnen wir leicht die projektive Version des Satzes von Desargues beweisen. Der andere
Teil charakterisiert alle bijektiven Selbstabbildungen der projektiven Ebene, die Geraden
auf Geraden abbilden. Im Fall der projektiven Ebene iiber den reellen Zahlen sind dies
genau die projektiven linearen Abbildungen.

I11.4.1 Projektive Aquivalenz von Vierecken

Ein Viereck ist ein geordnetes Tupel (A, A, A, A3) von Punkten in der projektiven Ebene
]P,%, so dass keine drei dieser Punkte auf einer Geraden liegen.

I11.4.1 Bemerkung. Es sei (A, A1, A, Az) ein geordnetes Tupel von Punkten in der Ebene.
Es sei v; € &\ {(0,0,0)} ein Vektor mit A; = [v;], i = 0, 1,2,3. Dann ist (Ag, A}, Az, A3)
genau dann ein Viereck, wenn je drei der Vektoren (vy, vy, v,, v3) linear unabhingig sind.
111.4.2 Beispiel. Wir setzen Eq :=[1 : 0: 0], E; :=[0:1:0], E, :=[0:0: 1] und
E; :=[1 :1 : 1]. Dann ist (Ey, E|, E», E3) ein Viereck. Wir werden es manchmal das
Standardviereck nennen.

Der erste Teil des Hauptsatzes betrifft die Existenz und Eindeutigkeit gewisser Trans-
formationen der projektiven Ebene.

II1.4.3 Satz. Es seien (Ao, A1, Ay, Az) und (By, By, B>, Bs) zwei Vierecke in der projektiven
Ebene. Dann existiert genau eine projektive Transformation ¢ = [A] € PGL;(k) mit

wA) =8B, i=0,123.

Beweis. Wir zeigen, dass es zu einem Viereck (Ag, A1, A,, A3) genau eine projektive Trans-
formation PAg,A1,A2,A3) € PGL3([€) mit

O aan(E) = A, 1=0,1,2,3,

gibt. Wir wihlen Vektoren vy, v, v2, v3 € k* \ {(0,0,0)} mit A; = [v;],i = 0, 1,2, 3. Weiter
seien e := (1,0,0), ¢; = (0,1,0), e; = (0,0,1) und e3 = (1,1, 1)". Eine Matrix A €
GL;(k) erfiillt genau dann [A]-E; = A;,i =0, 1,2, wenn es Zahlen A; € k* mitA-e; = 4;-v;,
i = 0,1,2, gibt. Damit auch [A] - E5 = Aj gilt, muss es eine Zahl A3 € k* geben, so
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dass vo + vi + v, = A3 - v3. Da Ay, A; und A, nicht auf einer Gerade liegen, sind vy, v;
und v, linear unabhingig. Es gibt daher eindeutig bestimmte Zahlen pg, y; und p, mit
Ho - Vo + Uy - Vi + o - vo = v3. Wir setzen w; := u; - v;, i = 0, 1,2. Wiahlen wir statt v; den
Vektor u - v3 mit u € k*, dann erhalten wir u - w;, i = 0, 1,2. Dies zeigt, dass das Tupel
(wo, wi, wp) mit A; = [w;], i =0, 1,2, und wy + wy; + w, € (v3) bis auf einen gemeinsamen
Faktor in k* eindeutig bestimmt ist. Damit ist auch die Matrix A € GL3(k) mit A - ¢; = w;,
i =0, 1,2, bis auf einen Faktor in £* bestimmt, d.h., [A] € PGL;(k) ist eindeutig bestimmt.
Sind nun (Ag, A, A,, A3) und (By, By, B, B3) zwei Vierecke, dann erfiillt

._ -1
P = P(B.B1.,B2.B3) © P(Ag,A;,47.43)

die gewiinschte Bedingung ¢(A;) = B;, i = 0, 1, 2, 3. Fiir eine andere projektive Transfor-
mation ¢’ € PGL3(k) mit ¢'(A;) = B;,i =0, 1,2, 3, sei

N |
g= %(B,B1,B1,B3) © QD/ O P(AgA1,A2,4;) € PGL;(k).

Wir finden Y/(E;) = E;, i =0, 1,2, 3. Daher muss ¢ die Identitit sein und ¢ = ¢’. O

I11.4.2 Der Satz von Desargues

Wir nennen Punkte Dy, ...,D, € ]P,f kollinear, wenn sie auf einer Geraden liegen. Ein
Tupel (A, B, C), das aus drei nicht kollinearen Punkten besteht, nennen wir ein Dreieck.

111.4.4 Bemerkung. In Lichte der Dualitiit aus II1.2.7 Aufgabe, ist die Eigenschaft, dass
sich drei Geraden in einem Punkt schneiden, dual zu der Eigenschaft, dass drei Punkte
auf einer Geraden liegen. Man nennt Geraden vy, ...,y, C lPi, die sich in einem Punkt
schneiden, auch konkurrent.

Um die Schnittpunkte zweier Geraden zu berechnen, beachte man, dass fiir zwei ver-
schiedene Punkte D = [dy : di : dy] und F = [fy : f1 : f>] aus der projektiven Ebene die
Gerade durch D und F die Menge

DF ={[A-do+p-fo: d-di+pu-fi:A-dy+p-fol € Pl (A, p) € K\ {(0,0)}} (IIL1)
ist und dass
IP,i—>ﬁ
[Arpl— [A-do+u-fo:d-di+p-fi:d-dy+p-fr]
eine bijektive Abbildung ist.

I11.4.5 Der Satz von Desargues in der projektiven Ebene. Fiir sechs Punkte A,, By, C1,
Ay, By, C; in der projektiven Ebene, von denen keine drei kollinear sind, werde angenom-
men, dass sich die Geraden A1A;, B1By und CC, in einem Punkt O schneiden. Es sei
P der Schnittpunkt der Geraden A\By und A;B,, Q der Schnittpunkt der Geraden AC,
und A,C, und Q der Schnittpunkt der Geraden B,C, und B,C»."> Dann sind P, Q und R
kollinear.

“Man erinnere sich, dass sich zwei verschiedene Geraden in ]P,% in genau einem Punkt schneiden (I11.2.5
Satz).
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Beweis. Der Aussage ist invariant unter projektiven Transformationen. Deshalb diirfen
wir nach II1.4.3 Satz annehmen, dass A; =[1:0:0],B;=[0:1:0],C;=[0:0:1]
und O = [1 : 1 : 1]. Mit (IlIl.1) erkennen wir, dass OA, = {[A : ool e ]Pil(ﬂ,u) €
k> \ {(0,0)}}. Da A, auf der Geraden OA, liegt, gibt es ein Paar (a,8) € k* \ {(0,0)} mit
Ay =[a:B:p5]. Wegen A # A, gilt sogar 8 # 0, d.h., mita := /B giltA; =[a:1:1].
Ebenso finden wir reelle Zahlen bund cmit B, =[1 : b : 1Jund C, = [1:1: c].

Weiter gilt A;By = {[A: u: 0] € P2| (4, 1) € k*\ {(0,0)} }. Ein Punkt der Form

[A-a+p:A+u-b:A+ul,

d.h. ein Punkt auf der Geraden A,B,, liegt genau dann auf der Geraden A{B;, wenn 1+ u=
0. Damit hat der Schnittpunkt P die homogenen Koordinaten [a — 1 : 1 — b : 0]. Analog
berechnetman Q =[a—-1:0:1—-c]Jund R=[0:b—1:1—c]. Die Bedingung, dass P,
Q und R kollinear sind, entspricht der Bedingung, dass die Vektoren

a-1 a—1 0
1-b |, 0 und b-1
0 1-c¢ 1-c¢

linear abhéngig sind. Man erkennt sofort, dass

e e

Damit ist der Satz bewiesen. O

I11.4.6 Bemerkung. In der axiomatischen Geometrie ist eine projektive Ebene (vgl. [26],
Kapitel I, 1.2 Definition) eine Menge P zusammen mit einer Teilmenge ® C *3(IP) der Po-
tenzmenge ([37], 1.2.18 Axiom) von P, deren Elemente Geraden von P genannt werden,
so dass folgende Axiome erfiillt sind:

e Zu zwei verschiedenen Punkten von [P existiert genau eine Gerade y € ®, die diese
Punkte enthilt.

e Zu zwei verschiedenen Geraden y,y’ € ® existiert genau ein Punkt, der in beiden
enthalten ist.

e In IP existiert ein Viereck, d.h. vier verschiedene Punkte, von denen keine drei auf
einer Geraden aus ® liegen.

Der Satz von Desargues kann fiir jede projektive Ebene in diesem Sinn formuliert werden
([26], Kapitel I, 5.1 Desarguessches Postulat), und man nennt eine projektive Ebene P
desarguessch, wenn der Satz von Desargues fiir diese Ebene wahr ist. Wie wir bewiesen
haben, ist jede Projektivierung eines dreidimensionalen Vektorraums iiber einem Korper
desarguessch. Es gibt eine allgemeinere Version, die desarguesche Ebenen liefert ([26],
Kapitel II, Abschnitt 3%0), und man kann die desargueschen Ebenen charakterisieren ([26],
Kapitel II, 5.2 Satz). In der axiomatischen Geometrie werden aber auch projektive Ebenen
untersucht, die nicht desarguessch sind (s. [5], [44]).

20Man beachte, dass ,.Korper in dem genannten Buch ,,Schiefkdrper bedeutet ([26], S. 4, Zeile 6fF).
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I11.4.3 Bijektive Selbstabbildungen, die Geraden auf Geraden
abbilden, und Korperautomorphismen

AuBer den Elementen der projektiven linearen Gruppe gibt es weitere, einfach zu de-

finierende bijektive Selbstabbildungen der projektiven Ebene, die Geraden auf Geraden

abbilden. Sie bringen Eigenschaften des zugrundliegenden Korpers & ins Spiel.
Es sei 0: k — k ein Korperautomorphismus, d.h., o ist bijektiv, und es gilt

* o(A+pu)=0d)+o), ,uck,
*x o(Ad-p)=0)-o(w), A, u € k.
Fiir die Umkehrabbildung gilt auch
* o 'A+p) =0 ') + o), A, u €k,
* o' Ay =0 ') - o7 (), A, u €k

111.4.7 Aufgabe. Es seien p eine Primzahl und IF,, der Korper mit p Elementen ([41], Satz
I1.4.8). Beweisen Sie, dass

F:F, — F,

a — aF

ein Korperautomorphismus ist. Er heiBt Frobenius?'-Automorphismus.

Ein Korperautomorphismus o : k — k induziert die bijektive Abbildung

Yo: P — P;
lao : a1 : ax] V¥ [o(ap) : o(a)) : o(ay)).

Sowohl projektive Transformationen ¢ € PGLj3(k) als auch Abbildungen der Form .,
0: k — k ein Korperautomorphismus, bilden Geraden in der projektiven Ebene auf
Geraden in der projektiven Ebene ab. Der zweite Teil des Hauptsatzes der projektiven
Geometrie charakterisiert alle bijektiven Selbstabbildungen der projektiven Ebene, die
Geraden auf Geraden abbilden.

I11.4.8 Satz. Es sei y: P; — P} eine bijektive Abbdildung, so dass y(y) fiir jede Ge-
rade y C ]Pi wieder eine Gerade ist. Dann existieren eine projektive Transformation
¢ € PGL;(k) und ein Korperautomorphismus o : k — k mit

Y=poi,.

Beweis. Es seien (Ey, Ey, E;, E5) das Standardviereck aus I11.4.2 Beispiel, A; := ¥(E)),
i =0,1,2,3, und @u,.4,.4,4, die Abbildung, die im Beweis von III.4.3 Satz eingefiihrt
wurde. Wir setzen

l// = ()0(_14]0,A1,A2,A3) oy
Dies ist eine bijektive Selbstabbildung der projektiven Ebene IP?, die Geraden auf Gera-
den abbildet und die die Punkte des Standardvierecks fixiert. Wir miissen im Folgenden
zeigen, dass " durch einen Korperautomorphismus o : k — k induziert ist.

2! Ferdinand Georg Frobenius (1849 - 1917), deutscher Mathematiker.
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In den folgenden Berechnungen verwenden wir die Beschreibung von Geraden, die
vor II1.4.5 Satz besprochen wurde. Es sei y, := {[ap : a; : a;] € IP,E |a, = 0} die Gerade
durch Ej und E;. Unter der Einbettung k* — P2, (a,b) — [1 : a : b], entspricht y, der
x-Achse. Analog entspricht y; := {[ag : a; : a;] € ]Pi |a; = 0} der y-Achse. Die Gerade
vo :={lap: a; : ax] € ]P,f |ap = 0} durch E| und E, ist die unendlich ferne Gerade. Die
Abbildung

n:k— v \{E1}
Ar—[1:2:0]

ist eine Bijektion. Da E( und E; von ¢’ fixiert werden und ¢’ Geraden auf Geraden ab-
bildet, wird y, auf y, abgebildet. Damit sind y,: y, \ {E;} — ¥2 \ {E1}, P — ¥/(P),
und

oci=n"oy,on k—k
Bijektionen. Wir werden zeigen, dass o ein Korperautomorphismus ist. Wir weisen zunéchst
die Additivitdt nach. Dabei ist uns das folgende Bild behilflich.

\ oo q

C4:0:0] \ N\ COo: L6
\ CAra-0)  CUbol\\TLiath: o

FirEy=[1:0:0]und E5 =[1:1:1]gilt
EoE; = {[c:d:d] €P;|(c,d) € kK*\ {(0,0)}}.

Diese Gerade schneidet die Gerade y, im Punkt [0 : 1 : 1]. Da Ey, E; und E, unter ¢’
festgehalten werden und Geraden auf Geraden gehen, wird auch der Punkt [0 : 1 : 1]
fixiert.

Anhand dieser Beschreibungen berechnet man, dass [1 : a : a] der Schnittpunkt der
Geraden durch [1 : @ : 0] und [0 : O : 1] mit der Geraden EyE; ist. Die Gerade EoE5
wird durch ¢/ auf sich abgebildet und die Gerade durch [1 : @ : O] und [0 : O : 1] auf die
Gerade durch [1 : o(a) : O] und [0 : O : 1]. Es folgt

Y ([1:a:al)=[1:0(): o(a). (111.2)

Nun ziehen wir die Gerade durch [1 : a : a] und E; und schneiden sie mit der Geraden
durch [1 : » : O] und [0 : 1 : 1]. Man berechnet, dass [1 : a + b : a] der Schnittpunkt
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ist. Die Gerade durch [1 : a : a] und E; wird von ¢ auf die Gerade durch ¢/([1 : a : a])
und E, also nach (III.2) auf die Gerade durch [1 : o(a) : o(a)] und E; abgebildet. Auf
der anderen Seite wird die Gerade durch [1 : b : O] und [0 : 1 : 1] auf die Gerade durch
[1:0(b):0]und [0 :1: 1] abgebildet. Es folgt

W' ([1:a+b:al)=][1:o0(a)+cb): o). (II1.3)

Die Gerade durch E, und [1 : a + b : a] schneidet die Gerade y, im Punkt [1 : a + b : O].
Die Gerade durch E, und [1 : a + b : a] wird nach (II1.3) auf die Gerade durch E, und
[1:0(a)+o(b) : o(b)] abgebildet. Diese schneidet y, im Punkt [1 : o(a) + o(b) : 0], d.h.

Y ([1:a+b:0])=[1:0(a)+c®):0] (I11.4)

Auf der anderen Seite gilt nach Definition ¥([1 : a+ b : 0]) = [1 : o(a + b) : 0]. Wir
haben gezeigt, dass

Ya,b e k\{0}: o(a+b)=oc(a)+ o).

Es ist offensichtlich, dass die Formel auch gilt, wenn a oder b oder beide null sind.
Die Multiplikativitdt wird dhnlich bewiesen. Hier verwendet man das folgende Bild.

To:0:AL

E'L‘.O:O]

Es zeigt zunichst, dass auch Punkt [1 : 1 : O] auf sich abgebildet wird. Die weiteren
Details iiberlassen wir der Leserin bzw. dem Leser.

Wenn wir jetzt ¥ := -1 oy bilden, dann erhalten wir eine bijektive Selbstabbildung
der projektiven Ebene, die Geraden auf Geraden abbildet und die Gerade y, := {[ao :
a : ap] € ]P,% |ap = 0} punktweise festhilt. Wir beweisen weiter, dass auch die Gerade vy,
punktweise festgehalten wird. Das nachstehende Bild zeigt, dass der Punkt [1 : a : a] fiir
a € k \ {0} von der Abbildung J festgehalten wird.
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Co;o;g \

CLod T

A GYREYEN

.
T

L4:0:0] TLainl E-o%_:o:g

Dasselbe gilt fiir den Schnittpunkt der Geraden durch E; und [1 : a : a] mit der Geraden
v1, also fiir den Punkt [1 : 0 : a]. Da

k— vy

ar—[1:0:4a]

eine Bijektion ist, ist die Behauptung gezeigt. Analog kann man zeigen, dass die Gerade
vo punktweise fixiert wird.

Esseinun B = [by : by : b,] € ]Pi ein Punkt. Wir konnen annehmen, dass B auf keiner
der drei Geraden vy, y; und 7y, liegt, d.h., b; # 0, i = 0, 1, 2. Die Gerade ¢; durch B und
E, = [0 : 1 : 0] schneidet die Gerade y, im Punkt P, = [by : O : b,], und die Gerade ¢,
durch Bund E; = [0 : O : 1] schneidet die Gerade y, im Punkt P, = [by : b; : 0]. Man
beachte, dass ¢ und £, wegen by # 0 verschieden sind. Da die Punkte P, P,, E; und
E, alle von J fixiert werden, wird sowohl die Gerade #; als auch die Gerade ¢, auf sich
abgebildet. Damit wird aber auch B als Schnittpunkt von #; und ¢, auf sich abgebildet.
Insgesamt haben wir bewiesen, dass es sich bei o um die Identitédt handelt. m]

I11.4.9 Aufgabe. Kommutieren die Elemente der Form ¢, o: k — k ein Korperauto-
morphismus, mit den Elementen ¢ € PGL;(k) der projektiven linearen Gruppe?

Um alle bijektiven Selbstabbildungen der projektiven Ebene ]Pi zu klassifizieren, die
Geraden auf Geraden abbilden, ist es erforderlich, alle Automorphismen des Grundkorpers
k zu klassifizieren. Im Fall des Korpers R der reellen Zahlen, der in dieser Vorlesung im
Vordergrund steht, ist das Ergebnis gliicklicherweise sehr einfach.

I11.4.10 Satz. Die Identitdt ist der einzige Automorphismus des Korpers der reellen Zah-
len.

Beweis. Es sei 0: R — R ein Korperautomorphismus. Da o insbesondere ein Auto-
morphismus der additiven Gruppe (R, +) ist, folgt (vgl. [36], I1.3.4 Lemma)

* 0(0) =0,
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* 0(=A1) =-0(1), 1€ R.
Ferner ist og+ ein Automorphismus der multiplikativen Gruppe (R*, -) von R, so dass
*x o(1)=1,
* oA ) =c), 1e R
Zunichst beweisen wir durch vollstidndige Induktion, dass
YVnelN: o(n)=n.
Wie schon bemerkt, gilt 0(0) = 0 und o(1) = 1. Fiir den Induktionsschritt berechnen wir
o+ =cm+o)=cm)+1=n+1.

Da weiter
VneN: o(-n)=-00n),

schlieflen wir
VkeZ: ok =k

Es gilt auch

1 1 1

ke Z\ (0} : (—):—:—

SZMO: )= 5w Tk

und daher @
ay o(a) a
VaeZ, VbeZ\{0): (—):—:—
€ cZ\ b) " o) b

Folglich haben wir gezeigt, dass
YieQ: o)=A (I11.5)

Nun erinnere man sich daran, dass eine reelle Zahl 4 € R genau dann positiv ist,
wenn es eine Zahl 4 € R* mit A = y? gibt (vgl. [37], 1.6.4 Eigenschaften, vi), und 2.5.2
Bemerkung, 1). In diesem Fall gilt

o) = o) = o(u’.

Da o injektiv ist, gilt o(i) # 0, und o(2) ist wieder positiv. Falls 1 < g, dann g — 1 > 0
und o(u) — o(A) = o(u— 1) > 0, d.h., c(1) < o(w).

Nun sei 4p € R eine reelle Zahl mit o(4y) # Ay. Indem wir ggfs. zu —A, iibergehen,
konnen wir Ay < 0(4y) voraussetzen. Es gibt dann eine rationale Zahl @ € Q mit 1y < @ <
o(Ay) ([37], 1.7.12 Satz). Mit (II1.5) erhalten wir

Ao < a =o(a) < a(dy),
i.e., 4o < @ und 0(4y) > o(a@), im Widerspruch zur vorangehenden Beobachtung. O

111.4.11 Bemerkungen. 1) Der Beweis zeigt auch, dass die Identitét der einzige Automor-
phismus des Korpers Q der rationalen Zahlen ist.

ii) Die komplexe Konjugation C — C, z +— Z, ist ein Korperautomorphismus (Ab-
schnitt IV.1.2, [40], [.4.1 Definition, ii), und 1.4.3 Eigenschaften). Allerdings hat C viele
weitere ,,wilde** Automorphismen, zumindest, wenn man das Auswahlaxiom ([14], Kapi-
tel 1, (M7), und Kapitel 9) voraussetzt ([21], [45]).
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Mit I11.4.8 Satz und II1.4.10 Satz schlieflen wir.

I11.4.12 Folgerung. Es sei y: P, —> Py eine bijektive Selbstabbildung, die Geraden
auf Geraden abbildet. Dann existiert ein Element [A] € PGL3;(R), so dass

Vvl e P . w([v]) = [A-v].

I11.4.13 Aufgabe. Beweisen Sie, dass eine bijektive Abbildung f: R?> — RR?, die Geraden
auf Geraden abbildet, affin ist.

II1.5 Zentralkollineationen

Wir werden zunichst spezielle Selbstabbildungen der projektiven Ebene anschauen und
dann erldutern, wie diese Abbildungen mit den perspektivischen Abbildungen aus Ab-
schnitt III.1 zusammenhingen.

I11.5.1 Definition. Eine projektive Transformation ¢: P; — P} heiBt Zentralkollineati-
on, wenn es eine Gerade y C ]Pi gibt, so dass

VPey: @P)=P
gilt.

II1.5.2 Lemma. Es seien ¢: ]P,% — ]Pi eine Zentralkollineation. Dann ist ¢ die Identitdit,
oder es gibt genau einen Punkt O € P2, so dass jede Gerade durch O auf sich abgebildet
wird.

Beweis. Es seiy c P; — PP} eine Gerade mit ¢(P) = P, P € y. Wenn es einen Fixpunkt
O € P; von ¢ gibt, der nicht auf y liegt, dann schneidet jede Gerade y’ durch O die Gerade
v in genau einem Punkt R. Da O und R durch ¢ fixiert werden, wird y” auf sich abgebildet.

Nun gebe es keinen Fixpunkt von ¢ in ]P% \ . Fiir einen Punkt Q € ]Pi \ v gilt somit
¢(Q) # Q. Es sei yg die Gerade durch Q und ¢(Q). Diese Gerade schneidet y in genau
einem Punkt Oy. Wegen yg = Op0 = Opp(Q) = ¢(Op)¢(Q) wird y, unter ¢ auf sich
abgebildet. Fiir Q; € P{ \ y und Q, € P} \ (y U yg,), ist der Durchschnitt von yo, Ny,
ein Fixpunkt von ¢. Er muss also auf vy liegen, d.h., Op, = Op,. Wir wiihlen also einen
Punkt Qy € P} \ y und definieren O := Og,. Unsere Betrachtungen haben erwiesen, dass
jede Gerade durch O auf sich abgebildet wird.

Es sei O" # O ein weiterer Punkt, so dass ¢ jede Gerade durch O" auf sich abbildet.
Offenbar sind O und O’ Fixpunkte von ¢. Fiir A € P? \ 00’ sind AO und AO’ zwei
verschiedene Geraden, die sich in A schneiden. Da AO und AO’ jeweils auf sich abgebildet
werden, wird A fixiert. Fiir einen Punkt A € OO’ \ { 0,0’} kénnen wir einen Punkt
B € IP?\ OO’ wihlen. Die Gerade BA enthilt noch einen weiteren Punkt B’ € P2\ 00’
Da BB’ und OO’ durch ¢ fixiert werden, wird auch A festgehalten. Wir haben damit
nachgewiesen, dass ¢ die Identitit ist. O

22Wir haben bereits im Anschluss an (ITI.1) beobachtet, dass es fiir jede Gerade in IP,% eine Bijektion
zwischen IP,i und der Geraden gibt. Die projektive Gerade enthilt die drei verschiedenen Punkte [1 : 0],
[0: 1] und [1 : 1]. Nur fiir £ = IF; sind das schon alle Punkte.
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Die Gerade v ist die Achse der Zentralkollineation und O ihr Zentrum.

111.5.3 Beispiel. Es sei yy := {[ap : a1 : a;]|ap = 0}. Wir betrachten eine Matrix A €
PGL;(k), die y, punktweise festhilt.

Fall A). Das Zentrum liege auBlerhalb von vy,. Wir konnen annehmen, dass O = [1 :
0 : 0] das Zentrum ist. Dann existiert ein Paar (1, ) € k* \ {(0, 0)}, so dass

A 00
A=10 u O
0 0 u

Der Punkt [1 : 1 : 0] € v = {[ap : a1 : a2] € P;|a, = 0} wird von A auf [A :
u : 0] abgebildet. Zu jedem Punkt P € y, \ {[1 : 0 : 0],[0 : 1 : O]} konnen wir eine
Zentralkollineation mit Achse y, und Zentrum [1 : O : O] finden, die [1 : 1 : O] auf P
abbildet.

Fall B). Das Zentrum O liege auf y,. Hier konnen wir voraussetzen, dass O = [0: 0 :

1]. Wir schreiben
A 00
A=b pu 0 |.

c 0 u

Day, = {lap : a; : a2] € ]Pi |a; = 0} auf sich abgebildet werden muss, gilt b = 0. Da
weiter die Gerade durch [1 : 1 : 0] und O auf sich selbst abgebildet wird, muss 4 = u
gelten. Wir konnen 4 = u = 1 wihlen. Zu P € y; \ {[0 : O : 1]} kOnnen wir eine
Zentralkollineation mit Achse yy und Zentrum [0 : O : 1] finden, die [1 : O : 1] auf P
abbildet.

I11.5.4 Satz. Jede projektive Transformation ldsst sich als Verkniipfung von hochstens
drei Zentralkollineationen darstellen.

Beweis. Wir fixieren ein Viereck (S, S1,52,53) und setzen A; := ¢(S;),i = 0,1,2,3.
Wenn Ay = Sy gilt, setzen wir x%; = idlpi. Andernfalls sei O € SyAp \ {So,4¢}. Da Ay,
A und A, nicht kollinear sind, konnen wir so nummerieren, dass A; ¢ SyAp gilt.23 Wir
wihlen eine Achse vy # S¢Ag, so dass O € y und A; ¢ . Die Diskussion von Fall B) in

I11.5.3 Beispiel zeigt, dass wir eine Zentralkollineation »; mit Achse y und Zentrum O
finden konnen, die S auf A, abbildet.?*

Essei Al :=%,(S;),i=1,2,3. Falls A} = A, setzen wir %, := id]Pg und iibergehen den

ZDabei sind die Punkte S, S 1,5, und S 3 entsprechend zu nummerieren.

*In der Tat kénnen wir nach I11.4.3 Satz eine Abbildung ¢: P; — P} mit ¢(y) = 0, ¢(0) =[0:0: 1]
und ¢(So) = [1 : 0 : 1] finden. Es gibt eine Zentralkollineation »: IP; —> P mit Achse y, und Zentrum
[0:0:1],die[1:0: 1] auf ¢(Ay) abbildet. Dann leistet %, := ¢! o x o ¢ das Verlangte.
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folgenden Schritt. Ansonsten zeichnen wir folgende Bilder.

Es seien O der Schnittpunkt® von A{A; und B'B und y = OA,. Wieder wenden wir Fall
B) an und finden eine Zentralkollineation %, mit der Achse y und dem Zentrum O, die A’
auf A, abbildet. Die Gerade B’'B wird von #, auf sich abgebildet. Da B” der Schnittpunkt
von B’B und ApA ist und B der Schnittpunkt von %;(A¢A|) = ApA; und %2(B’'B) = B'B,
folgt #,(B’) = B.

Es sei A” := %,(A}), i = 2,3. Falls sowohl Ay, A, und A7 als auch Ay, A3 und A} auf
einer Geraden liegen, dann wéhlen wir ApA; als Achse und A, als Zentrum.

Wir finden dann eine Zentralkollineation x%3; zu dieser Achse und diesem Zentrum, die
A7 auf A, abbildet. Wir haben %,(Ag) = Ao, #2(A;) = A; und %,(AY) = A,. Der Punkt
A7 ist der Punkt, in dem die Gerade m die Gerade M schneidet. Der Punkt %,(A%)
ist der Punkt, in dem die Gerade %Z(W) = BA, die Gerade #2(AgAY) = ApAY = ApAs
schneidet. Dieser Punkt ist aber As, i.e., #2(AY) = Az. In dem verbleibenden Fall kénnen
wir annehmen, dass wir so nummeriert haben, dass Ay, A3 und A% nicht kollinear sind.?¢

Es seien O der Schnittpunkt von A7A; und C”C und y = ApA;.

2Nach Konstruktion von %; sind O, A; und A7 kollinear und O, Ap und A; nicht. Somit sind Ao, A1 und

A7 nicht kollinear. Das bedeutet A{A; # B’'B.
2Die Vertauschung von 2 und 3 dndert die Punkte A, A'1 , Bund B’, die zuvor verwendet wurden, nicht.
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Ao

Es gibt dann eine Zentralkollineation mit Achse y und Zentrum O, die A% auf A3 abbil-
det. Wie vorhin konnen wir »%3(C”) = C folgern. Der Punkt A7 ist der Schnittpunkt der
Geraden BAY und A;C”. Damit ist x#3(AY}) der Schnittpunkt der Geraden %ﬁ@) = BA;
und #3(A;C”) = A,C, d.h., %3(A)) = As.

Die Abbildung » := x5 0 %, o x; erfiillt 2(S;) = A;, i =0, 1,2, 3. Nach II1.4.3 Satz gilt
©=x. O

111.5.5 Aufgaben. a) Es seien O € P2 und
Uo :={ ¢ € PGLs(k) | ¢ ist Zentralkollineation mit Zentrum O }.

Uberpriifen Sie, dass Uy eine Untergruppe von PGL5(k) ist.

b) Geben Sie eine Transformation ¢: lPi — ]P% der projektiven Ebene an, die keine
Zentralkollineation ist. Folgern Sie, dass die Verkniipfung von Zentralkollineationen 1.A.
keine Zentralkollineation ist.

Jetzt kehren wir zu den perspektivischen Abbildungen aus Abschnitt III.1 zuriick.
Es seien E,E’ C k* zwei Ebenen, die sich entlang der Geraden y schneiden, und O €
R3*\ (E U E" U {(0,0,0)}).?” Nun verwenden wir die Einbettung

L: k3—>]P,§

(b1,b2,b3) = [1 : by : by : b3].
Es gibt Tupel (Ao, 41, A2, 43), (A, 4}, 25, A) € k*\ {(0,0,0,0)}, so dass

E:{(bl,bz,b3)€k3|/10+/ll b1+ Ay - by + A3 by :O}, (III6)
E ={(b1,by,b3) €I | A+ Ay -by + Ay -by+ ;- b3 =01},

Wir definieren weiter

U = {(ag,ar,az,a3) €k | Ag-ag+ Ay -a; + Ay -az + A3 - a3 = 0},

U’ :{(ao,al,ag,a3)ek4|/16-a0+/l'1 car+ A ca+ A5 -a3 =0}

2’Um die perspektivische Abbildung f: E — E’ zu erkliren, bendtigen wir nur die affine Struk-
tur von k3. Laut 11.2.2 Bemerkungen, ii), konnen wir den Ursprung frei wihlen, um die Struktur eines
k-Vektorraums zu definieren. Die Bedingung O # (0, 0, 0) bedeutet daher keine Einschrinkung.
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Dies sind dreidimensionale lineare Teilrdume von k*. Daher sind E = P(U) und E :=
P(U’) Ebenen im dreidimensionalen projektiven Raum ]P;Z’. Offenbar gilt

WE)=Enuk) und «E)=E nuid).
I11.5.6 Bemerkung. Wir werden diese Art von Konstruktion in Abschnitt I11.7.3 iiber den

projektiven Abschluss genauer untersuchen.

Wir kénnen nun die Vorschrift fiir die perspektivische AEI/:)ildung aus Abschnitt III.1
tibernehmen. Wegen (111.6) lieg[ 1(0) weder auf E noch auf E . Nach II1.2.4 Lemma gibt
es daher fiir einen Punkt P € E genau eine Gerade durch ¢«(O) und P, die wir wie iiblich
mit ((O)P bezeichnen. Der Beweis von II1.2.5 Satz ldsst sich verallgemeinern und zeigt,
dass die Gerade ¢«(O)P die Ebene E in genau einem Punkt schneidet, den wir mit f(P)
bezeichnen. Somit ist

fE—E
P+ f(P)
eine wohldefinierte Abbildung mit folgenden Eigenschaften.
e Die Abbildung f ist bijektiv.
e Fiir jeden Punkt P € E, so dass ¢(O)P nicht parallel zu E ist, gilt «(f(P)) = ?(L(p)).

Die zweite Eigenschaft besagt, dass f die in Abschnitt III.1 eingefiihrte perspektivische
Abbildung f: E — E’ wie gewiinscht fortsetzt.

Um die Abbildung f weiter zu untersuchen, verwenden wir folgende Konstruktion. Es
sei Q € IP3. Dieser Punkt entspricht einem eindimensionalen linearen Teilraum £, C k*.
Es seien Wy := k*/¢p und mp: k* — W, die natiirliche Quotientenabbildung (s. [41],
Satz I11.6.3). Wenn Q ¢ E und Q ¢ E, dann gilt £, N U = {0} und £, N U’ = {0}.
Insbesondere sind mgy: U — Wy und mgpr: U” — W)y lineare Isomorphismen. Wir
definieren in diesem Fall

@0 = (mou) ' omgu: U S U,
Das folgende Resultat ist eine unmittelbare Konsequenz der getroffenen Definitionen.
IL5.7 Lemma. Fiir jeden Vektor v € U \ {(0,0,0,0)} gilt
£ = [pao™].

Dieses Lemma besagt, dass f durch einen linearen Isomorphismus der den Ebenen E
und E’ zugrundeliegenden Vektorrdume U und U’ induziert ist.

Jetzt benutzen wir den Punkt Qy := [1 : 0 : O : 0] als Zentrum der Projektion. Wir
kiirzen W, := Wy, und 7 := mp, ab und definieren

._ -1
L := mour © @) © (mow)
sowie

A P(Wy) — P(W)
[W] — [L(w)].
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Man beachte, dass A € PGL(W). Diese projektive Transformation beschreibt die per-
spektivische Abbildung f bzgl. der von 7y vermittelten Identifikation P(U) = P(W) und
P(U’) = P(W,). Es seien P = [u] € E und w = mo(u). Wir schreiben f(P) = [u']. Die
Gleichung A([w]) = [w] bedeutet, dass u, v’ und £, in einer Ebene liegen, d.h., dass Q,,
P und f (P) auf einer Geraden liegen. Da ¢(0), P und f (P) auf einer Geraden liegen, kann
das nur pa551eren wenn P = f(P),d.h., P € EN E oder die fragliche Gerade Qt(O)
ist. Es seien y* := P(no(U N U’)) und O* € P(W,) der Punkt, der «(O) entspricht. Wie
wir gerade erldutert haben, sind dies genau die Fixpunkte von A. Es folgt bereits, dass
A eine Zentralkollineation mit Achse y* ist. Wenn O* ¢ y*, dann ist O* das Zentrum
der Zentralkollineation. Der Fall O* € y* tritt auf, wenn die Gerade Qyt(O) die Gerade
ENE schneidet. Auch in diesem Fall ist O* das Zentrum von A. Wir kénnen uns in bei-
den Fillen direkt davon iiberzeugen, dass jede Gerade durch O* durch A auf sich selbst
abgebildet wird. Eine Gerade g in IP(W,) durch O* entspricht einem zweidimensionalen
Teilraum von W, und dieser wiederum einem dreidimensionalen Teilraum G C k*, so
dass die Ebene IP(G) die Punkte Qy und ¢(O) enthilt. Nach dem Argument aus dem Be-
weis von IT1.2.5 Satz schneidet IP(G) die Ebene E entlang einer Geraden 7, und die Ebene

E entlang einer Geraden y,. Unsere Behauptung lautet ?()/g) C v, Es sei P € y,. Wegen
1(0) € P(G) und P € y, C P(G) gilt «(O)P C IP(G). Es folgt

(f(P)}) =OP NE cPG)NE =7,

ie., f(P) € vg.

Das Fazit unserer Betrachtungen ist, dass die perspektivischen Abbildungen aus Ab-
schnitt III.1 den Zentralkollinationen der projektiven Geometrie entsprechen. So ist z.B.
im Satz von Desargues (II1.4.5) die Situation, dass das Dreieck (A, By, C;) auf das Drei-
eck (A,, B,, C») durch eine Zentralkollineation mit Zentrum O und Achse @ =PR = @
abgebildet wird.

III.6 Das Doppelverhaltnis

Wie wir bereits gesehen haben, bedeutet Klassifikation in der Geometrie, die Kongru-
enzrelation, die durch die Wirkung der Symmetriegruppe induziert wird, auf gewissen
Teilmengen des jeweiligen Raums zu untersuchen. In der projektiven Geometrie haben
wir die entsprechende Kongruenz als projektive Aquivalenz bezeichnet. Wie zuvor be-
schrinken wir uns im Weiteren auf den Fall der projektiven Ebene. Ein Hilfsmittel bei
der Klassifikation sind sogenannte Invarianten. Dies sind mathematische Grofen, z.B.
Zahlen, die einer Teilmenge der projektiven Ebene zugeordnet werden und die sich unter
projektiven Transformationen nicht dndern, d.h., fiir X und eine projektive Transforma-
tion ¢: P; — P} nimmt die fragliche Invariante auf X und ¢(X) denselben Wert an.
Eine notwendige Bedingung dafiir, dass X,Y C IP} projektiv dquivalent sind, ist daher,
dass die fragliche Invariante in X und Y denselben Wert annimmt. Im Idealfall existieren
geniigend Invarianten, um auch eine hinreichende Bedingung fiir projektive Aquivalenz
Zu gewinnen.
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II1.6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Das Doppelverhiltnis ist eine Invariante fiir geordnete Viertupel von kollinearen Punk-
ten in der Ebene. Es sei also (A, B, C, D) ein Tupel von vier verschiedenen kollinearen
Punkten. Es seien weiter r, s, u, v € k> \ {(0, 0, 0)} Vektoren, so dass

A=1]r], B=I[s], C=]u] und D =][v].

Da C, D auf der Geraden AB liegen existieren eindeutig bestimmte Paare (vgl. (III.1))
(@, ), (y,0) € k> \ {(0,0) }, so dass

u=a-r+f-s und v=y-r+9-s.

Wir definieren®®

B v

(rsuv) = 25

ek*.
I11.6.1 Lemma. Fiir Vektorenr',s’,u’,v' € k> \ {(0, 0, 0)} mit
(F1=1rl, [S1=1[s], [W]=[ul und [V]=][v]

folgt
' s"u'Vv)=(rsuv).

Beweis. Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen A,, A, 4,, 4, € k*, so dass

r=A.-r, s=A,-5, u=A,-u und v=24,-v.

Wir haben
1 .
u’:—-u:g-r+£-s:/lr a-r’+/ls ﬁ~S',
/1,4 /lu /ll/t /lu /lu
’ 1 y 6 /11’ : y ’ /13 ’
V=—wv="r+—-.s5= .
/1\/ /lv Vv /11) /lV
Wir berechnen
(/ 77 /) /lu'/lS'ﬁ /lV'/lr 7 ﬁ y
rsuv) = . ===
Ay -a A,-A,-0 a O
und erhalten das gewiinschte Ergebnis. |

I11.6.2 Definition. Es sei (A, B, C, D) ein Tupel von vier verschiedenen Punkten in der
projektiven Ebene, die auf einer Geraden liegen. Man wihle Vektoren 7, s,u,v € k° \
{(0,0,0)} mit A = [r], B = [s], C = [u] und D = [v] und setze®

(ABCD) :=(rsuv).

Diese Zahl nennen wir das Doppelverhdiltnis des Tupels (A, B, C, D).

28Wegen [#] # [r] und [u] # [s] sind @ und B von null verschieden. Ebenso erkennt man y # 0 und

o0 #0.
YDas vorige Lemma besagt, dass (A B C D) nicht von der Auswahl von r, s, u und v abhingt.

96



III.6. Das Doppelverhiltnis

Das nichste Resultat illustriert, dass das Doppelverhiltnis von der Reihenfolge der
Punkte abhingig ist und somit wirklich nur eine Invariante fiir geordnete Viertupel ist.

I11.6.3 Lemma. Fiir ein Tupel (A, B, C, D) von vier verschiedenen kollinearen Punkten in
der projektiven Ebene ]P,f gelten folgende Beziehungen:
)(BACD)=1/(ABCD)=(ABDQC().
i)(ACBD)=1-(ABCD)=(DBCA).

Beweis. Wir wihlen Vektoren r, s, u,v € k% \ {(0,0,0)} mit A = [r], B = [s], C = [1] und
D = [v] und schreiben

u=a-r+f-s und v=y-r+9-s. (IT1L1.7)

i) Wenn wir von (r, s, u, v) zu (s, r, u, v) iibergehen, dann tauschen a und 8 bzw. y und
0 ihre Rollen. Wenn wir von (7, s,u,v) zu (r, s, v, u) iibergehen, dann tauschen @ und vy
bzw. 5 und ¢ ihre Rollen. In beiden Fillen ergibt sich sofort die behauptete Formel.

11) Wir miissen zunéchst s als Linearkombination von r und u schreiben. Mit (II1.7)
finden wir

a 1
S=—— 7+ —-uU
B B
Weiter gilt
0 y—a-9d )
v:'yr_é‘gr+_u:ﬁ,y—a.r+_.u.
B B B
Somit ergibt sich
1 y—a-90
(rusv):——-'gy—azl—é-z:1—(rsuv).
a 0 a o

Die zweite Identitit kann man auf dhnliche Weise iiberpriifen oder mit den bisherigen
Ergebnissen folgendermal3en ableiten:

1 1
DBCA)= ———=(BDAC)=1-(BADC)=1-————=1-(ABCD).
( ) (BDCA) ( ) ( ) (ABDC) ( )
Damit sind alle Behauptungen iiberpriift. O

I11.6.2 Invarianz unter projektiven Transformationen

Es seien M € GL;(k) und

ou: P — P}
V] — [M - V]

die induzierte projektive Transformation.

I11.6.4 Satz. Unter den geschilderten Umstdnden gilt

(em(A) eu(B) om(C) pu(D)) = (ABC D)

fiir jedes Tupel (A, B, C, D) von vier verschiedenen kollinearen Punkten.
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Beweis. Wir wihlen Vektoren r, s,u,v € k&> \ {(0,0,0)} mit A = [r], B = [s], C = [u],
D = [v] und benutzen die Darstellungen aus (I11.7). Es gilt dann ¢(A) = [M -r], oy (B) =
[M - 5], o (C) = [M - u] und ¢y (D) = [M - v]. Ferner gilt

M-u=M-(a-r+B-s)=a-(M-r)+L-(M-s)

sowie
M-v=M-(y-r+é6-5)=y-M-r)+6-(M-s).
Die Gleichung
(em(A) ou(B) o (C) (D)) = (M - 1) (M - $) (M - u) (M - v)) = 'g . % =(ABCD)
ist nun offensichtlich. O

111.6.5 Beispiel. Es seien y,y’ C P zwei
verschiedene Geraden und § € ]Pi ihr
Schnittpunkt. Es seien (A, B,C,D) bzw.
(A", B',C’",D’") ein Tupel von vier verschie-
denen Punkten auf y \ {S} bzw. ¥" \ {S}, so
dass sich die Geraden AA’, BB, CC’ und
DD’ in einem Punkt O schneiden. Es gibt
gemdl Fall B) aus II1.5.3 Beispiel eine Zen-
tralkollineation » mit Achse OS und Zen-
trum O, so dass x(A) = A’. Unter » wird
Y= SAauf #(S)n(A) = SA’ = v" abgebildet.
Es folgt x(B) = B', #(C) = C’,%(D) = D’ so-
wie

(A" B' C' D) = (%(A) %(B) %(C) (D))
"4 ABCD).

Es ist weiter interessant zu sehen, dass dieser Satz auch umgekehrt werden kann. Zur
Vorbereitung benotigen wir das folgende Ergebnis.

I11.6.6 Hilfssatz. Es seien y C ]P,% eine Gerade, A, B, C € vy drei verschiedene Punkte auf
dieser Geraden und X,Y € y\{A, B,C }. Wenn

(ABCX)=(ABCY),
dann X =Y.

Beweis. Wir wihlen Vektoren r, s, u, v, w, so dass [A] = [r], B = [s], C = [u], X = [v],
Y = [w] und schreiben

u=a-r+p-s, v=y-r+6-s und w=A-r+u-s.

Aus der angenommenen Gleichung

B vy

(0

=(ABCX)=(ABCY) =

>
R I™
T~
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folgern wir A/u = y/6, so dass

%.W:'y.rﬁ-%.ﬂ.sz/y.r-}g.ﬂ.s:v
und Y = [w] = [(y/A) -w] = [v] = X. O

II1.6.7 Satz. Es seien (A, B1,C1, D)) und (A,, By, Cy, D)) zwei Tupel von jeweils vier
verschiedenen kollinearen Punkten, so dass

(A1 B1 Cy Dy) = (A2 B, 3 D).
Dann existiert eine projektive Transformation ¢ ]P,% — ]Pi, so dass
Ay = @(A1), By=¢(B), Cy=¢(C\) und D;=¢(D).

Beweis. Wir beginnen mit einer projektiven Transformation ¢ : P} — P} mity(A) = A,
und ¥(By) = B,. Dann wird die Gerade AB; auf die Gerade A,B, abgebildet. Wenn
W(Cy) = C,, setzen wir x = idlpi. Ansonsten wihlen wir eine Gerade y # A;B,, die A,B;
im Punkt A, schneidet, und finden mit Fall A) aus I11.5.3 Beispiel eine Zentralkollineation
%: P} — P mit Achse y und Zentrum B,, die y(C)) auf C, abbildet. Fiir ¢ := x o ¢ gilt
nun ¢(A;) = A, ¢(B;) = B, und ¢(C;) = C,. Weiter haben wir nach Voraussetzung und
I11.6.4 Satz

(A2 B, Cy Dy) = (A By C, Dy) = (p(A1) 9(B1) ¢(C1) (D)) = (Az B2 Co o(Dy)).
Der vorige Hilfssatz zeigt nun, dass auch ¢(D) = D,. O

111.6.8 Beispiel. Es seien y,y’ C lPﬁ zwei verschiedene Geraden und A € PP} ihr Schnitt-
punkt. Weiter seien (B, C, D) bzw. (B’, C’, D) jeweils drei verschiedene Punkte aus y \ {A}
bzw. ¥y \ {A}. Wir setzen voraus, dass

(ABCD)=(AB C'D)).

Es sei O der Schnittpunkt von BB’ und CC'. /
Wir konnen wieder nach Fall B) in 1I1.5.3 /| D
Beispiel eine Zentralkollineation  : ]Pi —
P2 mit Achse OA und Zentrum O finden,
die B auf B’ abbildet. Dann wird y = AB
auf %(A)»x(B) = AB’ abgebildet, und es folgt
#(C) = C’. AuBlerdem liegt (D) auf y’'. Wir
haben

(AB'C’'D))=(ABCD)
1L6.4

=" (#(A) %(B) x(C) %(D))
= (AB C' x(D)).

Aus I11.6.6 Hilfssatz folgt D" = %(D). Da »(D) auf Grund der Eigenschaften von x auf der
Geraden DO liegt, bedeutet dies, dass DD’ ebenfalls durch O geht.
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I11.6.3 Der Satz von Pappos

Das Ergebnis aus diesem Abschnitt gehort zum klassischen Repertoire der Geometrie.
Es ist im Werk des griechischen Mathematikers und Astronoms Pappos von Alexandria*
enthalten ([31], (207) (Prop. 139), S. 272).

I11.6.9 Der Satz von Pappos. Es seien y,y’ C ]P,% zwei verschiedene Geraden und
U ihr Schnittpunkt. Weiter seien (A, B,C) drei verschiedene Punkte aus y \ {U} und
(A", B’, C") drei verschiedene Punkte aus v’ \ {U}. Dann sind der Schnittpunkt P der Ge-
raden AB',A’B, der Schnittpunkt Q der Geraden AC’,A’C und der Schnittpunkt R der
Geraden BC', B'C kollinear:

Beweis. Es sel zunichst S der Schnittpunkt der Geraden AC’ und A’B. Es gibt eine Zen-
tralkollineation mit Achse AA’ und Zentrum A, die P auf B’ abbildet (Fall B) in II1.5.3
Beispiel). Es gilt dann %,(S) = C’ und %,(B) = U. Aus I11.6.4 Satz folgt

(UA'B' C') = (x1(B) 1 (A") 21 (P) %1(S)) = (BA' P S).

Mit T bezeichnen wir den Schnittpunkt von A’C und BC'. Es existiert eine Zentral-
kollineation %, mit Achse CC’ und Zentrum C, die R auf B’ abbildet. Wir haben dann
%,(T) = A’ und %,(B) = U, so dass

(UA"B' C') = (2(B) #2(T) #2(R) %#2(C")) = (BT RC").
Wir schlieBen
(BA'"PS)=(BTRC).

Aus I11.6.8 Beispiel folgern wir, dass sich die Geraden A'T, PR undE in einem Punkt
schneiden. Es gilt A’T = A’C und SC” = AC’. Der Schnittpunkt von A’T und § C” ist also
Q. Da PR laut unserer Beobachtung auch durch Q geht, ist der Satz bewiesen. O

I11.6.10 Bemerkung. Der Satz von Pappos spielt ebenfalls eine wichtige Rolle in der axio-
matischen Geometrie (vgl. II1.4.6 Bemerkung). Ein als Satz von Hessenberg?! bekanntes

30Er lebte vermutlich im vierten Jahrhundert u.Z..
3l Gerhard Hessenberg (1874 - 1925), deutscher Mathematiker.
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Resultat ([26], 1.10. Satz) besagt, dass in jeder projektiven Ebene P (wie in I11.4.6 Be-
merkung definiert), in der der Satz von Pappos gilt, auch der Satz von Desargues wahr ist.
Die projektiven Ebenen, in denen der Satz von Pappos gilt, sind gerade diejenigen Ebe-
nen, die isomorph zu P; fiir einen geeigneten Korper k (im herkdmmlichen Sinne) sind
([26], 1.2. Satz). Die Klassifikation der papposschen und desargueschen Ebenen zeigt,
dass es projektive Ebenen gibt, in denen der Satz von Desargues gilt, nicht aber der Satz
von Pappos.

111.6.11 Aufgaben. a) Formulieren Sie wie in der Bemerkung zu Aufgabe II1.2.7 vorge-
schlagen die duale Version des Satzes von Pappos.

b) Erklidren Sie genau, wie der duale Satz von Pappos aus II1.6.9 Satz und der in II1.2.7
Aufgaben eingefiihrten Dualitét folgt.

I11.6.4 Eine Anwendung des Doppelverhiltnisses

Projektive Geometrie im Allgemeinen und das Doppelverhiltnis im Besonderen spielen
auf Grund der perspektivischen Abbildungen eine wichtige Rolle bei der Auswertung
von Fotografien. Eine Internetrecherche wird Thnen eine Unzahl an Forschungsartikeln
zu diesem Thema liefern. Ein zufillig ausgewdhlter Artikel neueren Datums ist [6]. In
dem amiisanten Artikel [15] wird das Doppelverhiltnis dazu verwendet, um die Akkura-
tesse der perspektiven Darstellung alter Meister zu bewerten. Der Artikel [28] untersucht
gewisse Aspekte der Architektur mit Hilfe des Doppelverhiltnisses.

Da wir den euklidischen Abstand verwenden werden, arbeiten wir iiber dem Korper
R der reellen Zahlen. Es sei E ¢ R? eine Ebene mit (0, 0,0) ¢ E. Dann ist

ip: EC R\ {(0,0,0)) - P}

eine injektive Abbildung. Es seien A3 € R* und (4, 4;, 45) € R\ {(0, 0, 0)} reelle Zahlen,
so dass
E = {(Clo,a],az) € ]R3|/1()‘a()+/11 -y +/12 7% +/l3 = O}
Weiter ist
Ly ={(ap,a1,a2) e R*| Ay -ap+ Ay -a; + Ay -ay =0}

ein zweidimensionaler Teilraum. Die Gerade ¢ := IP(Lg) ist die unendlich ferne Gerade
fiir E, i.e.,
P% = 1z(E) UP(Lg).

Es seien (a, B, v, 0) vier verschiedene kollineare Punkte in der Ebene. Der Vektor -«
ist ein Richtungsvektor fiir die Gerade # durch a, 3, y und ¢. Fiir 0,0 € £ existiert eine
Zahl n € R mit

oc-o=n-(B-a),
und wir schreiben
o<o, fallsn>O0.

Wir setzen
a<B<y<o (II1.8)

voraus. Weiter ist @ ein Aufpunkt. Zu & € £ existiert also eine reelle Zahl A mit

E=1-B-a)+a=1-)-a+1-B
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Dementsprechend schreiben wir
y=(1-w-a+u-B und 6=0-v)-a+v-p.

Gemil I11.6.2 Definition gilt fiir das Doppelverhiltnis von A := (g(@), B := tg(B), C :=
tg(y) und D = 1£(6) die Formel
u 1-v

(ABCD) = ——- .
1—u v

Nun beachte man, dass

a-y=p-a—p-B=-pu B-a),
B-y=0U0-w- -B-a),
a-06=-v-(f-a),
B-0=00-v)-(B—-a).

Gemil der Annahme (II1.8) iiber die Anordnung der Punkte gilt 4 > 1 und v > 1, so dass

d(a,y) = p-|IB - all,
dB,y)=wu—-1-1B-«al,
d(@,6) =v-||B—-all,
dB,6) =(v—-1-[B-all
Demnach erhalten wir
d(a.y) d(B.)
dB,y) d(@,6)

Fiir andere Anordnungen der Punkte verwenden wir die Vertauschungsformeln aus I11.6.3
Lemma.

111.6.12 Beispiele. 1) In der Abbildung

(ABCD) = (II.9)
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wurden (in einer entsprechenden VergoBerung) folgende Abstinde gemessen:

d(A,B) = 8,5cm, d(B,C) = 5.5cm,
d(C,D) = 2cm, dlD,F) = 8.5cm.

Ferner ist bekannt, dass das rechte Haus die Breite 9m hat und das zweite Haus von rechts
die Breite 7m. Gesucht ist die Breite w (inkl. Biirgersteig) der Stral3e zwischen den beiden
Héusern.

Die ,Fotografie” oder das Bild entsteht (von Fehlern des Kiinstlers oder optischen
Verzerrungen abgesehen) durch eine perspektivische Abbildung zwischen zwei Ebenen
in R?. In Abschnitt II.5 wurde erklirt, wie eine perspektivische Abbildung als projektive
Transformation interpretiert werden kann. Auf Basis dieser Uberlegungen und der Invari-
anz des Doppelverhiltnisses unter projektiven Transformationen (I1I1.6.4 Satz) schlieen
wir, dass ein Doppelverhiltnis von vier kollinearen Punkten auf der Abbildung mit dem
Doppelverhiltnis der entsprechenden Punkte im Vorbild iibereinstimmt. Mit der obigen
Messung und (II1.9) berechnen wir

d(A,C)-d(B,D) 14-1,5
d(B,C)-d(A,D)  5,5-16

(ABCD) = 1,2.

Das entsprechende Doppelverhiltnis in der ,realen Welt* ist

O+w)y-w+17)
w-(w+ 16)

Dies ergibt die quadratische Gleichung
0,2-w +3,2-w-63=0

fiir w, deren positive Losung ungefihr 11, 5 ist. Die gesuchte Breite ist also 11,5m.

i1) Nun mochten wir eine Aufnahme aus der Luft auswerten. Genauer mochten wir
herausfinden, wie weit der Bus von der Kreuzung entfernt ist. Die Vorderkante des Bus-
ses befinde sich an Position A, das 1km-Schild an Position B, das 250m-Schild an Position
C und der Beginn der Kreuzung an Position D. Die Messungen am Bild ergeben:

\\
d(A, B) = 3,5cm,
d(B,C) =4,5cm,
d(C,D) = 2cm,
so dass
A -d(B,D .
(ABCD) = d4,€)-dB,D) _ 8-6,5 ~ 1, 16.

d(B,C)-d(A,D) ~ 4,5-10

Fiir den gesuchten Wert £ (in km) haben wir

Z-0,25
0,75-¢°

Es folgt

¢£-0,25=0,87-¢, dh, 0,13-£=0,25.
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Die Antwort ist also, dass der Bus noch etwa 1,9km von der Kreuzung entfernt ist.?

I11.6.13 Aufgabe. In 111.6.12 Beispiele, ii), befinde sich die Briicke auf dem Foto in Po-
sition X. Auf dem Foto wurde d(D, X) = 2, 5cm gemessen. Bestimmen Sie den Abstand
der Briicke von der Kreuzung.

Jetzt nehmen wir an, dass drei verschiedene kollineare Punkte 5, ¥ und ¢ in E gegeben
sind. Es seien ¢ die durch diese Punkte bestimmte Gerade und « ein Richtungsvektor der
euklidischen Linge eins fiir . Fiir o, o € £ existiert eine Zahl € R mit

oc-0=1n"q,
und wir schreiben
o<o, fallsnp>0.

Hier nehmen wir
B<y<d
an. Es gilt nun
vy=dB,y)-a+B und 6=d(B,0) a+p.
Die vier Punkte A = [a], B := tg(B), C := tg(y) und D := () sind kollinear, und wir
finden nun
d(B, o)

dB,y)

Fiir andere Anordnungen der Punkte bemiihen wir wieder I11.6.3 Lemma.

111.6.14 Beispiel. In I11.6.12 Beispiel, 1), gilt

(ABCD) = (111.10)

d(A,C)-d(B,F) _ 15-16
d(B,C)-d(A,F) 5,5-24,5

(FCBA) = ~ 1,78.

Der Punkt im Original, der F entspricht, ist unendlich fern. Nach Formel (III.10) finden
wir fiir das Doppelverhiltnis

dA,C)  w+9
dB,C) w ’
d.h.,
0,78 -w =09.

Die ergibt wie zuvor den Wert 11,5m.

I11.6.15 Aufgabe. Das nachfolgende Bild zeigt eine Bahnstrecke mit zwei Bahnofen. Ein
Zug fahre vom Bahnhof, der sich auf der Abbildung links befindet, zum zweiten Bahnhof.
Die Spitze eines Zugs befinde sich an Position C, und A sei der Fluchtpunkt der Abbil-
dung. Die in der Abbildung angegebenen Entfernungen wurden auf der Abbildung in der
Mitte der Schienen gemessen. Es ist bekannt, dass die beiden Bahnhofe 60km voneinan-
der entfernt sind. Wie weit ist der Zug vom zweiten Bahnhof entfernt?

¥Die Abweichung vom Eindruck ist darin begriindet, dass die Entfernungen auf den Schildern frei
erfunden sind.
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III.7 Quadriken im projektiven Raum

In Abschnitt III.1 iiber perspektivische Abbildungen haben wir spekuliert, dass in der
projektiven Geometrie Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln zusammenfallen. Jetzt mochten
wir die formalen Grundlagen legen, um dies als prizise Aussage zu formulieren. Dazu
definieren wir Quadriken in projektiven Riumen beliebiger Dimension. Mit den Techni-
ken aus Abschnitt I1.2.3 konnen wir projektive Quadriken bis auf projektive Aquivalenz
klassifizieren. Schlielich miissen wir beschreiben, wie affine und projektive Quadriken
zusammenhingen.
Wir arbeiten jetzt wieder iiber dem Korper der reellen Zahlen.*® Es seien n > 1 und

q(xo, cens xn) = Z dij C X X

0<i<j<n
ein homogenes Polynom vom Grad zwei (s. Abschnitt I1.2.3). Man beachte
Y(ag,...a,) ER™ YieR: ¢d-agy,...,A-a,) =2 qlap, ..., a,). (II.11)

Das Polynom g nimmt also in der Regel auf verschiedenen Reprisentanten eines Punkts
P € Py, verschiedene Wert an. Wegen (II1.11) gilt jedoch:

Y(ag, ....a,), (bo,....b,) € Py i lag:---:a,] =1by:---: byl
= (qag...a) =0 & q(bo,....b,) =0).

Deswegen ist _
Vig) :={lao: ---: a,] € Pglqlay,...,a,) =0}

wohldefiniert.

IIL.7.1 Definition. Eine Teilmenge Q C Py heilt Quadrik, wenn es ein homogenes Po-
lynom g vom Grad zwei gibt, so dass

0 = V(g).

Eine Quadrik in der projektiven Ebene P2 nennen wir auch Konik.

3In diesem und im nichsten Abschnitt bendtigen wir nur einen Korper &, in dem 1 + 1 # 0 gilt. Die
Resultate in Abschnitt II1.7.2 hingen von I1.2.27 Spektralsatz ab und erfordern die Voraussetzung k = R.
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111.7.2 Bemerkung. Es sei q(xo, ..., X,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei. Wir
konnen

V(g) = {(ao, ... an) € R"" | g(ag, ...,a,) = 0}
und
Vig) = {lao : - : allq(a, ...,a,) = 0}
betrachten. Wie in Abschnitt II1.2 sei

7 R™\ {(0, ...,0)} — P

(ag,...,a,) — [ag : -+ : ayl.

Es gilt
V(g) =~ (V(¢)) U {0},
d.h., V(g) ist der affine Kegel tiber \_/(q).

II1.7.1 Tangentialraume

Tangenten an parametrisierte Kurven haben wir in Abschnitt 1.4.1 eingefiihrt und in den
Satzen 1.4.2, 1.4.5 und 1.4.8 explizite Gleichungen von Tangenten an Koniken hergeleitet.
In 11.2.22 Bemerkungen, iv), haben wir Tangentialriume an Quadriken besprochen. Wir
nehmen die Beschreibung aus dieser Bemerkung als Ausgangspunkt fiir die Definition
von Tangentialrdumen an projektive Quadriken.

I11.7.3 Definition. Es sei g(xo, ..., X,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei. Ein Punkt
P=1lay:---:a,] € V(g istein glatter Punkt, wenn es einen Index iy € {0, ...,n } gibt, so
dass®*

0
—q(ao, v ly) £ 0.
6x,»0

In diesem Fall ist

Tp(V(q)) = {[bo oo 1b,) e Ph

- 0
Dobis ) = 0}
= Ox

der Tangentialraum an l_/(q) in P. Wenn (09)/(0x;,)(ay, -..,a,) = 0,i =0, ...,n, nennt man
P einen singuldren Punkt von V(q).

I11.7.4 Aufgabe. Es sei q(xo, ..., x,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei. Beweisen
Sie die Euler®>-Formel

- 0
Z Xi _q(x()’ ceey xn) = 2 ' q(xo’ teey xn)' (IIIlz)
i=0 0x;

Fiir i € {0, ...,n} ist (3g)/(0x;)(xo, ..., X,) ein homogenes lineares Polynom. Wie zuvor erkennt man,
dass die angegebene Bedingung unabhingig von der Auswahl des Reprisentanten fiir P ist.

3Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker, Physiker, Astronom, Geograph, Logiker und
Ingenieur.
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111.7.5 Bemerkungen. 1) Wenn ¢g(x, ..., x,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei ist
und iy € {0,...,n}, dann ist (0gq)/(dx;,)(xo, ..., x,) €in homogenes lineares Polynom. Die
Bedingung, ein glatter bzw. singuldrer Punkt zu sein, und die Definition des Tangential-
raums an V(g) in P hingen also nicht von der Auswahl des Repriisentanten von P ab.

i1) Es seien g(xy, ..., x,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei und (ay, ...,a,) €
k"1 {(0, ..., 0)}. Es gilt genau dann (ay, ...,a,) € V(g), wenn [ag : -+ : a,] € \_/(q). In
diesem Fall ist V(g) genau dann glatt in (ay, ..., a,), wenn V(q) glattin [ay : --- : a,] ist.
Dies folgt aus I1.2.22 Bemerkungen, iv). SchlieBlich beachte man, dass (0, ...,0) immer
ein singulédrer Punkt von V(g) ist.

iii) Es seien g(xy, ..., X,) €in homogenes Polynom vom Grad zwei und P = [ag : -+ :
a,] ein glatter Punkt von V(g). Auf Grund von (II1.12) gilt

P e Tp(V(q)). (I11.13)
Wir setzen i
C(Xgy..cr Xp) 1= ; X; - g—i(ao, ooy Q).
Es gilt dann
Tp(V(g)) = V(&) ={[by : -~ : by] € P |£(by, ....b,) =0},

Man wihle A € k* und definiere v, := (1 - ag, ..., A - a,) € K1\ {(0, ..., 0)}. Nach 11.2.22
Bemerkungen, iv), ist 7, (V(q)) = V(£(xo — 4 - ao, ..., X, — A - a,)) der Tangentialraum an
V(g) in v,. Dies ist die Translation des linearen Teilraums V(£) um den Vektor v,. Nun
gilt aber nach der Eulerformel (III.12) v, € V(¢). Die Translation eines linearen Teilraums
um einen Vektor in diesem Teilraum tiberfiihrt diesen linearen Teilraum in sich, so dass

V(€ (xo— A-agy ..o, X, — A+ ay)) = V(£).

Damit ist der Tangentialraum an V(g) in jedem Punkt der Geraden { (1-qay, ..., 1-a,) |1 € R}
auBer dem Ursprung derselbe, nidmlich V(#),%® und dies ist der affine Kegel iiber dem
Tangentialraum Tp(V(g)), i.e.,

T.,(V(@) = 7' (Tp(V(9)) U{(0,...0)}, A€k,

1v) Es seien g(xy, ..., x,) ein homogenes Polynom vom Grad zwei und (ay, ...,al) €
K1\ {(0, ..., 0)}. Falls (8¢)/(8x;)(ag, ...,a,) = 0,i = 0,...,n, dann gilt [ag : - - - : a,] € V(q)
nach (II1.12).

II1.7.6 Lemma. Es seien q(x, ..., X,) und g,(xo, ..., X,) Zwei homogene Polynome vom
Grad zwei, so dass

* V(g1) = V(g2) und
* es einen glatten Punkt P € V(q,) gibt.

Dann existiert eine reelle Zahl 1 € R* mit g, = A - q.

3Dies sollte man sich mit Hilfe des Kegels aus Abschnitt 1.1.2 veranschaulichen.
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Beweis. Nach I11.7.2 Bemerkung gilt auch
V(g = V(gx) k™.

Wie in III.7.5 Bemerkungen, iii), erklirt gibt es auch einen glatten Punkt v € V(q) \
{(0, ..., 0)}. Daher gibt es nach 11.2.23 Satz eine Zahl A € R* mit g, = 1 - ¢;. O

111.7.7 Bemerkung. Fiir jedes homogene Polynom ¢ vom Grad zwei und jede Zahl 1 € R*
gilt
Vig)=V(-q).

Es sei
R[x0, ..., X212 := { g(x0, ..., X,) | ¢ ist ein homogenes Polynom vom Grad zwei } U {0}.

Dies ist ein reeller Vektorraum der Dimension

n+1D)-n_ (n+2)-(n+1)
2 2 '

n+1+

Die Projektivierung
P(R[xo, ..., X,]2)

dieses Vektorraums konnen wir als Parameterraum fiir Quadriken in [Py, ansehen. Es gibt
in diesem Raum eine offene Teilmenge U, die diejenigen Quadriken parametrisiert, die
keine singulidren Punkte haben (s. I11.7.12 Bemerkungen, 1).

II1.7.2 Die Klassifikation von Quadriken bis auf projektive
Aquivalenz

Es sei

q(X0, .. Xp) = Z dij c Xt Xj

1<i<j<n
ein homogenes Polynom vom Grad zwei. Wir definieren die symmetrische ((n + 1) X (n +

.....

1
in::7ij::§'dija 0<l§]<l’l
Damit gilt fiir Spaltenvektoren
Vv = (ag, ...,a,) €K™ glag, ... a,) =V - C,-v.

Es seien nun A € GL,,;(IR) und
A-V(ig={A-viveV(g}
Weiter sei A % g das homogene Polynom vom Grad zwei, das die Gleichung

Caxg =AY -C,-A™!
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erfiillt. Damit haben wir
A-V(g) = V(A % q). (II1.14)

Entsprechend gilt fiir die Quadrik V(g) im projektiven Raum und die projektive Transfor-
mation [A] € PGL,,;(R)

Ao
[A]- V(@) :=3|A-| ¢ |||lao:---:ad € V(g) p = V(A % q).

an

IIL.7.8 Satz. Es sei Q C Py eine Quadrik. Dann gibt es eine projektive Transformation
[A] € PGL,.(R) und natiirliche Zahlen s > t mit 1 < s+t <n+ 1, so dass

[A]-Q =V +-+ X —Xs = = Xy )-

Beweis. Dies folgt mit den Argumenten, die wir im Beweis von I1.2.32 Satz verwendet
haben. Wir iiberlassen es der Leserin bzw. dem Leser, den Beweis anzupassen. O

111.7.9 Aufgabe. Es sei n > 1. Wie sieht die Klassifikation von Quadriken im komplex

projektiven Raum P{. aus? Erldutern Sie Thr Ergebnis moglichst genau.

111.7.10 Beispiel. Es sein = 2. Fiir s = 1 und ¢ = 0 haben wir \_/(x(z)). Dies ist eine (doppelt
zu zihlende) Gerade. Die Werte s = 1 = tergeben V(x2—x?). Dax2—x% = (xo—x1)-(xXo+x;)
ist dies die Vereinigung zweier verschiedener Geraden, die sich im Punkt [0 : O : 1]
schneiden. Mit s = 2 und ¢ = 0 erhalten wir \_/(x% + xf) = {[0: 0 : 1]}, also einen einzigen
Punkt. Fiir s = 2 und # = 1 finden wir Q@ = V(x2 + x> — x2). Dies ist eine Konik ohne
singuldre Punkte. Diese Konik enthilt keinen Punkt der Form [a : b : 0]. In der Notation
von Abschnitt I11.3.1 liegt sie im Bild der Einbettung ¢, : R* — P%, (a,b) +— [a : b : 1].
Offenbar ist Q das Bild des Einheitskreises unter der Einbettung ¢,. Schlielich gilt fiir
s =3und ¢ =0, dass
Vi +x3+x3) =0

Man beachte, dass die Diskriminante (s. I11.7.12 Bemerkungen, i) fiir xJ + x? + x5 ungleich
Null ist.

I11.7.11 Aufgabe. Es seien s,t € Nmit s > fund 1 < s +¢ < n + 1. Bestimmen Sie die
singulidren Punkte von

2

2 2
s T 'xs+t—1) c ]P]R'

0.2 2
Vixg+--+x_, —x

Haben Sie eine Interpretation fiir Ihr Ergebnis?
I11.7.12 Bemerkungen. 1) Fiir n,d > 1 sei

K,t;,d = {/g = (ko, ..., k,) € XD lko+ -+ ky, = d}.

Ein homogenes Polynom vom Grad d ist ein Ausdruck der Form

Z C& . xlg) ..... x];l”

k=(ko,... ko )eK?

3 Dieses Ergebnis ist damit verbunden, dass wir iiber den reellen Zahlen arbeiten. Uber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper ([41], Definition V.2.13) gibt es diesen Fall z.B. nicht.
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mit reellen Zahlen ¢, k € Kf;, ,» die nicht samtlich null sind. Fiir festes n,d > 1 wird
die Menge der homogenen Polynome vom Grad d zusammen mit dem Nullpolynom mit
R[x, ..., x,]4 bezeichnet. Fiir Polynome f, ..., f; € R[xo, ..., x,]4 sei die Nullstellenmenge

V(firo fi) i={lao: - : a,) € P& | fil@gs .nay) =0, i=1,...,5).

Man erkennt wie in (III.11), dass dies wohldefiniert ist.
Fiir g € R[xy, ..., x,], sei die Diskriminante

Disk(q) := det(C,).

Die Leibnizformel®® ([41], Satz 1V.4.6) impliziert, dass Disk ein homogenes Polynom
vom Grad n + 1 in den Koeffizienten von ¢ ist, d.h., es gibt ein homogenes Polynom

A E]R[y,'j, OSiSJSn]n+1’

so dass
DlSk(q) = A(d,'j, 0<i< ] < n)

fiir

q(xo, ..., X) = Z dij - xi - X;

0<i<j<n
gilt. Die offene Menge
@ = P(R[x, ..., x,]») \ V(Disk)

parametrisiert diejenigen homogenen Polynome vom Grad zwei, fiir die s+ = n + 1 in
I11.7.8 Satz gilt. Falls s = n + 1 und ¢ = 0 gilt, ist

Vi +--+x) =0.

Fiir die anderen Werte von s,7 mit s > f und s + ¢ = n + 1 ist die entsprechende Quadrik
nicht leer und enthélt nur glatte Punkte.
i1) Es sei

GL,+1(R) X R[xo, ..., Xx,]o — R[xp, ..., X, ]2
(A,q)— A xgq

die Linkswirkung, die wir oben betrachtet haben. Die Menge R[xy, ..., X, ], zerfillt in end-
lich viele Bahnen. Die offene Teilmenge @* := R[x, ..., x,]» \ V(Disk) zerfillt z.B. in
n + 1 Bahnen, entsprechend den mdglichen Werte von s.%

BGottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), deutscher Philosoph, Mathematiker, Jurist, Historiker und
politischer Berater der frithen Aufkldrung.

¥Die Annahme, dass s > t, erreichen wir dadurch, dass wir ¢ mit —1 multiplizieren. Diese Operati-
on wird aber nicht durch die Gruppenwirkung realisiert. Die Gruppenwirkung dndert die Vorzeichen der
Eigenwerte nicht.
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Eine symmetrische Matrix C hat nach I1.2.27 Spektralsatz n + 1 reelle Eigenwerte
Ao, ..., 1,.%° Diese sind aber nur bis auf die Anordnung wohlbestimmt. Daher setzen wir

S1(Agy s ) 1= Ao+ - + Ay,
5200, e ) = Y A A= Ao i+ g Ayt Ay - Ay,

0<i<j<n

Spe1(Agy ey Ay) i = Ag e o - - A,.

Diese Ausdriicke sind offenbar invariant unter Permutationen von Ay, ..., 4,. Ein klassi-
scher Satz der Algebra ([13], Kapitel III, 4.6.3 Satz) besagt, dass fiir zwei (n + 1)-Tupel
reeller Zahlen (Ao, ..., 4,,) und (uo, ..., ,,) genau dann

§i(Agy oes ) = 8i(Uoy oo i), T=1,.,n+ 1,
gilt, wenn eine Permutation o: {0, ...,n} — {0, ...,n} existiert, so dass
Mi = /lo-(,'), i = 0, ey 11,

Die Zahlen so(Ay, ..., 4,), ..., $,(Ao, ..., 4,) sind bis auf ein Vorzeichen die Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms von C.*! Insbesondere sind sie Polynome in den Koeffi-
zienten der Matrix C. Fiir eine symmetrische Matrix C mit reellen Eigenwerten Ay, ..., 4,
definieren wir 5;(C) := 5;(Ag, ..., 4,), i =1,...,n+ 1.

Es sei nun

x: Rxo, ..., x,1» — R"*!
q L (Sl (Cq)’ seey sl’l+1(Cq))'

Man beachte, dass
@* = x"'({ by, ... bu) € R™ | b, # 0}).

Nun sei p(x) = X' +¢; - X" + -+ + ¢, - x + cps1 € R[x] ein reelles Polynom in
einer Verdnderlichen mit c¢,,; # 0. Wir nehmen an, dass alle Nullstellen von p reell
sind. Die Zahl Var(1, cy, ..., ¢,+1) 1st die Anzahl der Vorzeichenwechsel in dem Tupel, das
aus (1, ¢y, ..., ¢,+1) nach Streichen der Nullen entsteht, und heilt die Variation des Tupels

(19 cla ceey Cn+l)~

Descartes® Lemma. In der obigen Situation ist Var(1, cy, ..., cps1) die Anzahl der mit Viel-
fachheiten gezihlten positiven Nullstellen von p und Var(1,—cy, ¢z, ..., (=1)""' - ¢,.1) die
Anzahl der mit Vielfachheiten gezdhlten negativen Nullstellen von p.

40Zu einem gegeben (n + 1)-Tupel (Ao, ..., 4,) ist diag(Ay, ..., 4,,) eine symmetrische ((n + 1) X (n + 1))-
Matrix mit diesen Eigenwerten.
“IDazu beachte man

(x=Ag) -+ (x = 2) = X" =510y s Ay) - X+ 52(A0s ey ) - X7+ (D) 501 (g, ey ).

“2René Descartes (1596 - 1650), franzosischer Philosoph, Mathematiker und Naturwissenschaftler.
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf [24], Kapitel I, §10, Korollar, 2, b).

Mit dem Lemma von Descartes und den zuvor gemachten Bemerkungen erhalten wir
eine Beschreibung der einzelnen Bahnen der obigen Gruppenwirkung als Vereinigung
von Teilmengen, die durch explizite polynomiale Gleichungen und Ungleichungen cha-
raketrisiert sind.

Wir betrachten z.B. den Fall n = 3, s = 1 und ¢ = 2. Es g(xo, x1, X2, x3) ein homogenes
Polynom vom Grad zwei in diesem Fall. Da genau einer der Eigenwerte von C, null
ist, gilt 54(C,) = 0 und s3(C,) # 0, und das charakteristische Polynom von C,, ist
x - (2 = 51(Cy) - x* + 52(Cy) - x — 53(C,)). Wir konnen das Lemma von Descartes auf
das Polynom in den Klammern anwenden. Die Bedingung, dass es (mit Vielfachheiten
gezihlt genau) zwei negative Nullstellen hat, velangt Var(l, 5,(C,), s2(C,), s3(Cy)) = 2.
Dies liefert die folgenden Systeme von Ungleichungen:

54(Cy) = 0 A 53(Cy) > 0 A 52(C,) > 0 A 51(C,) <0,
54(Cy) = O A 53(Cy) > 0 A 55(C,) < 0 A 51(C,) > 0,
54(Cy) = 0 A 55(C,) > O A 52(C,) < 0 A 5,(C,) <0,
54(Cy) = 0 A 53(C,) > O A 52(C,) = 0 A 51(C,) <0,
54(Cy) = O A 53(Cy) > O A 52(Cy) < O A 5,(C,) = 0.

Analog erhilt man fiir den Fall n = 3, s = 2 und ¢ = 1 die Bedingung Var(1, —s,(C,),
52(Cy), —s3(C,)) = 2. Dies liefert die folgenden Systeme von Ungleichungen:

54(Cy) = O A 53(Cy) < O A 52(C,) > 0 A 51(C,) > 0,
54(C;) = 0 A 53(C,) < O A 52(C,) < 0 A 5,(C,) <0,
54(Cy) = O A 53(Cy) < O A 55(C,) < 0 A 51(C,) > 0,
54(Cy) = O A 53(C,) < O A 52(C,) = 0 A 51(C,) > 0,
54(C;) = 0 A 53(C,) < O A 52(C,) < 0 A 5,(C,) = 0.

Eine Teilmenge von k", die Vereinigung von Teilmengen ist, die durch ein System
von polynomialen Gleichungen und Ungleichungen definiert sind, nennt man eine semi-
algebraische Menge ([3], 2.1.1 Definition).

I11.7.13 Aufgaben. a) Uberpriifen Sie Descartes Lemma fiir n = 1 und n = 2.

b) Es sei n = 2. Beschreiben Sie die Ausdriicke s1(C,), 52(C,) und s3(C,) als Polyno-
me in den Koeflizienten des Polynoms R[xy, x1, x2], und geben Sie die Gleichungen und
Ungleichungen fiir die verschiedenen Bahnen gemal Teil i) der obigen Bemerkungen an.
und Ungleichungen

II1.7.3 Der projektive Abschluss

Das letzte Beispiel bestitigt die Beobachtung, die wir bereits in Abschnitt III.1 gemacht
haben, ndmlich, dass Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln in der projektiven Ebene zusam-
menfallen. Bisher haben wir gezeigt, dass es genau eine projektive Aquivalenzklasse von
Koniken gibt, die nicht leer sind und keine singuldren Punkte enthalten. Zum Abschluss
miissen wir noch klédren, wie affine und projektive Koniken zusammenhéngen.

$Da 51(Cy), 52(Cy), s3(Cy) und s4(Cy) nicht von der Reihenfolge der Eigenwerte abhiingen, knnen wir
A3 = 0 annehmen. Dann gilt 53(Cy) = Ag - 41 - A2.

112



III.7. Quadriken im projektiven Raum

Es sei

q(xi, .y Xy) = Z dij'xi'xj+zek'xk+f
1

1<i<j<n k=

ein Polynom vom Grad zwei wie in Abschnitt I1.2.3. Die Homogenisierung von g ist das
homogene Polynom

n

h 2
G (X0 X1y eeey Xp) = Z d,-j-x,-~xj+Zek~x0~xk+f~x0.

1<i<j<n =1
Wir benutzen wieder die Einbettung

Lo R" —)]Pﬁ?

by, ...b))— [1:b;:---:b,].

I11.7.14 Definition. In der obigen Situtation ist V(¢") der projektive Abschluss von V(gq).

111.7.15 Bemerkungen. 1) Die analoge Konstruktion fiir lineare Polynome haben wir be-
reits in Abschnitt III.5 nach (II1.6) verwendet. Sie lisst sich auch auf beliebige Polynome
(s. I1.2.25 Aufgabe) ausdehnen.
i1) Fiir die zugeordneten ((n + 1) X (n + 1))-Matrizen aus (II.12) und Abschnitt I11.7.2
gilt
B,=C

Fiir eine affine Abbildung f: R" — R" haben wir in Anschnitt I1.2.1 eine Matrix By
definiert. Die projektive Transformation [B] € PGL,(RR) setzt f fort, genauer gilt

qh.

VPER": (f(P)) = [Bf]- (P).
Wegen
(B;")' - B, - (B;") = (B;))' - Cpn - (B}")
ist V(B x g") der projektive Abschluss von f(V(g)).

I11.7.16 Beispiele. 1) Da wir iiber den reellen und nicht den komplexen Zahlen arbeiten,
hat der projektive Abschluss eine Besonderheit. So gilt fiir 1 < k < n und

1 2
q(X15 e X)) = X7+ -+ 2 + 1,
dass
h 2 2 2
G (X0s X115 eeey Xp) = Xg + X] + -+ + X

Es gilt V(g) = @. Dagegen ist \_/(qh) ein linearer Unterraum der Dimension n — k — 1. Er
istin {[ag : --- : a,] € Pilap = 0}, dem Komplement von ¢((R"), enthalten.

ii) Es seien q1(x1,%2) = X7 = X2, g2(x1, X2) = x7 + x5 — Lund g3(x1, %) = x; — x5 = 1
die Standardgleichungen fiir Koniken in der Ebene I1.2.34 Beispiel. Fiir die Parabel gilt
q"(xo, X1, X2) = X} — X - X, und wir erkennen

01 :=V(q}) = 1(V(gn) U {[0:0: 1]}.
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Fiir den Kreis gilt ¢}(xo, x1, x2) = —x3 + x7 + x5 und

0> := V(gh) = w(V(q).

SchlieBlich gilt ¢5(xo, x1, x2) = —x5 + X7 — x3 sowie

Q3 := V(gh) = 1o(V(g3)) U{[0: —1:1],[0: 1:1]}.

Die zu ¢" gehorige Matrix ist

1
00 —=
2
Cp=| 01 0
: 1
—~ 0 0
2

Es sei A € GL3;(IR) mit

f—

1 0 1
Al:=|0 0.
1 0 -1

(A7) - Cp - A7 = diag(~1,1, 1),

Das bedeutet nach (II1.14) [A]- O = Q». Das bestitigt unsere Beobachtung aus Abschnitt
III.1, dass eine Parabel durch Hinzufiigen eines Punkts zu einer Ellipse wird. Die zu qg
gehorige Matrix ist

Es gilt

C, = diag(-1,1,-1).
010

A=|10 0]
00 1

A . oF! -A7! = diag(1, -1, -1).

Es sei

Es giltA = A’ = A™' und

Dies bedeutet laut (II1.14) [A] - O3 = O, und bestitigt unsere Beobachtung aus Abschnitt
III.1, nach der durch Hinzufiigen zweier Punkte eine Hyperbel zu einer Ellipse wird.

Die Topologie des projektiven Raums

Der Raum R"*! triigt die euklidische Topologie ([38], 1.4.2 Beispiele, iii). Eine Teilmenge
U c R" ist offen, wenn es zu jedem Punkt P € U ein & > 0 gibt, so dass

B(P,s):={Q e R™'|d(P,Q) <&} C U.

Die Teilmenge R"*! \ {(0,...,0)} ¢ R™"! ist offen. Sie triigt die Teilraumtopologie, d.h.,
U c R\ {(0, ...,0)} ist genau dann offen, wenn es eine offene Menge V c R"*! gibt, so
dass V N (R™!\ {(0, ...,0)}) = U. Man beachte, dass dies im vorliegenden Fall #quivalent
dazu ist, dass U als Teilmenge von R"*! offen ist.
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Fiiri € {0, ..., n} setzen wir
xi: R" — R™!
(boy -y Dic1, big1y ooy by) ¥— (b, ...y b1, 1, bis 1, .., by).
Die Teilmenge »;(R") c R™!\ {(0,...,0)} ist nicht offen. Sie erhilt ebenfalls eine Teil-

raumtopologie. Dabei ist eine Teilmenge U C »,;(R") genau dann offen in der Teilraumto-
pologie, wenn x;'(U) c R" offen in der euklidischen Topologie ist, i = 0, ..., n.

111.7.17 Aufgabe. Es seien iy € {0,...,n}und U C R” eine offene Teilmenge. Zeigen Sie,
dass
%U = {xl-%,-o(u)lue U, AE]R*}

eine offene Teilmenge von R"™! \ {(0, ..., 0)} ist.
Fiir das Folgende arbeiten wir wieder mit der Projektion
m: R\ [0, ...,0)} — Pp

(ag, ...,a,) — lag : -+ : ay,].

Eine Teilmenge U C Py, ist offen, wenn 77/ (U) ¢ R\ {(0, ..., 0)} offen ist.*
Es sei

ti: R" — Py
(bo, ... b1, biy1y ... b)) — by : -+~ :bi_y:1:bjyy:---:b,], i=0,..,n.
II1.7.18 Lemma. Eine Teilmenge U C Py, ist genau dann offen, wenn
;'(U) c R
fiiri =0, ...,n offen ist.

Beweis. Wenn U c Py, offen ist, dann ist 77'(U) ¢ R™! \ {(0, ...,0)} offen. Weiter ist
dann x;'(7~'(U)) offen, i = 0,...,n. Da; = 7 o ;, bedeutet dies, dass ¢;'(U) offen ist,
i=0,..,n.

Wenn ¢;'(U) offen ist, dann ist F#,-1;, nach IT1.7.17 Aufgabe offen. Nun gilt weiter

W) = How,
i=0

Da eine Vereinigung von offenen Mengen offen ist ([38], 1.4.1 Definition, a), iii), zeigt
die Gleichung, dass 7~ !(U) offen ist. Nach Definition heiBt dies, dass U offen ist. O

111.7.19 Bemerkung. Die Teilmenge ¢;(R") ist offen, i = 0, ..., n.

Eine Teilmenge X C Py, ist abgeschlossen, wenn das Komplement U := Py \ X offen
ist. Es sei X C [P, eine Teilmenge. Ihr Abschluss, ist

X= (] =z

ZcPl:
Z abgeschlossen, XCZ

Dies ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von Py, die X enthélt.

#Dies ist die sogenannte Quotiententopologie.
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111.7.20 Bemerkung. Fiir A € GL,1(R) ist

@a: Pp — Py
([A], [v]) = [A - V]

ein Hom&omorphismus ([38], 10.1.1 Definition). Das bedeutet, dass U C Py, genau dann
offen ist, wenn go/}] (U) offen ist. Fiir eine Teilmenge X C P, ist gDA()_() der Abschluss von
¢4(X); in Formeln L _

a(X) = @a(X).

Es seien (P,),en eine Folge in Py und Q € Py. Wir sagen, dass die Folge (P,),en
gegen Q konvergiert und schreiben

Q=1lmP,

y—00

wenn es fiir jede offene Menge U C Py, mit Q € U einen Index vy € IN gibt, so dass
Yv>vy: P,elU.

I11.7.21 Bemerkung. Es sei iy € {0,...,n} ein Index mit Q € ¢;,(R"). Wenn (P,),en €ine
Folge in Py mit lim P, = Q ist, dann gibt es auf Grund von II1.7.19 Bemerkung und der

yV—00

Definition von Konvergenz einen Index vy € N, so dass P, € (;(R") fiir v > v, gilt. Es
seien P, = (;,(v,), v > v, und Q = ¢;,(w). Weiter setzen wir v, := (0, ...,0),v =0, ..., vp—1.
Dann gilt

limv, =w

y—00

im Sinne von [38], 2.1.1 Definition. Wenn umgekehrt (v,),en eine Folge in R" ist, w € R"
und iy € {0, ...,n}, so dass
lim v, = w,

V—00

dann iiberpriift man leicht, dass
Tim 4, (1) = £, ().
IIL.7.22 Lemma. Es seien X C Py eine Teilmenge, Q € Py und (P,),en eine Folge mit
P, e X, veN, die gegen Q konvergiert. Dann gilt
QeX.
Beweis. Wir nehmen Q ¢ X an. Da U := P\ X offen ist, gibt es einen Index vy € IN mit

P,eU,v>vyEsgilt X C X und somit X N U = @. Wir schlieBen P, ¢ X, v > vy Das
ist offenbar ein Widerspruch. O

I11.7.23 Satz. Es sei g ein Polynom vom Grad zwei, so dass V(q) # @. Dann ist der
projektive Abschluss V(q™) von 1o(V(q)) gleichzeitig auch der topologische Abschluss.

Beweis. Es seien

n

q(xy, .y X)) = Z dij-xi-xj+2ek-xk+f

1<i<j<n k=1
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ein Polynom vom Grad zwei und

n

h 2
q (X0 X15 ooy Xp) = Z dij'xi'xj+Z€k'x0'xk+f'xo

1<i<j<n k=1

seine Homogenisierung.

Da sowohl der projektive Abschluss als auch topologische Abschluss mit durch affine
Transformationen induzierten projektiven Transformationen vertauscht (II1.7.15 Bemer-
kung, ii), und III.7.20 Bemerkung), konnen wir annehmen, dass sich ¢ in Normalform
gemdl II1.7.8 Satz befindet. Weiter folgt aus der Stetigkeit von polynomialen Funktio-
nen ([38], 3.2.4 Beispiele, ii), dass V(¢") eine abgeschlossene Teilmenge von Py, ist. Wir
wenden II1.7.22 Lemma an. Demnach miissen wir nachweisen, dass es zu einem Punkt

Qe X_/(qh) eine Folge (P,),en mit P, € to(V(g)), v € N, und lim P, = Q gibt.
Fall IB). Hier seien s > ¢, 1 < s+t < nund

— 42 2 2 2
GXLy ey X)) =X+ X — X == Xy

Dies ist bereits ein hom(lgenes Polynom, so dass ¢"(xg, X1, ..., X,) = g(X1, ..., X,). Es seien
O0=[0:a;:---:a,] € V(g")und iy € {1,...,n} ein Index mit a;, # 0. Fiir v € N sei

v, = ((v+1)-ﬂ,...,(v+1)-@), yeN.

10 alo

Es gilt dann v, € V(g) und

n 1 n
PV::LO(VV):[l:(v+1)-ﬂ,...,(v+1)-“—]: 4 a—], veN
o a;, v+ 1 ai, a,
Man erkennt mit I11.7.21 Bemerkung,* dass
limPV:[O:ﬂ:-‘-:%]=[02a13"'Zan]=Q-
y—00 a, a;,

Fall TA). In diesem Fall betrachten wir s, € IN mit s + ¢ < n und

_ .2 2_ 2 2
G(X1, s Xp) =X+ X=X — o — Xy, — L

Da wir V(gq) # @ voraussetzen, folgt s > 1. Weiter haben wir

h 2 2 2 2 2
G (X0s X5 eees Xp) = X] + oo+ X, — Xy — 00— Xy — Xo-
EsseiQ=[0:a;: - :a,l EV(qh). Falls s+f<nunda; = --- = a,,,;, dann kann man

wie in Fall IB) arbeiten.*® Ansonsten gibt es Indizes iy € { 1, ...,s}und jo € { s+1, ..., s+1}

“Damit man diese Bemerkung anwenden kann, miissen alle Folgenglieder die Eins als iy-te Koordinate
haben.

46Man betrachtet gewissermalien V(x? g Tt xﬁ).
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mit a;, # 0 und aj, # 0. Weiter finden wir (man vgl. den Beweis von I1.2.29 Satz) S, €
SO,(R), 2; € R*, S, € SO,(R) und A, € R*, so dass

0
A
0
0 : 100 0
ar | | oS |0 0 |4
A = ﬂo A=l s o (IL.15)
2
0/0]0E.
Gn /ls+t+l !
/1}1
Weil [A]-V(g") = V(g"), gilt Ay = Ao, ie, [A]-Q=[0:1:0:---:0:1:2,,, - :4]

Firv e N kiirzen wirn, :=v+1+1/@4 - (v+1))und ¢, :=v+1—-1/(4-(v+ 1)) abund
definieren

Vy = (1, 0,00 0,801 - Ay g oos Ty = A
Es gilt v, € V(g) und

P,i=1ov)=[1:1,:0:---:0:8:m- Ay ity - 4]
1 y
= —:1:0:~--:O:§—,/1;+,+1:---:/1; , velN.
ny v

Offensichtlich folgt mit II1.7.21 Bemerkung (fiir iy = 2), dass

lim P, = [A]- O

y—00

und somit
lim[A7']- P, = Q.

y—00

Fall II). Es ist nun eine Gleichung der Form

2 2 2 2
g(X1, e Xp) = X7+ -+ X, — X Xipr = Xstrrl

s s+1

mit s > tund s + ¢ < n zu betrachten. Offenbar gilt

h 2 2 2 2
G (X0, X1y ooy Xp) = X o+ X, — Xy — 0 — Xy — X0 * Xstrrl-
BsseiQ=[0:a;:--:a,] € V(g"). Wenn a,,,,; = 0 gilt, dann kénnen wir wie in Fall

IB) argumentieren. Fiir den Rest des Arguments konnen wir also a,,.; = 1 voraussetzen.

Man setze

42 2_ 2 2
DXy Xp) 1= X+ X = Xy~ Xy

Wir haben p(ay, ...,a,) = 0 und, wegen s > 1, p(1,0,...,0, a1, ....,a,) = 1. Nun sei

v:[0,1] — R"
A= A+ =D-a, (1= az,...(1 =) Agyp, Qgiii1s ons ).

4’Das Symbol 0 steht hier jeweils fiir die Nullmatrix vom entsprechenden Format.
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Die Spur von v ist die Verbindungsstrecke zwischen (ay, ..., a,) und (1,0, ..., 0, @gisi1, --es
a,). Die Verkniipfung p o v ist die Einschrankung einer nicht-konstanten polynomialen
Funktion vom Grad zwei auf das Intervall [0, 1]. Diese Funktion hat hochstens zwei Null-
stellen, eine davon ist A = 0. Falls es eine zweite Nullstelle gibt, nennen wir sie A,. Daher
konnen wir eine Folge (4,),en mit 4, € (0, 1] \ {4,} wihlen, so dass lim A, = 0. Fiir die

Folge (&,),en mit &, := (p 0 Y)(4,), v € N, gilt &, # 0, v € N, und lim &, = 0 auf Grund

der Stetigtkeit von y und p. Fiir v € N sei

9 oo ) ) 9 oo

1 A, +0-4)-a (1-1,) -a
&gy ’ Ey Ey Ey Ey ’ Ey

Vy = —- 7(/11/) =
&

v

(1 - /lv) c gyl l Agi1+2 @)

Wegen p((1/g)-y(2)) = (1/€%)- p(y(1)), A € [0, 1], e € R*, folgt v, € V(q), v € N. Weiter
gilt

P, = (v)
[y A0 e d-d)a (=) a1 s
Ey Ey Ey Ey Ey Ey
=g, A4, +0-2)-a1:A=-4)-a:---:(1=A4) a1 :1:a412: - :a,], veEN.

Mit dieser Beschreibung und II1.7.21 (fiir iy = s + ¢ + 1) folgt nun leicht

lim P, = O,

y—00

und alles ist gezeigt. O

I11.7.24 Bemerkung. Fiir ein Polynom

n

q(x1, .y X)) = Z dij-xi-xj+26k-xk+f.

1<i<j<n k=1

vom Grad zwei sel

p(Xl,...,Xn) = Z d,-j-x,--xj.

1<i<j<n

Gemil unserer Konventionen ist dies ein nicht-triviales homogenes Polynom vom Grad
zwel. In Fall IIA) nennt man den Kegel V(p) den Asymptotenkegel der Quadrik Q. Der
Beweis des Satzes erklirt die Bedeutung Dies verallgemeinert die Asymptoten einer Hy-
perbel aus 1.2.15 Aufgabe. Die folgenden Illustrationen zeigen die Asymptotenkegel des
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ein- und des zweischaligen Rotationsparaboloids (Abschnitt I1.2.4, Fall IA).

Der Fall der Parabel zeigt, dass wir in Fall IT) nicht so eine schone geometrische Interpre-
tation fiir V(¢q) haben.

I11.7.4 Uber Koniken in der projektiven Ebene

Zum Abschluss des Kapitels iiber projektive Geometrie besprechen wir drei interessante
Resultate zur Geometrie der glatten Koniken in der projektiven Ebene. Das erste Resultat
betrifft Automorphismen glatter Koniken, das zweite Resultat erklért, wie man eine glatte
Konik spezifizieren kann und das dritte Resultat ist eine interessante Ubertragung des
Satzes von Pappos auf glatte Koniken.

Parametrisierungen von Koniken

Fiir eine Teilmenge X C IP} kann man die Gruppe der Automorphismen von X als
Aut(X) :={[A] € PGL,;,(k)|[A] - X = X}

definieren.*® Nichtleere glatte Koniken in der Ebene lassen sich durch die projektive Gera-
de P, parametrisieren. Wir werden erkliren, wie fiir eine glatte Konik Q c P; die Gruppe
PGL,(k) und Aut(Q) zusammenhédngen. Wir erklédren die vollen Details fiir k = R und
skizzieren am Ende, wie das Argument fiir andere Korper funktioniert.

Es sei n > 2. Die Abbildung

v,: P, — P}

[ao:al]n—>[ag:a’(§‘1-al:---:ao-a’l’_1 s a]

ist die n-te Veronese®-Einbettung.

I11.7.25 Aufgabe. Uberpriifen Sie, dass v, injektiv ist, n € N.

“8In der Behandlung von Fall IA) im Beweis von I11.7.23 Satz haben wir in (II1.15) Automorphismen
der entsprechenden Quadrik gesehen. Dies sind Verallgemeinerungen von Rotationssymmetrien.
“Giuseppe Veronese (1854 - 1917), italienischer Mathematiker.
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Wir konzentrieren uns nun auf den Fall n = 2. Es sei
C:=V(xg-xp— x%).
Offensichtlich gilt
w(P) c C.

Essei P :=[ag : a; : ap] € C. Falls ay = 0 gilt, dann erzwingt die Gleichung P = [0 : 0 :
1] = vo([0 : 1]). Fiir ag # 0 schreiben wir P = [1 : by : by], by := ai/ay, b, := a>/ay. Es
gilt dann P = v,([1 : by]). Also induziert v, eine Bijektion zwischen ]P,i und C.

111.7.26 Bemerkung. Wir nehmen k = R an. Es sei Q C ]P,% eine Konik, die nicht leer
ist und nur glatte Punkte enthdlt. Dann existiert nach II1.7.10 Beispiel eine projektive
Transformation [A] € PGL3(k) mit [A] - C = Q, und

]P]i{—)Q
P+ [A] - vy (P)

ist eine Bijektion.

Nun seien A € GL,(k) und @4 : lP,lc — ]P}c, [#] — [A - u], die zugehdrige projektive
Transformation. Wir mochten nun zeigen, dass sich ¢4 zu einer projektiven Transforma-
tion der Ebene fortsetzen ldsst, d.h., dass es ein Element B € GL3(k) gibt, so dass

Viul € Py va([A - ul) = yp(va([ul) (111.16)

fiir die zugehorige projektive Transformation p: ]Pi — ]P,%, [(w] +— [B - w], gilt. Es
seien
_[a B
A7 ( v d )
und u = (by, by)' € k*. Offenbar haben wir

[ a-by+p-b
A.u_()/'b()ﬁ'é‘bl )

und

A ul)=| (@9) B+ (@-6+f-7) by-bi+B-5- 1

Vb2 +2-y-5-by- by +062- b}

2 -B2+2-a-B-by-by+p b }

Man erkennt schnell, dass die Matrix
a? 2-a-p B?
B=|\avy a-6+8-y B:0
y? 2-y-0 5

das Verlangte leistet. Genauer erkennt man, dass jede andere Matrix B’ € GL;(k), die
ebenfalls (III.16) realisiert, proportional zu B ist, i.e., [B] = [B’] € PGL3(k).
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111.7.27 Aufgabe. Beweisen Sie, dass
s2: GLy(k) — GL3(k)

¢ B o? 2-a-B B
( 6)»—) a-y a-0+B-y B-0
Y 72 2’)/6 52

ein Gruppenhomomorphismus ist.

II1.7.28 Satz. Es seien Q, Q' C ]PI%2 zwei Koniken, die nicht leer sind und keine singuldren
Punkte enthalten, R,S, T € Qund R',S’, T’ € Q' jeweils drei verschiedene Punkte. Dann
existiert eine projektive Transformation ¢ ]Pf{ —> IP]%{, die die Bedingungen

(@) =0, eR =R, @S)=8" und oT)=T
erfiillt.

Beweis. Nach II1.7.10 Beispiel gibt es projektive Transformationen ¢, und ¢ der Ebene
mit ¢o(Q) = C und ¢o(Q') = C. Wir setzen D := ¢p(R), E = ¢o(S), F := ¢o(T),
D' = ¢o(R), E" = ¢o(S")und F’ := o (T").

Die zu I11.4.3 Satz analoge Aussage fiir P, besagt, dass es zu zwei Tupeln (G, H, K)
und (G’,H',K’) auf lP,‘( eine projektive Transformation ¥ ux.c' 1w k7 : IP}( — ]P}{ mit
Yenkewx)\G) = G Yeukewxy(H) = H und Y uke.mwx)(K) = K gibt. Wir
verwenden die Bijektion v, : ]P,i — ]P}c. Es gibt eine projektive Transformation y : ]P,% —
IP? mit

V2 O W1 (D) w3 By (P (D)3 (BN (F)) = X © Va2
Unter diesen Umstédnden gilt
x(D)=D', x(E)=E und x(F)=F'.
Die projektive Transformation
¢ 1= (po) " o x o g

hat die behauptete Eigenschaft. O
111.7.29 Bemerkung. Es seien k ein beliebiger Korper und g(xo, x1, x2) ein homogenes
Polynom vom Grad zwei, so dass V(g) # @ und alle Punkte in V(g) glatt sind. Es seien
P=lay:a,:a;] € V(g)und ¢ C ]Pi eine Gerade, die P nicht enthilt. Fiir B := [bg : b; :

b,] € ¢ parametrisiert

h: P, — P}
[/l:,u]+—>[(/l~a0+y-b0):(/l~a1+,u-b1):(/l~a2+,u-b2)]

die Gerade PB. Wir erhalten das homogene Polynom
B, 1) =q(d-ap+u-bo,A-ay +u-by,A-ar +pu-by)
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vom Grad zwei. Die Nullstellen von 5 entsprechen den Schnittpunkten von PB mit V(q).
Wegen P € £ N V(q) ist[1 : 0] eine Nullstelle von Sz. Wir konnen also

B, 1) =pu-(np-A—xp-p)
schreiben. Damit ist

vil —P;

B+ h([xp : nsl)

eine Parametrisierung. Weiter sei [: P, — IP; eine Parametrisierung von #. Es gibt
drei linear unabhingige homogene Polynome ry(xy, x1), 1(xo, x1) und r,(xg, x;) vom Grad
zwel, so dass

Vico:cil€P,: (volleo: cil) = [rolco, 1) : rilco, 1) : ra(co, 1))

Da der Vektorraum, der aus den homogenen Polynomen vom Grad zwei in xy und x;
und dem Nullpolynom besteht, dreidimensional ist, kdnnen wir ry(xg, x1), r1(xo, x;) und
r>(xg, x1) als Linearkombination von x(z), Xo - x1 und x% schreiben. Dies liefert eine Matrix

A € GL3(k) mit [A] - ‘_/(q) = C. Somit gilt II1.7.28 Satz auch fiir k.

Linearsysteme von Quadriken

Eine Gerade wird durch zwei verschiedene Punkte festgelegt. Wir wollen jetzt klédren,
durch welche Daten eine glatte Konik in ]P,% bestimmt ist.

Wie zuvor sei V,,, := k[x, ..., x,], der Vektorraum, der aus allen homogenen Polyno-
men vom Grad zwei in den Variablen xy, ..., x, und dem Nullpolynom besteht. Wir setzen

Vn,Z = ]P(Vn,Z)-

I11.7.30 Definition. i) Ein linearer Unterraum L= P(L) c V,,,z ist ein Linearsystem (von
Quadriken). o
ii) Es seien IL C V,; ein Linearsystem und P € IP;. Dann setzen wir

L(-P):={[gl € V,2| P V() }.

I11.7.31 Lemma. Es sei L C Vn,z ein Linearsystem. Dann ist L(—P) ein Linearsystem,
und es gilt entweder

L(-P)=1L
oder
dim(IL(-P)) = dim(L) — 1.
Beweis. Wir schreiben P = [ay : - - - : a,]. Fiir homogene Polynome g(xy, ..., X,), ¢’ (X0, ..., Xn)

vom Grad zwei und A € k gilt

(g + q')ao, ...,a,) = q(ay, ...,a,) + ¢'(ao, ..., a),
(/l : Q)(GO, ceey an) = /1 : q(a()’ eeey an)'

123



Kapitel III. Projektive Geometrie

Dabher ist

Vn,Z(_P) ::{ Q(XO, ceey Xn) € Vn,Z | Q(ao, ceey an) = O}
:{ Q(xo, eeey Xn) € Vn,z | Pe ‘_/(Q) }

ein linearer Teilraum der Kodimension eins® von V,,», und IL(—P) ist die Projektivierung
von
L(-P):=LNV,,(-P).

Nach der Dimensionsformel ([41], Aufgabe I11.5.49) gilt
dlmk(]L(—P)) = dlmk(]L) + dimk(V,,,z) -1- dlmk(IL + Vn’z(—P)).

Falls L C V, ,(—P), dann folgt L(—P) = IL. Ansonsten gilt L + V,>(—P;) = V,,; und die
obige Formel liefert dim;(IL(-P)) = dim(IL) — 1. O

Aus diesem Satz ergibt sich ein wichtiges klassisches Resultat iiber Koniken in IP;..

II1.7.32 Definition. Fiinf Punkte Ay, A,A,,A3,A4 € ]Pi befinden sich in allgemeiner
Lage, wenn keine drei dieser Punkte kollinear sind.

111.7.33 Bemerkung. Wir schreiben A; = [ay; : a1; : az;], j = 0,1,2,3,4, und definieren
die (3 x5)-Matrix A = (a;j)i=0,12,j=0,12,3.4- Die Bedingung, dass sich die gegebenen Punkte
in allgemeiner Lage befinden, ist dquivalent dazu, dass je drei verschiedene Spalten der
Matrix A linear unabhingig sind. Seien also 0 < jo < j; < j» <4 und Aj; ;, die (3 X 3)-
Matrix, die aus den entsprechenden Spalten von A besteht. Dann muss

det((aij,)iy=0,12) # 0

gelten. Der Parameterraum fiir Fiinftupel in der projektiven Ebene ist (P})* = P} x P} X
IP; X P{ x IP;. Da die Determinantenfunktion linear in jeder Spalte ist ([41], Definitionen
IV4.1,1),istfiir 0 < jy < j; < j» <2 die Menge

Ucjojrin := 1 (Bo, By, By, B3, By) € (P3| det((bij,)ir=012) # 0}

definiert. Dabei schreiben wir wieder B; = [by; : by : byj], j = 0,1,2,3,4. Damit ist

o = ﬂ Udo.jr.io)

(o»J1-42):
0<jo<j<jp<4
die Menge der Fiinftupel in allgemeiner Lage.
Wir nehmen jetzt k = R an. Da die Determinante nach der Leibnizformel eine polyno-
miale Funktion ist und damit stetig, folgt, dass U,j, ;. j, eine offene Teilmenge von (Pg)*
1st, wenn man (]P]%{)><5 mit der Produkttopologie ([20], Abschnitt 1.3, [43], Introduction,

OWenn man die Koordinaten von P einsetzt, dann erhilt man eine nichttriviale lineare Gleichung in
den Koeffizienten des Polynoms. Das wird z.B. im Beweis von II1.7.34 Satz deutlich. Fiir ein quadratisches
Polynom

q(x0, .o Xp) = Z dij - x; - x;

0<i<j<n

gilt z.B. genau dann ¢(1,0, ...,0) = 0, wenn dyy = O.
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§2, 1) ausstattet, 0 < jo < j; < j» < 4. Da Durchschnitte endlich vieler offener Mengen
offen sind ([38], 1.4.1 Definition, a), Eigenschaft ii), ist damit auch & offen. Diese Men-
ge ist sogar dicht, d.h., der Abschluss & ist der ganze Raum (IP%)°. In der Sprache der
MabBtheorie ([39], 1.5.1 Definition) wiirde man sagen, dass sich alle Fiinftupel au3erhalb
einer Nullmenge in allgemeiner Lage befinden. Das erklirt die Terminologie.

Wenn k ein beliebiger Korper ist, dann kann man (IP{)*> mit der sogenannten Zari-
ski’!-Topologie ([19], Abschnitt 2.3.5, [16], Chapter I, Exercise 2.14) versehen. Die obi-
gen Aussagen stimmen dann in dieser Topologie, auBer, dass man nicht von Nullmengen
spricht.

I11.7.34 Satz. Es seien Ay, A, Ay, Az, Ay € ]P,f fiinf Punkte in allgemeiner Lage. Dann
existiert ein homogenes Polynom q(xy, ..., x,) € V2 \ {0} vom Grad zwei mit

A eV(g), i=0,1,2,34.

Wenn q' (X0, ..., Xn) € V.5 \ {0} ein weiteres homogenes Polynom vom Grad zwei mit A; €
V(g),i=0,1,2,3,4, ist, dann existiert eine Zahl A € k* mit

q (X0, e Xn) = A+ g(Xp, ..., X).

Beweis. Bereits in II1.7.7 Bemerkung haben wir beobachtet, dass dimy(V,,) = 6 gilt.
Aus II1.7.31 Lemma schlieBen wir, dass es zu fiinf beliebigen Punkten in der projektiven
Ebene eine Konik gibt, die diese fiinf Punkte enthilt. Das genannte Lemma macht auch
plausibel, dass der Satz stimmen sollte.

Es seien A € GLj3(k) und @4 : ]P,% — ]Pi die zugehorige projektive Transformati-
on. Fiir ein homogenes Polynom ¢(xo, x;, x) gilt genau dann A; € V(g), wenn @4(A;) €
oa(V(@) = V(A% q),i=0,1,2,3,4. Die Abbildung V,, — V,,, ¢ —> A % g, ist linear.

Laut Voraussetzung ist (A, A, A,, A3) ein Viereck im Sinne von Abschnitt I11.4.1.
Nach I11.4.3 Satz existiert eine projektive Transformation ¢: ]Pi — ]P,% mit p(Ag) = Ey =
[1:0:0],p(A))=E;=[0:1:0],p(A2) =E;,=[0:0:1]und p(A3) =E;=[1:1:1].
Weiter sei E4 := [a : b : c] := ¢p(A4). Auf Grund des letzten Abschnitts geniigt es, die
Aussage fiir E, E1, E», E5, E4 zu beweisen. Es sei

2 2 2
q(xo, X1, X)) =@ x5+ - X]+a2 x5+ Lo X1 X2+ B X X2+ B Xo Xy

ein homogenes Polynom vom Grad zwei mit_ E; € ‘_/(q), i=0,1,2,3,4. Aus E; € l_/(q)
folgt @; = 0,i =0, 1,2. Die Bedingung E3 € V(q) ist dann dquivalent zu

Bo+p1+B2=0. (I11.17)

Man beachte, dass a # 0, weil E4 nicht auf EoE; liegt. Analog sieht man » # 0 und
¢ # 0 ein. Weiter gilt b # ¢, weil E4 nicht in der Gerade E(E enthalten ist. Entsprechend
schlieBt man a # b und a # c. Es ist nun noch die Bedingung

Bo-b-c+Bi-a-c+pBr-a-b=0 (I11.18)

zu erfiillen. Wir subtrahieren (b - ¢)-mal Gleichung (III.17) von dieser Gleichung und
erhalten
Bi-(a@ac—-b-c)+Br-(a-b—-b-c)=0.

SlQscar Zariski (1899 - 1986), US-amerikanischer Mathematiker.
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Wir wihlen u € k* und setzen 3, := . Es muss dann

_b-c—a-b

B = Jz

a-c—b-c

gelten. Es folgt

Bo = a-b-b-c 1= a-b—a-c
0=H a-c—b-c —H a-c—b-c
Das Polynom g(xy, X1, x3) ist somit von der Form
a-b-a-c b-c—a-b
/l.

—_— XX+ ————— Xy X2+ X0 X1 |
a-c—b-c a-c—b-c

Schreiben wir u = A - (a- ¢ — b - ¢), dann nimmt es die Gestalt
gi(x0, x1,x0):=A-(a-(b=c)-x;-x2+b-(c—a) - xg-x2+c-(a—Db)-xy-x1)

an. Dies zeigt die behauptete Eindeutigkeit.
Wir verifizieren nun, dass V(g,) keine singulidren Punkte besitzt. Dazu betrachten wir
allgemeiner

P(X0, X1, X2) = Ao+ X1 - X2+ Ay - X - X2 + Ay - Xp * X3

mit A; € k*,i =0, 1,2, und wenden das Kriterium aus III.7.3 Definition fiir k statt R an.
Fiir einen Punkt F = [f : fi : f2] € P} gilt

s—p(ﬁ),ﬁ,fz)=ﬂz~ﬁ+ﬂl .

X0

0

—a” o fir ) = A fo+ Ao+ o
X1

s—p(fo,fl,fz) =A - fot+ Ao fr.
X2

Falls alle partiellen Ableitungen in F verschwinden, dann muss sicher f; # 0,7 = 0, 1,2,
gelten. Wir konnen also f; = 1 annehmen. Mit der zweiten Gleichung erhalten wir f, =
—A, /Ao und mit der dritten f; = —A;/Ay. Die erste partielle Ableitung nimmt an der Stelle
[1: —=A1/Ag : —A2/Ap] den Wert =2 - Ay - A,/Ap an. Falls in 1 + 1 # 0 gilt, ist dieser
Wert ungleich null, und wir sehen, dass es keinen singuliren Punkt auf V(p) gibt. Im
Falle 1 + 1 = O ist dieser Wert null. Allerdings stimmt iiber solch einem Korper die
Eulerformel (III.12) nicht (vgl. I1I1.7.5 Bemerkungen, iv), und wir miissen tiberpriifen, ob
[1:=21/4¢ : =42/ Ap] auf X_/(q) liegt. In der Tat gilt>?

0.

( A /12)_ Al A A A
(1, 2)=- - . #

TS Ao Ao o A

Somit ist [1 : —=A;/Ag : =42/ o] kein singuldrer Punkt von \_/(q). |

52Man beachte, dass aus 1 + 1 = 0 folgt, dass » = —x fiir alle x € k gilt.
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111.7.35 Bemerkungen. 1) Man kann fiir jeden Grad d > 2 die Dimension des Vektorraums
k[xo, x1, X2]4, der aus den homogenen Polynomen vom Grad d in Xy, x;, x, und dem Null-
polynom besteht, leicht ausrechnen und dementsprechend voraussagen, wieviele Punkte
in allgemeiner Lage man bendtigt, um eine entsprechende Kurve vom Grad d festzulegen.
Allerdings ist es dann unter Umstidnden schwierig, die Eigenschaft, sich in allgemeiner
Lage zu befinden, adidquat zu charakterisieren. So benotigt man fiir eine Kurve vom Grad
drei neun Punkte. Davon sollten gemal I11.7.34 Satz keine sechs auf einer Konik liegen.
Allerdings schneiden sich zwei Kurven vom Grad drei typischerweise in neun verschie-
denen Punkten. Tupel von neun Punkten, die als Durchschnitt von zwei verschiedenen
kubischen Kurven entstehen, bestimmen also nicht auf eindeutige Weise eine kubische
Kurve. Es gibt vielmehr eine (projektiv gezihlt) eindimensionale Familie von kubischen
Kurven durch diese neun Punkte.

ii) Es gelte 1 + 1 = 0 in k. Die Berechnung am Ende des Beweises von I11.7.34 Satz
zeigt, dass der Punkt

F=[1:-41/2: —A2/] = [ : A1 : 1]

auf jeder Tangente in einem Punkt an V(p) liegt. Auf Grund dieses intuitiv schwer greif-
baren Phiinomens nennt man V(p) eine seltsame Kurve ([16], Chapter 1V, §3, S. 311).53
Dieses Beispiel illustriert, dass unsere Anschauung bei gewissen Formen der Geometrie
versagen kann.

Der Satz von Pascal

Der Satz von Pappos (I11.6.9) betrifft sechs Punkte auf der Vereinigung zweier verschie-
dener Geraden. Eine solche Vereinigung konnen wir als singulire Konik ansehen (vgl.
I11.7.10 Beispiel). Pascal®* hat beobachtet, dass die analoge Aussage auch fiir Koniken
ohne Singularititen wahr ist.

I11.7.36 Der Satz von Pascal. Es seien q(xy, x1, x,) ein homogenes Polynom vom Grad
zwel, so dass ‘_/(q) - ]P,% eine glatte Konik ist, und A, B,C, D, E, F sechs verschiedene
Punkte auf V(q). Dann sind der Schnittpunkt P der Geraden AE, BD, der Schnittpunkt Q
der Geraden AF,CD und der Schnittpunkt R der Geraden BF, CE kollinear.

Wir haben in II1.7.10 erklirt, dass eine glatte Konik in P projektiv dquivalent zu
einem Einheitskreis in der Karte ¢o(IR?) aus Abschnitt I11.3.1 ist. In I11.7.35 Bemerkungen,
i), haben wir skizziert, warum dasselbe Resultat auch iiber anderen Korpern gilt. Daher
konnen wir die Aussage des Satzes von Pascal mit Hilfe eines Kreises oder einer Ellipse
veranschaulichen.

3Gliicklicherweise gibt es nicht allzuviele seltsame Kurven dieser Art ([16], Chapter IV, Theorem 3.9).
4Blaise Pascal (1623 - 1662), franzosischer Mathematiker, Physiker, Literat und christlicher Philosoph.
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A,, =

\D —— =

Beweis. Fiir ein homogenes lineares Polynom [(x, x1, x) setzen wir wieder
V() :={[ao : a\ : ay] € P?|ag,a1,a;) = 0}.

Da eine glatte Konik keine Gerade enthiilt, sind keine drei der Punkte A, B,C, D, E, F
kollinear. Damit ist Q gemalf I11.7.34 Satz die einzige Konik durch die Punkte A, B, C, D, E.
Aus I11.7.31 Lemma folgt, dass

Vax(-A = C = D= B) = (((Vaz-A)-O))-D)(-E)

zweidimensional ist. Zu zwei verschiedenen Punkte G, H € ]P,% sel [y ein homogenes
lineares Polynom mit ‘_/(ZG,H) = GH. Nun sind lag - lcp und lyp - lc g zwei linear un-
abhingige Elemente aus V,,(—A—C—D-FE) und somit eine Basis fiir diesen Vektorraum.
Ebenso sind I r - [pp und l4 p - I F eine Basis fiir V,,(—A — B — D — F). Wir finden also
Ay, Az, py, o mit

Ay - lA,E : lC,D + Ay lA,D Acp=q=pu - lA,F : lB,D + U lA,D : lB,F-

Insbesondere haben wir

lA,D ' (/12 : lC,E —H2- lB,F) = /12 ' lA,D : lC,E —H2- lA,D : lB,F =M1 lA,F ' lB,D - /11 : lA,E : lC,D- (IH 19)

Wir behaupten, dass P, Q und R in der Geraden 1_/(/12 “lcg — 1o - lp ) enthalten sind.
Wir haben {P} = AE N BD, dh., P € ‘_/(ZA,E) und P € X_/(ZB,D). Damit muss auch der
Ausdruck auf der linken Seite von (III.19) in P verschwinden. Da P ¢ X_/(ZA,D), muss
P e \_/(/12 “lcp — Mo - lgF) gelten. Weiter gilt {Q} = AF N CD, so dass 0 e V(ZA,F) und
Qe I_/(ZC,D). Wieder muss die linke Seite von (II1.19) in Q null sein. Wegen Q ¢ V(l4p)
bedeutet dies Q € V(A, - lex — s - Iz ). SchlieBlich gilt auf Grund von {R} = BF N CE
offenbar R € V(A, - lcp — s - lpr). O
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IV

Hyperbolische Geometrie

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ist die hyperbolische Ebene wie die euklidische
Ebene ein mathematisches Objekt, in dem wir von Punkten, Geraden, Abstinden, Win-
keln usw. reden konnen, und diese Konzepte den Regeln der euklidischen Geometrie mit
Ausnahme des Parallelenaxioms folgen. An die Stelle des euklidischen Parallelenaxioms
tritt das hyperbolische Parallelenaxiom. In diesem Kapitel mochten wir PoincarésModell
der hyperbolischen Ebene prisentieren. Nach einigen Vorbereitungen stellen wir die hy-
perbolische Ebene, ihre Geraden und ihre Transformationen vor. AnschlieBend werden
wir die Abstands- und Winkelmessung einfiihren und anhand einiger ausgewihlter Sitze
die Unterschiede zwischen euklidischer und hyperbolischer Geometrie herausarbeiten.

IV.1 Uber Kreise

Die Menge, die dem Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene zugrunde liegt, ist die of-
fene Einheitskreisscheibe. Geraden in diesem Modell sind Durchschnitte dieser Scheibe
mit gewissen Kreisen. Wie in der euklidischen Geometrie kann man alle Transformatio-
nen aus Spiegelungen an Geraden aufbauen. Die Spiegelungen, die wir hier benotigen,
sind Inversionen an Kreisen. Diese lassen sich mit komplexen Zahlen zweckméafig be-
schreiben. Daher fiihren wir die bendtigten Konzepte in diesem vorbereitenden Abschnitt
ein.

IV.1.1 Orthogonale Kreise

Es seien y: I — R? und 6: J — R? zwei injektive und differenzierbare Abbildungen
sowie fy € I, ug € J zwei Werte, so dass

* y(to) = 6(up) =: P,
* ¥ (to) %0, 8 (o) # 0.
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Unter diesen Umstdnden sind die Tangenten # an Spur(y) in P und 7z an Spur(d) in
P definiert (s. Beginn von Abschnitt [.4.1). Der Schnittwinkel der Kurven Spur(y) und
Spur(6) in P ist dann erklirt als der Schnittwinkel der Geraden # und 772 in P.!

@
4

Es seien » C R? ein Kreis mit Mittelpunkt O und P € x. Die Tangente Tp(x) an x ist de-
finiert als die Gerade, die P enthilt und senkrecht auf OP steht. Die Formel in 1.4.8 Satz
stimmt mit dieser Definition iiberein. Wenn nun zwei Kreise %, %, C R? mit Mittelpunk-
ten O, und O, gegeben sind und P € x; N %, ein Schnittpunkt dieser Kreise ist, so stechen
die beiden Kreise in P gemiB unserer vorherigen Definition? genau dann senkrecht auf-
einander, wenn Tp(x;) und T'p(x,) senkrecht aufeinander stehen. Das bedeutet allerdings,
dass Tp(x;) = 0,P und Tp(xy) = O,P. Wir kénnen also genauso gut fordern, dass die
Geraden W und W senkrecht aufeinander stehen.

IV.1.1 Bemerkung. Wenn sich zwei Kreise »; und
%, senkrecht in einem Punkt P schneiden, dann
miissen sie sich in einem weiteren Punkt Q schnei-
den, denn die Spiegelung an der Geraden 0,0,
bildet die beiden Kreise auf sich ab. Das Dreieck
A0 PO, wird unter dieser Spiegelung auf das Drei-
eck AO;QO0, abgebildet, so dass x%; und x%, auch in
Q senkrecht aufeinander stehen.

Auf Grund dieser Bemerkung sagen wir, dass »;
und %, senkrecht aufeinander stehen, wenn sie sich
schneiden und in einem Schnittpunkt senkrecht auf-
einander stehen.

'Sind die Geraden gleich, dann ist der Schnittwinkel null. Andernfalls entstehen am Schnittpunkt vier
Winkel, die nach dem Satz iiber Scheitelwinkel zwei verschiedene Werte annehmen. Sind die beiden Werte
/2, ist das der Schnittwinkel. Ansonsten ist es der kleinere der beiden Werte. Der Schnittwinkel liegt also
im Intervall [0, 7/2]. Wenn sich die Geraden nicht in einem rechten Winkel schneiden und / bzw. m die
Steigungen von ¢ bzw. 77z bezeichnen, ist

arctan (

[—m '
1+7-m|)”
der Schnittwinkel ([9], Abschnitt 2.1.2).
2Um den Schnittwinkel fiir Kreise zu definieren, geniigt es, die beiden Kreise in der Nihe des Schnitt-
punkts zu parametrisieren (vgl. Kapitel I, FuBnote!”).

130



IV.1. Uber Kreise

Es seien O = (01, 0,) € R? und r > 0. Der Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r ist dann
gegeben als
K(07 r) = { (alaaQ) S ]Rz | (Cl] - 0])2 + (aZ bl 02)2 = }"2 }_

Damit gehort dieser Kreis zu dem Polynom
XA+xX5—2-0-X—2-0yXa+ 0]+ 05— 1.
Wenn nun umgekehrt ein Polynom

q(xl,xz):x%+x§+f~x1+g-x2+h

gegeben ist, dann schreiben wir

2 2 2 2
Cl(xl,xz)z(xl +j§£) +(xz+§) —(fz+gz—h).

Folglich ist V(g) genau dann ein Kreis, wenn

g
—+=>=—-h>0.
gty
In diesem Fall ist
o8
F=|-=-=
( 272
der Mittelpunkt und
2 g
—+=-h
4
der Radius.

IV.1.2 Satz. Es seien x; = V(q,) und », = V(q,) Kreise in der Ebene mit
qi1(x1,x) = x% +x§ +fi-x1+g -x+h

und
q2(x1, %) = x% + x% +fHhox1+8x+h.

Dann ist die Identitdit
fi-fhtgi-g=2-(h+h).

dquivalent dazu, dass die Kreise %, und x, senkrecht aufeinander stehen.
Beweis. Es seien Fy bzw. F, der Mittelpunkt und r; bzw. r, der Radius von %; bzw. x,.
Wir nehmen zunéchst an, dass die beiden Kreise senkrecht aufeinander stehen. Es sei P

ein Schnittpunkt. Das Dreieck AF; PF, hat einen rechten Winkel am Punkt P. Nach dem
Satz von Pythagoras® ([12], Abschnitt 0.3.2) gilt

ri+ 13 = d(F1, Py + d(F», Py = d(Fy, F»)". (IV.1)

3Benannt nach Pythagoras von Samos (ca. 570 - 510 v.u.Z.), antiker griechischer Philosoph und
Griinder einer religios-philosophischen Bewegung.
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Kapitel IV. Hyperbolische Geometrie

Wenn umgekehrt Gleichung (IV.1) erfiillt ist, dann gilt d(F, F») < ri+r,, so dass sich die
Kreise »#; und »; in zwei Punkten schneiden, und fiir einen Schnittpunkt P ist das Dreieck
AF | PF, rechtwinklig, d.h., %; und %, stehen senkrecht aufeinander.

Wir miissen also die Giiltigkeit von Gleichung (IV.1) priifen. Es gilt

+I’§:Z+4 4+Z—]’l1—h2

2
ry

und

2 2 22 2 g2
d(F1,F2)=(§—%) +(%—%)=Zl+j+zz+f—§'(f1'f2+gl'gz)~

Somit ist Gleichung (IV.1) dquivalent zu der Gleichung

fi-fotgi-g=2-(h+h)

wie behauptet. O

IV.1.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir fassen kurz die wichtigsten Eigenschaften des Korpers C der komplexen Zahlen zu-
sammen. (Mehr Details gibt es in [40], Kapitel I.) Die Verwendung der komplexen Zahlen
vereinfacht die Abhandlung der hyperbolischen Geometrie.

Im Korper C existiert eine Zahl i, so dass

* i =-1,

* zu jeder komplexen Zahl z € C eindeutig bestimmte reelle Zahlen a,b € R mit
Z =a+ b -iexistieren.

Man setzt Re(z) := a und nennt dies den Realteil von z sowie Im(z) := b. Die letzte Grofie
wird als Imagindirteil von z bezeichnet. Mit der Zerlegung in Real- und Imaginérteil lassen
sich die Rechenoperationen in C folgendermafien beschreiben:

* Vz=a+b-i,7 =ad+b -i€eC:z+7=(@+ad)+b+Db)-i.
* Vz=a+b-i,7 =a+b -i€eC:z-Z=@-ad-b-b)+@-b+a-b)-i.

Fiir eine komplexe Zahl z = a + b - i ist ihre konjugiert komplexe Zahl durchz =a—b - i
gegeben. Man beachte, dass z - 7 = a® + b?, so dass man (mit der reellen Wurzelfunktion
[37], 3.3.12 Beispiel, ii) |z] := Vz - Z definieren kann. Diese Zahl ist der Absolutbetrag
von z. Man hat folgende Formeln:

*x V¥z,7 € C:z+7 =7+7,2-7 = Z-7. (Die komplexe Konjugation : C — C,
7 > 7, ist also ein Korperautomorphismus (s. Abschnitt 111.4.3).)

* Vz,7 € C:lz-Z| =7 - |Z]-
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IV.1. Uber Kreise

IV.1.3 Bemerkung. Durch t: R — C, a +— a + 0 - i ist ein K&rperhomomorphismus
gegeben. Wir konnen somit den Korper der reellen Zahlen als Teilkorper des Korpers der
komplexen Zahlen auffassen. Dadurch wird C zum R-Vektorraum. Die Abbildung

y:R> — C
(a,b)— a+b-i

ist ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen. Unter dieser Identifikation entspricht der
Absolutbetrag | - | auf C der euklidischen Norm || - || auf R?, genauer ||(a, b)|| = |¥(a, b)| =
la+b-1i|, (a, b) € R?%. Weiter entspricht die komplexe Konjugation in C der Spiegelung an
der x-Achse in R?.

IV.1.3 Die Inversion an einem Kreis
Fiir zwei verschiedene Punkte O, A € R? definieren wir die Halbgerade
[OA:={0O+A1-(A-0)|1€Ry}.

Die folgende Konstruktion sollten Sie sich als Verallgemeinerung der Spiegelung an einer
Geraden y C R? vorstellen.

IV.1.4 Definition. Es sei
%= K(O,r)={PeR*|dO,P)=r)

der Kreis mit Mittelpunkt O € R? und Radius r € R.. Fiir einen Punkt A € R? \ {0} sei
1,(A) € R? durch folgende Bedingungen charakterisiert:

* 1,(A) € [OA,
* d(0,A)-d(0,1,(A)) = r’.
Die Abbildung
t: R\ {0} — R*\ {0}
Ar— 1,(A)
ist die Inversion am Kreis .
1V.1.5 Bemerkungen. 1) Offenbar gilt
* YA € R?\ {0} : 1,,(1,(A)) = A.
* YA e R*\ {0} : (1,(A) = A < A ex).

Es folgt sofort, dass ¢, eine bijektive Abbildung mit ¢! = ¢, ist. Die Analogie zu Spiege-
lungen an Geraden wird durch diese Formeln ausgedriickt.
ii) Intuitiv sollte der Punkt O ins Unendliche abgebildet werden und umgekehrt. Dies

kann man mittels der Einbettung R? L C gy ]P}D prizise machen (vgl. IV.2.12 Bemer-

kung, 1V.2.14 Beispiele, 1), und IV.2.17 Bemerkungen, iv).
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Es seien r € R,
,:RP— R?
(a,b) —> (r-a,r-b)

die zentrische Streckung um den Faktor r mit Zentrum (0,0) und O = (0;, 0,) € R?. Die
Abbildung
Qp:=Tp0C(: R? — R?
(a,b) — (01 +1r-a,0,+r-b)
bildet den Einheitskreis %, := K((0,0), 1) auf den Kreis ¥ = K(O, r) ab. Um wichtige Ei-

genschaften von Inversionen zu verstehen, geniigt es daher, die Inversion am Einheitskreis
zu analysieren.

IV.1.6 Lemma. Es sei x, := K((0,0), 1) der Einheitskreis. Dann gilt

a b
V(a,b) e R*\{(0,0)} : 4 (a,b) = (02 Py b2)'

Beweis. Es seien (a,b) € R?\ {(0,0)} und (a’,b’) := (a/(@®* + b?),b/(a* + b*)). Nach
Definition des euklidischen Abstands und der euklidischen Norm gilt d((0, 0), (a, b)) =
ll(a, b)|| = Va? + b2. Somit haben wir

Dl _ 1

@ DI i@ DI

Damit ergibt sich sofort die Behauptung. O

(a,b)

~(a,b) und d((0,0),(a@, b)) = (@, b)) =

3 1
i@ b

Im Folgenden diskutieren wir die wichtigsten Eigenschaften von Inversionen an Krei-
sen.

IV.1.7 Satz. Es seien x C R? ein Kreis mit Mittelpunkt O und ¢ C R? eine Gerade.
1) Wenn O € ¢, dann gilt 1,(¢ \ {O}) = £ \ {O}.
1) Wenn O ¢ ¢, dann existiert ein Kreis »’, der O enthdlt, so dass

t(2) = "\ {O}.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial. Fiir jeden Punkt A € # \ {0} gilt # = OA und somit
[OA c ¢ sowie 1,,(A) € [OA \ {O}.

Da Translationen und zentrische Streckungen Geraden auf Geraden und Kreise auf
Kreise abbilden,* konnen wir nach den Betrachtungen vor IV.1.6 Lemma voraussetzen,
dass % der Einheitskreis ist. Es gibt dann Zahlen (@, ;) € R? \ {(0,0)} und 8 € R*, so
dass

£ ={(a,a) e R*|a,-a+a,-a, +B=01).

Fiir (a,, a,) € ¢ gilt fiir (a}, a}) := (a1, a,) gemdB IV.1.6 Lemma, dass

2, 2
@ -ay+ay-ay,+B-(a” +ay,) =0,

“Die zentrische Steckung £, bildet etwa den Kreis mit Mittelpunkt M = (m,, m;) und Radius r auf den
Kreis mit Mittelpunkt (A - m;, A - m) und Radius 4 - r ab, 4 € R..
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d.h.,
2

2
,  «a , 1
(“”Tlﬁ) *(“”ﬁ) g @) =0

Damit liegt ¢, auf dem Kreis »’ mit Mittelpunkt (—a;/(2 - B), —a,/(2 - 8)) vom Radius

a? + a3/(2 - |B)). Die erste Version der Gleichung zeigt sofort, dass (0,0) € »’.

Wenn man mit einem Punkt (a},a)) € %" \ {(0,0)} startet, dann lésst sich die obige
Rechnung umkehren und zeigt, dass es einen Punkt (a;,a») € ¢ mit v,(a;,a) = (a},a))
gibt (vgl. Beweis von I1V.1.8 Satz). O

IV.1.8 Satz. Es seien x C R? ein Kreis mit Mittelpunkt O und »' C R? ein weiterer Kreis.
i) Wenn O € %', dann existiert eine Gerade ¢ C R? mit 1,(x' \ {O}) = €.
i1) Wenn O ¢ ', dann ist 1,(x") ebenfalls ein Kreis.

Beweis. Wir konnen wieder voraussetzen, dass x der Einheitskreis ist. Es gibt 8,85,y €
R, so dass

% ={(b1,b)) €ER*|bI + b5+ By -by +B>-by+y =0}
Fiir (a1, a) € »" \ {(0,0)} gilt also

Y a a

. . +1=0.
erid T dvad T P d
Fiir (a, a}) := 1,(a, ay) heiBt das gerade
y-(d?+a)+p-d, +By-dy+1=0. (IV.2)

1) Hier haben wir y = 0, so dass
(a1, a) € € = {(b1,b) € R*|By by + B2 - by +1=0}.

Wieder kann man die Rechnung umdrehen (vgl. Beweis von IV.1.7 Satz), um zu verifizie-
ren, dass £ = 1,(%" \ {(0,0)}) ist.
ii) Hier gilt ¥ # 0 und wir kénnen (IV.2) umschreiben zu’

2 BN (2, BY 1
(Cllz'i'ﬂ +a22+ﬁ —4—72(ﬁ%+ﬂ§—47):0

Dies beschreibt wieder ein Kreis x”. Wir haben ¢, (x") C %" gezeigt. Das Umkehren der
Rechnungen zeigt ¢, (x") = x”. O

IV.1.9 Beobachtung. In der Situation von IV.1.7 Satz ii) und 1V.1.8 Satz 1) ist die Tangente
an den Kreis %" in O parallel zu der Geraden €.

’Da »’ ein Kreis ist, gilt 7 + 52 > 4 - .
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Beweis. Man fille das Lot 2 von O auf die Gerade #. Da die Spiegelung o, an 2 eine
Isometrie ist, die den Punkt O fixiert, folgt aus 1V.1.4

Definition leicht, dass ¢, und o, vertauschen, i.e.,
Ly 00, =0,0L,.
Das impliziert aber
o ,(x" \{0}) ="\ {O}. ¢

Mit o ,(0) = O zeigt dies o ,(x") = »’. Die Gerade 2
verlduft also durch den Mittelpunkt von x’. Da sowohl
die Tangente an %’ in O als auch £ auf 2 senkrecht stehen, folgt, dass diese beiden Gera-

den parallel sind. |

IV.1.10 Aufgabe. Bestitigen Sie die Beobachtung mit den Formeln aus dem Beweis von
IV.1.7 Satz und der Formel fiir die Tangente aus 1.4.8 Satz.

Es sei x = K(O,r) ein Kreis. Wir betrachten nun wie zu Beginn des Kapitels zwei
(injektive) Kurven y: I — R?> und §: J — R?, so dass

O ¢ Spur(y) U Spur(0).

Da ¢, laut der Beschreibung vor und in IV.1.6 Lemma eine differenzierbare Abbildung ist
und zudem injektiv, sind auch ¢, o y: I — R?und ¢,, 0 §: J — RR? injektive Kurven. Es
seien fy € I und uy € J, so dass y(ty) = 6(ug) =: P. Es sei nun £ bzw. 7z die Tangente an
Spur(y) bzw. Spur(6) in P. Wir mochten den Schnittwinkel von Spur(y) und Spur(6) in P
mit dem Schnittwinkel von Spur(¢,, o y) und Spur(s, o ) in ¢,(P) vergleichen. Es seien

% =1,(0)U{0} und ¥ =,(72) U{O}.

Diese beiden Kreise schneiden sich in O und dem
Punkt Q = ¢, (P). Aus IV.1.9 Beobachtung folgt, dass
der Schnittwinkel von Spur(y) und Spur(d) in P mit
dem Schnittwinkel von %’ und ¢’ in O iibereinstimmt.
Es sei 22 die Verbindungsgerade der Mittelpunkte von
»" und . Die Spiegelung an 2 bildet x” und %' auf
sich ab und O auf Q. Es folgt, dass der Schnittwinkel
der Tangenten an %’ und ¥ in Q mit dem in O {iber-
einstimmt. Der Schnittwinkel der beiden Tangenten
in Q ist aber der Schnittwinkel von Spur(e, o y) und Spur(e, o 6) in ¢,,(P). Wir halten somit
fest.

IV.1.11 Satz. In der obigen Situation sind der Schnittwinkel von Spur(y) und Spur(6) in
P und der Schnittwinkel von Spur(s, o y) und Spur(t, o 9) in t,,(P) gleich.

Jetzt benutzen wir die Identifikation ¢ : R> — C aus IV.1.3 Bemerkung und be-
handeln Inversionen in C. Wir iibertragen alle bisher getroffenen Definitionen auf die
offensichtliche Weise.
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IV.2. Die hyperbolische Ebene

IV.1.12 Lemma. Es seien w = 01 + 0, - i € C und r € R.o. Dann beschreibt

C\{w} — C\{w}
2

— tw
I—w

Vil

die Inversion am Kreis
% =Kw,r)={PeC||IP-w|=r}.
Beweis. Esseiz=a+b-ie C*. Dann gilt

a b - %

+ ==
az+b*  a*+b? z°Z

IS

Somit beschreibt laut IV.1.6 Lemma C* — C*, z — 1/z, die Inversion ¢,, am Einheits-
kreis %o = K(0, 1). Weiter ist gemif3 IV.1.5 Bemerkungen, 1),

—1 .
{VOL%UO{r zgrolkoogl/r'C*—)C*

,,.2

i =
Z

die Inversion am Kreis K(0, ) vom Radius » um den Ursprung.® Dieselbe Bemerkung
zeigt, dass

-1
Ly =Ty O (gr O Ly, © gl/r) °T, =Tyo© (gr O Ly, © gl/r) OT_w.

Die rechte Seite ist aber gerade durch die im Lemma angegebene Formel gegeben. O

IV.2 Die hyperbolische Ebene

Im Poincaré-Modell der hyperbolischen Geometrie ist die zugrunde liegende Punktmenge
die offene Einheitskreisscheibe

D:={zeCl|l|z <1}
in der komplexen Zahlenebene. Die zugehorige abgeschlossene Einheitskreisscheibe ist

D:={zeC|lz<1).

IV.2.1 Geraden

Im Folgenden sei
$:={zeCl|zl=1}=0aD.

der Einheitskreis.

®Das kann man natiirlich auch direkt nachpriifen.
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IV.2.1 Bemerkung. Es sei z = a+ b -i € $ eine komplexe Zahl vom Betrag eins. Nach
[.2.11 Bemerkung existiert ein Winkel ¢ € [0, 27r) mit a = cos(¢}) und b = sin(«}). Fiir die
komplexe Exponentialfunktion ([37], 4.10.10 Definition, [40], I1.4.2 Definitionen, ii) gilt
nach der Eulerformel ([37], 4.10.12 Satz, ii), [40], 11.5.4 Satz)

exp(i - ¥) = cos() + sin(P) - i.

Wir werden daher komplexe Zahlen auf dem Einheitskreis oft in der Form exp(i - ¢}) mit
9 € [0, 27) schreiben. Fiir eine beliebige, von Null verschiedene komplexe Zahl z € C*
existiert eine eindeutig bestimmte Zahl Arg(z) € [0, 2r), so dass

7 =z - exp(Arg(z)).

Man nennt Arg(z) das Argument von z.
Es seien ¢ € [0,27) und ¢ + d - i € C. Dann gilt

(cos(}) +sin(}) - i) - (c +d - i) = (cos(}) - ¢ — sin(}) - d) + (sin(P?) - ¢ + cos(P) - d) - i.

Ein Vergleich mit I1.1.11 Bemerkungen, 1), zeigt, dass unter der Identifikation ¢ aus IV.1.3
Bemerkung die Multiplikation mit exp(i - #) = cos(}) + sin(#) - i der Drehung um den
Winkel ¥ entspricht.

IV.2.2 Definition. i) Eine Teilmenge £ C D heilit (hyperbolische) Gerade, wenn es a)
eine Gerade £ € C mit 0 € £ gibt, so dass £ = £ N D oder es b) einen Kreis x c C gibt,
der orthogonal auf S steht, so dass £ = » N D.

ii) Es seien # C ID eine hyperbolische Gerade. In Fall a) ist die Gerade ¢ eindeutig
durch # bestimmt, und wir setzen M, := £. In Fall b) ist der Kreis » eindeutig durch ¢
bestimmt.” Wir schreiben dann M, := x.

Wir betrachten Fall b) in der Definition. Nach IV.1.2 Satz ist ein Kreis # € C genau
dann orthogonal zu §, wenn es reelle Zahlen f, g mit f2 + g > 4 gibt, so dass

x={z=a+b-ieCla®+b*+f-a+g-b+1=0}.

Der Mittelpunkt von » ist nach Abschnitt IV.1.1

-4
27 2)

Die Bedingung f2 + g* > 4 ist dquivalent zu w ¢ ID. Wir formulieren diese Beobachtung
folgendermalen.

IV.2.3 Satz. Zu jedem Punkt w = (0,,0;) € C \ D existiert genau ein Kreis x, der ortho-
gonal zu S ist. Seine Gleichung lautet

x={z=a+b-ieCla*+b*-2-0,-a-2-0,-b+1=0}.

77.B. nach I11.7.34 Satz
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IV.2.4 Definition. Zwei hyperbolische Geraden ¢, ¢, C D sind parallel, wenn
fl N fg = Q.
Zwei hyperbolische Geraden ¢y, ¢, sind ultraparallel, wenn

Mfl ﬂMfzﬂEZQ.

\_/

Geraden, die parallel aber ultraparallele Geraden

nicht ultraparallel sind

1V.2.5 Bemerkungen. 1) Die Definition von ,,ultraparallel” ist unschon, weil sie den Rand
S verwendet, von dem wir als Bewohner und Bewohnerinnen der hyperbolischen Ebene
erst einmal nichts wissen.

1) Esseiw € C\ Dundx = K (w, r) der Kreis mit Mittelpunkt w, der auf $ senk-
recht steht. Nach dem Satz von Pythagoras gilt fiir einen Schnittpunkt P von S und x die
Gleichung

w-o=d0,w)? =d0,P)?+dPw)}=1+r. (IV.3)

Dies bedeutet r < d(0, w). Es sei £ die euklidische Gerade, die senkrecht auf Ow steht und
0 enthilt. Der Kreis x ist in dem Halbraum enthalten, der durch Z und w bestimmt ist. Wir
betonen:

* 0 ¢ ». Demnach sind die einzigen hyperbolischen Geraden durch O die hyperboli-
schen Geraden vom Typ a).

* Die durch » definierte hyperbolische Gerade M,, ist ultraparallel zu der durch ¢
definierten hyperbolischen Geraden M,.

iii) Esseien Z = {a+0-i|a € R} diereelleund 72z := {0+ b-i| b € R} die imaginire
Achse. Wir fixieren einen Punkt wy = b - i € 72 mit b < 0. Nach Teil i) der Bemerkung
liegt der durch wy definierte zu S orthogonale Kreis in der unteren Halbebene, d.h., in der
Menge der komplexen Zahlen mit negativem Imaginirteil. Der Kreis » schneide S in den
Punkten P, und P_.Dabeihabe P, einen positiven Realteil und P_ einen negativen.
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Kapitel IV. Hyperbolische Geometrie

Es seien 7, := Mgp_und 7_ := Mgp .
Diese  hyperbolischen  Geraden
sind parallel zu M, aber nicht ul-
traparallel. Die Steigung A4 von
7Z_ st positiv, die Steigung von
Z, ist —A. Fir n € (-4,4) seien
7, :={a+n-a-ila € R} die eukli-
dische Gerade durch 0 mit Steigung
nund Z, := M,, . Die hyperbolische
Gerade 7, ist ultraparallel zu M,.
Auf Grund der Beobachtung in Teil
i) haben wir alle hyperbolischen
Geraden durch O beschrieben, die
parallel bzw. ultraparallel zu M, sind.
Insbesondere erkennen wir, dass es unendlich viele solcher Geraden gibt. Das euklidische
Parallelenaxiom ist also in der hyperbolischen Ebene verletzt.

IV.2.2 Spiegelungen

Jede Isometrie der euklidischen Ebene R? kann als Verkniipfung von (héchstens drei)
Spiegelungen dargestellt werden (II.1.15 Aufgaben, b). In der hyperbolischen Geometrie
werden wir daher die Symmetrien direkt aus Spiegelungen aufbauen.

IV.2.6 Satz. Es sei ¢ C D eine hyperbolische Gerade.

1) Wenn M, C C eine Gerade ist, dann bildet die Spiegelung oy, : C — C an dieser
Geraden die Einheitskreisscheibe D und den Einheitskreis S jeweils auf sich ab.

i1) Wenn M, C C ein Kreis ist, dann bildet die Inversion vy, : C \ {w} — C \ {w} an
M, die Einheitskreisscheibe 1D und den Einheitskreis S jeweils auf sich ab. Dabei sei w
der Mittelpunkt des Kreises M.

Beweis. Teil 1) ist offensichtlich und wird der Leserin bzw. dem Leser als Ubu_ng iberlas-
sen. Fiir Teil ii) erinnern wir daran, dass der Mittelpunkt w von M, nicht in D enthalten
ist. Daher ist ¢j;, auf D und § definiert. Es sei r der Radius von M,. Nach (IV.3) haben
wir

w-o-r=1. (IV.4)
GemiB IV.1.12 Lemma gilt fiir z € C \ {w}, dass
2

i, () =——=+w-= —
I-w Z-

W-ZI—w-0+r av4 w-z—1
= .

S

z—
Man berechnet
w-z=1P-F-@ =@ z-1)- (@-2-D-z-w) -C-@) =(-@—-1)-(z - 1).

Wenn z € §, dann gilt |z| = 1, und aus der obigen Rechnung folgt |y, (z)| = 1, so dass
ty,(z) € $. Wenn z € D, dann haben wir lz> = 1 < 0 und kénnen auf ler, (z)] < 1 und
ty,(2) € D schliefen. O
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Es sei nun # eine hyperbolische Gerade. Wenn M, eine Gerade istund oy, : C — C
die iibliche Spiegelung an M, dann ist

se:D— D
2= o, (2)
nach IV.2.6 Satz, 1), definiert. Ebenso ist fiir den Fall, dass M, ein Kreis ist, die Abbildung
sy D— D
2 1y, (2)
nach IV.2.6 Satz, ii), definiert. In beiden Fillen gilt
* sy o s, = idp, so dass s, insbesondere bijektiv ist.
*x VzeD:(sy(z) =z 7z€?).
Wir nennen s, die (hyperbolische) Spiegelung an £ .

IV.2.7 Satz. Es seien s: D — DD eine hyperbolische Spiegelung und 2 C D eine
hyperbolische Gerade. Dann ist auch s(7n2) eine hyperbolische Gerade.

Beweis. Es sei s die hyperbolische Spiegelung an der hyperbolischen Geraden #. Wir
nehmen zunichst an, dass M, eine Gerade ist. Falls M,, eine Gerade ist, dann verlduft
sie durch O, und oy, (M,,) ist wieder eine Gerade durch den Ursprung. Falls M, ein
Kreis ist, dann ist auch oy, (M,,) ein Kreis. Weiter erhilt o), Winkel. Daher steht der
Kreis oy, (M,,) senkrecht auf dem Kreis o, (8) = S und entspricht somit ebenfalls einer
hyperbolischen Geraden.

Falls M, ein Kreis mit Mittelpunkt w ist, so zeigen IV.1.7 Satz und IV.1.8 Satz, dass
tm, (M, \ {w}) eine Gerade oder ein Kreis ist, der oder dem evtl. der Punkt w fehlt. Nach
IV.1.11 Satz erhilt ¢, Schnittwinkel. Die beiden Schnittwinkel von M,, mit S betragen
n/2. Das gilt auch fiir die Schnittwinkel von ¢y, (M,,) mit ¢, (S) = $. Wenn ¢y, (M,,)
eine Gerade ist, dann muss sie durch O verlaufen. Wenn ¢y, (M,,,) ein Kreis ist, so steht er
wieder senkrecht auf S. O

Die Symmetriegruppe der hyperbolischen Ebene wird aus hyperbolischen Spiegelun-
gen aufgebaut. Das nédchste Resultat deutet bereits darauf hin, dass wir mit den Spiege-
lungen eine hinreichend grofle Gruppe erzeugen werden.

IV.2.8 Satz. Es sei A € D \ {0}. Dann existiert eine hyperbolische Gerade ¢ C D mit
os(A) =0.

Beweis. Wir suchen auf der Halbgeraden [0A einen Punkt w, so dass die Inversion am
Kreis ¥ = K(w, r) den Punkt A auf 0 abbildet. Nach (IV.3) gilt r = +/|w[> — 1. Wir miissen
also nach IV.1.4 Definition die Gleichung

lw| - d(w, A) = dw,0) - d(w,A) = |w* -1
erfiillen. Da |w| > 1 gelten muss, haben wir d(w, A) = d(w, 0) — d(0, A), so dass wir
lw| - d(0,A) = d(0,w)-d(0,A) =1
erreichen miissen. Diese Gleichung zeigt, dass der gesuchte Punkt w das Bild von A unter

der Inversion ts am Einheitskreis 3 ist (s. IV.1.4 Definition). O
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Dieser Satz ist deshalb so wertvoll, weil wir nach IV.2.5 Bemerkungen, ii), alle Gera-
den durch 0 kennen. So kénnen wir das folgende fundamentale Resultat leicht ableiten.

IV.2.9 Satz. Es seien A,B € D zwei verschiedene Punkte. Dann existiert genau eine
hyperbolische Gerade ¢ C D mitA € £ und B € ¢.

Beweis. Jede Gerade durch O ist, wie in IV.2.5 Bemerkungen, ii), vermerkt, vom Typ a)
in IV.2.2 Definition. Fiir einen Punkt C € D \ {0} gibt es offenbar nur eine hyperbolische
Gerade vom Typ a) durch 0 und C, nimlich 0C NID. Wenn A = 0 oder B = 0, folgt daraus
die Behauptung. Ansonsten sei gemif3 IV.2.8 Satz £ c D eine hyperbolische Gerade mit
s¢(A) = 0. Nach IV.2.7 Satz induziert s, eine Bijektion zwischen den Geraden durch A
und B und den Geraden durch O und s,(B), und wir kénnen die Beobachtung zu Beginn
des Beweises anwenden. O

1V.2.10 Aufgabe. Benutzen Sie IV.2.8 Satz und IV.2.5 Bemerkungen, iii), um zu bewei-
sen, dass fiir jede hyperbolische Gerade £ und jeden Punkt P € D \ £ unendlich viele
hyperbolische Gerade existieren, die P enthalten und (ultra)parallel zu £ sind.

IV.2.3 Die Symmetriegruppe der hyperbolischen Ebene

Wir definieren die Gruppe der hyperbolischen Transformationen als die Untergruppe
Aut(D) von S(D) = {¢: D — D] st bijektiv }, die von den hyperbolischen Spie-
gelungen erzeugt wird. Ein Element aus Aut(DD) ist eine hyperbolische Transformation
und nach [36], I1.4.15 Lemma, ein Produkt von endlich vielen Spiegelungen.® Wir wer-
den nun zeigen, wie man Elemente aus Aut(D) effizienter beschreiben kann. Als erstes
verschirfen wir I'V.2.8 Satz.

IV.2.11 Satz. Es seien ¢1,¢, C D hyperbolische Geraden und A, € ¢\, A, € ¢, Punkte.
Dann existiert eine hyperbolische Transformation t: D — D mit

T(fl) = Z/ﬂz und T(Al) = Az.

Beweis. Auf Grund von I'V.2.8 Satz gibt es hyperbolische Spiegelungen s, : D — D und
sp: D — DD mit s1(A;) = 0 und s,(A,) = 0. Dann sind 7z := s5;(Z;) und 72, := 5,(¢>)
hyperbolische Geraden durch 0, und es existiert eine (euklidische) Drehung o: C —
C, die M,,, auf M,,, abbildet. Diese Drehung kann aber als Hintereinanderausfiihrung
zweier (euklidischer) Spiegelungen an Geraden vy, und vy, durch O dargestellt werden. Wir
setzen ¢ :=y; N D und g, := ¥, N D. Unsere Diskussion zeigt, dass die hyperbolische
Transformation

-1
§20845,0845, 081 =8, 084,084,098

die geforderte Eigenschaft hat. O

Wir schauen uns die projektive Gerade P iiber den komplexen Zahlen an. Fiir eine
Matrix

a B
(y 6)GGL2(C)

1

$Man beachte hierbei, dass s o s = idp und deswegen s~ = s fiir eine hyperbolische Spiegelung s gilt.
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haben wir die projektive Transformation

@a: P& — Pg.

[20:z]+— [(@-z0+B-21): (¥y-20+6-21)]

Man nennt die projektiven Transformation auf P auch Mébiustransformationen.
Wir benutzen die Einbettung

1: C — P

z+— [z :1].

Im Folgenden schreiben wir auch oo :=[1 : 0]. Fiirz € Cmity - z + 6 # 0 haben wir

a-z+
QOA([Z:1])=[(a-z+/3):(7-z+5)]=[ ﬁil]-
v-z+90
Falls y = 0, definieren wir
us: C — C
a B
-7+ =
Dies ist eine affine Abbildung. Falls y # 0, setzen wir
0
e
Y
a-z+p
Vs .
v-Z+0

1V.2.12 Bemerkung. Im ersten Fall gilt gs(c0) = oco. Im zweiten Fall gilt ps(—6/y) = oo
und w4 (00) = a/y. Demgemal ist das Bild von u4 die Menge C \ {a/y}.

Wir nehmen nun an, dass a, 8 € C komplexe Zahlen mit |5| < || sind, und setzen

(5 2)

Es gilt det(A) = |af> — |B]* > 0, so dass A invertierbar ist. Weiter haben wir | — 5/,E| =
la|/|B] > 1, falls B8 # 0, so dass us auf D definiert ist. Wenn 8 = 0, dann ist g4 sowieso auf
ganz C definiert. Fiir z € C gilt

la-z+pP -8 z+al* = (@-z+B)- @-Z+B) - (B-Z2+a)-(B-z+a) = (lal* - [B") - (12> - 1).

Wenn |z] = 1, i.e., z € 3, dann folgt |ua(z)| = 1, so dass ua(z) € S. Wenn |z| < 1, also
z € D, dann impliziert die Rechnung |14 (z)| < 1, d.h., ua(z) € D. Folglich erhalten wir

wy:D—D
a-z+p

,8-z+5.
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IV.2.13 Satz. Die Menge

M::{(% g)'a,ﬁeﬂl L8|<Ia|}

ist eine Untergruppe von GL,(C).

Beweis. Es gilt E, € M. Hier ist @ = 1 und 8 = 0. Es sei weiter

Jem

. 1 a B
Al ——— | = .
la® - 81 (—ﬁ a)

Dies ist die Matrix aus M zu o’ := @/(|a|* — |8]*) und 8’ := —B/(la* — |B*).

Dann gilt

Fiir
[« B (7 0
a=(5 %) meee(55)
folgt
A_B_(a~y+ﬁ~5 a-6+B-7\ (¢ g)
“\B-y+a@a-6 B-s+a-y) \¢ &

mit :
e=a-y+f-6 und a-6+p-7.
Weiter sehen wir
|6 = 11> = det(A - B) = det(A) - det(B) = (| = |B) - (Iy* = 16*) > 0.
Somit gilt A - B € M. O

1V.2.14 Beispiele. 1) Es sei x = K(w,r) der Kreis mit Mittelpunkt w € C und Radius
r € R.y, der senkrecht auf § steht. Wir haben in IV.1.12 Lemma und im Beweis von
IV.2.6 Satz berechnet, dass fiir 7 € C \ {w}

w-Z—-1 —-i-w-z+1
4,(2) = — == .

N
|
&
I3l
+
gl

Weiter sei

Iz
die komplexe Konjugation. Dies ist auch die Spiegelung an der reellen Achse. Wir finden

l-w-7—1
(0ooL)(2) = —.
i-z—-1-w

Dies ist die Abbildung 1, zu der Matrix

A= ) )
i —irw -1 iw
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Wegen
i-of —|-i*=|w?-1>0
gehort A zu M.

ii) Es seien w,& € C\ D und %, %’ die zugehorigen zu $ orthogonalen Kreise (IV.2.3
Satz). Fiir z € D gilt dann

w~g'z_1—1 _
@)= 2TE_ wfimesirE (@ E-DirE-e)
T Eaml o £ 1-T4BE E-D @ 6o

7—=¢& -

Weiter haben wir
lw- €1 = 1€ — ol = |l - € + 1 —|wl* = &7 = (Jw* = 1) - (&% = 1) > 0.

Damit gehort

zu M.

IV.2.15 Satz. Fiir eine Matrix A € M ist i1, die Verkniipfung von zwei hyperbolischen

Spiegelungen.
_[(a B
A_(/? @ )

Fall A). Hier nehmen wir 8 = 0 an. In diesem Fall ist 1z, die Multiplikation mit der
komplexen Zahl a/a. Diese Zahl hat den komplexen Betrag eins. Nach IV.2.1 Bemerkung
konnen wir sie in der Form exp(i - ¢) mit ¢ € [0, 27) schreiben. Wie ebenfalls bemerkt
ist i1, somit die Einschriankung einer Drehung oy um den Winkel ¢ auf D. Wie in IV.2.14
Beispiele, 1), bezeichne oy die komplexe Konjugation. Dann sind o und o o gy eukli-
dische Spiegelungen an Geraden durch 0. Wir bezeichnen mit sy und s, die induzierten
hyperbolischen Spiegelungen. Laut unserer Beobachtung gilt

Beweis. Wir schreiben

Ha = S0 © S0,-

Fall B). Es sei P := 11,(0). Hier setzen wir § # 0, d.h., P # 0 voraus. Nach 1V.2.8
Satz gibt es eine hyperbolische Spiegelung s; mit s;(P) = 0 und nach IV.2.14 Beispiele,
1), eine Matrix B € M mit sy o 51 = p. (Hier bezeichne s, wieder die durch die komplexe
Konjugation induzierte hyperbolische Spiegelung.) Es gilt fiz oy = g4 und g 4(0) = 0.
Nach Fall A) existiert ein Winkel ¢ € [0, 27) mit gz, = so © So9. Somit haben wir die
Identitéit

50 0 81Oy = S0 O So,9
und folglich
Ha = 510 S0.9

bewiesen. O
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Eine hyperbolische Transformation 7, zu der es eine Matrix A € M mit 7 = pu, gibt,
nennen wir eine direkte hyperbolische Transformation. Der Beweis des nédchsten Resul-
tats erklért, dass direkte hyperbolische Transformationen diejenigen sind, die sich als ein
Produkt einer geraden Anzahl von Spiegelungen darstellen lassen.

IV.2.16 Folgerung. Jede hyperbolische Transformation ist eine Verkniipfung von hochs-
tens drei hyperbolischen Spiegelungen.

Beweis. Es bezeichne s, die hyperbolische Spiegelung, die der komplexen Konjugation
entspricht.
Es seien ¢ € [0, 27), @ = exp(i - (1}/2)) und

a O
A._(O §)e]M.

Wie im Beweis von IV.2.15 Satz erldutert, beschreibt 1, die Multiplikation mit der Zahl
a/a. Wegen |a| = 1 gilt@ = 1/a, so dass i, die Multiplikation mit o> = exp(i- ), also die
Drehung um den Winkel ¢}, beschreibt. Da das Produkt zweier Spiegelungen an Geraden
durch den Nullpunkt eine Drehung um den Nullpunkt ist, konnen wir solch ein Produkt
in der Form p, mit A € M schreiben.

Falls 7, und ¢, zwei hyperbolische Geraden sind, die 0 nicht enthalten, dann zeigt die
Berechnung in 1V.2.14 Beispiele, ii), dass sz, o s,, von der Form 1, mit A € M ist.

In IV.2.14 Beispiele, 1), haben wir auch gezeigt, dass fiir eine Gerade ¢, die 0 nicht
enthdlt, sy o s, von der Gestalt 11, mit A € M ist. Analog kann man fiir s, o sy argumen-
tieren.

Eine Spiegelung an einer hyperbolichen Geraden # durch 0 kann man wahlweise als
Drehungosy oder sooDrehung schreiben. Die Drehung sei als i, zu A € M gegeben.
Fiir eine beliebige hyperbolische Spiegelung s kann sy o s bzw. s o s als fz mit B € M
dargestellt werden. Folglich stimmt s, 05 bzw. sos, mit i, oy = i,z bzw. igop, = g4
tiberein.

Insgesamt ist also jedes Produkt von zwei hyperbolischen Spiegelungen als 1, mit
A € M gegeben. Mit der schon benutzten Formel p, o g = g5, A, B € M, und IV.2.15
Satz ergibt sich, dass jedes Produkt von einer geraden Anzahl von hyperbolischen Spie-
gelungen die Identitit ist oder sich als Produkt von genau zwei Spiegelungen schreiben
lasst. Demnach ist ein Produkt einer ungeraden Anzahl von hyperbolischen Spiegelungen
ein Produkt von hochstens drei hyperbolischen Spiegelungen. O

Eine hyperbolische Transformation, die ein Produkt einer ungeraden Anzahl hyper-
bolischer Spiegelungen ist, ist eine indirekte hyperbolische Transformation.

IV.2.17 Bemerkungen. 1) Eine direkte hyperbolische Transformation ist eine hyperboli-
sche Transformation, die die Orientierung der Einheitskreisscheibe erhilt. Eine indirekte
hyperbolische Transformation kehrt die Orientierung von ID um.

i1) Es seien ; und ¢, zwei hyperbolische Geraden. Es gilt nun drei Félle zu unter-
scheiden.

* Die Geraden ¢ und ¢, schneiden sich in einem Punkt P € ID. Dann ist P der einzige
Fixpunkt von 7 = 54, o s,,. Wir bezeichnen dies als hyperbolische Drehung. (Falls
P = 0, ist die Abbildung durch eine euklidische Drehung induziert. Andernfalls
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kann man die euklidische Drehung, die durch die Hintereinanderausfiihrung der
euklidischen Spiegelungen an den Tangenten in P an die beiden beteiligten Kreisen
entsteht, als infinitesimale Version der hyperbolischen Drehung in der Nihe von P
ansehen.)

* Wenn ¢, und ¢, parallel aber nicht ultraparallel sind, dann schneiden sich M., und
M, in einem Punkt P € §. Wie gesehen, ldsst sich 7 = 54, o sz, zu einer bijektiven
Abbildung 7: D — D fortsetzen, und P ist ein Fixpunkt von 7. Man sagt, das 7
eine hyperbolische Grenzdrehung ist.

* Falls 7, und ¢, ultraparallel sind, dann haben t = s,, o s,, und T keine Fixpunkte,
und wir nennen 7 eine hyperbolische Translation.

iii) Durch

h: (R*,) — M
ﬂl—)/l']Ez

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus gegeben. Es sei Z c M das Bild von .
Weiter ist

u:M:=M/Z — Aut(D)
[A] — 1y

ein wohldefinierter Homomorphismus. Das Bild ist die Untergruppe der direkten hyper-
bolischen Transformationen.
Man setzt

SU(1, 1) := {(% 'g ) ‘a,ﬁe@, la? - 18P = 1}.
Dies ist eine Untergruppe von M. Sie wird in IV.2.18 Aufgabe genauer untersucht. Fiir
eine Matrix A € M ist

1
<A € SU(L, ).
Vdet(A) &sud b

Inbesondere ist SU(1,1) — M, A —> [A], surjektiv. Wie in [40], IV.9.5 Satz, gezeigt
wird, ist das Bild von z die Gruppe der biholomorphenSelbstabbildungen von D.’ Die
Gruppe SU(1, 1) ist innerhalb von GL,(C) konjugiert zu SL,(R) und somit insbesondere
isomorph zu SL,(R) ([40], II1.6.18 Satz).

iv) Es seien o : ]PJE — ]P(}:, [z0 : 1] — [0 : 211,

A:(i ’g)eGLz(C)

und @41 P — PL, [0 0 211 V— [(@-z0+B-21) 1 (¥-2o+6-21)]. Dann gilt fiir z € C, dass

@op)(lz: 1) =[@-Z+B) : (7:2+0)] und (ps0T)([z: 1]) = [(@-Z+B) : (y-Z+0)].

9Im Skript [40] wird die Abkiirzung ,,Aut* in einem anderen Sinne als hier gebraucht.

147



Kapitel IV. Hyperbolische Geometrie

Fallsy -7+ 06 # 0bzw. y - 7+ 6 # 0, schreiben wir dies als

[5'24_'&:1] bzw. [a-2+,8:1].

y-7+6 y-z2+6
Fir
a B
A_(B ﬁ)e]M
fiihren wir daher
Ha D— D
a-z+p
B-7+a

ein. Mit diesen Transformationen konnen wir alle indirekten hyperbolischen Transfor-
mationen beschreiben. Diese Beschreibung macht einmal mehr deutlich, dass sy und die
direkten hyperbolischen Transformationen die Gruppe Aut(ID) aller hyperbolischer Trans-
formationen erzeugen.

1V.2.18 Aufgabe. Durch

B:C*xC*—C

((Wl,Wz), (Zl,Zz)) W2 = Wa 2

ist eine sogenannte Sesquilinearform auf C? gegeben, d.h., sie ist antilinear im ersten und
linear im zweiten Argument.'? Fiir eine komplexe Matrix A bezeichne A* die transponier-
te Matrix von A, in der alle Eintridge komplex konjugiert werden. Mit

()

Yu,ve C*:  Bu,v)=u*-J-v.

gilt
Die Gruppe

U(1,1):={A € GLy(C)|A* - J-A=J}

ist die Isotropiegruppe von (.
a) Zeigen Sie, dass
SU(1,1) = U, 1) n SLy(C).

b) Es sei D € GL,(C) die Untergruppe der Diagonalmatrizen. Beschreiben Sie
DnNUuU(,1).
¢) Zeigen Sie, dass es fiir A € U(1, 1) eine Matrix C € D N U(1, 1) gibt, so dass

C-AeSU,1).

10Man beachte, dass es sogenannte isotrope Vektoren, also Vektoren v € €2 \ {(0,0)'} mit S(v,v) = 0,
gibt.
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IV.3 Der hyperbolische Abstand

In der hyperbolischen Geometrie gibt es wie in der euklidischen Geometrie eine Abstands-
und eine Winkelmessung. In dem Modell, das bisher behandelt wurde, kann die Winkel-
messung von der euklidischen Geometrie libernommen werden. Die Abstandsmessung
gestaltet sich aufwindiger. Fiir den gesuchten Abstand soll gelten, dass hyperbolische
Geraden die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten liefern und Geraden eine un-
endliche Lange haben. Dies sind Sachverhalte, die sich nicht direkt aus der Anschauung
des Modells ergeben und daher sorgfiltig entwickelt werden miissen.

IV.3.1 Ein anderes Modell der hyperbolischen Ebene

Der Abstand in der hyperbolischen Ebene erlaubt nicht nur, die Distanz zwischen zwei
Punkten zu messen, er kriimmt in gewisser Weise auch die hyperbolische Ebene.!! Um
diese Kriimmung anschaulich zu verstehen, empfiehlt es sich, die hyperbolische Ebene,
die wir bisher behandelt haben, mit einem anderen Modell zu vergleichen, das in den
euklidischen Raum R? eingebettet ist. Dieses Modell basiert auf der oberen Schale des
Rotationshyperboloids aus Abschnitt I1.2.4.'? Eine kurze Einfiihrung mit historischen An-
merkungen findet man in [32]. Eine ausfiihrliche Darstellung, der wir hier folgen, gibt es
in [2].
Es sei
H' :={(ab,c)eR|c>0AF =a®+b* +1)

die obere Schale des zweischaligen Rotationshyperboloids. Weiter haben wir die Einheits-
kreisscheibe
D :={(a,b,c) e R’ |c=0Aa*+b*=1)}.

SchlieBlich sei Py := (0,0, —1).!3 Wir beschreiben zunichst eine Art Projektionsabbildung
n: H — D.
Fiir einen Punkt A = (a, b, c) € H* zeichnen wir dazu die Gerade
PoA:={(1-2)-(0,0,-1)+ - (a,b,c)|A e R}.

Der Parameter A, der den Schnittpunkt von PyA mit der (x, y)-Ebene liefert, ist durch die
Gleichung
O0=-1+Ag+Ag-c==-1+42y-(1+¢)
bestimmt, d.h.
1
l+c¢

a b
S —(rro)

Eine sehr anschauliche Erlduterung dieses Sachverhalts findet man in [8], Abschnitt 42-1.
2Wir haben allerdings die Symmetrieachse von der x-Achse auf die z-Achse geiindert.
3Der Punkt Py liegt auf der unteren Schale H_ des Rotationshyperboloids.

/l():

Der Schnittpunkt ist

149



Kapitel IV. Hyperbolische Geometrie

sl = (|t agr oL Jeml
“Na+¢?  Ne+1)2 Ne+1 7

Das bedeutet S € D. Also haben wir

Dabei gilt

n:H — D
a b
7b7 ’ ,O.
(a C)H(1+c 1+c )
A

Wir beginnen nun umgekehrt mit einem Punkt S = (a,5,0) € D und betrachten die
Gerade L
PyS ={(1-2)-(0,0,-1)+ - (a,b,0)|1 € R}.

Der Parameter A, der einen moglichen Schnittpunkt dieser Geraden mit H* beschreibt,
muss die Gleichung

A=) -1=2-@+b) = 3-(1-a*-b)-2-2=0

erfiillen. Die Losung 4y = 0 liefert den Punkt Py, der auf der unteren Schale des Rotati-
onshyperboloids liegt. Die andere Losung

T = 2
R Ty
ergibt in der Tat den Schnittpunkt
2-a 2-b 1 +a + b?

A_

T\l 2= 1-a2=-b1-a-b2)]
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Somit konnen wir

n:D— H'

) ) )
(a,b,O)i—)( 2-a 2-b l+a+b)

1-a?2-b>"1-a2-b>1-a®-b?

definieren. Die geometrische Beschreibung dieser beiden Abbildungen zeigt sofort, dass
sie invers zueinander sind.

IV.3.1 Bemerkung. i) Die Geraden durch Pound S = {(a,b,c¢) e R |c = 0Aa*>+b* =1}
sind die Geraden, die parallel zu Geraden im Asymptotenkegel (s. II1.7.24 Bemerkung)
von H* sind.

ii) Wie die angegebenen Bijektionen verdeutlichen, kann man H* verwenden, um ein
Modell der hyperbolischen Ebene zu beschreiben. Dazu sagt man, dass £ C H™ eine
hyperbolische Gerade ist, wenn es eine Ebene E ¢ R? mit (0,0,0) € Eund ¢ = H' N E
gibt. Diese Art von Geraden dhnelt in ihrer Definition den GroBkreisen auf der Sphire
§? (vgl. 1I1.3.2 Bemerkungen, i). Wenn E auch den Punkt P, enthilt, so erkennt man,
dass m(#’) der Durchschnitt von ID mit einer Geraden durch den Mittelpunkt ist. Man kann
zeigen, dass auch die anderen hyperbolischen Geraden auf H* hyperbolischen Geraden
in D entsprechen ([2], Satz 3.2.2).

IV.3.2 Abstandsmessung auf dem Rotationshyperboloid

Wir erinnern zunéchst daran, wie die Linge einer Kurve in R” gemessen wird. Dazu
seisen y: [s,t] — " eine stetig differenzierbare Abbildung und || - || die euklidische
Norm. Man setzt nun

L(y) := f Iy (DlldA. IV.5)

Diesen Ausdruck gewinnt man auch, wenn man das Intervall / in immer kleinere Teilinter-
valle zerlegt, v durch den entsprechenden Streckenzug ersetzt und dann einen geeigneten
Grenzprozess durchfiihrt (s. [38], 4.3.2 Satz). Ein dhnliches Verfahren kann man jetzt fiir
Kurven in H* benutzen. Man beachte, dass es nicht sinnvoll ist, den Prozess fiir R> direkt
anzuwenden, da die Streckenziige, mit denen man y approximieren mochte, nicht mehr in
H™ liegen. Vielmehr sollten die Strecken, die in der Approximation auftauchen, Teile von
hyperbolischen Geraden sein. Wir erkldren jetzt, wie man die Lange von Kurven in H in
Analogie zu (IV.5) definieren kann. Wir werden dann in einer Abschitzung in der Poin-
caré-Kreisscheibe (Beweis von 1V.3.10 Satz) sehen, dass hyperbolische Geraden dann in
der Tat die kiirzesten Verbindungen sind.

IV.3.2 Lemma. Es seieny: [s,t] — R> A+ (y1(1), v2(2), y3(1)), eine differenzierba-
re Abbildung mit Spur(y) C H* und q(x,y,7) = x> + y* — z*. Dann gilt

YAe [s,11:  q(y;(D),y5(),y5(1) = 0.
Beweis. Da Spur(y) c H™, gilt
Vie[s,f]: i) +yi) -y = —1.
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Durch Differenzieren erhilt man

VAe[s,t]: 271D - yi(D) + 272D - y5(D) = 2 - y3(D) - ¥3(D) = 0,
d.h.1
Y1(D) -y (D) + 72() - 73D

YA K () =
€ [s,1] v3(A) 72D

Somit gilt fiir A € [s, t], dass

D) - YD) + 72 - Y5()
Y3(2)?
1(D* + 72 (D) - (¥ (D + 5P
’ 2 ’ 2 1 2
> 71(/1) + 72(/1) - ’)’3(/1)2
_ @ AW + %) ~ 01 +72(0) - (D2 +75()
Y3(A)?

4, (D, Y5, Y5(D) = ¥ (D)? + ¥5()* —

YeH* V) (D)? +¥4(A)?*
y3(2)?

> 0.

Dies ist die behauptete Ungleichung. O

Fiir eine stetig differenzierbare Kurve y: [s,#] — R? mit Spur(y) c H* setzen wir
nun

L) = [ Jari v (IV.6)

Mit solch einer Konstruktion kann man eine Abstandsfunktion festlegen. Wir setzen'”

dH+ cH"xXH" — R
(A,B) —> inf{ Ly)|y: [s,t] — Riist &', Spur(y) C H*, y(s) = A, y(t) = B}.
1V.3.3 Bemerkung. Man kann sich davon iiberzeugen, dass das Infimum fiir die hyperbo-

lische Gerade durch A und B angenommen wird ([2], Satz 2.1.2; vgl. Beweis von IV.3.10
Satz). Man erhilt damit die explizite Formel'® ([2], Definition 2.1.3)

Y((a,b,c),(d,e, f)) e H" xH" :  dy((a,b,c),(d, e, f)) = Arcosh(—a-d—b-e+c- f).

IV.3.3 Die induzierte Abstandsmessung auf der Einheitskreisscheibe

Nun moéchten wir eine Abstandsfunktion dy,: D X D — R so einfiihren, dass 7 eine
Isometrie wird, d.h.,

VP,QeD: dy(P, Q) =dy(nP),nQ)).

“Man beachte, dass v3(1) > 0 aus y(1) € H* folgt.

3Wie iiblich steht ,,. &1 fiir stetig differenzierbar.

16Man muss die erste und die letzte Koordinate umtauschen, um die Formeln in [2] und hier in Uberein-
stimmung zu bringen.
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Dazu seien y: [s,t] — D eine stetig differenzierbare Abbildung und 6 := 1 o y. Mit
(IV.6) miissen wir

Lu(y) := L(0)

setzen. Die Ableitung von ¢ berechnen wir mit der Kettenregel ([38], 6.3.1 Satz). Dazu
seien Ay € [s,t] und P = (ay, by, cp) = y(Ap). Die entsprechende Jacobi-Matrix ([38], 6.1.4
Bemerkung, ii) ist

2-(1+a-b) 4-ay- by
(1 —aj — b})? (1 —a} - b3)?
4-ay- by 2~(1—ag+b§)
(1 —aé—b%)2 (1 —ag—bé)2
4‘610 4b0
(1-a} - b2 (1-a} - b})>

71 (Ao)
¥5(Ao)
¥5(Ao)

‘IT](PO) =

Diese Matrix ist mit dem Vektor

zu multiplizieren. Es folgt

2-(M+al—bY)-y(A) +4-ag- by ¥,(Ao)

6/1(/10) = s
(1-a} - b2y
, _d-ag by yi(Ag) + 2+ (1 = af + by) - v4(Ao)
62(/10) - (l _ Cl2 _ b2)2 »
0o~ Y
, 4-ay-y(do) +4 - by-y5(Ao)
8,(Ao) = ! 2

(1 —aj — b3)?
Eine etwas langere elementare Rechnung zeigt

q(61(10), 65(d0), 65(d0))
4-1=2-@-2 B +at+2-a2 B2+ b} - (V. (A0)? + Y4(A0)?)
B (1— a2 — b2y
4-(1 = ag = by)* - (¥} (A)* + v5(10)*)
) (1-a2— B2
4 (71 (0)” + ¥5(A0))
(1-a}-b})?

Wir schlieBen

12 Y[ (D2 + ¥ (D)2
¢ 1=y =y
Wir mochten nun zeigen, dass hyperbolische Transformationen die Linge einer Kur-
ve nicht dndern. Da die Gruppe der hyperbolischen Transformationen von den direk-
ten hyperbolischen Transformationen und der komplexen Konjugation erzeugt wird (vgl.
IV.2.17 Bemerkungen, iii), betrachten wir diese beiden Fille getrennt. Wir beginnen mit
der komplexen Konjugation.

Ln(y) =

IV.7)
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IV.3.4 Lemma. Es seieny: [s,t] — D, 1 + y1(1)+7y2(A)-i, eine stetig differenzierbare
Abbildung undy: [s,t] — D, 1 +— y1(A) — v»(A) - i. Dann gilt

Li(y) = La(y).
Beweis. Die folgt unmittelbar aus Formel (IV.7). O

Jetzt benotigen wir ein paar grundlegende Tatsachen aus der Theorie komplexwertiger
Funktionen. Dazu seien U C C eine offene Teilmenge!” und f: U — C eine komplex-
wertige Funktion. Da C ein Korper ist und durch |- | ein Konvergenzbegrift auf C definiert
ist, kann man die Definition der Differenzierbarkeit aus der reellen Analysis ([37], 4.1.1
Definition, a) in die komplexe Analysis iibertragen ([40], I11.3.3 Definitionen, ii). Die
tiblichen Ableitungsregeln bleiben dann weiter giiltig ([40], I11.3.8 Satz).

1V.3.5 Bemerkung. Es seien U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine kom-
plexwertige Funktion. Vermoge des Isomorphismus ¢ : R?> — C aus IV.1.3 Bemerkung
definiert f reellwertige Funktionen

u,v: ' (U) — R,

so dass
Y(a,b) € t//_l(U) : fla+b-i)=ula,b)+v(a,b)-i.
Wir nehmen an, dass f in zo = ao + by - i komplex differenzierbar mit Ableitung f’(z) ist.
Dann ist
F:y'(U) — R?

(a,b) — (u(a, b), v(a, b))

in (ay, by) differenzierbar im Sinne von [38], 6.1.1 Definition, a), und die Jacobi-Matrix

Jr(ag, by) beschreibt die R-lineare Abbildung R> — R?, die der Multiplikation mit f’(z)
entspricht ([40], 111.4.4 Satz).

1V.3.6 Beispiele. 1) Es sei

a B
A= ( 7 a ) € M.
Diese Matrix definiert die Abbildung
a-z7+p
Vel s
B-z+ta

Diese Abbildung ist nach den bereits erwdhnten Ableitungregeln in jedem Punkt von D
komplex differenzierbar und

a-B-z+lof —a-B-z-18° _ lof’ - I8P
B-z+ay B-z+a@?
"Der komplexe Absolutbetrag ist eine Norm auf dem R-Vektorraum C im Sinne von [38], 1.2.1 De-
finition, a), und definiert damit nach [38], 1.4.2 Beispiele, iii), eine Topologie. Alternativ konnen wir die

Identifikation ¢ aus IV.1.3 Bemerkung nehmen und U c C offen nennen, wenn ' (U) ¢ R? offen in der
euklidischen Topologie ist. Beide Definitionen fiihren zum selben Ergebnis.

VzeD: W)= (IV.8)
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i1) Die Funktion
C—C
Iz
ist nirgends komplex differenzierbar ([40], II1.3.5 Beispiele, iii).
IV.3.7 Hilfssatz. In der Situation von 1V.3.6 Beispiele, 1), gilt

el 1

VzeD: — = .
1 -lu, P 1-]z?

Beweis. Zunichst gilt
@] = po vl
=B-72+a)-B-z+0)
=Pl +B-Z-a@+B-z-a+laf
=8P |z* +2 - Re(a - B - 2) + o

Analog berechnet man

@l = a-Z+B a-z+B _lof - +2-Re(@-B-2) + |8
A B-Z+a B.z+a@ |BP P +2-Re(@-B-2)+ el
Das zeigt
_ g (leP=1B7)-(1 =)
1- |/1A(Z)| = = .
IBI> - 1zI* + 2 - Re(a - B+ 2) + |af?
Damit haben wir
I, ()| _ lal”> — 8] _ 1
L=la @ (e =1BP)-(1-1zP) 1-1z
nachgewiesen. Wir haben dabei (IV.8) beachtet. O

IV.3.8 Satz. Es seien y: [s,t] — DD eine stetige differenzierbare Abbildung, A € M,
Uy: D — D die zugehorige hyperbolische Transformation und ys = p, o y. Unter
diesen Voraussetzungen gilt

Li(ya) = Lu(y).

Beweis. Mit der Kettenregel ([38], 6.3.1 Satz) und IV.3.5 Bemerkung erkennt man

Viels: Yy = EHW) -y .

Hier schreiben wir y(4) = y1(4) +y2(4) - iund ' (1) = y{(D) + ¥5(A) - i, A € [, t]. Nun gilt

T ’ t
[, (YD) - [y (DI, 1vag f ly' ()|
Li(ya) =2 - = di="2 | =22 _da = Ly(y).
H7a RO , Topptt =0
Damit ist der Satz bewiesen. m|
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IV.3.9 Definition. Fiir Punkte w,z € D ist

dn(w.2) = inf{ Ly(y) | 7: [5,1] — D stetig differenzierbar, y(s) = w, ¥(t) = z.
der hyperbolische Abstand von w und z.
IV.3.10 Satz. Fiir wi,w, € D gilt

Wy —ws

dn(wi,wy) = 2 - Artanh (‘

)_1 (|1—W1'W2|+|W1—W2|)
= log .

- Wi Wy [1—wyi-wy| = [w; —wy

Beweis. Die Ubereinstimmung der beiden Formeln ist eine Folgerung aus der allgemei-
nen Identitit (s. [2], Abschnitt 1.2)

1 1 +1¢
Vte (-1,1): Artanh(?) = 3 log (ﬁ)

Wir betrachten wy = Qundw, = r € (0, 1). Esseiy: [s,1] — DD, A — y1(AD)+y2()-i,
eine stetig differenzierbare Abbildung mit y(s) = 0 und y(¢) = r. Es gilt

ey
L =2. ——— - da
n(y) f Y
N A
=2. da
fs 1 —y1(2)? — y2(2)?

A
2 [ ———5da
: »[s 1 —y1(2)?
' 7,1(/1) ft yi(/l)
= - A A I :
fsl—%(ﬂ)dwr 1+y1(/l)‘u (IvV.9)

= —log(1 = y1(D)| +log(1 + 7 ()|
= —log(l —r) + log(1 + r)

) 1+r
=1lo .
1=

Man beachte, dass fiir den Weg y: [0, 7] — DD, A + A4, Gleichheit gilt. Dies zeigt

dn(0,r) = 2 - Artanh(r).

Nun seien wi, w, € ID zwei verschiedene Punkte. Nach IV.2.8 Satz finden wir eine
hyperbolische Spiegelung s mit s(w;) = 0. Weiter existiert eine Drehung o mit o(s(w,)) €
(0, 1). Es gibt somit eine hyperbolische Transformation ¢ mit ¢(w;) = 0 und ¢(w,) = r €
(0, 1). Nun beachte man, dass durch

QDIZD—)D
=W
i —:
—wy-z+1
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eine direkte hyperbolische Transformation mit ¢;(w;) = (w; — wy)/(1 — wy - w;) und
¢1(w,) = 0 gegeben ist. Ebenso ist durch
(725X D—D
Z = ¢(wy)
—p(wr)-z+1

>

eine direkte hyperbolische Transformation mit ¢,(¢(w;)) = (e(w1) — ew2))/(1 — p(wy) -
©(wy)) und p2((w,)) = 0 gegeben. Fiir die hyperbolische Transformation

Yi=gopog!
gilt y(0) = 0 und

l//( Wi — Wy )_ ew1) — e(w) (Iv.10)

w2 11— o(wn) - p(w2)
Bei der Behandlung von Fall A) im Beweis von IV.2.15 Satz haben wir gezeigt, dass
eine direkte hyperbolische Transformation, die O auf O abbildet, eine Drehung ist. Nach
Konstruktion ist y allerdings eine indirekte hyperbolische Transformation. Dann ist s o ¢
eine direkte hyperbolische Transformation, die 0 auf O abbildet. Sie ist folglich von der
Form syoDrehung und damit eine Spiegelung an einer Geraden durch 0. Damit erhilt
den komplexen Betrag. Wir schlieBen

Wy —wa

2 - Artanh (‘—_
—Wi Wy + 1

D:lAmmm=@@n:@wWM¢%m=%wMM-

Dabei haben wir bei der ersten Gleichung (IV.10) und |¥(z)| = |z], z € D, benutzt und bei
der vorletzten, dass 1V.3.8 Satz impliziert, dass d;, invariant unter hyperbolischen Trans-
formationen ist. O

1V.3.11 Bemerkung. Die im obigen Beweis gefundene Formel zeigt, dass die Abbildung

DxD—R

W)y —w
(Wl,Wz)H‘—l — 2 ‘
—wi wy + 1

invariant unter hyperbolischen Transformationen ist.

IV.3.4 Kireise in der hyperbolischen Ebene

Esseien -1 <rp <r, <lundy: [0,1] — D, A+ r; + A - (r, — r;). Die Berechnung
(IV.9) zeigt, dass

1 ’ _ — .
dn(r1, ) = f —b/ Dl dA = log (1 nrnon rz)'
0

L=y l+r—rn-r-n

Die Abbildung
[0,1] — R (IV.11)

C W)
— —  ~ dA
: Ll—mmﬂ

ist streng monoton wachsend. Es folgt leicht:
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x Fiir jede Zahl ¢ € [0, dy(ry, )] existiert eine Zahl r € [ry, ry] mit dy(ry,7) = 0.
* Fl'jrjede Zahl r € [I"], 1"2] gllt dh(l"l, I") + dh(l", 7’2) = dh(l"l, 1’2).
x Firr < r bzw. r) < l"gilt dh(l", 1’2) > dh(l"l,l’g) bzw. dh(r], I") > dh(l"l,rz).

* Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl r,, € (ry,r;) mit dy(ri,7,) = dn(rp, 12) =
(1/2) - dy(ry, 1r2).

Fiir zwei beliebige voneinander verschiedene Punkte P,Q € D existiert nach IV.2.9
Satz genau eine hyperbolische Gerade ¢ durch diese beiden Punkte. Ferner kann man
nach IV.2.11 Satz diese Gerade vermoge einer geeigneten hyperbolischen Transformation
¢: D — D auf den Durchschnitt der reellen Geraden mit ID abbildet. Es sei ¢(P) = r;
und ¢(Q) = r,. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass
r1 < ry. Es sei y der oben beschriebene Weg. Dann ist ¢! o y ein Weg, dessen Spur in
¢ enhalten ist, der P mit Q verbindet und die entsprechenden Eigenschaften hat. Diese
Betrachtungen motivieren die folgenden Begriffe.

IV.3.12 Definitionen. a) Es seien A, B und C drei verschiedene Punkte in der hyperboli-
schen Ebene. Man sagt, dass B zwischen A und C liegt, wenn

* B auf der hyperbolischen Geraden durch A und C liegt und
* dy(A, B) + dn(B,C) = dn(A, C) gilt.

Man schreibt
Ax BxC.

b) Fiir zwei verschiedene Punkte A und C in der hyperbolischen Ebene ist
[A,C]:={BeD|B=AVB=CVAXxBxC(C}

die Strecke zwischen A und C.

c¢) Es seien A und C zwei verschiedene Punkte in der hyperbolischen Ebene. Ein Punkt
M heil3t Mittelpunkt der Strecke [A, C], wenn

* AxM*C,
* dn(A, M) = dy(M,C) = (1/2) - dn(A, O).
Aus den Vorbetrachtungen folgt.

IV.3.13 Satz. i) Es seien A, B und C drei kollineare Punkte in der hyperbolischen Ebene.
Dann gilt genau eine der Aussagen

A*xBxC oder AxC*xB oder BxAxC.

i1) Es seien A und C zwei verschiedene Punkte in der hyperbolischen Ebene. Dann
besitzt die Strecke [A, C| genau einen Mittelpunkt.
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IV.3.14 Definition. Eine Teilmenge x C D ist ein (hyperbolischer) Kreis, wenn es einen
Punkt M € D und eine positive reelle Zahl r gibt, so dass

x:=RM,r):={AeD|d,(M,A) =r}.
Der Punkt M ist der Mittelpunkt und die Zahl r der Radius.

IV.3.15 Satz. i) Es sei »x C D ein hyperbolischer Kreis. Dann ist x auch ein euklidischer
Kreis.
i1) Es sei x C D ein euklidischer Kreis. Dann ist x auch ein hyperbolischer Kreis.

Beweis. 1) Es sei x = £(M, r). Wir nehmen zunéchst M = 0 an. Nach IV.3.10 Satz haben
wir

#0,r) ={weD|d,0,w) = r}
={weD|2- Artanh(lw|) = r}

1
weD]|w :tanh(i-r)}

- cfoamn(s 1)

Nun sei M # 0. Nach IV.2.8 Satz gibt es eine hyperbolische Spiegelung s: D — D mit
s(M) = 0. Da s nach IV.3.8 Satz den hyperbolischen Abstand nicht dndert, folgt

s(x) = £, r)

und wegen s o s = idp auch
x = s(£0,r)).

Da £(0,r) wie gesehen ein euklidischer Kreis ist, ist auch » auf Grund von IV.1.8 Satz
ein euklidischer Kreis.

Wir bemerken, dass s(M) = 0, s(0) = M und die Tatsache, dass s hyperbolische Ge-
raden auf hyperbolische Geraden abbildet (IV.2.7 Satz), zeigen, dass die hyperbolische
Gerade ¢ durch s auf sich abgebildet wird. Die Gerade ¢ verlduft durch den (euklidi-
schen) Mittelpunkt O des euklidischen Kreises £2(0,r) = K(0,tanh(r)) und durch den
Mittelpunkt des euklidischen Kreises, an dem die Inversion durchgefiihrt wird, die s in-
duziert. Aus Symmetriegriinden geht # auch durch den euklidischen Mittelpunkt M’ des
Kreises » (vgl. Abschnitt IV.1.3). Insbesondere verlduft die hyperbolische Gerade durch
M und M’ auch durch 0. Es seien A und B die beiden Schnittpunkte von # und %. Dann
ist M der hyperbolische Mittelpunkt der hyperbolischen Strecke [A, B] und M’ der eukli-
dische Mittelpunkt der euklidischen Strecke [A, B]. (Da ¢ durch 0 verlduft, stimmen die
hyperbolische und die euklidische Strecke zwischen A und B iiberein.)

ii) Es sei nun ¥ = K(M’,r") c D ein euklidischer Kreis. Wenn M’ = 0, dann kénnen
wir die Berechnung aus Teil i) umkehren und erkennen K(0,7") = £(0,2 - Artanh(7")).
Falls M’ # 0, dann sei £ die hyperbolische Gerade durch O und M’. Sie ist Durschnitt der
euklidischen Geraden OM’ mit D und schneidet x in zwei Punkten A und B. Es seien M
der hyperbolische Mittelpunkt der hyperbolischen Strecke [A, B] und r := dy(A, M). Die
Argumente aus Teil 1) zeigen x = £(M, r). O
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IV.3.5 Die hyperbolische Metrik

Wir konnen nun nachweisen, dass die Abstandsfunktion dj, in der Tat eine Metrik im
Sinne von [38], 1.1.2 Definition, a), ist. Wir werden weiter nachweisen, dass es auller
den hyperbolischen Transformationen keine weiteren Isometrien des metrischen Raums
(D, dy) gibt. SchlieBlich zeigen wir, dass dj, bis auf Multiplikation mit einer positiven
reellen Zahl die einzige Metrik auf D ist, die sich additiv auf hyperbolischen Geraden
verhilt und invariant unter allen hyperbolischen Transformationen ist und zudem eine
gewisse Differenzierbarkeitsbedingung erfiillt.

IV.3.16 Satz. i) Die Abbildung
d,: DxD — R
ist eine Metrik, d.h.
a) Ywi,wy € D dpy(wi,wr) =0 <= w; = wy,
b) Ywi,wy € D: dp(wi, w2) = dn(wa, wh),
c) Ywy,wy,ws € D: dy(wi, ws) < dn(wi, wa) + dn(wa, wi).

1) Es seien wi,wp, w3 € D drei verschiedene Punkte mit dy(wi,ws3) = dn(wi,w,) +
dn(wa, w3). Dann gilt
W1 * Wy % W3,

Beweis. i) Die Eigenschaften a) und b) ergeben sich unmittelbar aus der Formel in IV.3.10
Satz. Fiir ¢) verwenden wir die streng monoton wachsende Funktion

D:[0,1) — R

!

1

f— f dA = 2 - Artanh(?).
o 1= 22

Sie bildet [0, 1) bijektiv auf [0, c0) ab und hat die Eigenschaft (vgl. (IV.11) und die an-
schlieende Diskussion)

VO<t <th<l: dyt, 1) = D) — D).
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Wir nehmen d,(wy,w3) > dn(wi,ws) + dn(wo, w3) an und wihlen wie im Beweis von
IV.3.10 Satz eine hyperbolische Transformation ¢: D — ID mit ¢(w;) = 0 und ¢(w3) €
(0, 1). Es seien r; := dn(wy,w;) und r3 := dy(ws, wy). Nach unseren Berechnungen im
Beweis von 1V.3.13 Satz schneidet der hyperbolische Kreis £(0, 1) das Intervall (0, 1) C
D im Punkt z; = tanh((1/2) - r;). Weiter schneidet der hyperbolische Kreis Z(¢(w3), r3)
das Intervall (0, 1) in zwei Punkten z3 < z. Wegen d,(¢(w3),23) = dn(@(w3), p(w2)) <
dn(e(w3), e(w1)) = dn(0, (w3)) gilt z3 > 0. Auf Grund unserer Voraussetzungen und den
Eigenschaften der Funktion D muss insgesamt

0<z1 <z3 <@(ws)

gelten. Der euklidische Mittelpunkt des Kreises £(0, ;) ist O und derjenige des Kreises
%Z(p(ws3), r3) ist (1/2) - (z3 + z5). Es ist nun klar, dass sich die euklidischen Kreise

1 1
K(0, tanh(r)) = £(0,r;) und K(E (23 + 25), 3 (25— Z3)) = £(p(ws3),13)
nicht schneiden. Das widerspricht aber der Tatsache

e(wy) € £(0, ) N Z(e(w3), 3).

i1) Wir verwenden dieselbe Konstruktion wie in Teil i). Aus den Eigenschaften der
Funktion D folgt, dass sich £(0, ;) und Z(¢(w3), r3) in einem Punkt z € (0, 1) schneiden.
Da die reelle Gerade die Verbindungsgerade der beiden euklidischen Mittelpunkte dieser
Kreise ist, folgt aus der Geometrie von Kreisen in der euklidischen Ebene, dass z der
einzige Schnittpunkt dieser beiden Kreise ist und daher z = ¢(w,). O

IV.3.17 Beispiel. Es seien £ C D eine hyperbolische Gerade, A € ID und A" € D das Bild
von A’ unter der Spiegelung s an . Weiter sei M der Mittelpunkt der Strecke [A, A’]. Wir
behaupten, dass M der Schnittpunkt von # mit der hyperbolischen Geraden 72z durch A
und A’ ist.!® Wir bemerken, dass

1
dn(A, s(M)) = dn(s(A"), s(M)) = dn(A", M) = B dn(A,A")

und
1
dn(A’, s(M)) = dy(s(A), s(M)) = dy(A, M) = B dn(A,A").

Aus IV.3.16 Satz, ii), folgt, dass s(M) zwischen A und A’ liegt. Nach IV.3.12 Definitionen,
c), ist s(M) ein Mittelpunkt der Strecke [A, A’], und wegen der Eindeutigkeit des Mittel-
punkts (IV.3.13 Satz, ii) gilt s(M) = M. Daher muss M auf £ liegen (s. Abschnitt IV.2.2).
Da sich zwei hyperbolische Geraden hochstens in einem Punkt schneiden konnen, ist M
der Schnittpunkt von £ und 772.

Eine bijektive Abbildung /: D — D ist eine Isometrie, wenn

VPRQeD: d(P),y(Q) = dn(P, Q).

Die Isometrien bilden eine Untergruppe Isom(ID,dp) C S(ID). In 1V.3.8 Satz haben wir
nachgewiesen, dass Aut(ID) C Isom(D, dy,). Der niichste Satz zeigt, dass diese Inklusion
eine Gleichheit ist.

BWegen A ¢ £ gilt A’ = s(A) # A.
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IV.3.18 Satz. Es sei : D — D eine Isometrie. Dann gilt € Aut(ID).

Beweis. Wir konnen eine hyperbolische Transformation ¢: D — D mit ¢(¥(0)) = 0
und ¢((1/2)) € (0,1) finden. Da sowohl  als auch ¢ eine Isometrie ist, muss dann
e (1/2)) = 1/2 gelten. Aus 1V.3.16 Satz, ii), folgt dann weiter

Ywe(=L1D: (poy)(w)=w

Wir betrachten nun einen Ausdruck der Form

(a+b)
c =log )

Nach Definition ([37], Aufgabe 6.12.2) gilt

exp(4d) — exp(—A)
> .

amfy) =3 (Va3 - Vi)

1 b?
. 2 _
sinh (5 . c) =

Es seien nun w,z € D. Mita :=|1 —w -z und b := |w — z| folgt aus dieser Rechnung

YAeR: sinh(1) =

Somit gilt

und

w — z]?

2

1
sinh? [ = — .
( 1 —w-z]> —|w—z?

: dh(W, Z)) =
Mit der elementaren Identitéit
L—w-ZP=w—z =1 =WwP)-(1-z)

folgern wir

. 1 w — z?
sinh? (— .
2 (I=wP-a-=1z2%»

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist also invariant unter beliebigen Isometrien.
Jetzt seienw =a+b-iund (poyY)(w) =c+d-i. Firre (0,1) gilt

dn(t, w) = du((¢ © ¥)(1), (@ 0 Y)(W)) = du(t, (¢ © Y)(W))

: dh(w’ Z)) =

und deshalb ) )
|t —wl 3 |t = (@ oY) (W)

A=2)-A=wP) (1= (1=l(goy)wP)

d.h.,

(t—a)+b> _ (t-coP+d

l-a2-p  1-c2-d?’
Ein reelles Polynom vom Grad zwei in einer Verdnderlichen hat hochstens zwei Nullstel-
len. Deshalb miissen die Koeffizienten von #* und # in der obigen Gleichung iibereinstim-
men, so dass

a=c und P> =d>
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Das bedeutet, dass

YwelD: (poy)w)=w oder (¢ou)(w)=w.

Wir nehmen an, es gibe w,z € D \ R mit *\\\
(poy)(w)=w und (poy)(z) =2 i ‘)
(Man kann sich leicht iiberlegen, dass man sowohl w als auch z - /

als Element der oberen Halbebene wihlen kann.) Es sei £ ¢ D

die hyperbolische Gerade, die w und z verbindet. Mit Hilfe der
Dreiecksungleichung kann man sehen, dass es hyperbolische
Kreise » und »’ gibt, so dassw € x%, z € %/,

Yuex: (poy)u)=u und Yvex': (poy)(v)=n.

Es gibt deshalb auch einen Punkt w' € £ \ {w} mit (¢ o ¥)(w') = w’ und einen Punkt
7 € ¢\ {w} mit (p o Y)(z) = 7. Die Abbildung ¢ o  ist eine Isometrie und erhilt
deshalb die Zwischenrelation. Es folgt, dass sie hyperbolische Geraden auf hyperbolische
Geraden abbildet. Damit wird die Gerade £ von ¢ o ¢ gleichzeitig auf sich selbst und
auf das Bild von # unter der komplexen Konjugation abgebildet. Das bedeutet, dass ¢

symmetrisch zur reellen Gerade liegen muss.
* \

Yy ey

Auf Grund der Uberlegungen zu den Abstandsverhiltnissen auf einer hyperbolischen Ge-
raden kann dy,(w, z) = dy(w, zZ) dann nur gelten, wenn w der Schnittpunkt von # mit (-1, 1)
ist. Das ist aber wegen w € D \ R ausgeschlossen. Somit ist ¢ o i entweder die Identitt
oder die komplexe Konjugation s,. Im ersten Fall haben wir ¢y = ¢~! € Aut(ID), im zwei-
ten Fall ¢ = ¢! 0 59 € Aut(ID). O

Dies beweist, dass die Geometrie, die wir vorgestellt haben, stimmig aufgebaut ist.
Der folgende Satz unterstreicht diese Beobachtung.

IV.3.19 Satz. Es sei e: D X D — R eine Metrik auf der Einheitskreisscheibe, so dass
* e(p(wr), e(wy)) = e(wy, wy) fiir wi,w, € D und ¢ € Aut(DD) gilt,
* e(wy,wz) = e(wy,wy) + e(wy, ws) fiir 0 < wy; < w, <ws < 1 gilt,
* die Abbildung

E: [0,1) — R

wir— e(0,w)
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differenzierbar ist."

Dann existiert eine positive reelle Zahl K, so dass

Ywi,wy €D : e(wl,wz) = K - Artanh ('M

)

l—Wl'Wz

Beweis. Es seien a € (0, 1) und

Weiter seien y € (0, 1) und
Bi=H) = L
= HAY l+a-y

Da o? < 1 und somit @ + a? -y < @ + vy, haben wir @ < 8, und auf Grund der zweiten
Voraussetzung an E gilt

E(a) + e(a,p) = e(0,a) + e(a, ) = (0, 5) = E(B).

Ferner gilt 11,(0) = a. Die erste Voraussetzung liefert daher

E(y) = e(0,7) = e(a.p),

so dass
E(lai) = E(B) = E(@) + E(y).
+a-y

Wir halten « fest und fassen dies als Gleichung von Funktionen in y auf. Da die linke und
die rechte Seite stetige Funktionen in y sind, gilt die Gleichung auch fiir y = 0. Ebenso
erkennt man, dass sie auch fiir @ = 0 giiltig ist. Jetzt leiten wir nach y ab. Das Ergebnis ist

1-a? E’( a+y

Gra P . ) = E'(y).

l+a-y
Wir koénnen y = 0 setzen und erhalten die Schlussfolgerung

E'(0)
1 —a?

Yae[0,1): E'(a)=

Da E als Funktion von a streng monoton wachsend ist, muss nach [37], Abschnitt 4.3,
K := E’(0) > O gelten. Es folgt

1
-2

1+
d/l:K-log(l ¢

Yae(0,1): El@=K- fa ) = K - Artanh().
0

Das Integral haben wir wie im Beweis von 1V.3.10 Satz gelost. Die Invarianz von e und dj,

unter hyperbolischen Transformationen zeigt, dass die behauptete Formel fiir alle w;, w, €
D gilt. O

19Das bedeutet, dass es ein & > 0 gibt, so dass sich E zu einer differenzierbaren Funktion E: (-&,1) —
R fortsetzen lésst.
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1V.3.20 Bemerkung. Auf jeder Menge 9 existiert die triviale Metrik ([38], 1.1.4 Beispiele,
ii)

dol@X@—)]R

(W, 2) —> 0, fallsw=z
W22 1, fallsw#z

Die triviale Metrik auf D ist offenbar invariant unter allen hyperbolischen Transforma-
tionen. Die zu E analoge Abbildung ist in allen Punkte aufler O differenzierbar. Dieses
Beispiel zeigt, dass es sinnvoll ist, Zusatzbedingungen wie in IV.3.19 Satz zu stellen, um
eine geometrisch relevante Metrik zu erhalten.

IV.4 Hyperbolische Trigonometrie
In der euklidischen Geometrie ist fiir drei verschiedene Punkte A, B, C der Winkel
L(ABC) := [BAU [BC

definiert. Diesem Winkel wird eine MaBzahl § € [0, 7] zugeordnet.?”
Mit der Zwischenrelation (IV.3.12 Definitionen, a) definieren wir fiir zwei verschie-
dene Punkte O, S € D die Halbgerade

7#(0,8):={TeD|T=0VT=SVOXxT*xSVOxS T}

Dementsprechend definieren drei verschiedene Punkte A, B,C € D den hyperbolischen
Winkel
/W(ABC) := %(B,A) U %(B, C).

Es sei #(0,S) c D eine hyperbolische Halbgerade. Sie ist Teil einer eindeutig bestimm-
ten hyperbolischen Geraden #. Damit ist die (euklidische) Tangente Z an £ in O definiert.
Es sei 72 das euklidische Lot auf # durch O. Die Gerade 7 und S bestimmen einen Halb-
raum H. Der Durchschnitt

7(0,5):=7NH

ist eine euklidische Halbgerade mit Startpunkt O. Fiir drei verschiedene Punkte A, B, C €
D definiert der hyperbolische Winkel /,(ABC) den euklidischen Winkel

a(ABC) :=7(B,A) UZ(B,(C).

Die hyperbolische Maf3zahl des Winkels /,(ABC) ist die Mal3zahl des euklidischen Win-
kels « (ABC).

1V.4.1 Beispiele. 1) Es seien £ C D eine hyperbolische Gerade und A € D \ 7. In IV.3.17
Beispiel haben wir gesehen, dass die hyperbolische Gerade 77z durch A und den Bildpunkt
A’ von A unter der hyperbolischen Spiegelung an £ die Gerade £ im Mittelpunkt M der
Strecke [A, A’] schneidet. Wir wihlen einen Punkt § € ¢ \ {M}. Die Spiegelung s bildet
offenkundig £,(AMS) auf /,(A’MS) ab. Da Inversionen an Kreisen nach IV.1.11 Satz
WinkelmaBe erhalten, haben £,(AMS ) auf £,(A’ MS ) dasselbe hyperbolische Winkelmalf.

20Der Wert 0 entspricht dem Fall [BA = [BC, der Wert r dem Fall A x B % C.
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Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Summe der beiden WinkelmaRe r ist. Jeder der
beiden genannten Winkel hat deshalb das Winkelmal3 /2, ist also ein rechter Winkel. Die
hyperbolischen Geraden # und 7z stehen folglich senkrecht aufeinander.

i1) Es seien £ C D eine hyperbolische Gerade und A € D. Ein Lot auf £ durch A ist
eine hyperbolische Gerade 7z, die senkrecht auf # steht und A enthilt. Wenn A ¢ £, dann
zeigt Teil 1), dass die hyperbolische Gerade 7z durch A und das Bild A’ von A unter der
hyperbolischen Spiegelung an £ ein Lot auf £ durch A ist. Wenn A € ¢, dann existiert
nach IV.2.11 Satz eine hyperbolische Transformation ¢: ID — ID mit ¢(¢) = (-1, 1) und
¢(A) = 0. Offenbar ist die imaginire Gerade i - R N D ein Lot auf (-1, 1) durch 0. Damit
ist 772 := ¢~ '(i-RNID) das gesuchte Lot auf # durch A. Wir iiberlassen es der Leserin bzw.
dem Leser als Ubungsaufgabe, sich davon zu iiberzeugen, dass Lote eindeutig bestimmt
sind.

Fiir drei verschiedene Punkte A, B, C € D, die nicht auf einer hyperbolischen Geraden
liegen, ist das hyperbolische Dreieck als

A(ABC) :=[A,B]JU[B,C]U[A,C]
definiert. Die Seitenldngen sind
a:=dyB,C), b:=dyA,C) und c:=dyA,B).

Die Zahlen a, § und vy sind die MaB3zahlen der hyperbolischen Winkel 2,(CAB), £,(ABC)
und /,(BCA). Wie in der euklidischen Geometrie bestehen interessante Beziehungen zwi-
schen diesen Groflen. Die GesetzméaBigkeiten unterscheiden sich allerdings stark von de-
nen in der euklidischen Geometrie.

IV4.1 Identititen zwischen den hyperbolischen Funktionen

Die Berechnungen in den néchsten Abschnitten sind im Wesentlichen Manipulationen
von Gleichungen mit Hyperbelfunktionen. Wir stellen jetzt die relevanten Formeln zu-
sammen.

Nach Definition ([37], Aufgabe 6.12.2) gilt fiir 1 € R
1
sinh(4) = 3 (exp(2) — exp(=1)),

cosh(d) = % - (exp(d) + exp(=1)),

sinh(4)
tanh(d) = .
anh(4) cosh(A)
Aus diesen Definitionen ergeben sich fiir A € R unmittelbar die Formeln
cosh?(1) — sinh*(2) = 1, (IV.12)
sinh(2 - 1) = 2 - cosh(A) - sinh(A1), (IV.13)
cosh(2 - 1) = cosh?(2) + sinh?(1). (IV.14)

Wenn man (IV.12) durch cosh?(2) teilt und den Kehrwert bildet, dan findet man die Formel

1

cosh’()) = ———.
1 — tanh?(2)

(IV.15)
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Unter Verwendung dieser Formel erhilt man aus (IV.13) und (IV.14)
2 - tanh(A)

sinh(2- 1) = ————~_ V.16
@4 1 — tanh?(2) ( )
1 + tanh*(2
cosh(2 - 1) = -2 (D). (IV.17)
1 — tanh~(1)

Abbildung IV.1: Einige hyperbolische Drei- Abbildung IV.2: Die Bezeichnungen in ei-
ecke nem hyperbolischen Dreieck

IV4.2 Der Kosinus- und der Sinussatz

Der Sinussatz der euklidischen Geometrie ist [.4.7 Satz. In diesem Abschnitt werden wir
sein Analogon in der hyperbolischen Geometrie kennenlernen. Es wird uns helfen, die
Winkelverhiltnisse in hyperbolischen Dreiecken zu untersuchen.

IV.4.2 Satz. Es sei A(ABC) ein hyperbolisches Dreieck mit Seitenlingen a, b und ¢ und
Winkelnmafen «, B und y. Dann gilt

sinh(b) - sinh(c) - cos(a) = cosh(b) - cosh(c) — cosh(a).

1V.4.3 Bemerkungen. 1) Natiirlich gelten die entsprechenden Formeln fiir 8 und 7.
i1) Der Kosinussatz der euklidischen Geometrie wird z.B. in [12] auf Seite 30 formu-
liert.

Beweis. Wir konnen nach Anwendung einer geeigneten hyperbolischen Transformation
annehmen, dass A = Ound B = r € (0, 1). Wir schreiben C = s-exp(i-a) mit s € (0, 1). Die
hyperbolische Gerade durch A und B ist dann (-1, 1), und die hyperbolische Gerade durch
A und C ist AC N D. Damit ergeben sich die folgenden Formeln fiir die Seitenlingen:

¢ =dy(0,r) =2 - Artanh(r), sodass r = tanh (%) ,

b
b =dy(0,s-exp(i-a)) =2 - Artanh(s), sodass s = tanh (5),

)

s-exp(i-a)—r

a=dy(s-exp(i-a),r)=2- Artanh(

r-s-exp(i-a)—1
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Folglich gilt

(8 =
2 |r-s-exp@i-a)— 1

Man berechnet
Is-exp(i-a)—rf> = (s-exp(=i-a)—r)-(s-exp(i-a)—r)
=s*—2-r-5-Re(exp(i- @)) + r*

=s*—2-r-s-cos(a) + .

Entsprechend gilt

2

|r-s-exp(i-a)—1|2:r 52 =2-r-s-cos(@)+ 1.

Somit ergibt sich

tanhz(g): rP+s*=2-r-s-cos(a)
2) r2-s241-=2-r-s-cos(a)’
1+tanhz(c_l):1’2~s2+r2+s2+1—4~r-s-cos(oz)
2 r2-s2+1-2-r-s-cos(a)
l—tanhz(g): st —rr—s2+1 .
2 r2-s2+1-2-r-s-cos(a)

Wir setzen dies in Formel (IV.17) ein und erhalten

st +rr+s24+1—-4-r-s5-cos(a)
r2os?—rr—sr+1
Q1+ (1+r)—4-r-s-cos(a)

cosh(a) =

IV.18
1-52-(1-r? ( )
Da s = tanh(b/2), zeigt (IV.17), dass
1+ 52
T = cosh(b)
und (IV.16), dass
2-5 . h(b)
— - sinh(b).
Ebenso gilt wegen r = tanh(c/2), dass
1+ 72
— 7 = cosh(c)
und 5
. ”‘ .
7 = sinh(c).
Diese Ausdriicke setzen wir in (IV.18) ein und erhalten
cosh(a) = cosh(b) - cosh(c) — sinh(b) - sinh(c) - cos(a).
Das ist die behauptete Gleichung. O
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IV.4.4 Satz. Es sei A(ABC) ein hyperbolisches Dreieck mit Seitenldngen a, b und ¢ und
Winkelmaflen a, B und y. Dann gilt

sin(@) _ sin(B) _ sin(y)
sinh(a¢)  sinh(b)  sinh(c)’

Beweis. Wir kiirzen « := cosh(a), & = cosh(b) und ¢ = cosh(c) ab. Auf Grund von
(IV.12) gilt
sinh®(b) = #2 — 1, und sinh*(c) = ¢* — 1.

Nach IV.4.2 Satz besteht die Gleichung
sinh(b) - sinh(c) - cos(a) = £ - ¢ — «.
Wir leiten daraus

sinh?(b) - sinh?(¢) - sin*(@) = sinh*(b) - sinh*(c) - (1 — cos*(@))
=(1-6-(-¢)=(b-¢-a)

=1l-a’ -8 -¢*+2-a-6-c

ab. Der Term auf der linken Seiten ist offenbar nicht negativ. Deswegen kénnen wir

A=V1-a?2-R-¢24+2-0-6-¢

setzen, so dass
sinh(b) - sinh(c) - sin(a) = 4.

Da der Ausdruck 1 — @? — 2 — ¢?> + 2 - @ - - ¢ sich bei Vertauschung von «, & und ¢
nicht dndert, gilt ebenfalls

sinh(a) - sinh(c) - sin(8) =4 und sinh(a) - sinh(b) - sin(y) = 4

und daher ) ) )
sin(@) _ sin(B) _ sin(y) A
sinh(e)  sinh(b)  sinh(c)  sinh(q) - sinh(b) - sinh(c)’
Dies zeigt die Behauptung. O

IV.4.3 Rechtwinklige Dreiecke

Es sei in diesem Abschnitt A(ABC) ein hyperbolisches Dreieck mit @ = 7/2. Wie in der
euklidischen Geometrie gelten in rechtwinkligen Dreiecken besondere Identitédten.

IV.4.5 Der Satz von Pythagoras fiir hyperbolische Dreiecke. In der obigen Situation
gilt
cosh(a) = cosh(b) - cosh(c).

Beweis. Wegen cos(rr/2) = 0 ([37], 4.8.13 Definition) ist dies eine unmittelbare Folge-
rung aus IV.4.2 Satz. O

1V.4.6 Bemerkung. Fiir 4 > 0 gilt cosh(d) > 1. Der Satz von Pythagoras zeigt insbeson-
dere, dass sie Seite [B, C], die dem rechten Winkel gegeniiber liegt, die ldngste ist.
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IV.4.7 Satz. In dem rechtwinkligen Dreieck A(ABC) gelten die Identitditen

) _ sinh(b) ) _ sinh(c)
i) = Gnh@” " = Sinhea)®
_ tanh(c) _ tanh(D)
cos(p) = tanh(a)’ cos(y) = tanh(a)’
_ tanh(b) _ tanh(c)
wnld) = Gohe ™Y = Gnno)

1V.4.8 Bemerkungen. Diese Ausdriicke zeigen, dass die Winkel durch die Seitenldngen
bestimmt sind. Das ist in der euklidischen Geometrie auch so. Interessanterweise sind in
der hyperbolischen Geometrie die Seitenldngen durch die Winkel bestimmt (s. IV.4.12
Satz).

Beweis. Da sin(rr/2) = 1 ([37], Beweis von 4.8.15 Satz) gilt, sind die erste und zweite
Gleichung in IV.4.4 Satz enthalten.
Laut IV.4.2 Satz gilt

sinh(a) - sinh(c) - cos(B) = cosh(a) - cosh(c) — cosh(b).
Mit dem Satz von Pythagoras (IV.4.5) finden wir

2 12
sinh(a) - sinh(c) - cos(8) = cosh(a) - (cosh“(c) = 1) _ cosh(a) - sinh“(c)

cosh(c) cosh(c)
Division durch sinh(a) - sinh(c) zeigt
_ tanh(c)
0s(B) = tanh(a)
Die vierte Gleichung folgt analog.
Weiter gilt
sin(8) sinh(b) tanh(a) sinh(b) 1
tan(B) = = =

B cos(B) ~ sinh(a) . tanh(c)  cosh(a) . tanh(c)
_ sinh(b) - cosh(c) sinh(b) _ tanh(b)
~ cosh(a) sinh(c)  cosh(b) -sinh(c)  sinh(c)’

Bei der vorletzten Umformung haben wir den Satz von Pythagoras (IV.4.5) eingesetzt.
Entsprechend leitet man die letzte Gleichung ab. O

1V.4.9 Bemerkung. Aus der Definition folgt sofort, dass tanh(1) > O fiir 4 > 0. Damit gilt
also cos(f) > 0 und cos(y) > 0. Wegen B,y € (0, ) impliziert dies 0 < B,y < /2.

IV.4.4 Die Winkelsumme eines hyperbolischen Dreiecks

Der zentrale Unterschied zwischen der euklidischen und der hyperbolischen Geometrie
ist die Existenz unendlich vieler paralleler Geraden zu einer gegebenen hyperbolischen
Geraden ¢ durch einen Punkt A € D \ Z (IV.2.10 Aufgabe). Dieser Unterschied macht
sich auch in vielen anderen Situationen bemerkbar. Ein wichtiges Beispiel ist, dass die
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Summe der Innenwinkel stets kleiner als 7 ist (IV.4.10 Satz). Weiter kann jede Zahl aus
(0, ) als Summe der Innenwinkel eines hyperbolischen Dreiecks auftreten (1V.4.12 Satz).
Wir werden dies in unserem Modell mit den bisher entwickelten analytischen Hilfsmitteln
beweisen. Diese Sitze lassen sich auch in der axiomatischen Geometrie beweisen (z.B.
[25], Theorem 18.2).

IV.4.10 Satz. Es sei A(ABC) ein hyperbolisches Dreieck mit Seitenldngen a, b und c und
Winkelmaflen «, B und vy (s. Abbildung IV.2). Dann gilt

O<a+p+y<m.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass das Dreieck rechtwinklig ist, also z.B. @ = x/2.
Mit dem Additionstheorem fiir den Kosinus ([37], 4.8.8 Satz) berechnen wir

cos(B + y) = cos(B) - cos(y) — sin(B) - sin(y).
Wir setzen die Formel aus IV.4.7 Satz ein und erhalten
tanh(c) tanh(b) sinh(b) sinh(c)
tanh(a) tanh(a) sinh(a) sinh(a)

B ( cosh?(a) _ 1)_ sinh(b) - sinh(c)
~ \cosh(b) - cosh(c) sinh’(a)

cos(B+7y) =

Mit dem Satz von Pythagoras (IV.4.5) und den ersten beiden Formeln aus IV.4.7 Satz wird
dies zu

sin(B) - sin(y) - (cosh(a) — 1).

Wegen 0 < 8,y < « gilt sin(8) > 0 und sin(y) > 0. Da cosh(a) > 1, folgt
cos(a + B) > 0.

In IV.4.9 Bemerkung haben wir beobachtet, dass 5 < 7/2 und y < n/2 und daher S+ < 7.
Die obige Ungleichung zeigt nun 8+ y < m/2.

Jetzt sei A(ABC) ein beliebiges Dreieck. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit an, dass @ > S und @ > y gilt. Wir fillen das Lot (s. IV.4.1 Beispiele, ii) von
A auf die hyperbolische Gerade ¢ durch B und C. Wenn M nicht auf der Strecke [B, C]
lage, also z.B. B x C x M gilte, dann folgte @ < /2, weil a kleiner als das Mal} des
Winkels /,(MAB) ist?! und damit insbesondere kleiner als /2, wie IV.4.9 Bemerkung
zeigt. Weiter miisste aber /,(BCA) ein MaB grofer als 7/2 haben.?? Das wiederspricht
der Annahme zu @. Damit konnen wir die beiden rechtwinkligen Dreiecke A(ABM) und
A(AMC) betrachten. Die Summe « + S + 7y ist Summe der Innenwinkelsummen dieser
beiden rechtwinkligen Dreiecke minus 77 und damit kleiner als 7. O

1V.4.11 Bemerkung. Wir illustrieren den Sachverhalt mit einem Dreieck der Form A(OBC).

2'Man iiberpriife dies, indem man A = 0 wihle.
22Hjer schaue man sich den Fall B,C, M € (-1, 1) mit C = 0 an.
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Dann sind die Seiten [0, B] und [0, C] euklidisch, und das Dreieck A(OBC) liegt in dem
euklidischen Dreieck mit den Ecken 0, B, C.?

IV.4.12 Satz. Es seien a,f,y € (0, ) drei Zahlen mit
a+p+y<nm.

Dann existiert ein hyperbolisches Dreieck A(ABC), so dass der Winkel /,(CAB) das Maf3
a, der Winkel £,(ABC) das Maf3 8 und /,(BCA) das Maf} y hat.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall @ = /2. Wir nehmen an, dass es ein Dreieck mit den
genannten WinkelmaBen gibt. Gemil3 IV.4.7 Satz schreiben wir

sinh(b) d () = tanh(b)
sinh(a) un cosy) = tanh(a)

sin(B) =

und schlieBen

sinh(b) _ sinh(a) . sin(B) . sin(B)
tanh(b)  tanh(a) cos(y) cosh(a) cos(y)’

cosh(b) = Iv.19)

Aus dem Satz von Pythagoras (IV.4.5) folgern wir weiter

cosh(a)  cos(y)
cosh(b)  sin(B)”

cosh(c) = (IV.20)

Analog beweist man

cos(B)

cosh(b) = Sn(y)”

Iv.2n)

Es folgt
cosh(a) = cot(B) - cot(y). (Iv.22)

Die erhaltenen Gleichungen zeigen, dass die Seitenlidngen in einem rechtwinkligen Drei-
eck durch die WinkelmaBe S und y bestimmt sind.

Jetzt starten wir mit den vorgegebenen Winkelmallen. Wir miissen zunéchst iiber-
priifen, dass die rechten Seiten in (IV.20) und (IV.21) groBer als eins sind. Das folgt dann
auch fiir die rechte Seite von (IV.22). Unter diesen Voraussetzungen sind ndmlich

cos(B) cos(y) )
sin(y) sin(B)

Z3Hier erkennt man gut, wieso das gewihlte Modell fiir Aussagen iiber Winkel besonders gut geeignet
ist.

a = Arcosh(cot(B) - cot(y)), b= Arcosh( ) und ¢ = Arcosh(
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definiert. Die Voraussetzung besagt

so dass

und daher .
cos(B) > cos (5 - 7) = sin(y).

Die letzte Identitit ist Gleichung (4.8) in [37]. Ebenso zeigt man
cos(y) > sin(B).
Wir wihlen A := 0, B := tanh(c/2) und C :=i - tanh(b/2).

Dies ist ein Dreieck mit den errechneten Seitenldngen. Wir miissen nachpriifen, dass das
Dreieck wirklich die Winkel 8 und y hat.>* Dazu seien 5 und y’ die WinkelmaBe in
A(ABC). Laut (IV.20) und (IV.21) haben wir die Gleichung

cos(B’) )2 _

(sin(8') - cosh(c))” + (Cosh .

Diese definiert eine Ellipse, die wegen cosh(b) >
1 und cosh(c) > 1 nicht mit dem Einheits-

kreis iibereinstimmt, und (cos(8’), sin(8")) ist ein /
Schnittpunkt dieser Ellipse mit dem Einheits- /
kreis. Man vergewissert sich, dass es nur einen

Schnittpunkt im positiven Quadranten { (e, f) € \

R?|e > OA f > 0} gibt. Es folgt cos(8’) = cos(B)
und somit 8 = S. Es gilt dann auch y’ = y.

Jetzt sei a beliebig. Wir setzen @ > S und @ > y voraus. Wir werden zeigen, dass man
a = & + a” so schreiben kann, dass

T
O<CZ,,G’H < E

24Nach IV.4.7 Satz sind die Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck durch die Seitenlingen bestimmt.
Es konnte jedoch sein, dass es kein Dreieck mit den WinkelmaBen 7/2, 8 und y gibt.
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und es rechtwinklige Dreiecke A(A’B’M) und A(A” M'C’) gibt, so dass an M bzw. M’ der
rechte Winkel anliegt, an B’ der Winkel mit dem Mal 5, an A" der Winkel mit dem Maf3
a’, an C’ der Winkel mit dem Mal} y und an A” der Winkel mit dem Mal3 o’ und so dass

dn(M,A") = dp(M', A”).

Wir setzen dann

B M M, C’ M, A’
B:= —tanh(M) , C:= tanh(M) und A := i-tanh(%).
Es folgt aus dem ersten Teil, dass dieses Dreieck die gesuchten Winkel hat.
Aus (IV.21) lesen wir ab, dass wir eine positive Zahl 4 suchen, die
cosh(h) = S8B) _ cos¥) (IV.23)

sin(e’)  sin(a”)

erfiillt. Mit dem Additionstheorem ([37], 4.8.8 Satz) fiir den Sinus und @” = @ —«a’ finden

WIr .
sin(@”) _ cos(y)

sin(a) - cot(a’) — cos(a) = @)~ cosB)’ (Iv.24)
d.h. . )
" [cos(y

cot(a’) = @) (cos(,B) + cos(a)). (IV.25)

Dies definiert einen Wert o’ € (0, 7). Aus Gleichung (IV.24) folgt, dass sin(a”’) positiv ist,
und wegen — < @ — @’ < mist auch @’ = @ — o’ positiv. Um die Existenz des Dreiecks
A(A’ B’ M) nachweisen zu konnen, brauchen wir

’+,8<7T
a —.
2

Da der Tangens streng monoton wachsend ist, folgt dies aus
r
tan(B) < tan (E - o/) = cot(a’).

Fiir die Gleichung haben wir wieder [37], (4.8), benutzt. Mit (IV.25) und dem Additions-
theorem fiir den Kosinus ([37], 4.8.8 Satz) wird diese Ungleichung zu

cos(a + B) + cos(y) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(B) + cos(y) > 0.

Es gilt immer cos(y) > 0, weil 0 <y < /2. Wenn a + 8 < /2, dann gilt cos(a + ) > 0,
und wir sind fertig. Jetzt gelte & + 8 > n/2. Die Voraussetzung besagt

T
<r-a-B<=,

so dass
cos(y) > cos(mr —a — ) = —cos(a + f5).

Das ergibt die gewiinschte Gleichung.
In den obigen Berechnungen konnen wir auch nach o’ auflosen und die Existenz des
Dreiecks A(A” M’C’) verifizieren. m|
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Zwei Teilmengen X, Y C D heillen kongruent, wenn es eine hyperbolische Transfor-
mation ¢ € Aut(ID) mit
pX)=Y

gibt.
IV.4.13 Folgerung. Es seien A(ABC) und A(A’B’'C’) zwei hyperbolische Dreiecke. Wenn

’

a=da, B=B und y=7,
dann sind A(ABC) und A(A’B’'C”) kongruent.

Der analoge Kongruenzsatz ist in der euklidischen Geometrie falsch. Euklidische
Dreiecke mit denselben WinkelmaBlen sind in der Regel nur dhnlich aber nicht kongruent.

Beweis. Wir nummerieren so, dass @ >  und @ > vy, und féllen das Lot auf die hyper-
bolische Gerade durch B und C. Wie bereits im Beweis von IV.4.10 Satz gezeigt wurde,
liegt der FuBpunkt M dieses Lots auf der hyperbolischen Strecke [B, C]. Wir nummerieren
weiter so, dass dy(B, M) < dy,(M, C).

Nach I'V.2.8 Satz existiert eine hyperbolische Spiegelung ¢, : D — D mit ¢(M) = 0.
Nach einer geeigneten Drehung ¢,: ID — D gilt A” := ¢2(¢1(A)) € i - (0, 1) und folglich
©2(p1(B)), pa(1(C)) € (—1,1). Mit ¢3 = idp oder ¢3 der Spiegelung an der hyperboli-
schen Geraden i - (—1, 1) erreichen wir C” := ¢3(p2(¢1(C))) € (0, 1) und entsprechend
B" 1= ¢3(ga(1(0))) € (=1, 0).

Der Beweis von 1V.4.12 Satz zeigt weiter, dass h := d,(A”,0) = d(A, M) durch «, 8
und y eindeutig bestimmt ist. Geméil unserer Konstruktion gilt A” = i-tanh(k/2). Ebenso
sind dn(B”,0) = dn(B, M) und d,(0, C") = dy(M, C) eindeutig durch a, 8 und y bestimmt,
und wir haben B” = —tanh(d,(B”,0)/2) und C” = tanh(dy(0,C")/2).

Diese Diskussion zeigt, dass es bei der gegebenen Nummerierung eindeutig bestimm-
te positive reelle Zahlen «, # und ¢ mit & < ¢ gibt, so dass A(ABC) kongruent zu
Al - a,-U,c) ist. Aus der Argumentation folgt ebenso, dass A(A’B’C’) kongruent zu
A - w,—8, ) ist. O

Aus dem Beweis von IV.4.12 Satz ergibt sich schlieBlich noch eine Art ,,dualer* Ko-
sinussatz.

I1V.4.14 Folgerung. Es sei A(ABC) ein hyperbolisches Dreieck, so dass a > S und a > vy.
Dann gilt
sin(@) - sin(B) - cosh(c) = cos(a@) - cos(B) + cos(y).

Beweis. Wir féllen wieder das Lot auf die hyperbolische Gerade durch B und C durch A.
Es sei M € [B, C] der FuBpunkt. Gleichung (IV.22) im hyperbolischen Dreieck A(ABM)
zeigt?
cosh(c) = cot(B) - cot(a’),
so dass
sin(a) - sin(B) - cosh(c) = sin(a) - cos(B) - cot(a’).

Jetzt setzen wir Formel (IV.25) fiir cot(a’) ein und finden die behauptete Formel. O

ZDie Seite [A, B] ist die Hypotenuse in diesem Dreieck. Sie hat gemiB unserer Konventionen die Linge
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