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Im Folgenden sei K ein Körper.

Aufgabe 1. (4 + 8 Punkte) Für die folgende R-Vektorräume und Teilmengen entscheiden
Sie, ob jede Teilmenge ein Untervektorraum ist (d.h. Verifizieren Sie die Axiome oder
Zeigen Sie, dass ein Axiom nicht gilt).

a) Für V = R2 und a, b, c ∈ R:

La,b,c = {(x, y) : ax+ by = c} ⊂ R2.

b) Für V = Matn×n(R):

i) GLn(R) ⊂ Matn×n(R),
ii) U := {(aij) ∈ Matn×n(R) : aij = 0 falls i > j},
iii) WB := {A ∈ Matn×n(R) : AB = 0} für B ∈ Matn×n(R),
iv) Tλ := {(aij) ∈ Matn×n(R) :

∑n
i=1 aii = λ} für λ ∈ R.

Aufgabe 2. (5 + 5 Punkte) Sei V ein K-Vektorraum.

a) Sei (Ui)i∈I eine Familie von Untervektorräume von V . Beweisen Sie, dass ∩i∈IUi ein
Untervektorraum von V ist.

b) Seien U1 und U2 Untervektorräume von V . Wann ist die Vereinigung U1 ∪ U2 ein
Untervektorräume von V ? Beweisen sie Ihre Behauptung.

Aufgabe 3. (8 Punkte) Seien n,m ∈ N∗. Zeigen Sie, dass Matm×n(K) ein endlich
erzeugter K-Vektorraum ist.

Aufgabe 4. (10 Punkte) Wenn {v1, . . . , vn} ein Erzeugendensystem für Km ist, beweisen
Sie, dass n ≥ m.

[Hinweis: Beweisen Sie die Aussage durch Kontraposition: falls n < m, sei Ã die reduzierte
Zeilenstufenform von A := (v1| · · · |vn) ∈ Matm×n(K) und finden Sie b̃ ∈ Km, so dass
L(Ã, b̃) = ∅, dann finden Sie b ∈ Km, so dass b /∈ Span(v1, . . . , vn).]
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