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Ubungsblatt 5

Abgabe: Bis Freitag, den 17.11.2017, 16 Uhr.

Aufgabe 1. (12 Punkte) Sei ¢ : (G,*¢) — (H,*g) ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen
Sie:

a
b

pleq) = en-
pl9) = (g fiir g € G.
c¢) Das Bild ¢(G) ist eine Untergruppe von H.

[§]

)
)
)
d) Der Kern ker(yp) := ¢~ !(ep) ist eine normale Untergruppe von G.
) @ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {eg}.

)

f) Wenn ¢ bijektiv ist, dann ist die Umkehrfunktion ¢! : H — G ein Gruppenhomo-
morphismus.

Aufgabe 2. (4 + 2 + 4 Punkte) Sei (G, *) eine endliche Gruppe. Zeigen Sie

a) Wenn es g € G mit |g| = |G| gibt, ist G eine zyklische Gruppe von Ordnung |G]|.

b) Wenn die Ordnung von G eine Primzahl p ist, dann ist G eine zyklische Gruppe von
Ordnung p.

¢) Wenn G eine zyklische Gruppe von Ordnung n ist, gibt es einen Gruppenisomorphismus
(d.h. einen bijektiven Gruppenhomomorphismus) ¢ : G — Z,,.

Aufgabe 3. (8 Punkte) Sei K ein Korper, R ein Ring und ¢ : K — R ein Ringhomomor-
phismus. Zeigen Sie, dass ¢ entweder die Nullabbildung (d.h. ¢(a) = Og fir alle a € K)
oder eine injektive Abbildung ist.

Bitte wenden!



Aufgabe 4. (8 + 2 Punkte) Beweisen Sie, dass die Menge
C:={(a,b) : a,b € R} = R?
mit der Addition
(a,b) + (¢,d) := (a+c,b+d)

und der Multiplikation
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, bc + ad)

ein Korper ist. Ferner zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : R — C mit ¢(a) = (a,0) ein
injektiver Korperhomomorphismus ist.

Schreibweise: Der Korper C heifit die komplexen Zahlen. Man definiert 1 := (1,0) und
i := (0,1) und normalerweise schreibt man a + ib € C statt (a, b).



