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Aufgabe 1. (6 Punkte) Sei n ∈ N. Wir schreiben n im dekadischen System:

n = . . . a2a1a0 mit ai ∈ {0, . . . , 9}

(z.B. für n = 2017 hat man a3 = 2, a2 = 0, a1 = 1, a0 = 7). Zeigen Sie: n ist genau dann
durch 11 teilbar, wenn

∑
i≥0(−1)iai = a0 − a1 + a2 − a3 + · · · durch 11 teilbar ist.

Aufgabe 2. (10 Punkte) Welche Elemente aus der Menge Z12 := {0, 1, 2, . . . , 11} haben
inverse Elemente für die Multiplikation modulo 12? Für die Elemente, die inverse Elemente
haben, berechnen Sie ihre inverse Elemente in Z12.

Aufgabe 3. (12 Punkte) Sei f : M → N eine Abbildung. Beweisen Sie:

a) Für m1,m2 ∈M
m1 ∼ m2 :⇐⇒ f(m1) = f(m2)

wird eine Äquivalenzrelation auf M definiert.

b) f ist genau dann injektiv, wenn jede Äquivalenzklasse eine einelementige Menge ist.

c) Die Menge M/∼ von Äquivalenzklassen ist die Menge {f−1(n) : n ∈ f(M)}.
d) Es gibt eine injektive Abbildung f̃ : M/ ∼ −→ N , so dass f = f̃ ◦ π gilt, wobei

π : M →M/∼ die Abbildung m 7→ [m] ist.

Aufgabe 4. (6 + 6 Punkte)

a) Sei (G, ?) eine Gruppe und X eine Menge. Sei σ : G×X → X eine Abbildung mit den
Eigenschaften:

• für alle x ∈ X und das neutrale Element e ∈ G gilt σ(e, x) = x,

• für alle x ∈ X und g, h ∈ G gilt σ(g, σ(h, x)) = σ(g ? h, x).

Zeigen Sie: für all x, y ∈ X

x ∼ y :⇐⇒ ∃ g ∈ G mit x = σ(g, y)

wird eine Äquivalenzrelation auf X definiert.

Bitte wenden!
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[Die Abbildung σ beschreibt eine ‘Gruppenwirkung’ von G auf X und die Äquivalenzk-
lassen heißen ‘Bahnen’. Normalerweise man schreibt X/G := X/ ∼ für die Menge von
Bahnen.]

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

σ : R× R2 → R2

(r, (x, y)) 7→ (x+ r, y)

eine Gruppenwirkung der Gruppe (R,+) auf R2 definiert. Was ist die Äquivalenzklasse
(oder Bahn) von (1, 0) ∈ R2? Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus

R2/(R,+) := R2/∼ −→ R

gibt.
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