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Abgabe: Bis Freitag, den 19.01.2017, 16 Uhr.

Im Folgenden sei K ein Körper.

Aufgabe 1. (8 Punkte) Sei U = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ R} ⊂ V = R2. Beschreiben Sie alle
Untervektorräume von V , die ein lineares Komplement zu U in V sind.

Aufgabe 2. (2+2+3+3 Punkte) Seien U1, U2 Untervektorräume eines K-Vektorraumes V .

Zur Erinnerung:

(1) Die direkte Summe U1 ⊕ U2 := U1 × U2 ist ein K-Vektorraum.

(2) Die Summe U1 + U2 := Span(U1 ∪ U2) ist ein Untervektorraum von V .

a) Zeigen Sie, dass es eine natürliche lineare Abbildung f : U1 ⊕ U2 → V gibt mit
Bild(f) = U1 + U2.

b) Was ist der Kern von f?

c) Zeigen Sie, dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn U2 ein lineares Komple-
ment zu U1 in V ist.

d) Wenn V endlichdimensional ist, zeigen Sie die Dimensionsformel für Untervektorräume:

dimK(U1 + U2) = dimK(U1) + dimK(U2)− dimK(U1 ∩ U2).

Aufgabe 3. (6+2 Punkte) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Beweisen Sie,
dass jeder Untervektorraum U1 von V ein lineares Komplement U2 in V hat. Ferner zeigen
Sie, dass

dimK(V ) = dimK(U1) + dimK(U2).

[Hinweis: Wählen Sie eine Basis v1, . . . , vr von U1 und Vektoren vr+1, . . . , vn ∈ V , so dass
B := {v1, . . . , vn} eine Basis von V ist. Wählen Sie eine Teilmenge A ⊂ B, so dass U2 :=
Span(A) ein lineares Komplement von U1 ist.]

Bitte wenden!
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Aufgabe 4. (2 + 12 Punkte) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f, g ∈
EndK(V ). Zur Erinnerung: EndK(V ) ist ein Ring, weil die Komposition der Abbildungen
eine Multiplikation auf EndK(V ) definiert. Zeigen Sie, dass

Bild(f2) ⊂ Bild(f) und ker(f) ⊂ ker(f2).

Dann beweisen Sie, dass die folgende Aussagen für f ∈ EndK(V ) äquivalent sind:

(i) Bild(f2) = Bild(f),

(ii) ker(f2) = ker(f),

(iii) Bild(f) ∩ ker(f) = {0V },
(iv) V = ker(f)⊕ Bild(f).
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