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Übungsblatt 11

Abgabe: Bis Freitag, den 12.01.2018, 16 Uhr.

Im Folgenden sei K ein Körper.

Aufgabe 1. (8 Punkte) Seien V und W Vektorräume über einem Körper K. Beweisen
Sie, dass das kartesische Produkt V ×W mit

(v, w) + (v′, w′) := (v +V v
′, w +W w′)

und
λ · (v, w) := (λ ·V v, λ ·W w) für λ ∈ K

ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 2. (8 + 4 Punkte) Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume und
f : V →W eine lineare Abbildung.

a) Wenn A,A′ geordnete Basen von V und B,B′ geordnete Basen von W sind, zeigen
Sie, dass

MA
′
B′ (f) = MBB′(IdW )MAB (f)(MAA′(IdV ))−1.

b) Wenn r = Rang(f), zeigen Sie, dass es Basen A von V und B von W gibt, so dass

MAB (f) =

(
Ir 0
0 0

)
.

Aufgabe 3. (12 Punkte) Sei B = (e1, e2, e3) die geordnete Standardbasis von V . Für
σ ∈ S3 definieren wir eine geordnete Basis σ(B) := (eσ(1), eσ(2), eσ(3)) von V .

a) Zeigen Sie, dass es für jedes Element σ ∈ S3 genau eine invertierbare Matrix Aσ ∈
GL3(K) gibt mit σ(B) = (Aσe1, Aσe2, Aσe3).

b) Was ist die Beziehung zwischen die Ordnung von Aσ in der Gruppe GL3(K) und die
Ordnung von σ ∈ S3?

c) Sei f ∈ EndK(V ). Finden Sie eine Gleichung für M
σ(B)
σ(B) (f) in Bezug auf MBB (f) und

Aσ für alle σ ∈ S3.

Bitte wenden!
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d) Für f ∈ EndK(V ) zeigen Sie, dass MBB (f) = M
σ(B)
σ(B) (f) für alle σ ∈ S3 genau dann,

wenn es a, b ∈ K gibt mit

MBB (f) =

 a b b
b a b
b b a

 .

Zur Erinnerung: S3 ist die symmetrische Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen von
{1, 2, 3}.

Aufgabe 4. (6+2 Punkte) Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V . Zeigen
Sie, dass die Relation auf V

für v, v′ ∈ V : v ∼U v′ :⇐⇒ v − v′ ∈ U

eine Äquivalenzrelation ist und die Aq̈uivalenzklasse von v ∈ V die Teilmenge

v + U := {w ∈ V : w = v + u für einen Vektor u ∈ U}

ist.
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