I"Jbungen zur Vorlesung ‘Linear Algebra I’
V. Hoskins, D. Bunnett (WS 2017/2018)
Ubungsblatt 10
Abgabe: Bis Donnerstag, den 04.01.2018, 16 Uhr.
Bonuspunkte: Dieses Blatt enthélt 20 Bonuspunkte.
Im Folgenden sei K ein Korper.
Aufgabe 1. (10 Punkte) Sind die folgende Abbildung K-linear?
a) Fiir a,b € K die Abbildung f : K — K, die durch f(z) = ax + b definiert wird.

b) evy : Abb(K, K) — K, die durch f +— f(1) definiert wird.

c) Fir i) K = R und ii) K = C die Abbildung C — C, die durch a + ib — a — ib
definiert wird.

Aufgabe 2. (8 Punkte) Sei f : V' — V ein linearer Endomorphismus eines K-Vektorraumes
V. Zeigen Sie, die Menge der Fixpunkte von f

Fix(f) :={veV: f(v) =v}

ein Untervektorraum von V ist. Geben Sie lineare Endomorphismen f; und fs von V mit
Fix(f1) = {0y} und Fix(fy) = V.

Aufgabe 3. (6 + 4 Punkte) Seien V und W zwei K-Vektorrdume.

a) Uberpriifen Sie, dass die Menge Hompg (V, W) aller K-linearer Abbildungen von V'
nach W eine Verkniipfung (die Addition) und eine skalare Multiplikation hat, die
wie folgt definiert werden: fir f,g:V — W und A € K

die Addition (f +9)(v) == f(v)+ g(v),
die skalare Multiplikation A-f)v) =X f(v).

Beweisen Sie, dass Homg (V, W) ein K-Vektorraum ist. [Sie kénnen Satz 3.2 ver-
wenden und zeigen, dass Homg (V, W) ein Untervektorraum von Abb(V, W) ist.]

b) Die Komposition der Abbildungen definiert eine Multiplikation auf Endg (V). Be-
weisen Sie, dass End g (V') ein Ring ist.

Bitte wenden!



Aufgabe 4. (12 Punkte) Fiir die folgende lineare Endomorphismen f von R? schreiben
Sie die zugehérige Matrizen ME(f) und M4(f) beziiglich zu den Basen B = (e1,es) und
A= (e1 +e2,e1 —e2).

a) Die Homotopie f, : R? — R? mit f,(z,y) = p - (z,y) fiir p € R.

b) Die Spiegelung an der z-Achse.

c¢) Die Scherung f(z,y) :== (z + y,y).

Aufgabe 5. (Bonus) (4 + 6 Punkte) Fiir eine Matrix A = (a;;) € Mat,,xn(K) definieren
wir die Transposition A' € Mat,, xm(K) von A wie folgt

ail ar o Aml
a2 G2 - Am2
t._ _
A= (ajz-) = . . S Matnxm(K).
Alp A2n - Gmp

Beweisen Sie die folgende Aussagen.

a) Die Transposition definiert ein linearer Isomorphismus Mat, s, (K) — Mat,xm (K).

b) Die Menge
Symnxn(K) = {A € Matan(K) c Al = A}

ist ein Untervektorraum von Mat,,x,(K). Finden Sie eine Basis von Sym,,,.,, (K)
und berechnen Sie dimg (Sym,, ., (K)).

Eine Matrix A mit A = A? heiit symmetrisch.

Aufgabe 6. (Bonus) (2 + 4 + 2 + 2 Punkte) Sei d € N und
Kltl<q = {P(t) € K1) : grad(P) < d}.
a) Beweisen, Sie dass die Abbildung
D : K[tl<q — Klt]<q—1

mit D(P(t)) := P'(t) (die Ableitung von P) eine lineare Abbildung ist.
b) Fiir die Basen Ag := {1,t,...,t?} berechnen Sie die Matrix Mﬁ;,l(D)'
¢) Was ist der Kern von D?

d) Berechnen Sie der Rang von D.



