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Abgabe: Bis Donnerstag, den 04.01.2018, 16 Uhr.

Bonuspunkte: Dieses Blatt enthält 20 Bonuspunkte.

Im Folgenden sei K ein Körper.

Aufgabe 1. (10 Punkte) Sind die folgende Abbildung K-linear?

a) Für a, b ∈ K die Abbildung f : K → K, die durch f(x) = ax+ b definiert wird.

b) ev1 : Abb(K,K)→ K, die durch f 7→ f(1) definiert wird.

c) Für i) K = R und ii) K = C die Abbildung C → C, die durch a + ib 7→ a − ib
definiert wird.

Aufgabe 2. (8 Punkte) Sei f : V → V ein linearer Endomorphismus einesK-Vektorraumes
V . Zeigen Sie, die Menge der Fixpunkte von f

Fix(f) := {v ∈ V : f(v) = v}

ein Untervektorraum von V ist. Geben Sie lineare Endomorphismen f1 und f2 von V mit
Fix(f1) = {0V } und Fix(f2) = V .

Aufgabe 3. (6 + 4 Punkte) Seien V und W zwei K-Vektorräume.

a) Überprüfen Sie, dass die Menge HomK(V,W ) aller K-linearer Abbildungen von V
nach W eine Verknüpfung (die Addition) und eine skalare Multiplikation hat, die
wie folgt definiert werden: für f, g : V →W und λ ∈ K

die Addition (f + g)(v) := f(v) + g(v),
die skalare Multiplikation (λ · f)(v) := λ · f(v).

Beweisen Sie, dass HomK(V,W ) ein K-Vektorraum ist. [Sie können Satz 3.2 ver-
wenden und zeigen, dass HomK(V,W ) ein Untervektorraum von Abb(V,W ) ist.]

b) Die Komposition der Abbildungen definiert eine Multiplikation auf EndK(V ). Be-
weisen Sie, dass EndK(V ) ein Ring ist.

Bitte wenden!
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Aufgabe 4. (12 Punkte) Für die folgende lineare Endomorphismen f von R2 schreiben
Sie die zugehörige Matrizen MBB (f) und MAA (f) bezüglich zu den Basen B = (e1, e2) und
A = (e1 + e2, e1 − e2).

a) Die Homotopie fµ : R2 → R2 mit fµ(x, y) = µ · (x, y) für µ ∈ R.

b) Die Spiegelung an der x-Achse.

c) Die Scherung f(x, y) := (x+ y, y).

Aufgabe 5. (Bonus) (4 + 6 Punkte) Für eine Matrix A = (aij) ∈ Matm×n(K) definieren
wir die Transposition At ∈ Matn×m(K) von A wie folgt

At := (aji) =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
... · · ·

...
a1n a2n · · · amn

 ∈ Matn×m(K).

Beweisen Sie die folgende Aussagen.

a) Die Transposition definiert ein linearer Isomorphismus Matm×n(K)→ Matn×m(K).

b) Die Menge
Symn×n(K) := {A ∈ Matn×n(K) : At = A}

ist ein Untervektorraum von Matn×n(K). Finden Sie eine Basis von Symn×n(K)
und berechnen Sie dimK(Symn×n(K)).

Eine Matrix A mit A = At heißt symmetrisch.

Aufgabe 6. (Bonus) (2 + 4 + 2 + 2 Punkte) Sei d ∈ N und

K[t]≤d := {P (t) ∈ K[t] : grad(P ) ≤ d}.

a) Beweisen, Sie dass die Abbildung

D : K[t]≤d → K[t]≤d−1

mit D(P (t)) := P ′(t) (die Ableitung von P ) eine lineare Abbildung ist.

b) Für die Basen Ad := {1, t, . . . , td} berechnen Sie die Matrix MAd
Ad−1

(D).

c) Was ist der Kern von D?

d) Berechnen Sie der Rang von D.
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