LINEARE ALGEBRA I : PROBEKLAUSUR (17.01.18)

PRUFUNGSFRAGEN

V. Hoskins, D. Bunnett

Anweisungen:

e Es gibt 4 Aufgaben, von denen Sie genau 3 Aufgaben bearbeiten miissen. Lesen Sie
alle Aufgaben und wéhlen Sie dann die 3 Aufgaben, die Sie bearbeiten wollen.

e Beantworten Sie die Aufgaben im Antwortheft. Schreiben Sie die Nummer der Aufgabe,
an der Sie arbeiten, am Anfang jeder Seite.

e Der Losungsweg einer Aufgabe muss stets klar erkennbar sein. Anderenfalls wird die
Teilaufgabe mit null Punkten bewertet.

e Insgesamt gibt es 90 Punkte und Sie brauchen 40 Punkte um zu bestehen.

e Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.

e Satze aus der Vorlesungen konnen verwendet werden, aber die Aussage muss deutlich
erklart werden.

e Alle Antworten sind zu begriinden.
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Aufgabe 1. Seien G und H Gruppen, ¢ : G — H eine Abbildung und N C G eine Teilmenge.

a) (10 Punkte) Definieren Sie die folgende Aussagen:

i) N ist eine Untergruppe von G,

)

ii) N ist eine normale Untergruppe von G,

iii) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus,
) N ist der Kern von ¢.
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b) (12 Punkte) Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

i) ¢(G) ist eine Untergruppe von H,
ii) der Kern von ¢ ist eine normale Untegruppe von G.

c) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass die Teilmenge
Z(G) :={g0o € G: g*go = go*g fir alle g € G}

eine normale Untergruppe von G ist.

d) (3 Punkte) Sei ¢ : G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass
p(Z(G)) C Z(H).

Aufgabe 2.
a) (7 Punkte) Sei K ein Korper und A € Mat,x,(K) und b € Mat,x1(K). Definieren Sie
die Losungsmenge L£(A,b) des zugehorigen linearen Gleichungssystems. Beweisen Sie,
dass L£(A,0) ein Untervektorraum von K™ ist.

b) (6 Punkte) Geben Sie die Definition der drei Typen von Zeilenumformungen fiir (m x n)-
Matrizen an.

¢) (5 Punkte) Andern diese Zeilenumformungen i) den Zeilenraum oder ii) den Spaltenraum
einer Matrix? Begriinden Sie Thre Antwort.

d) (12 Punkte) Seien o, 8 € R und
1 0 -1 -1
Ay = 0o -1 1 und bg:= I5;
-1 -1 « 1

Fiir alle o, B € R berechnen Sie £(A,,bg) in Abhéngigkeit von « und g.

[Sie sollten die verschiedene Félle, die abhéngig von o und f sind, unterscheiden (keine
Losung, genau eine Losung, oder unendliche viele Losungen). |
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Aufgabe 3. Sei V ein Vektorraum uber einem Korper K und seien vy, - - - , v, Vektoren aus V.

2)

b)

)

d)

(6 Punkte) Definieren Sie den Spann, Span(vi,--- ,vy), von vy, -+ ,v,. Geben Sie die
Definition der linearen Unabhéngigkeit fiir die Vektoren vy, -, vy,.

(7 Punkte) Wenn vy, --- ,v, linear unabhéngig sind und w € V, beweisen Sie, dass
w ¢ Span(vy, - - ,v,) genau dann, wenn vy - - - , vy, w linear unabhéngig sind.

(8 Punkte) Seien u,v € V und A € K* = K\{0} mit u—Av € Span(vy,...,v,). Beweisen
Sie
Span(vy, -+, vp,u) = Span(vy, -+, Un, V).

(9 Punkte) Sind die folgende Teilmengen M; C K|[t] Untervektorraume?

(i) My :={f € K[t] : Grad von f ist gerade},
(i) My :={f € K[t] : f(\t) = N2f(¢) fiir alle A € K*}.

Beweisen Sie, dass Span(M;) = K[t] und finden Sie eine Basis B von K|t] mit B C M.

[Sie diirfen annehmen, dass (t"),en eine Basis von K|t] ist.]

Aufgabe 4. Seien U, V, W endlichdimensionale Vektorraumen iiber einem Korper K.

a)

(7 Punkte) Geben Sie die Definition einer linear Abbildung von V' nach W. Im folgenden
sei f:V — W eine lineare Abbildung. Definieren Sie:

i) Ker(f) den Kern von f,
ii) Bild(f) das Bild von f,
iii) Rang(f) den Rang von f.

(4 Punkte) Formulieren Sie die Dimensionsformel fiir eine lineare Abbildung f: V — W.

(5 Punkte) Wenn U C V ein Untervektorraum ist, beweisen Sie, dass f(U) ein Unter-
vektorraum von W ist.

(6 Punkte) Definieren Sie die Struktur eines K-Vektorraumes auf der direkten Summe
UsW:=UxW={(u,w) :uelUweW}
[Sie miissen nicht die Vektorraumeaxiome iiberpriifen] und beweisen Sie, dass
dimg (U ® W) = dimg (U) + dimg (W).

(8 Punkte) Wenn U und W Untervektorraume von V' sind, beweisen Sie, dass es eine
lineare Abbildung h : U @ W — V mit Ker(h) =2 U NW und Bild(h) = U + W gibt.
Dann zeigen Sie, dass

dimK(U + W) = dlmK(U) + dimK(W) — dimK(U N W)



