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1. Grundbegriffe: Gruppen, Ringe und Körper
[18.10.17]

1.1. Überblick. Lineare Gleichungssysteme und Lösungsmengen. Möglichkeiten für die Lösungs-
menge eines (2 × 2)-Gleichungssystems (die leere Menge ∅ ⊂ R2; eine einelementige Teilmenge
von R2, die nur ein Punkt in R2 enthält; eine Gerade in R2; oder R2).

1.2. Mengen. Eine Menge nach Cantor1 ist eine Zusammenfassung von bestimmten Objekten
unserer Anschauung. Begriffe für Mengen: die leere Menge ∅, eine Teilmenge einer Menge (z.B.
für alle Mengen M gilt ∅ ⊂ M und M ⊂ M), die gleiche Menge, der Durchschnitt ‘∩’, die
Vereinigung ‘∪’, die Differenz ‘\’ und das kartesische Produkt.

Definition. Eine Abbildung (oder Funktion) von einer Menge M in eine Menge N ist eine Teil-
menge Γf von dem kartesischen Produkt M × N mit der Eigenschaft, dass ∀m ∈ M ∃! n ∈ N
mit (m,n) ∈ Γf . Schreibweise: f : M → N und f(m) = n.

Für eine Abbildung f : M → N ist das Bild einer Teilmenge M ′ ⊂ M unter f die Menge

f(M ′) := {n ∈ N : ∃m ∈ M ′ mit f(m) = n}

und das Urbild einer Teilmenge N ′ ⊂ N unter f ist die Menge

f−1(N ′) := {m ∈ M : f(m) ∈ N ′}

Spezialfall: für n ∈ N heißt f−1(n) := f−1({n}) Faser von f über n.

Seien f : A → B und g : B → C Abbildungen. Die Verknüpfung (oder die Komposition) von
diesen Abbildungen ist die Abbildung g ◦ f : A → C, die durch

(g ◦ f)(a) := g(f(a))

definiert wird.

Bemerkung. Für Abbildungen f, g : X → X gilt f ◦ g 6= g ◦ f im Allgemeinen.

Definition. Eine Abbildung f : M → N heißt: [23.10.17]

1Diese erste Definition einer Menge nach Cantor ist nicht präzise; eine genaue Festlegung des Begriffs einer
Menge, und der mit Mengen zulässigen Operationen, erfordert eine axiomatische Begründung der Mengenlehre
(z.B. Sehen Sie das Buch ‘Einführung in die Mengenlehre’ von Oliver Deiser).
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(1) surjektiv, wenn f(M) = N (d.h. ∀n ∈ N∃m ∈ M mit f(m) = n),
(2) injektiv, wenn ∀m1,m2 ∈ M gilt: f(m1) = f(m2) =⇒ m1 = m2,
(3) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist (d.h ∀n ∈ N∃!m ∈ M mit f(m) = n),
(4) invertierbar (oder ein Isomorphismus), wenn es eine Abbildung g : N → M gibt, so

dass g ◦ f = IdM und f ◦ g = IdN . In diesem Fall heißt g eine Umkehrfunktion von f
und man schreibt f−1 := g.

Wenn f−1 : N → M eine Umkehrfunktion von f : M → N ist, gilt für alle m ∈ M und n ∈ N
die Äquivalenz: f(m) = n ⇐⇒ f−1(n) = m.

Bemerkung. Für eine Abbildung f : M → N ist die Bezeichnung f−1 doppeldeutig:

• Für eine Teilmenge N ′ ⊂ N ist f−1(N ′) das Urbild, das eine Teilmenge von M ist.
• Wenn f ein Isomorphismus ist, ist f−1 : N → M die Umkehrfunktion. Für n ∈ N ist
f−1(n) ein Element von M . In diesem Fall stimmen beide Begriffe überein:

für n ∈ N : {f−1(n)} = f−1({n}),

wobei links f−1 die Umkerfunktion ist und rechts f−1 das Urbild der Menge {n} ist.

Satz 1.1. Eine Abbildung f : M → N ist genau dann bijektiv, wenn f ein Isomorphismus ist.

1.3. Ganze Zahlen. Die natürlichen Zahlen N und das Wohlordnungsprinzip von N. Die gan-
zen Zahlen Z. Begriffe: Teiler, Primzahl, größte gemeinsamer Teiler (ggT), kleinste gemeinsame
Vielfache (kgV).

Satz 1.2 (Division mit Rest). Seien a, b ∈ Z mit b > 0. Dann gibt es eindeutige Zahlen q, r ∈ Z

mit 0 ≤ r < b und a = bq + r.
[25.10.17]

Euklidischer Algorithmus. Seien a, b ∈ N mit a ≥ b > 0.

(1) Nach dem Satz 1.2, ∃ q0, r0 ∈ Z mit a = bq0 + r0 und 0 ≤ r0 < b.
(2) Ersetzen Sie (a, b) mit (b, r0) und wiederholen Sie die Division mit Rest: b = r0q1 + r1,

bis der Rest Null ist.

a =bq0 + r0 0 ≤ r0 < b

b =r0q1 + r1 0 ≤ r1 < r0

r0 =r1q2 + r2 0 ≤ r2 < r1

...

Der Algorithmus endet, weil 0 ≤ rn < rn−1 < · · · < r2 < r1 < r0 < b gilt.

Satz 1.3 (Euklidischer Algorithmus für den ggT). Seien a, b ∈ N mit a ≥ b > 0. Der letzte
Rest rn im Euklidischen Algorithmus, der nicht Null ist, ist den größte gemeinsame Teiler von
a und b:

ggT(a, b) = rn := letzter Rest, der ungleich Null ist, im Euklidischen Algorithmus.

Definition. Für a, b, c ∈ Z sagen wir c ist eine Z-Linearkombination von a und b, wenn ∃s, t ∈ Z

mit c = as+ tb.

Satz 1.4. Seien a, b ∈ Z. Dann ist ggT(a, b) eine Z-Linearkombination von a und b.

Satz 1.5. Seien a, b ∈ Z und p eine Primzahl. Dann p|ab =⇒ p|a oder p|b.

Satz 1.6. Für a, b ∈ N, gilt ab = ggT(a, b) kgV(a, b).

Satz 1.7 (Primfaktorzerlegung). Jede n ∈ N mit n > 1 hat eine eindeutige Darstellung n =
pe00 . . . perr so dass pi Primzahlen sind und ei ∈ N für i = 0, ...r.
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[30.10.17]
Die modulare Arithmetik. Seien a, b ∈ Z und n ∈ N×. Wir sagen, dass a und b kongruent
modulo n sind, wenn n|(a − b). Schreibweise a ≡ b mod n. Sei Zn := {0, 1, . . . , n − 1} und für
a ∈ Z schreiben wir a mod n ∈ Zn für den Rest, wenn a durch n geteilt wird.

Satz 1.8 (Rechenregeln für modulare Arithmetik). Seien a, b, c, d ∈ Z und n ∈ N×. Wenn a ≡ b
mod n und c ≡ d mod n, dann folgt

(1) a+ c ≡ b+ d mod n,
(2) ac ≡ bd mod n

Definition. Eine Verknüpfung auf einer Menge M ist eine Abbildung ⋆ : M × M → M ,
(a, b) 7→ a ⋆ b. Die Verknüpfung heißt

• assoziativ, wenn für alle a, b, c ∈ M gilt a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c.
• kommutativ, wenn für alle a, b ∈ M gilt a ⋆ b = b ⋆ a.

Ein Element e ∈ M ist ein neutrales Element für die Verknüpfung ⋆, wenn für alle m ∈ M gilt
m ⋆ e = m = e ⋆ m. In diesem Fall ist ein inverses Element von m ∈ M ein Element m′ ∈ M ,
so dass m′ ⋆ m = e = m ⋆m′.2

Beispiel

(1) Die Addition und Multiplikation sind Verknüpfungen auf Z, die assoziativ und kommu-
tativ sind. Die Addition hat das neutrale Element 0 ∈ Z und das inverse Element von
a ∈ Z ist −a. Die Multiplikation hat das neutrale Element 1 ∈ Z, aber nur ±1 haben
inverse Elemente für die Multiplikation.

(2) Sei n ∈ N mit n > 1. Die modulare Addition und Multiplikation

+ : Zn × Zn → Zn

(a mod n, b mod n) 7→ a+ b mod n
und

· : Zn × Zn → Zn

(a mod n, b mod n) 7→ ab mod n

sind assoziative und kommutative Verknüpfungen. Die modulare Addition hat das neu-
trale Elemente 0 mod n und die modulare Multiplikation hat das neutrale Element 1
mod n. Die modulare Addition hat inverse Elemente: a ∈ Zn hat das inverse Element
−a mod n ∈ Zn für die Addition.

Satz 1.9 (Existenz eines multiplikativen Inversen für modulare Multiplikation). Sei n ∈ N mit
n > 1. Eine ganze Zahl a ∈ Z hat ein multiplikativ inverses Element a−1 ∈ Zn genau dann,
wenn ggT(a, n) = 1.

1.4. Äquivalenzrelationen. Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge R ⊂ M×M .
Schreibweise: m ∼ m′ : ⇐⇒ (m,m′) ∈ R. Die Relation ∼ heißt Äquivalenzrelation, wenn
∀m1,m2,m3 ∈ M gilt:

(1) m1 ∼ m1 (‘∼ ist reflexiv’);
(2) m1 ∼ m2 =⇒ m2 ∼ m1 (‘∼ ist symmetrisch’);
(3) m1 ∼ m2 und m2 ∼ m3 =⇒ m1 ∼ m3 (‘∼ ist transitiv’).

Die Äquivalenzklasse eines Elements m ∈ M ist die Teilmenge [m] := {m′ ∈ M : m′ ∼ m} ⊂ M .
Die Menge der Äquivalenzklassen ist M/∼:= {[m] : m ∈ M}. Es gibt eine Abbildung M −→
M/∼, die durch m 7→ [m] definiert wird.

Beispiel.

(1) Die Relation von Gleichheit auf M (d.h. m1m̃2 : ⇐⇒ m1 = m2) ist eine Äquivalenzre-
lation.

2Genaugenommen ist ein neutrales Element linksneutral und rechtsneutral, wobei ein Element e ∈ M links-
neutral (bzw. rechtsneutral) heißt, wenn e ⋆ a = a (bzw. a ⋆ e = a) für alle a ∈ M . Ebenso heißt ein Element
m′ ∈ M linksinverses (bzw. rechtsinverses) Element von m ∈ M , wenn m′ ⋆ m = e (bzw. m ⋆m′ = e).
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(2) Die Relation ≤ uaf R (d.h. x ∼ y : ⇐⇒ x ≤ y) ist keine Äquivalenzrelation: diese
Relation ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

Lemma. Zwei Äquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt (d.h. ihr Durchschnitt ist[01.11.17]
leer).

Bemerkung. Nach diesem Lemma ist M die disjunkte Vereinigung der Äquivalenzklassen:

M =
⊔

[m]∈M/∼

[m],

wobei eine Vereinigung A = ∪iAi disjunkt ist, wenn Ai∩Aj = ∅ für alle i 6= j, und man schreibt
A = ⊔iAi.

Beispiel. Für n > 1 gibt es eine Äquivalenzrelation ∼n auf Z:

a ∼n b : ⇐⇒ a ≡ b mod n.

Die Abbildung Z → Zn, a 7→ a mod n, induziert einen Isomorphismus Z/∼n
∼= Zn.

1.5. Gruppen. Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verknüpfung ⋆ : G ×G → G mit der
folgenden Eigenschaften (G1-G3):

(G1) Die Verknüpfung ist assoziativ: für alle a, b, c ∈ G gilt

a ⋆ (b ⋆ c) = (a ⋆ b) ⋆ c.

(G2) G hat ein linksneutrales Element e ∈ G (d.h. für alle g ∈ G gilt e ⋆ g = g).
(G3) Für jedes Element g ∈ G gibt es ein linksinverses Element g′ ∈ G (d.h. g′ ⋆ g = e und

normalerweise schreibt man g−1 := g′).
Eine Gruppe (G, ⋆) heißt abelsch, wenn ⋆ kommutativ ist (d.h. a ⋆ b = b ⋆ a für alle a, b ∈ G).

Bemerkung. Diese ist eine schwache Definition einer Gruppe, da wir nur fordern, dass e links-
neutral ist und jedes Element g ein linksinverses Element hat. Jedoch nach dem folgenden
Lemma ist e auch rechtsneutral (so dass, wir e ein neutrales Element nennen können) und ein
linksinverses Element g′ von g ∈ G ist auch ein rechtsinverses Element (so dass, wir g′ ein
inverses Element von g nennen können).

Lemma. Sei (G, ⋆) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Dann gilt

(1) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
(2) Für g ∈ G gilt g ⋆ e = g.
(3) Das inverse Element von einem Element g ∈ G ist eindeutig besimmt.
(4) Sei g′ das inverse Element von g ∈ G. Dann gilt g ⋆ g′ = e.
(5) (Kürzungsregeln): für a, b, c ∈ G:

i) a ⋆ b = a ⋆ c =⇒ b = c,
ii) a ⋆ b = c ⋆ b =⇒ a = c.

(6) Für g ∈ G, gilt (g−1)−1 = g, wobei g−1 ist das inverse Element von g und (g−1)−1 ist
das inverse Element von g−1.

(7) Für g, h ∈ G gilt (g ⋆ h)−1 = h−1 ⋆ g−1.

Beispiel.

(1) (Z,+) und (Zn,+) für n ∈ N× sind Gruppen mit dem neutralen Element 0. Das inverse
Element von a ∈ Z ist −a ∈ Z.

(2) Sei R× := R\{0}; dann ist (R×, ·) eine Gruppe mit dem neutralen Element 1 ∈ R× und
das inverse Element von a ∈ R× ist a−1 = 1/a.
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(3) Für eine Menge X ist die Menge Isom(X) von Isomorphismen f : X → X mit der
Verknüpfung ◦ (Komposition) eine Gruppe.

Definition. Für n ∈ N ist die symmetrische Gruppen Sn := Isom({1, . . . , n}) und ein Element
σ von Sn heißt Permutation und wir schreiben σ wie folgt:

σ =

(

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)

.

Beispiel. Die symmetrische Gruppe S1 hat nur ein Element, die Identität. Die symmetrische
Gruppe S2 hat zwei Elemente

e =

(

1 2
1 2

)

σ :=

(

1 2
2 1

)

,

da jedes Element eine bijektive Abbildung {1, 2} → {1, 2} ist. Es gilt σ ◦ σ = e.
Jetzt betrachen wir die symmetrische Gruppe S3. Um eine bijektive Abbildung σ : {1, 2, 3} →

{1, 2, 3} zu definieren, muss man σ(1) ∈ {1, 2, 3} wählen (es gibt 3 Möglichkeiten) und dann
σ(2) ∈ {1, 2, 3}\{σ(1)} wählen (es gibt 2 Möglichkeiten), dann σ(3) ∈ {1, 2, 3}\{σ(1), σ(2)}
wählen (es gibt nur eine Möglichkeit. Daher hat S3 sechs (6 = 3× 2× 1) Elemente:

e =

(

1 2 3
1 2 3

)

σ1 :=

(

1 2 3
2 1 3

)

σ2 :=

(

1 2 3
3 2 1

)

σ1 =

(

1 2 3
1 3 2

)

σ4 :=

(

1 2 3
2 3 1

)

σ5 :=

(

1 2 3
3 1 2

)

und S3 ist nicht kommutativ, da σ1 ◦ σ2 = σ5 6= σ4 = σ2 ◦ σ1.

Definition. Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ⋆) ist eine Teilmenge H ⊂ G mit der folgenden
Eigenschaften:

(1) Das neutrale Element e ∈ G ist ein Element von H.
(2) Für h ∈ H gilt h−1 ∈ H.
(3) Für h1, h2 ∈ H gilt h1 ⋆ h2 ∈ H.

Man schreibt H < G für eine Untergruppe H von G.

Beispiel. Die Gruppe (Z,+) hat die Untergruppen [06.11.17]

nZ := {a ∈ Z : ∃k ∈ Z mit a = kn} = {0,±n,±2n, · · · }

für n ∈ N.

Proposition. Jede Untegruppe H von (Z,+) hat die Form H = nZ für eine natürliche Zahl n.

Lemma. Für eine Untergruppe H < G ist die Relation ∼H auf G

für a, b ∈ G : a ∼H b : ⇐⇒ a ⋆ b−1 ∈ H

eine Äquivalenzrelation. Ferner ist die Äquivalenzklasse von a ∈ G die Menge

Ha := {h ⋆ a : h ∈ H}.

Definition. Für eine Untergruppe H < G und a ∈ G definiert man die Rechtsnebenklasse
(RNK)

Ha := {a′ ∈ G : a′ = ha für h ∈ H}

und man schreibt G/H = {Ha : a ∈ G} für die Menge der RNK von H in G.

Definition. Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung |G| von G ist die Anzahl der Element
in G und für H < G ist der Index |G : H| die Anzahl der RNK von H in G. Die Ordnung von
g ∈ G ist die kleinste Zahl n ∈ N× so dass gn = e (man schreibt |g| = n).

Beispiel. Die symmetrische Gruppe Sn hat die Ordnung |Sn| = n!
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Satz 1.10 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe. Dann gilt

|G| = |G : H||H|.

Korollar. Sei G eine endliche Gruppe. Für jedes g ∈ G ist |g| ein Teiler von |G|.

Definition. Eine Untergruppe H einer Gruppe G heißt normale Untergruppe, wenn für alle
g ∈ G gilt gHg−1 ⊂ H. Man schreibt H ⊳G für eine normale Untergruppe H von G.

Bemerkung.

(1) Die Untergruppen {e} und G sind normale Untegruppen von G.
(2) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist eine normale Untergruppe.

Satz 1.11. Sei H eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Dann gibt es eine Abbildung

G/H ×G/H → G/H
(Ha,Hb) 7→ Hab

die auf G/H die Struktur einer Gruppe definiert.

Definition. Sei G eine Gruppe und sei S ⊂ G eine Teilmenge von G. Die kleinste Untegruppe[08.11.17]
von G, die S enthält, wird < S > bezeichnet. Wir sagen, dass S die Gruppe G erzeugt (oder S
ein Erzeugendensystem von G ist), wenn G =< S >. Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe G,
die von einem Element g erzeugt wird (d.h. G =< g >).

Beispiel.

(1) Die symmetrische Gruppe S2 ist eine zyklische Gruppe: S2 =< σ >, wobei σ das Element
von Ordnung 2 ist. Die symmetrische Gruppe S3 ist keine zyklische Gruppe, aber S3 =<
σ1, σ4 > für ein Element σ1 von Ordnung 2 und ein Element σ4 von Ordnung 3.

(2) Sei n ∈ N mit n > 1. Dann ist Zn eine Zyklische Gruppe, da Zn =< 1 >.

Definition. Seien (G, ⋆G) und (H, ⋆H) Gruppen. Eine Abbildung ϕ : G → H heißt Gruppen-
homomorphismus (G.H.), wenn für alle g1, g2 ∈ G gilt

ϕ(g1 ⋆G g2) = ϕ(g1) ⋆H ϕ(g2).

Der Kern von ϕ ist Ker(φ) := φ−1(eG).

Beispiel. Sei H < G eine Untergruppe einer Gruppe G. Dann ist die Inklusionsabbildung
i : H → G, die durch i(h) = h definiert wird, ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma. Sei ϕ : G → H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten die folgende Aussagen.

(1) ϕ(eG) = eH .
(2) ϕ(g)−1 = ϕ(g−1) für alle g ∈ G.
(3) Das Bild ϕ(G) ist eine Untergruppe von H.
(4) Der Kern ist eine normale Untergruppe von G.
(5) ϕ ist genau dann injektiv, wenn ker(ϕ) = {eG}.
(6) Wenn ϕ bijektiv ist, ist die Umkehrfunktion ϕ−1 ein Gruppenhomomorphismus.

1.6. Ringe und Körper. Ein Ring ist ein Tripel (R,+, ·), das aus einer Menge R und zwei
Verknüpfungen + : R × R → R (‘die Addition’) und · : R × R → R (‘die Multiplikation’)
besteht, mit den folgenden Eigenschaften (R1-R3).

(R1): Die Menge R mit Addition (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2): Die Multiplikation · ist assoziativ.
(R3): Die Distributivgesetze: ∀a, b, c ∈ R gelten

a · (b+ c) = a · b+ a · c und (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Schreibweise: das neutrale Element für die Addition ist die Null 0R ∈ R.
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Wir sagen (R,+, ·) ist kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist. Ein Ring mit Eins
ist ein Ring (R,+, ·) mit einem neutralen Element 1R für die Multiplikation.

Beispiel. (Z,+, ·), (R,+, ·) und (Zn,+, ·) für n > 1 sind kommutative Ringe mit Eins.

Definition. Seien (R,+R, ·R) und (S,+S , ·S) Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbil-
dung ϕ : R → S, so dass für r1, r2 ∈ R:

(1) ϕ(r1 +R r2) = ϕ(r1) +S ϕ(r2),
(2) ϕ(r1 ·R r2) = ϕ(r1) ·S ϕ(r2).
(3) (Wenn R und S Ringe mit Eins sind) ϕ(1R) = 1S .

Beispiel. Für n > 1 ist die Abbildung ϕ : Z → Zn, a 7→ a mod n, ein Ringhomomorphismus.

Definition. Ein Körper ist ein Tripel (K,+, ·), das aus einer Menge K und zwei Verknüpfungen
+ : K × K → K (‘die Addition’) und · : K × K → K (‘die Multiplikation’) besteht, mit den
folgenden Eigenschaften (K1-K3).

(K1): (K,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0K ∈ K).
(K2): (K× := K\{0K}, ·) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 1K ∈ K×).
(K3): Die Distributivgesetze: ∀a, b, c ∈ K gelten

a · (b+ c) = a · b+ a · c und (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Beispiel. (Q,+, ·) und (R,+, ·) sind Körper.

Satz 1.12. Sei p eine Primzahl. Dann ist Zp ein Körper.

Schreibweise. Für eine Primzahl p ist Fp := Zp ein endlicher Körper.

Beispiel. Die Komplexen Zahlen C ist der Körper

C = R2 = {(a, b) : a, b ∈ R}

mit den Verknüpfungen:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) und (a, b) + (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Das neutrale Element für die Addition ist 0 = (0, 0) und das neutrale Element für die Multi-
plikation ist 1 = (1, 0). Man schreibt i := (0, 1) (dann i2 = (−1, 0)) und a + ib := (a, b). Das
multiplikativ inverse Element von (a, b) 6= 0 ist

(a+ ib)−1 =
a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2
.

[13.11.17]
Polynomringe. Sei K ein Körper. Ein Polynom über K in eine Variable t ist ein formaler
Ausdruck f der Form

f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n

mit Koeffizienten ai ∈ K und n ∈ N. Das Nullpolynom ist das Polynom 0, dessen Koeffizienten
alle Null sind. Der Grad eines Polynoms f(t) = a0 + · · ·+ ant

n ist

grad(f) :=

{

−∞ falls f ≡ 0,
max{m : am 6= 0} sonst.

Die Menge aller Polynome f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n in eine Variable t über K wird mit K[t]

bezeichnet.

Bemerkung. Man kann Polynome miteinader addieren und multiplizieren: Seien f, g ∈ K[t]

f(t) =

n
∑

i=0

ait
i = a0 + a1t+ · · ·+ ant

n und g(t) =

m
∑

j=0

bjt
j = b0 + b1t+ · · ·+ bmtm.



8 VICTORIA HOSKINS

Dann

(f + g)(t) :=
n
∑

i=0

ait
i +

m
∑

j=0

bjt
j =

max{n,m}
∑

l=0

(al + bl)t
l,

wobei al = 0 für l > n und bl = 0 für l > m, und

(f · g)(t) =
n+m
∑

l=0

clt
l, wobei cl =

∑

i,j
i+j=l

aibj.

Diese Verknüpfungen sind assoziativ und kommutativ. Das Nullpolynom ist ein neutrales Ele-
ment für die Addition und das Polynom 1(t) = 1 ist ein neutrales Element für die Multiplikation.
Das Polynom f(t) =

∑n
i=0 ait

i hat das additiv inverse Element −f(t) =
∑n

i=0(−ai)t
i. Ferner

gelten die Distributivgesetze. Deshalb ist K[t] ein kommutativer Ring mit Eins.

Satz 1.13 (Division mit Rest für den Polynomring). Sei K ein Körper und f, g ∈ K[t] mit g 6=
0. Dann gibt es eindeutige bestimmte Polynome q, r ∈ K[t] mit f = gq + r und grad r < grad g.

2. Matrizen und lineare Gleichungssysteme

2.1. Matrizen. Seien n,m ∈ N× und K ein Körper. Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten
(oder eine (m× n)-Matrix) und Koeffizienten in K ist eine Tabelle

A = (aij) =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
am1 am2 · · · amn











mit Elementen aij ∈ K. Die Menge alle (m× n)-Matrizen wird Matm×n(K) bezeichnet.

Rechnenoperationen für Matrizen.

(1) Die Matrizenaddition ist die Verknüpfung

+ : Matm×n(K)×Matm×n(K) → Matm×n(K)
(A = (aij) , B = (bij)) 7→ A+B := (aij + bij).

Die Verknüpfung ist kommutativ und assoziativ (da die Addition in dem Körper K
assoziativ und kommutativ ist) und hat das neutrale Element 0, die Nullmatrix, deren
Einträge alle gleich Null sind. Das inverse Element von A = (aij) ∈ Matm×n(K) ist
−A = (−aij) ∈ Matm×n(K). Insbesodere ist (Matm×n(K),+) eine abelsche Gruppe.

(2) Skalarmultiplikation. Die Abbildung

· : K ×Matm×n(K) → Matm×n(K)
(λ , A = (aij)) 7→ λ ·A := (λaij)

heißt die Skalarmultiplikation.
(3) Matrizenmultiplikation. Es gibt eine Abbildung

· : Matm×n(K)×Matn×l(K) → Matn×l(K)
(A = (aij) , B = (bij)) 7→ AB = (cij),

wobei cij :=
∑n

k=1 aikbkj. Diese Abbildung heißt die Matrizenmultiplikation und ist
assoziativ, aber nicht kommutativ (cf. das nächste Beispiel). Falls n = m = l ist die
Matrizenmultiplikation eine Verknüpfung auf Matn×n(K)

· : Matn×n(K)×Matn×n(K) → Matn×n(K),
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mit dem neutralen Element

In :=















1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . .
. . .

...
0 · · · · · · 0 1















.

Bemerkung.

(1) (Matn×n(K),+, ·) ist ein Ring mit Eins.
(2) Man kann auch Matrizen mit Koeffizienten aus einem Ring R betrachten und die obige

Operationen definieren.

Beispiel. Die Addition und die Multiplikation auf Mat2×2(K). Seien

A =

(

a b
c d

)

und B =

(

p q
r s

)

(2× 2)-Matrizen. Dann

A+B =

(

a+ p b+ q
c+ r d+ s

)

= B +A

und

AB =

(

ap+ br aq + bs
cp+ dr cq + ds

)

6= BA =

(

pa+ qc pb+ qd
ra+ sc rb+ sd

)

.

Wir können uns die folgende Frage stellen: Welche Matrizen A haben multiplikativ inverse
Elemente?

Sei A =

(

a b
c d

)

und A′ :=

(

d −b
−c a

)

. Dann AA′ =

(

ad− bc 0
0 ad− bc

)

= A′A.

Wenn ad − bc 6= 0, dann ist A−1 := (ad − bc)−1 · A′ ein multiplikativ inverses Element für A.
Wenn ad− bc = 0, dann hat A kein inverses Element (Übung). Deshalb

A =

(

a b
c d

)

hat ein multiplikativ inverses Element ⇐⇒ ad− bc 6= 0.

Satz 2.1. Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: wenn A ∈ Matm×n(K), B ∈ Matn×l(K)
und C ∈ Matl×k(K), gilt

(A ·B) · C = A · (B · C).

Definition. Sei GLn(K) ⊂ Matn×n(K) die Teilmenge, die aus die invertierbare Matrizen be-
steht:

GLn(K) = {A ∈ Matn×n(K) : ∃ A−1 ∈ Matn×n(K) mit A−1A = In = AA−1}.

Die Menge GLn(K) mit der Verknüpfung von Multiplikation heißt die allgemeine lineare Gruppe.

Lemma. Die allgemeine lineare Gruppe GLn(K) ist eine Gruppe. [15.11.17]

Beispiel. Man hat GL1(K) = K× und

GL2 =

{(

a b
c d

)

∈ Mat2×2(K) : ad− bc 6= 0

}

.

Satz 2.2. Es gilt das Distributivgesetz in Matn×n(K):

(1) Für Matrizen A,B ∈ Matm×n(K) und C ∈ Matn×l(K) gilt

(A+B) · C = A · C +B · C.
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(2) Für Matrizen A ∈ Matm×n(K) und B,C ∈ Matn×l(K) gilt

A · (B + C) = A ·B +A · C.

2.2. Lineare Gleichungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit nVariable x1, . . . xn
und m Gleichungen

(1)

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
... =

...
am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = bm

und Koeffizienten aij ∈ K und bi ∈ K (ein Körper K) kann durch seine Koeffizienten-Matrix
kodiert werden: Sei A = (aij) ∈ Matm×n(K) und sei x = (xi) ∈ Matn×1(K) und sei b = (bi) ∈
Matm×1, dann ist das LGS (1) äquivalent zu der Gleichung von Matrizen

A · x = b.

Sei Ã := (A|b) ∈ Matm×(n+1). Dann ist die Gleichung Ax = b äquivalent zu der Gleichung

Ã

(

x
−1

)

= 0.

Definition. Ein LGS Ax = b heißt homogen, wenn b = 0, und inhomogen, wenn b 6= 0. Die
Lösungsmenge eines LGS (1) ist die Menge

L(A,b) =



















s =











s1
s2
...
sn











∈ Kn : A · s = b



















und wir sagen, dass das LGS Ax = b lösbar ist, wenn L(A,b) 6= ∅.

Satz 2.3. Sei s ∈ L(A, b). Dann gilt

L(A, b) = s+ L(A,0) = {s+ t : t ∈ L(A,0)}.

Satz 2.4. Für die Lösungsmenge L(A,0) eines homogenen LGSs gilt:

(1) 0 ∈ L(A,0),
(2) s, t ∈ L(A,0) =⇒ s+ t ∈ L(A,0),
(3) s ∈ L(A,0) und λ ∈ K =⇒ λ · s ∈ L(A,0).

Bemerkung. In der kommenden Sprache ist L(A,0) ein ‘Unterraum des K-Vektorraumes Kn’.

2.3. Zeilenumformungen von Matrizen. Die Zeilenumformungen von Matrizen sind ele-
mentare Operationen, die nicht die Lösungsmenge des zugehörigen lineare Gleichungssystems
ändern.

Definition. Betrachten wir eine (m× n)-Matrix

C = (cij) =











c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
cm1 cm2 · · · cmn











=











c1
c2
...
cm











,

wobei ci = (ci1 ci2 . . . cin) die i-ten Zeile von C ist. Für 1 ≤ i, j ≤ m und µ ∈ K und λ ∈ K×

definieren wir die Zeilenumformungen von folgenden Typen:
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(ZI)ij : Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile.

C =

















...
ci
...
cj
...

















7→ C
(ZI)
ij :=

















...
cj
...
ci
...

















.

(ZII)i 7→i+µj): Addition des µ-fachem der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

C =

















...
ci
...
cj
...

















7→ C
(ZII)
i 7→i+µj :=

















...
ci + µcj

...
cj
...

















.

(ZIII)i 7→λi: Multiplikation der i-ten Zeile mit λ.

C =

















...
ci
...
cj
...

















7→ C
(ZIII)
i 7→λi :=

















...
λci
...
cj
...

















.

Satz 2.5. Seien A, Ã ∈ Matm×n(K) und b, b̃ ∈ Matm×1(K). Setze C := (A|b) und C̃ = (Ã|b̃) ∈
Matm×(n+1)(K). Wenn C̃ mittels elementarer Zeilenumformungen aus C hervorgeht, dann gilt

L(A, b) = L(Ã, b̃).

Gausscher Algorithmus. Dieser Algorithmus verwendet Zeilenumformungen, um eine Ma-
trix in eine einfache Form (Zeilensufenform oder die reduzierte Zeilenstufenform, die eindeutig
ist) zu transformieren.

Definition. Wir sagen, dass eine Matrix B = (bij) ∈ Matm×n(K) in Zeilenstufenform (ZSF)
ist, wenn es 0 ≤ r ≤ m und 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n gibt mit den folgenden Eigenschaften:

• bij = 0 für i > r und 1 ≤ j ≤ n,
• bik = 0 für 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ k < ji,
• biji 6= 0 für 1 ≤ i ≤ r.

Satz 2.6. Jede Matrix C ∈ Matm×n(K) kann man durch elementare Zeilenumformungen in
eine Matrix B = (bij) ∈ Matm×n in Zeilenstufenform überführen.

Dann kann man mit C2 das Gleiche wie oben machen. Falls C2 = 0 sind wir fertig. Falls
C2 6= 0 erhalten wir durch Zeilenumforumungen eine neue Matrix C3 mit weniger Zeilen und
Spalten als C2. Das Verfahren muss abbrechen, weil die Zeilen- und Spaltenzahlen der Matrizen
Ci abnehmen. Das Endergebnis ist eine Matrix B in Zeilenstufenform.

Bemerkung. In diesem Verfahren benutzen wir nur die Zeilenumformungen vom Typ (ZI) und [20.11.17]
(ZII). Durch Zeilenumformungen vom Typ (ZIII) für die Zeilen 1 ≤ i ≤ r können wir die Matrix

B in einer Gestalt B̃ bringen, so dass b̃iji = 1 für 1 ≤ i ≤ r.

Definition.Wir sagen, dass eine Matrix B = (bij) ∈ Matm×n(K) in reduzierte Zeilenstufenform
(RZSF) ist, wenn es 0 ≤ r ≤ m und 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n gibt mit den folgenden
Eigenschaften:

• bij = 0 für i > r und 1 ≤ j ≤ n,
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• bik = 0 für 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ k < ji,
• biji = 1 für 1 ≤ i ≤ r,
• blji = 0 für 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ l < i.

Korollar. Jede Matrix C ∈ Matm×n(K) kann man durch elementare Zeilenumformungen in
eine Matrix B = (bij) ∈ Matm×n in reduzierte Zeilenstufenform überführen.

2.4. Gausscher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme.

Satz 2.7. Sei Ax = b ein LGS mit A ∈ Matm×n(K) und b ∈ Matm×n(K). Wenn C = (A|b)
durch Zeilenumformungen in C̃ = (Ã|b̃) transformiert wird, wobei

C̃ =





































0 · · · 0 1 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · · · · 0 ⋆ · · · ⋆ b̃1
... 0 0 · · · 0 1 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · · · · 0

... b̃2
... 0 0 · · · 0 1 ⋆ · · · · · ·

...
...

. . . 0
...

1 ⋆ · · · ⋆ b̃r
... 0 0 · · · 0 b̃r+1

0
...

...
0 · · · · · · · · · 0





































,

dann ist Ax = b genau dann lösbar, wenn b̃r+1 = 0. In diesem Fall gibt es eine bijektive
Abbildung Φ : Kn−r → L(A, b).

Bemerkung.

(1) Wenn n = r, dann ist Rn−r = {0}. Deshalb ist das LGS Ax = b genau dann eindeutig
lösbar (d.h. L(A, b) hat genau ein Element), wenn n = r.

(2) Nach dem Gausschen Algorithmus gibt es 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n. Sei J :=
{1, · · · , n}\{j1, · · · , jr}. Die Variablen xj für j ∈ J sind freie Variablen (d.h. wir können
ein beliebiges Element aus K für xj wählen), aber die Variablen xj1 , xj2 , · · · , xjr sind
gebundene Variablen (d.h. sie müssen Gleichungen erfüllen).

2.5. Die Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform.

Satz 2.8. Die durch Zeilenumformungen erhaltene reduzierte Zeilenstufenform Matrix ist ein-
deutig bestimmt.

3. Vektorräume

3.1. Definitionen. Ein Vektorraum über einem KörperK ist eine Abstraktion des kartesischen
Produkts Kn: die Menge Kn mit der Addition bildet eine abelsche Gruppe und es gibt eine
skalare Multiplikation

· : K ×Kn → Kn,

die durch λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn) definiert wird.

Definition. Sei K ein Körper. Ein Vektorraum über K (oder K-Vektorraum) ist eine Menge
V mit einer Verknüpfung

+ : V × V → V

und eine skalare Multiplikation

· : K × V → V

mit den folgenden Eigenschaften:
(V1) Die Menge V mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.
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(V2) Für alle v,w ∈ V und alle λ, µ ∈ K gelten

i) (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v,
ii) λ · (v + w) = λ · v + λ · w,
iii) λ · (µ · v) = (λ ·K µ) · v,
iv) 1K · v = v.

Ein Element von V heißt Vektor. Das neutrale Element für die Addition in V heißt Nullvektor,
es wird mit 0V (oder 0) bezeichnet. Das inverse Element eines Vektors v ∈ V wird mit −v
bezeichnet.

[27.11.17]
Satz 3.1. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt für alle v ∈ V und λ ∈ K:

(1) 0K · v = 0V ,
(2) λ · 0V = 0V ,
(3) λ · v = 0V =⇒ λ = 0K oder v = 0V ,
(4) (−1) · v = −v.

Beispiel.

(1) Für n ∈ N ist Kn ein K-Vektorraum, wobei K0 := {0}.
(2) Der Polynomring k[t] ist ein K-Vektorraum mit der Addition von Polynome und mit

der skalare Multiplikation

λ ·
n
∑

i=0

ait
i :=

n
∑

i=0

λait
i.

(3) Für n,m ∈ N× ist die Menge Matm×n(K) ein K-Vektorraum.
(4) Der Körper C ist ein R-Vektorraum mit der skalare Multiplikation

· : R× C → C

(λ, a+ ib) 7→ λa+ iλb.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U ⊂ V heißt Untervektorraum von V ,
wenn die Axiome (UV1) - (UV3) gelten:

(UV1) Die Menge U ist nicht leer.
(UV2) Für alle u, v ∈ U gilt u+ v ∈ U .
(UV3) Für alle u ∈ U und λ ∈ K gilt λ · u ∈ U .

Satz 3.2. Ein Untervektorraum U eines K-Vektorraums ist ein K-Vektorraum.

Beispiel.

(1) Für ein K-Vektorraum V sind {0} und V Untervektorräume.
(2) Für a, b, c ∈ R definieren wir La,b,c := {(x, y) ∈ R2 : ax+ by = c}. Die Gerade La,b,c ist

genau dann ein Untervektorraum von R2, wenn c = 0.
(3) Sei K[t]≤n ⊂ K[t] die Teilmenge aller Polynome von Grad höchstens n, für n ∈ N. Dann

ist K[t]≤n ein Untervektorraum von K[t]. Die Teilmenge K[t]n aller Polynome von Grad
n ist kein Untervektorraum von K[t], weil der Nullvektor (das Nullpolynom) den Grad
−∞ hat.

(4) Sei A ∈ Matm×n(K) eine Matrix. Dann ist die Lösungsmenge des zugehörigen homo-
genen lineare Gleichungssystems L(A,0) ein Untervektorraum von Kn nach dem Satz
2.4.

Lemma. Sei V ein K-Vektorraum und (Ui)i∈I eine Familie von Untervektorräume von V . Dann
ist U = ∩i∈IUi ein Untervektorraum von V .

3.2. Basen. Bevor wir die Definition einer Basis eines Vektorraums einführen, brauchen wir
die Definitionen von einem Erzeugendensystem und linearer (Un)abhängigkeit.
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Definition. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Ein Vektor v ∈ V ist eine Linearkombination von Vektoren v1, . . . , vn aus V , wenn es
λ1, . . . , λn ∈ K gibt, so dass

v = λ1v1 + · · · + λnvn.

Wir definieren den linearen Spann (oder lineare Hülle) von v1, . . . , vn durch

Span(v1, · · · , vn) := {v ∈ V : v ist eine Linearkombination von v1, · · · , vn} ⊂ V.

Diese Teilmenge wird der erzeugende Untervektorraum genannt.3

(2) Für eine Teilmenge M ⊂ V definieren wir den linearen Spann von M durch

Span(M) :=

{

v ∈ V :
∃n ∈ N und v1, · · · , vn ∈ M so dass
v eine Linearkombination von v1, . . . , vn

}

.

Bemerkung. Wir verfolgen die übliche Konvention, dass die leere Summe Null ist. Deshalb ist
Span(∅) = {0}.

Satz 3.3. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt

(1) Für Vektoren v1, . . . , vn ∈ V ist Span(v1, . . . , vn) ein Untervektorraum von V .
(2) Für eine Teilmenge M ⊂ V ist Span(M) ein Untervektorraum von V .

Bemerkung. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Wenn U ein Untervektorraum von V ist, dann ist U = Span(U).
(2) Wenn M ⊂ N Teilmengen von V sind, gilt Span(M) ⊂ Span(N).
(3) Der lineare Spann Span(M) einer Teilmenge M ⊂ V ist der kleinste Untervektorraum

von V , die M enthält:

Span(M) =
⋂

U⊂V
Untervektorraum

mitM⊂U

U.

Beispiel. Sei A ∈ Matm×n(K) und b ∈ Matm×1(K). Sei vj ∈ Km die j-ten Spalte von A
für 1 ≤ j ≤ n, so dass A = (v1| · · · |vn). Das LGS Ax = b ist genau dann lösbar, wenn
b ∈ Span(v1, . . . , vn) (d.h es gibt s ∈ Kn so dass s1v1 + · · · snvn = b). Deshalb gilt

Span(v1, . . . , vn) = {b ∈ Km : L(A,b) 6= ∅}.

Lemma. Wenn {v1, . . . , vn} ein Erzeugendensystem für Km ist, dann gilt n ≥ m.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Wenn es eine Familie (vi)i∈I von Vektoren aus V gibt,
so dass V = Span({vi : i ∈ I}), sagen wir, dass (vi)i∈I ein Erzeugendensystem von V ist (oder
(vi)i∈I erzeugt V ). Wenn (vi)i∈I eins endliche Familie ist, die V erzeugt, sagen wir, dass V
endlich erzeugt ist.

Beispiel.

(1) Im Vektorraum Kn bilden die Vektoren

ei =























0
...
0
1
0
...
0























für 1 ≤ i ≤ n,

mit 1 in der Stelle i, ein Erzeugendensystem von Kn.

3Diese Teilmenge ist ein Untervektorraum von V nach dem Satz 3.3.
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(2) Im Polynomring K[t] ist {tn}n∈N ein Erzeugendensystem.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. [29.11.17]

(1) Seien v1, · · · , vn Vektoren aus V . Diese Vektoren heißen linear unabhängig, wenn aus
einer Gleichung 0V =

∑n
i=1 λivi mit λi ∈ K notwendig λi = 0 für alle 1 ≤ i ≤ n folgt.

Sonst sagen wir, dass diese Vektoren linear abhängig sind (d.h. es gibt λ1, . . . , λn ∈ K,
die nicht alle gleich Null sind, so dass 0V =

∑n
i=1 λivi).

(2) Sei (vi)i∈I eine Familie von Vektoren aus V . Die Familie heißt linear unabhängig, falls
jede endliche Teilfamilie von (vi)i∈I linear unabhängig ist.

Beispiel.

(1) In Kn sind die Vektoren e1, . . . , en linear unabhängig:

0 =

n
∑

i=1

λiei =⇒ λi = 0 für 1 ≤ i ≤ n.

(2) Sei v ein Vektor eines Vektorraums V . Die Familie {v} ist genau dann linear unabhängig,
wenn v 6= 0V .

(3) Sei A ∈ Matm×n(K) und b ∈ Matm×1(K). Sei vj ∈ Km die j-ten Spalte von A für
1 ≤ j ≤ n. Die Vektoren v1, . . . , vn sind genau dann linear unabhängig, wenn die Spalten
der reduzierten Zeilenstufenform Ã von A linear unabhängig sind (d.h. wenn Ã hat r = n
Stufen). Deshalb gilt

v1, . . . , vn sind linear unabhängig ⇐⇒ L(A,0) = {0}.

Insbesondere, wenn n > m, sind v1, . . . , vn linear abhängig, weil 1 ≤ r ≤ m.

Satz 3.4. Seien v1, . . . , vn Vektoren eines K-Vektorraums V . Dann ist äquivalent:

(1) Die Vektoren v1, . . . , vn sind linear unabhängig.
(2) Jeder Vektor v ∈ Span(v1, . . . , vn) hat eine eindeutig bestimmte Darstellung v =

∑n
i=1 λivi

mit λi ∈ K.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Familie (vi)i∈I heißt Basis von V , wenn (B1)-(B2)
gelten:

(B1) Die Familie (vi)i∈I ist ein Erzeugendensystem von V .
(B2) Die Familie (vi)i∈I ist linear unabhängig.

Beispiel.

(1) Die Vektoren e1, . . . , en ∈ Kn sind eine Basis vonKn. Diese Basis heißt die Standardbasis
von Kn.

(2) Die Vektoren 1, i ∈ C sind eine Basis des R-Vektorraums C.
(3) Die Vektoren (tn)n∈N sind eine Basis von K[t].

Bemerkung.

(1) Eine Basis eines Vektorraums ist nicht eindeutig, z.B.
{(

a
c

)

,

(

b
d

)}

ist eine Basis von K2 ⇐⇒ ad− bc 6= 0.

(2) Wenn B = {v1, . . . , vn} eine Basis von Km ist, dann gilt n = m. In der Tat folgt
n ≥ m, wenn B ein Erzeugendensystem von Km ist und wenn n > m, sind die Vektoren
v1, . . . , vn linear abhängig. Daher gilt n = m. Ferner gilt:

v1, . . . , vn bilden eine Basis von Kn ⇐⇒ L(A,0) = {0},

mit A = (v1| · · · |vn) ∈ Matm×n(K).
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Satz 3.5. Seien v1, . . . , vn Vektoren aus einem K-Vektorraum V . Dann ist äquivalent:

(1) v1, . . . , vn sind eine Basis von V .
(2) v1, . . . , vn bilden ein maximales linear unabhängiges System in V (d.h. v1, . . . , vn sind

linear unabhängig und für alle v ∈ V sind die Vektoren v1, . . . , vn, v linear abhängig).
(3) v1, . . . , vn bilden ein minimales Erzeugendensystem von V (d.h. {v1, . . . , vn} ist ein Er-

zeugendensystem von V und für 1 ≤ r ≤ n ist {v1, . . . , vr−1, vr+1, . . . } kein Erzeugen-
densystem von V .

Korollar. Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum besitzt eine endliche Basis.[04.12.17]

Bemerkung. Tatsächlich besitzt jeder Vektorraum eine Basis (siehe E. Brieskorn ‘Lineare
Algebra und Analytische Geometrie I’, Seite 261). Der Beweis erfordert das Zornsche Lemma,
das äquivalent zu dem Auswahlaxiom der Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel ist.

3.3. Dimension. Wir werden die Dimension eines K-Vektorraums einführen, die ein Element
von N ∪ {∞} ist.

Lemma. (Austauschlemma) Sei B = {v1, . . . , vn} eine Basis eines K-Vektorraums V . Wenn v =
∑n

i=1 λivi ∈ V \{0V } und es 1 ≤ r ≤ n gibt mit λr 6= 0, dann ist B′ = {v, v1, · · · , vr−1, vr+1, · · · , vn}
ebenfalls eine Basis von V .

Satz 3.6. (Austauschsatz) Seien B = {v1, . . . , vm} eine Basis eines K-Vektorraums V und
A = {u1, · · · , un} ⊂ V eine linear unabhängige Teilmenge. Dann gilt

(1) n ≤ m,
(2) Es gibt eine Teilmenge B′ ⊂ B mit m− n Elementen, so dass B′′ := A ∪ B′ eine Basis

von V ist.

Satz 3.7. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Wenn B und A Basen von V sind, dann
gilt |B| = |A|.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Die Dimension von V (über K) wird durch

dimK(V ) =

{

n falls V eine Basis mit n Elementen besitzt,
∞ falls V keine endliche Basis besitzt.

definiert.4 Ein K-Vektorraum V heißt endlichdimensional (bzw. unendlichdimensional), wenn
dimK(V ) = n für eine natürliche Zahl n (bzw. dimK(V ) = ∞).

Beispiel.

(1) dimK(Kn) = n, da {e1, . . . , en} eine Basis von Kn ist.
(2) dimC(C) = 1, aber dimR(C) = 2, da {1, i} eine Basis des R-Vektorraums C ist.
(3) dimK(Matm×n(K)) = mn (Übung).
(4) dimK(K[t]) = ∞.

Übung. Sei V ein K-Vektorraum und X eine Menge. Beweisen Sie, dass die Menge

Abb(X,V ) = {f : X → V Abbildung}

mit der Addition (f+g)(x) := f(x)+V g(x) und der skalaren Multiplikation (λ·f)(x) := λ·V f(x)
ein K-Vektorraum ist. Wenn X eine endliche Menge ist und V endlichdimensional ist, was ist
die Dimension von Abb(X,V )?

Satz 3.8 (Basisergänzungsatz). Seien u1, · · · , un lineare unabhängige Vektoren aus einem end-
lich erzeugten K-Vektorraum V . Dann gibt es Vektoren un+1, · · · , um, so dass u1, · · · , un,
un+1, · · · , um eine Basis von V bilden.

4Die Dimension ist wohldefiniert nach dem Satz 3.7.
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Übung. Seien V und W Vektorräume über einem Körper K. Beweisen Sie, dass das kartesische
Produkt V ×W mit

(v,w) + (v′, w′) := (v +V v′, w +W w′) und λ · (v,w) := (λ ·V v, λ ·W w) für λ ∈ K

ein K-Vektorraum ist. Diese Vektorraum heißt die direkte Summe von V und W und wird mit
V ⊕W bezeichnet. Wenn V und W endlichdimensional sind, gilt

dimK(V ⊕W ) = dimK(V ) + dimK(W ).

Lemma. Wenn W ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V ist, ist
auch W endlichdimensional und es gilt dimK(W ) ≤ dimK(V ). Wenn dimK(W ) = dimK(V ),
folgt W = V .

[06.12.17]
3.4. Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix. Für eine Matrix

A =











z1
z2
...
zm











= (s1|s2| · · · sn) ∈ Matm×n

definieren wir den Zeilenraum (bzw. den Spaltenraum) von A :

ZR(A) := Span(z1, · · · , zm) ⊂ Kn (bzw. SR(A) := Span(s1, · · · , sn) ⊂ Km)

und den Zeilenrang (bzw. Spaltenrang)5 von A:

Rangz(A) = dimK ZR(A) ≤ n (bzw. Rangs(A) = dimK SR(A) ≤ m).

Beispiel.

(1) Sei In ∈ Matn×n(K) die Einheitsmatrix, dann

Rangz(In) = n = Rangs(In).

(2) Sei

A =

(

a b
c d

)

∈ Mat2×2(K).

Wenn A = 0 die Nullmatrix ist, dann ist ZR(A) = {0} = SR(A) und Rangz(A) = 0 =
Rangs(A). Falls A 6= 0, betrachten wir ad− bc. Wir erinneren uns, dass

{(

a
c

)

,

(

b
d

)}

ist eine Basis von R2 ⇐⇒ ad− bc 6= 0.

Deshalb gilt für A 6= 0:

Rangz(A) = Rangs(A) =

{

1 falls ad− bc = 0,
2 falls ad− bc 6= 0.

Satz 3.9. Für Matrizen A,B ∈ Matm×n(K) so dass, B mittels Zeilenumformungen aus A
hervorgeht, gilt

ZR(A) = ZR(B).

Insbesondere ist der Zeilenrang von A die Anzahl r von Stufen in der reduzierten Zeilenstufen-
form von A.

5Später werden wir zeigen, dass Rangz(A) = Rangs(A). Im Allgemeinen gilt ZR(A) 6= SR(A).
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4. Lineare Abbildungen

4.1. Definitionen. Seien V und W zwei K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V → W heißt li-
neare Abbildung (oder K-lineare Abbildung oder Homomorphismus von K-Vekotrräume), wenn
die folgende Eigenschaften gelten:

• Für alle λ ∈ K und v ∈ V : f(λ ·V v) = λ ·W f(v).
• Für alle v, v′ ∈ V : f(v +V v′) = f(v) +W f(v′).

Bemerkung. Wenn f : V → W eine lineare Abbildung ist, dann ist f : (V,+V ) → (W,+W )
ein Gruppenhomomorphism. Daher gilt:

(1) f(0V ) = 0W ,
(2) f(−v) = −f(v) für alle v ∈ V ,
(3) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0V }.

Beispiel.

(1) Für jeden K-Vektorraum V ist die Identität IdV : V → V eine lineare Abbildung.
(2) Für jeden K-Vektorraum V und λ ∈ K× ist die Homothetie hλ : V → V , die durch

v 7→ λ · v defininiert wird, eine lineare Abbildung.
(3) Für K-Vektorräume V,W ist die Nullabbildung 0 : V → W , die durch v 7→ 0 definiert

wird, eine lineare Abbildung.
(4) Für jeden Untervektorraum U eines K-Vektorraums V ist die Inklusionsabbildung i :

U → V , die durch u 7→ u definiert wird, eine lineare Abbildung.
(5) Eine Drehung um den Nullpunkt 0 ∈ R2 mit dem Winkel θ ist eine lineare Abbildung

Dθ : R
2 → R2. Es gilt

Dθ(0) = 0 Dθ(1, 0) = (cos θ, sin θ) Dθ(0, 1) = (− sin θ, cos θ),

und für (x, y) = xe1 + ye2 ∈ R2 gilt

Dθ(x, y) = xDθ(e1) + yDθ(e2) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ).
[11.12.17]

Satz 4.1. Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorräumen V und W . Dann
gelten die folgende Aussagen.

(1) f(0V ) = 0W .
(2) Für jeden Untervektorraum U von V ist f(U) ein Untervektorraum von W . Insbesondere

ist das Bild Bild(f) = f(V ) von f ein Untervektorraum von W .
(3) Für jeden Untervektorraum U von W ist f−1(U) ein Untervektorraum von V . Insbe-

sondere ist der Kern ker(f) := f−1(0W ) ein Untervektorraum von V .
(4) Für jede Teilmenge M ⊂ V gilt f(Span(M)) = Span(f(M)).
(5) Wenn eine Familie (vi)i∈I von Vektoren aus V linear abhängig ist, so ist die Familie

(f(vi))i∈I in W linear abhängig. Insbesondere gilt dim f(V ) ≤ dimV .
(6) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0V }.
(7) Wenn f bijektiv ist, ist auch die Umkehrabbildung f−1 : W → V eine lineare Abbildung.

Bemerkung. Die Komposition von linearen Abbildungen ist lineare: wenn f : V → W und
g : U → V lineare Abbildungen zwischen K-Vektorräumen sind, dann ist f ◦ g : U → W auch
K-linear.

Definition. Seien V und W Vektorräume über K. Eine lineare Abbildung f : V → W heißt

(1) linearen Isomorphismus, wenn f bijektiv ist. (Man schreibt V ∼= W ).
(2) linearen Endomorphismums, wenn V = W .
(3) linearen Automorphismus, wenn V = W und f bijektiv ist.

Wir definieren die folgende Mengen:

HomK(V,W ) := {f : V → W : f ist K-linear}
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und

AutK(V ) := {f ∈ HomK(V, V ) : f ist bijektiv} ⊂ EndK(V ) := HomK(V, V ).

Übung. Seien V und W zwei K-Vektorräume. Die Menge HomK(V,W ) hat eine Verknüpfung
und eine skalare Multiplikation: für f, g : V → W und λ ∈ K

die Addition (f + g)(v) := f(v) + g(v)
die skalare Multiplikation (λ · f)(v) := λ · f(v).

Insbesondere ist HomK(V,W ) ein K-Vektorraum. Wenn V = W , definiert die Komposition eine
Multiplikation auf EndK(V ), so dass EndK(V ) ein Ring ist.

Beispiel. Für jeden K-Vektorraum V und λ ∈ K× ist die Homothetie hλ : V → V ein Auto-
morphismus mit der Umkehrabbildung hλ−1 : V → V .

Übung. Für eine Matrix A = (aij) ∈ Matm×n(K) definieren wir die Transposition At von A
wie folgt

At := (aji) =











a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
... · · ·

...
a1n a2n · · · amn











∈ Matn×m(K).

Die Transposition definiert ein linearer Isomorphismus Matm×n(K) → Matn×m(K).

Definition. Sei f : V → W eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorräumen V und W .
Der Rang von f ist die Dimension des Bildes von f :

Rang f := dimK Bild(f).

Beispiel.

(1) Der Rang der Nullabbildung ist 0.
(2) Der Rang eines Automorphismuses f : V → V eines K-Vektorraumes V ist dimK V .

4.2. Matrizen und lineare Abbildungen. Eine m × n-Matrix A = (aij) ∈ Matm×n(K)
definiert eine Abbildung FA : Kn → Km

x =







x1
...
xn






7→ Ax =







a11x1 + · · · + a1nxn
...

am1x1 + · · · + amnxn






.

Diese Abbildung ist K-linear, weil für λ ∈ K und x,x′ ∈ Kn gilt:

FA(λ · x) := A(λ · x) = λ · (Ax) = λFA(x)

und

FA(x+ x′) = A(x+ x′) = Ax+Ax′ = FA(x) + FA(x
′).

Das Bild von FA ist der Spaltenraum von A:

Bild(FA) := FA(Span(e1, · · · , en)) = Span(FA(e1), · · · , FA(en)) = Span(Ae1, · · · , Aen)

und der Rang von FA ist der Spaltenrang von A.
Wenn A ∈ Matm×n(K) und B ∈ Matn×l(K), ist das Produkt AB ∈ Matm×l(K) und ferner

gilt FAB = FA ◦ FB als Abbildungen K l → Km.

Beispiel. Eine Drehung Dθ : R2 → R2 um den Nullpunkt 0 ∈ R2 mit dem Winkel θ ist eine
lineare Abbildung, die von einer Matrix kommt:

Dθ = FA mit A =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

.
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Bemerkung. Sei A ∈ Matm×n(K). Für die zugehörige lineare Abbildung FA : Kn → Km gilt[13.12.17]

Bild(FA) = {b ∈ Km : L(A,b) 6= ∅} und ker(FA) = L(A,0).

Satz 4.2. Seien V und W zwei K-Vektorräume und B ⊂ V eine Basis von V . Dann ist die
Abbildung

HomK(V,W ) → Abb(B,W )
f : V → W 7→ f |B : B → W

ein linearer Isomorphismus (von K-Vektorräumen).

Satz 4.3. Sei f : Kn → Km eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine Matrix A ∈
Matm×n(K) so dass f = FA. Insbesondere ist die Abbildung

Matm×n(K) → HomK(Kn,Km)
A 7→ FA

ein linearer Isomorphismus (von K-Vektorräumen).

Bemerkung. Der lineare Isomorphismus Matn×n(K) → HomK(Kn,Kn) =: EndK(Kn) von
Vektorräumen ist ein Isomorphismus von Ringen und diese Abbildung ordnet zu jeder inver-
tierbar Matrix A ∈ GLn(K) ein linearer Isomorphismus FA ∈ AutK(Kn). Insbesondere gibt es
eine bijektive Abbildung GLn(K) → AutK(Kn) und es gilt (FA)

−1 = FA−1 .

Definition. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n. Eine geordnete Basis von V ist ein
geordnetes Tupel (v1, · · · , vn) ∈ V n, so dass {v1, · · · , vn} eine Basis von V ist.

Beispiel. In dem Standardvektorraum V = Kn ist (e1, · · · , en) eine geordnete Basis, die die
geordnete Standardbasis heißt. Als geordnete Basen gilt

(e1, e2, e3 . . . , en) 6= (e2, e1, e3 . . . , en).

Satz 4.4. Sei B = (v1, · · · , vn) eine geordnete Basis eines endlichdimensionalen Vektorraumes
V . Dann gilt:

(1) Es gibt genau einen linearen Isomorphismus ΦB : V → Kn mit

ΦB(vj) := ej für 1 ≤ j ≤ n.

(2) Wenn Φ : V → Kn ein linearer Isomorphismus ist, dann ist

BΦ := (Φ−1(e1), · · · ,Φ
−1(en))

eine geordnete Basis von V .
(3) Ferner gelten BΦB

= B und ΦBΦ
= Φ.

Korollar. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorräume. Dann sind V und W
genau dann isomorph (d.h. es gibt einen linearen Isomorphismus zwischen V und W ), wenn
dimK V = dimK W .

Satz 4.5. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume mit geordneten Basen A =
(v1, . . . , vn) von V und B = (w1, . . . , wm) von W . Dann gibt es zu jeder K-lineare Abbildung
f : V → W genau eine Matrix A = MA

B (f) ∈ Matm×n(K) so dass

(2) f(vj) =
m
∑

i=1

aijwi für 1 ≤ j ≤ n.

Ferner ist die Abbildung

MA
B : HomK(V,W ) → Matm×n(K), f 7→ MA

B (f)

ein K-linearer Isomorphismus.
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Definition. Wenn die Vorraussetzungen des Satzes 4.5 gelten, sagen wir, dass MA
B (f) die Ma-

trix von f bezüglich zu A und B ist.

Korollar. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorräume. Dann gilt[18.12.17]

dimK(HomK(V,W )) = dimK(V ) dimK(W ).

Definition. Seien A,B,C,D Mengen. Ein Diagramm von Abbildungen

A
f

//

p
��

B

g
��

C q
// D

heißt kommutativ, wenn g ◦ f = q ◦ p als Abbildungen A → D.

Bemerkung. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume mit geordneten Basen A =
(v1, · · · , vn) von V und B = (w1, · · · , wm) von W . Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Dann
hat man ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen

V
ΦA

//

f
��

Kn

MA
B
(f)

��

W
ΦB

// Km

d.h., ΦB ◦ f = MA
B (f) ◦ΦA (hier schreiben wir MA

B (f) für die lineare Abbildung, die durch die

Matrix MA
B (f) definiert wird). Es folgt, dass

MA
B (f) = ΦB ◦ f ◦ Φ−1

A und f = Φ−1
B ◦MA

B (f) ◦ ΦA.

Bemerkung. Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-
Vektorräumen. Seien n = dimK(V ) und m = dimK(W ). Wenn A,A′ geordnete Basen von
V und B,B′ geordnete Basen von W sind, können wir das folgende Diagramm betrachten

V
Φ

A′
//

IdV

  ❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
❇

f

��

Kn

MA
′

B′ (f)

��

MA
′

A
(IdV )

||①①
①①
①①
①①
①①
①

V

f

��

ΦA
// Kn

MA
B
(f)

��

W

IdW
~~⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

ΦB
// Km

MB

B′(IdW )
""❋

❋❋
❋❋

❋❋
❋❋

❋❋

W
ΦB′

// Km.

Nach der obigen Bemerkung sind das innere Quadrat, das äußere Quadrat, das obere Trapez
und das untere Trapez kommutativ. Das Trapez auf der linken Seite ist kommutativ, weil f =
IdW ◦ f ◦ IdV . Ferner sind die horizontale Abbildungen (ΦA′ , ΦA, ΦB und ΦB′) Isomorphismen.
Es folgt, dass das Trapez auf der rechten Seite kommutativ ist. Die kommutativität des rechten
Trapezes liefert den Beweis des folgenden Satzes.

Satz 4.6 (Basiswechsel). Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
K-Vektorräumen. Wenn A,A′ geordnete Basen von V und B,B′ geordnete Basen von W sind,
dann gilt

MA′

B′ (f) = MB
B′(IdW )MA

B (f)(MA
A′(IdV ))

−1.
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Übung. Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorräumen
über K. Wenn r = Rang(f), zeigen Sie, dass es geordnete Basen A von V und B von W gibt,
so dass

MA
B (f) =

(

Ir 0
0 0

)

.

4.3. Die Dimensionsformel.

Satz 4.7 (Die Dimensionsformel). Sei f : V → W eine K-lineare Abbildung zwischen K-
Vektorräumen mit dimK V endlich. Dann gilt

dimK(V ) = dimK(ker f) + Rang(f).

Korollar. Sei f : V → W eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorräumen mit dimK(V ) =[08.01.18]
dimK(W ) < ∞. Dann ist äquivalent:

(1) f ist injektiv,
(2) f ist surjektiv,
(3) f ist ein Isomorphismus.

Korollar. Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorräumen
über einem Körper K.

(1) Wenn f ist injektiv, gilt dimK(V ) ≤ dimK(W ).
(2) Wenn f ist surjektiv, gilt dimK(V ) ≥ dimK(W ).

Satz 4.8. Seien n,m ∈ N× und A ∈ Matm×n(K). Dann gilt

Rangz(A) = Rangs(A).

Definition. Der Rang einer Matrix A ∈ Matm×n(K) ist

Rang(A) := Rangs(A) = Rangz(A).

Übung. Wenn A ∈ Matn×n(K) eine Matrix von Rang n ist, beweisen Sie, dass die Spaltenvek-
toren (bzw. die Zeilenvektoren) eine Basis von Kn bilden.

Definition.

(1) Seien V und W Vektorräume über einem Körper K. Das kartesische Produkt V × W
ist ein K-Vektorraum, der die (äußere) direkte Summe von V und W genannt wird.

(2) Seien U1, U2 Untervektorräume eines K-Vektorraumes V . Die Summe von U1 und U2

ist der folgende Untevektorraum von V

U1 + U2 := {u1 + u2 : ui ∈ Ui} = Span(U1 ∪ U2) ⊂ V.

Wenn U1 ∩ U2 = 0, dann sprechen wir von der (inneren) direkten Summe6 der U1 und
U2 und wir schreiben

U1 ⊕ U2 = U1 + U2.

Wenn V = U1 +U2 und U1 ∩U2 = {0} (d.h. V = U1 ⊕U2) sagen wir, dass U2 (bzw. U1)
ein lineares Komplement zu U1 (bzw. U2) in V ist.

Bemerkung. Im Allgemeinen gilt U1+U2 ≇ U1⊕U2. Ferner ist ein lineares Komplement eines
Untervektorraumes nicht eindeutig.

Übung. Seien U1, U2 Untervektorräume eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V . Zeigen
Sie, dass es eine natürliche lineare Abbildung f : U1 ⊕U2 → V gibt mit Bild(f) = U1 +U2 und
ker(f) ∼= U1 ∩U2. Beweisen Sie, dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn U2 ein lineares
Komplement zu U1 in V ist. Ferner zeigen Sie, dass die Dimensionsformel für Untervektorräume
gilt:

dimK(U1 + U2) = dimK(U1) + dimK(U2)− dimK(U1 ∩ U2).

6Tatsächlich gilt U1 ⊕ U2
∼= U1 + U2 nach dem Übung unten.
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Satz 4.9. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(1) Dann gilt die Dimensionsformel für Untervektorräume U1, U2 von V :

dimK(U1 + U2) = dimK(U1) + dimK(U2)− dimK(U1 ∩ U2).

(2) Jeder Untervektorraum U1 eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V hat ein li-
neares Komplement U2 in V . Ferner gilt

dimK(V ) = dimK(U1) + dimK(U2).

Satz 4.10 (Faktorisierungsatz). Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen Vektorräumen
V und W über K mit dimK V < ∞. Dann ker(f) hat ein lineares Komplement U in V , so dass
V = ker(f)⊕ U . Ferner ist

f |U : U → Bild(f)

ein linearer Isomorphismus. Sei π : V = ker(f)⊕U → U die Projektion auf den zweiten Faktor
(d.h. π(u′ + u) = u). Dann gilt f = f |U ◦ π.

4.4. Quotientenvektorräume. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraumes V ist ein affiner
Unterraum, falls es einen Vektor v ∈ V und einen Untervektorraum W ⊂ V gibt, so dass

X = v +W = {u ∈ V : ∃ w ∈ W mit u = v +w}.

Die Dimension von X wird durch dimK X := dimK W definiert.

Beispiel. Ein affiner Unterraum von R2 der Dimension 0 ist ein Punkt {(a, b)} ∈ R2 und ein
affiner Unterraum von R2 der Dimension 1 ist eine Gerade {(x, y) : ax+ by = c} für a, b, c ∈ K.
Es gibt nur einen affinen Unterraum von R2 der Dimension 2: der Vektorraum R2.

Lemma. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V . Dann ist die Relation auf V : [10.01.18]

für v, v′ ∈ V : v ∼U v′ : ⇐⇒ v − v′ ∈ U

eine Äquivalenzrelation und die Äquivalenzklasse von v ist der affine Unterraum v + U .

Definition. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V . Die Menge der Äquivalenz-
klassen wird mit V/U := V/ ∼U bezeichnet und V/U heißt der Quotientenvektorraum7 von
U ⊂ V . Es gibt eine kanonische surjektive Abbildung p : V → V/U , die durch v 7→ [v] := v+U
definiert wird.

Satz 4.11. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V .

(1) Die Menge V/U := V/ ∼U hat eine Struktur eines K-Vektorraumes, so dass die kano-
nische Abbildung p : V → V/U , die durch v 7→ v+U definiert wird, K-linear ist. Ferner
ist p surjektiv und ker(p) = U .

(2) Wenn V endlichdimensional ist, gilt dimK V/U = dimK V − dimK U .
(3) V/U hat die folgende universelle Eigenschaft: wenn f : V → W eine lineare Abbildung

ist mit U ⊂ ker(f), gibt es genau eine lineare Abbildung f̃ : V/U → W , so dass f = f̃ ◦p.
Ferner ist ker(f̃) = ker(f)/U .

Beispiel.

(1) Wenn U = V , dann gilt V/U = V/V = {0}, da jeder Vektor aus V äquivalent zu 0V ist.
(2) Wenn U = {0V }, dann gilt V/U = V/{0V } ∼= V , da Vektoren v, v′ ∈ V genau dann

aq̈uivalent sind, wenn v = v′.
(3) Wenn V = R2 und U = {(x, y) : y = 0} die x-Achse ist, dann ist die Äquivalenzklasse

von v = (a, b) der affine Unterraum v + U = {(x, y) : y = b}. Deshalb ist die Menge
aller Äquivalenzklassen V/U gleich die Menge aller Geraden X in R2, die parallel zu der
x-Achse U sind, d.h. es gibt c ∈ R, so dass X = Xc := {(x, y) : y = c}. Daher gibt es
einen Isomorphismus V/U → R, der durch Xc 7→ c definiert wird.

7In dem Satz 4.11 beweisen wir, dass V/U ein K-Vektorraum ist.
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Bemerkung. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V . Dann gibt es den Quoti-
entenvektorraum V/U und eine Kanonische lineare Abbildung p : V → V/U , die surjektiv ist
mit ker(p) = U . Wenn U ′ ein lineares Komplement zu U in V ist, so dass V = U ⊕ U ′, gibt es
eine surjektive lineare Abbildung π : V = U ⊕ U ′ → U ′, die durch v = u + u′ 7→ u′ definiert
wird. Wegen U = ker(π), gibt es eine lineare Abbildung π̃ : V/U → U ′ nach dem Satz 4.11 mit
π = π̃ ◦ p und ker(π̃) = ker(π)/U = U/U = {0} und Bild(π̃) = U ′, weil π und p surjektiv sind.
Insbesondere ist π̃ : V/U → U ′ ein Isomorphismus. Daher ist der Quotientenvektorraum V/U
von U ⊂ V isomorph zu jedem linearen Komplement U ′ von U in V .

Satz 4.12 (Homomorphiesatz). Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen Vektorräumen
über K. Dann gibt es einen linearen Isomorphismus

f̃ : V/ ker f → Bild(f)

mit f = f̃ ◦ p.
[15.01.18]

4.5. Dualräume. Sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum von V ist der K-Vektorraum

V ∗ := HomK(V,K)

und Elemente von V ∗ heißen Linearformen auf V .

Definition/Lemma. Sei B := {v1, · · · , vn} eine Basis eines K-Vektorraum V . Dann definieren
wir die duale Basis B∗ := {v∗1 , . . . , v

∗
N} ⊂ V ∗, die eine Basis von V ∗ ist, wobei der linearen

Abbildung v∗i : V → K wie folgt definiert wird:

v∗i (vj) = δij =

{

1 if i = j
0 if i 6= j

(nach dem Satz 4.2 ist es hinreichend eine lineare Abbildung auf Basisvektoren zu definieren).

Bemerkung. Sei B := {v1, · · · , vn} eine Basis eines K-Vektorraumes V . Dann gibt es einen
linearen Isomorphismus ΦB : V → V ∗, die durch

ΦB(vi) := v∗i

definiert wird.

Beispiel. Der Standardraum Kn ∼= Matn×1(K) hat die Basis {e1, · · · , en}. Dann ist (Kn)∗ :=
HomK(Kn,K) ∼= Mat1×n(K). Mit der Konvention, Vektoren als Spalten und Linearformen als
Zeilen zu schreiben, ist

ei =























0
...
0
1
0
...
0























∈ Kn und e∗i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ (Kn)∗

mit der 1 an der i-ten Stelle. Ferner ist e∗i (ej) := δij gleich die Matrixmultiplikation e∗i ej ∈
Mat1×1(K) ∼= K.

Definition. Sei f : V → W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorräumen. Dann definieren
wir die duale Abbildung (oder transponierte Abbildung) f∗ : W ∗ → V ∗ durch

f∗(φ) := φ ◦ f.

Lemma. Seien U , V undW Vektorräume über einem KörperK und f : V → W und g : U → V
lineare Abbildungen. Dann gilt

(1) f : W ∗ → V ∗ ist K-linear.
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(2) (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗

(3) Wenn f : V → W ein linearer Isomorphismus ist, dann ist f∗ : W ∗ → V ∗ ein linearer
Isomorphismus und es gilt (f∗)−1 = (f−1)∗.

(4) Die Abbildung

HomK(V,W ) → HomK(W ∗, V ∗), f 7→ f∗

ist ein linearer Isomorphismus.

Satz 4.13. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorräume mit Basen A = {v1, . . . , vn}
von V und B = {w1, . . . , wm} von W . Dann gilt für jede K-lineare Abbildung f : V → W

MB∗

A∗(f∗) = (MA
B (f))t.

Korollar. Für Matrizen A ∈ Matm×n(K) und B ∈ Matn×l(K) gilt

(AB)t = BtAt

und für C ∈ GLn(K) gilt
(Ct)−1 = (C−1)t.

[17.01.18]
Satz 4.14. Für eine K-lineare Abbildung f : V → W zwischen endlichdimensionalen K-
Vektorräumen gilt

Rang(f) = Rang(f∗).

Übung. Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung linear ist

Φ : V → (V ∗)∗

v 7→ Φv : V ∗ → K,

wobei Φv(ϕ) := ϕ(v). Wenn V endlichdimensional ist, beweisen Sie, dass Φ ein Isomorphismus
ist.

5. Determinanten und Eigenwerte

5.1. Matrizen mit Koeffizienten in einem Ring. Seien n,m ∈ N× und R ein kommutativer
Ring mit 1. Eine (m×n)-Matrix mit Koeffizienten in R ist A = (aij) mit aij ∈ R für 1 ≤ i ≤ m
und 1 ≤ j ≤ n. Die Menge alle (m×n)-Matrizen mit R-Koeffizienten wird Matm×n(R) bezeich-
net.

Bemerkung. Die Multiplikation und Addition auf R liefert die folgende Rechnenoperationen
für Matrizen mit R-Koeffizienten:

(1) Die Matrizenaddition

+ : Matm×n(R)×Matm×n(R) → Matm×n(R)
(A = (aij) , B = (bij)) 7→ A+B := (aij + bij),

die kommutativ und assoziativ ist (da die Addition in R assoziativ und kommutativ
ist). Das neutrale Element ist die Nullmatrix 0, deren Einträge alle gleich Null sind.
Das inverse Element von A = (aij) ∈ Matm×n(R) ist −A = (−aij) ∈ Matm×n(R).
Insbesodere ist (Matm×n(R),+) eine abelsche Gruppe.

(2) Skalarmultiplikation

· : R×Matm×n(R) → Matm×n(R)
(λ , A = (aij)) 7→ λ ·A := (λaij)

(3) Matrizenmultiplikation

· : Matm×n(R)×Matn×l(R) → Matn×l(R)
(A = (aij) , B = (bij)) 7→ AB = (cij),

wobei cij :=
∑n

k=1 aikbkj. Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, aber nicht kom-
mutativ. Die Einheitsmatrix In = (δij) ∈ Matn×n(R) ist das neutrale Element für die
Multiplikation auf Matn×n(R).
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Definition. Für A ∈ Matm×n(R) definieren wir die folgende Zeilenumforumungen.
(ZI)ij : Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile:

A =

















...
ai
...
aj
...

















7→ A
(ZI)
ij :=

















...
aj
...
ai
...

















.

(ZII)i 7→i+µj): Addition des µ-fachem der j-ten Zeile zur i-ten Zeile für µ ∈ R:

A =

















...
ai
...
aj
...

















7→ A
(ZII)
i 7→i+µj :=

















...
ai + µaj

...
aj
...

















.

(ZIII)i 7→λi: Multiplikation der i-ten Zeile mit λ ∈ R:

A =

















...
ai
...
aj
...

















7→ C
(ZIII)
i 7→λi :=

















...
λai
...
aj
...

















.

5.2. Determinante. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

Definiton. Eine Abbildung D : Matn×n(R) → R heißt Determinante, wenn die folgenden
Axiome gelten:

(D1): D ist linear in jeder Zeile, d.h. für alle 1 ≤ i ≤ n und λ, µ ∈ R gilt

D



















a1
...

ai−1

µai + λa′i
ai+1
...



















= µD



















a1
...

ai−1

ai
ai+1
...



















+ λD



















a1
...

ai−1

a′i
ai+1
...



















.

(D2) D ist alternierend, d.h. wenn A zwei gleichen Zeilen hat, ist D(A) = 0.

(D3) D ist normiert, d.h D(In) = 1.

Beispiel. Für n = 1 ist eine Determinante eine Abbildung D : Mat1×1(R) ∼= R → R mit

D(µa+ λa′) = µD(a) + λD(a′)

für a, a′, µ, λ ∈ R und D(1) = 1. Es folgt, dass D(r) = r für alle r ∈ R.

Satz 5.1. Eine Determinante D : Matn×n(R) → R hat die folgende Eigenschaften:

(1) ‘Kompatibilität mit der Skalare Multiplikation’: für λ ∈ R und A ∈ Matn×n(R) gilt

D(λ ·A) = λn ·D(A).

(2) Wenn eine Zeile von A ∈ Matn×n(R) gleich Null ist, dann ist D(A) = 0.
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(3) ‘Zeilenumformungen von Typ (ZI) ändert das Vorzeichen der Determinante’: für A ∈
Matn×n(R) und 1 ≤ i 6= j ≤ n gilt

D(A
(ZI)
ij ) = −D(A).

(4) ‘Zeilenumformungen von Typ (ZII) erhalten die Determinante’: für A ∈ Matn×n(R)
und 1 ≤ i 6= j ≤ n und µ ∈ R gilt

D(A
(ZII)
i 7→i+µj) = D(A).

Übung. Sei K ein Körper. Wenn D : Matn×n(K) → K eine Determinante ist, gilt für eine
obere Dreiecksmatrix A = (aij) ∈ Matn×n(K) (d.h aij = 0 wenn i > j)

D(A) =
n
∏

i=1

aii := a11 · · · ann.

Satz 5.2. Sei D : Matn×n(K) → K eine Determinante für einen Körper K. Für A ∈
Matn×n(K) ist äquivalent

(1) D(A) 6= 0,
(2) Rang(A) = n,
(3) A ∈ GLn(K).

[22.01.18]
5.3. Symmetrische Gruppen und Matrizen. Zur Erinnerung: die symmetrische Gruppe Sn

ist die Gruppe aller bijektiven Selbstabbildungen der Menge {1, . . . , n}. Ein Element σ ∈ Sn

heißt Permutation und wir schreiben σ wie folgt:

σ =

(

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)

.

Eine Permutation σ heißt Transposition, wenn es 1 ≤ i 6= j ≤ n gibt, so dass

σ(k) =







j falls k = i,
i falls k = j,
k sonst.

Schreibweise: für 1 ≤ i 6= j ≤ n ist τij ∈ Sn die Transposition, die i und j austauscht.

Bemerkung.

(1) Die Ordnung der symmetrische Gruppe Sn ist n! = n · (n− 1) · . . . 1.
(2) Jede Transposition σ ist selbstinverse (d.h. σ−1 = σ), da σ2 = Id, und die Ordnung

einer Transposition ist 2.

Satz 5.3. Für n ≥ 2 hat jede Permutation σ ∈ Sn eine Darstellung als ein Produkt der k
Transpositionen mit 0 ≤ k ≤ n−1, d.h. es gibt 0 ≤ k ≤ n−1 und Transpositionen τ1, · · · , τk ∈ Sn

mit σ = τ1 . . . τn.

Bemerkung. Die Darstellung einer Permutation als ein Produkt der Transpositionen ist nicht
eindeutig. Nach der zweiten Aussage ist die Teilmenge aller Transpositionen ein Erzeugenden-
system von Sn, wenn n ≥ 2.

Definition. Sei σ ∈ Sn. Ein Fehlstand von σ ist ein Tupel (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 mit i < j und
σ(i) > σ(j). Sei FS(σ) die Anzahl der Fehlstände von σ. Dann definieren wir das Signum (oder
das Vorzeichen) wie folgt

sgn(σ) = (−1)FS(σ).

Beispiel. Die Identität Id ∈ Sn hat keinen Fehlstand und eine Transposition τij ∈ Sn hat
1 + 2|j − i| Fehlstände. Deshalb gilt

sgn(Id) = 1 und sgn(τ) = −1.
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Übung. Sei σ ∈ Sn. Dann gilt

sgn(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j) − σ(i)

j − i
.

Satz 5.4. Seien σ, σ′ ∈ Sn. Dann gilt

(1) sgn(σ′σ) = sgn(σ′) sgn(σ),
(2) Wenn σ = τ1 . . . τk für Transpositionen τi, dann gilt sgn(σ) = (−1)k.
(3) sgn(σ−1) = sgn(σ),
(4) Die Teilmenge An = {σ ∈ Sn : sgn(σ) = 1} ⊂ Sn ist eine Untergruppe von Sn (die

Gruppe An heisst die alternierende Gruppe).

Bemerkung. Sei n ≥ 2. Für 1 ≤ i 6= j ≤ n sei τij ∈ Sn die Transposition, die i und j
austauscht. Dann gibt es eine disjunkte Vereinigung:

Sn = An ⊔Anτij.

Daher ist die Ordnung von An gleich n!/2.

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei n ∈ N×. Die Abbildung[24.01.18]

Sn ×Matn×n(R) → Matn×n(R)
(σ,A) 7→ σ ·A,

mit σ · A :=











aσ(1)
aσ(2)
...

aσ(n)











definiert eine Gruppenwirkung von Sn auf Matn×n(R), d.h. für σ, σ′ ∈ Sn und A ∈ Matn×n(R)

(1) Id · A = A,
(2) (σ′σ) · A = σ · (σ ·A).

Satz 5.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Wenn D : Matn×n(R) → R eine Determinante
ist, dann folgt für σ ∈ Sn und A ∈ Matn×n(R):

D(σ ·A) = sgn(σ)D(A).

5.4. Existenz und Eindeutigkeit der Determinante.

Satz 5.6. (Die Leibnizformel) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Für jede Zahl n ∈ N× gibt
es eine Determinante Abbildung det : Matn×n(R) → R, die durch

det(A) :=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)

definiert wird.

Beispiel.

(1) Für n = 2 ist S2 = {Id, τ12}. Die Determinante einer Matrix A = (aij) ∈ Mat2×2(R) ist

det(A) :=
∑

σ∈S2

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) = sgn(Id)a11a22 + sgn(τ12)a12a21 = a11a22 − a12a21.

(2) Für n = 3 ist S3 = {Id, τ12, τ13, τ23, τ13 ◦ τ12, τ23 ◦ τ12}. Die Determinante einer Matrix
A = (aij) ∈ Mat3×3(R) ist

det(A) =
∑

σ∈S3

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3)

= a11a22a33 − a12a21a33 − a13a22a31 − a11a23a32 + a12a23a31 + a13a21a32.

Satz 5.7. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und det : Matn×n(R) → R die Determinante
oben. Für A,B ∈ Matn×n(R) gilt

(1) det(AB) = det(A) det(B),
(2) det(At) = det(A).
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Satz 5.8. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und n ∈ N×. Dann gibt es genau eine Determi-
nante det : Matn×n(R) → R.

Bemerkung. Für die obige Determinante det : Matn×n(R) → R gilt die folgende Aussagen:

(1) det ist linear in jeder Spalte, d.h. für alle 1 ≤ j ≤ n und λ, µ ∈ R gilt

det(a1 · · · µaj + λa′j · · · an) = µ det(a1 · · · aj · · · an) + λdet(a1 · · · a′i · · · an).

(2) Wenn A ∈ Matn×n(R) zwei gleiche Spalten hat, gilt det(A) = 0.

(3) Für A ∈ Matn×n(R) sei A
(SI)
ij ∈ Matn×n(R) die Matrix, die aus A nach einer Vertau-

schung der i-ten und j-ten Spalten herausgeht. Dann gilt

det(A
(SI)
ij ) = − det(A).

Alle Aussagen folgen aus den entsprechenden Eigenschaften für Zeilen nach dem Satz 5.7, (2).

Bemerkung. Sei K ein Körper und det : Matn×n(K) → K die Determinante oben, dann gilt
für A ∈ GLn(K)

det(A−1) = det(A)−1,

weil det(A) det(A−1) = det(AA−1) = det(In) = 1.

Lemma. Sei f : V → V ein linearer Endomorphismus eines endlichdimensionalenK-Vektorraumes [29.01.18]
V . Für zwei geordnete Basen B und B′ von V gilt

det(MB
B (f)) = det(MB′

B′ (f)).

Definition. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann definieren wir die ‘Determi-
nante’ Abbildung det : EndK(V ) → K durch

det(f) = det(MB
B (f)),

für eine beliebige geordnete Basis B von V (die Definition ist unabhängig von B nach dem
obigen Lemma).

Übung. Wenn B ∈ Matn×n(R) und

C :=

(

1 0
0 B

)

∈ Mat(n+1)×(n+1)(R),

zeigen Sie, dass det(C) = det(B).

5.5. Laplace Entwicklung von Determinanten. Sei A ∈ Matn×n(R). Für 1 ≤ i, j ≤ n
definieren wir den Minor Mij(A) ∈ Mat(n−1)×(n−1)(R) wie folgt:

Mij(A) =



















a11 · · · a1 j−1 a1 j+1 · · · a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ai−1 1 · · · ai−1 j−1 ai−1 j+1 · · · ai−1 n

ai+1 1 · · · ai+1 j−1 ai+1 j+1 · · · ai+1 n
...

. . .
...

...
. . .

...
an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann



















und A(ij) ∈ Matn×n(R) wie folgt

A(ij) =























a11 · · · a1 j−1 0 a1 j+1 · · · a1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

ai−1 1 · · · ai−1 j−1 0 ai−1 j+1 · · · ai−1 n

0 0 1 0 0
ai+1 1 · · · ai+1 j−1 0 ai+1 j+1 · · · ai+1 n

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 · · · an j−1 0 an j+1 · · · ann























.
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Dann ist die komplementäre Matrix A♯ zu A die n× n-Matrix mit

(A♯)ij = det(A(ji)).

Bemerkung. Für A ∈ Matn×n(R) gilt

det(A(ij)) = (−1)i+j det(Mij(A)),

da man durch i−1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j−1 Vertauschungen benachbarter
Spalten A(ij) auf die Form

(

1 0
0 Mij(A)

)

bringen kann, also

det(A(ij)) = (−1)(i−1)+(j−1) det

(

1 0
0 Mij(A)

)

= (−1)i+j det(Mij(A)).

Lemma. Sei A ∈ Matn×n(R) und A♯ die komplementäre Matrix zu A. Dann gilt

AA♯ = A♯A = det(A)In.

Bemerkung. Sei K ein Körper. Wenn A ∈ GLn(K), dann folgt

A−1 =
1

det(A)
A♯.

Satz 5.9 (Laplace Entwicklung von Determinanten). Sei A ∈ Matn×n(R).

(1) Sei i ∈ {1, . . . , n} der Index einer Zeile. Dann gilt

det(A) =
n
∑

j=1

(−1)i+jaij det(Mij(A)).

(2) Sei j ∈ {1, . . . , n} der Index einer Spalte. Dann gilt

det(A) =

n
∑

i=1

(−1)i+jaij det(Mij(A)).

Beispiel. Wir berechnen die Determinante einer 3×3 Matrix A durch die Laplace-Entwicklung
nach der ersten Zeile:

det





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 = a11 det

(

a22 a23
a32 a33

)

− a12 det

(

a21 a23
a31 a33

)

+ a13 det

(

a21 a22
a31 a32

)

.

[31.01.18]
5.6. Eigenwerte. Sei f ∈ EndK(V ) ein linearer Endomorphismus eines K-Vektorraumes V .
Wenn es λ ∈ K und ein Vektor v 6= 0V aus V gibt mit

f(v) = λ · v,

sagen wir, dass λ ein Eigenwert von f ist und v ein Eigenvektor von f (zum Eigenwert λ) ist.
Für λ ∈ K definieren wir den λ-Eigenraum von f

Eig(f, λ) := {v ∈ V : f(v) = λ · v}.

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts λ von f ist die Dimensions des λ-Eigenraums:

µg(f, λ) := dimK Eig(f, λ)

Für eine Matrix A ∈ Matn×n(K) ist ein Eigenwert (bzw. ein Eigenvektor) von A ein Eigenwert
(bzw. ein Eigenvektor) von FA : Kn → Kn, x 7→ Ax, und man schreibt Eig(A,λ) = Eig(FA, λ).

Bemerkung. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ∈ EndK(V ).

(1) λ ∈ K ist ein Eigenwert von f genau dann, wenn Eig(f, λ) 6= {0V }. Ferner ist jeder
Vektor v ∈ Eig(f, λ)\{0V } ein Eigenvektor von f zum Eigenwert λ.
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(2) Die Eigenräume von f sind Untervektorräume von V , da

Eig(f, λ) = ker(hλ − f)

ist der Kern der lineare Abbildung hλ − f ∈ EndK(V ), wobei hλ = λ · IdV ∈ EndK(V )
die Homothetie v 7→ λ · v ist.

(3) Es gilt f(Eig(f, λ)) ⊂ Eig(f, λ).
(4) Für λ 6= µ ∈ K gilt

Eig(f, λ) ∩ Eig(f, µ) = {0V }.

(5) Es gilt Eig(f, 0) = ker(f). Dehalb ist 0 ∈ K genau dann ein Eigenwert von f , wenn f
nicht injektiv ist.

(6) Sei A ∈ Matn×n(K). Für λ ∈ K ist

Eig(A,λ) = {v ∈ Kn : Av = λv}.

Wenn es λ ∈ K und v ∈ Kn\{0} gibt mit Av = λv, dann ist λ ein Eigenwert von A und
v ein Eigenvektor von A (zum Eigenwert λ).

Beispiel.

(1) Sei f = IdV . Dann gilt IdV (v) = v = 1 · v für alle v ∈ V . Daher ist jeder v 6= 0V ein
Eigenvektor von IdV zum Eigenwert 1.

(2) Sei hλ : V → V die Homothetie v 7→ λ · v. Dann ist λ die einzige Eigenwert von hλ und
jeder v 6= 0V ist ein Eigenvektor von IdV zum Eigenwert λ.

(3) Sei Dθ : R2 → R2 eine Drehung um den Nullpunkt 0 ∈ R2 mit dem Winkel θ, so dass
die entstehende Matrix (für die geordnete Standardbasis von R2) ist

Aθ =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

.

Die Drehung Dθ hat ein Eigenvektor v ∈ R2, wenn v und Dθ(v) auf einer Gerade durch
0 liegen. Daher hat Dθ ein Eigenwert genau dann, wenn θ ein Vielfach von π ist. Wenn
θ = 0, ist Dθ die Identität. Wenn θ = π, gilt Dπ(v) = −v, also −1 ist der enziger
Eigenwert von Dπ.

(4) Für λ1, . . . , λn ∈ K sei

A = diag(λ1, . . . , λn) =











λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . . 0

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 λn











eine Diagonalmatrix. Die Eigenwerte von A sind λ1, . . . , λn, da Aei = Aei = λiei. Ferner
gilt

Eig(A,λi) = Span(ei) und Kn = Eig(A,λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(A,λn).

Satz 5.10. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ∈ EndK(V ). Für λ ∈ K ist
äquivalent:

(1) λ ist ein Eigenwert von f ,
(2) λIdV − f ist nicht bijektiv,
(3) det(λIdV − f) = 0.

Satz 5.11. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ∈ EndK(V ). Dann ist äqui-
valent:

(1) Es gibt eine geordnete Basis B von V , die nur aus Eigenvektoren von f besteht.
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(2) Es gibt eine geordnete Basis B von V , so dass MB
B (f) diagonal ist, d.h. es gibt λ1, · · · , λn ∈

K mit

MB
B (f) = diag(λ1, . . . , λn) :=











λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . . 0

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 λn











.

Definition.

(1) Ein linearer Endomorphismus f : V → V eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes
V heißt diagonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass MB

B (f)
eine Diagonalmatrix ist.

(2) Eine Matrix A ∈ Matn×n(K) heißt diagonalisierbar, wenn der Endomorphismus FA ∈
EndK(Kn) diagonaliserbar ist.

(3) Zwei Matrizen A,B ∈ Matn×n(K) heißt ähnlich, wenn es S ∈ GLn(K) gibt mit A =
SBS−1.

Übung.

(1) Ähnlichkeit auf Matn×n(K) ist eine Äquivalenzrelation.
(2) Eine Matrix A ∈ Matn×n(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn A ähnlich zu einer

Diagonalmatrix D ist.

Satz 5.12. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N und f ∈ EndK(V ). Wenn f
paarweise verschiedene Eigenwerte λ1, · · · , λn ∈ V hat, dann ist f diagonalisierbar.

[05.02.18]
5.7. Charakteristische Polynome. SeiK[t] der Polynomring. Eine Nullstelle eines Polynoms
P (t) ∈ K[t] ist ein Element λ ∈ K mit P (λ) = 0.

Definition.

(1) Sei A ∈ Matn×n(K). Dann ist tIn − A ∈ Matn×n(K[t]) eine Matrix mit Koeffizienten
aus K[t]. Das charakteristische Polynom von A ist

χA(t) = det(tIn −A) ∈ K[t].

(2) Sei f : V → V ein linearer Endomorphismus eines endlichdimensionalenK-Vektorraumes
V . Das charakteristische Polynom von f ist

χf (t) = det(tIdV − f) ∈ K[t].

Bermerkung.

(1) Sei λ ein Eigenwert einer Matrix A ∈ Matn×n(K). Nach dem Satz 5.10 ist det(λIn−A) =
0, so dass χA(λ) = 0, d.h. λ ist eine Nullstelle von A. Ebenso wenn λ ein Eigenwert einer
linearen Abbildung f : V → V (mit dimK(V ) < ∞), ist λ eine Nullstelle von χf (t).

(2) Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N. Wenn A ∈ Matn×n(K) eine Matrix ist,
die einen linearen Endomorphismus f ∈ EndK(V ) darstellt, dann ist χf (t) = χA(t).

(3) Seien A,B ∈ Matn×n(K). Wenn A undB ähnlich sind, dann gilt χA(t) = χB(t) (Übung).

Satz 5.13. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N. Das charakteristische Polynom
χf (t) ∈ K[t] von f ∈ EndK(V ) hat die folgenden Eigenschaften:

(1) grad(χf ) = n,
(2) χf (0) = (−1)n det(f),
(3) Die Nullstelle von χf sind die Eigenwerte von f .

Beispiel. Für die Matrix

Aθ =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
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der Drehung Dθ : R
2 → R2 um 0 ∈ R2 mit Winkel θ ist das charakteristische Polynom

χAθ
(t) = det(tI2 −Aθ) = det

(

t− cos θ sin θ
− sin θ t− cos θ

)

= (t− cos θ)(t− cos θ)− (sin θ)(− sin θ)

= t2 − 2t cos θ + 1.

Die Diskriminante von χAθ
(t) ist nicht-negativ

(−2 cos θ)2 − 4 = 4(cos2 θ − 1) ≥ 0

genau dann, wenn cos θ = ±1, d.h. wenn θ ∈ πZ. Deshalb hat Aθ ein Eigenwert λ ∈ R genau
dann, wenn θ ∈ πZ. Wenn θ ∈ πZ, dann ist die Diskriminante von χAθ

(t) gleich Null, also hat
χAθ

(t) eine Nullstelle λθ = cos θ des Vielfachs 2, d.h.

χAθ
(t) = (t− λθ)

2.

Wenn θ ∈ 2πZ, ist Aθ die Identität und λθ = 1 ist der einzige Eignwert. Wenn θ ∈ π(1 + 2Z),
ist Aθ Multiplikation mit −1 und λθ = −1 ist der einzige Eigenwert. Wenn θ /∈ πZ, hat die
Drehung Dθ keinen Eigenwert.

Definition. Sei P (t) ∈ K[t] ein Polynom. Für λ ∈ K definieren wir die algebraische Vielfachheit
von P bei λ:

µa(P, λ) := max{n ∈ N : (t− λ)n|P}.

Für einen Endomorphismus f ∈ EndK(V ) eines endlichdimensionalen K-Vektorraum V ist die
algebraische Vielfachheit von f bei λ die Vielfachheit von χf (t) bei λ

µa(f, λ) := max{n ∈ N : (t− λ)n|χf (t)}.

Bemerkung. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N und f ∈ EndK(V ).

(1) Wenn f diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine geordnete Basis B von V mit MB
B (f) =

diag(λ1, · · · , λn) für λi ∈ k, dann zerfällt das charakteristische Polynom in Linearfakto-
ren:

χf (t) = (t− λ1) · · · (t− λn).

Hier kann es sein, dass λi = λj, so dass χf (t) einen wiederholten Faktor hat.
(2) Die Umkehrung der obigen Aussage ist Falsch: zum Beispiel betrachten wir die Matrix

A =

(

1 1
0 1

)

∈ Mat2×2(R),

die nicht diagonalisierbar ist, aber es gilt χA(t) = (t− 1)2. Der Eigenraum von 1

Eig(A, 1) = {x ∈ R2 : Ax = x} = {(x1, x2) : x2 = 0}

hat Dimension 1, aber das Vielfach von χA(t) bei 1 ist 2.
(3) Wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt

χf (t) = (t− λ1) · · · (t− λn)

mit λi 6= λj für i 6= j, dann ist f diagonalisierbar.

Lemma. Sei f : V → V ein linearer Endomorphismus eines endlichdimensionalenK-Vektorraum
V . Für einen Eigenwert λ von f gilt:

1 ≤ dimK(Eig(f, λ)) ≤ µ(χf , λ).
[07.02.18]

Satz 5.14. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n ∈ N. Für f ∈ EndK(V ) ist äquivalent:

(1) f ist diagonalisierbar,
(2) Das charakteristische Polynom χf (t) zerfällt in Linearfaktoren und dimK Eig(f, λ) =

µ(χf , λ) für alle λ ∈ K,
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(3) Wenn λ1, · · · , λk die paarweise verschiedene Eigenwerten von f sind, dann gilt

V =

k
⊕

i=1

Eig(f, λi) := Eig(f, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(f, λk).
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