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1. GRUNDBEGRIFFE: GRUPPEN, RINGE UND KORPER

.. [18.10.17]

1.1. Uberblick. Lineare Gleichungssysteme und Losungsmengen. Moglichkeiten fiir die Losungs-
menge eines (2 x 2)-Gleichungssystems (die leere Menge () C R?; eine einelementige Teilmenge
von R2, die nur ein Punkt in R? enthilt; eine Gerade in R?; oder R?).
1.2. Mengen. Eine Menge nach Cantor' ist eine Zusammenfassung von bestimmten Objekten
unserer Anschauung. Begriffe fiir Mengen: die leere Menge (), eine Teilmenge einer Menge (z.B.
fiir alle Mengen M gilt ) € M und M C M), die gleiche Menge, der Durchschnitt ‘1, die
Vereinigung ‘U’, die Differenz *\” und das kartesische Produkt.
Definition. Eine Abbildung (oder Funktion) von einer Menge M in eine Menge N ist eine Teil-
menge I'y von dem kartesischen Produkt M x N mit der Eigenschaft, dass Vm € M 3'n € N
mit (m,n) € I'y. Schreibweise: f: M — N und f(m) = n.

Fiir eine Abbildung f : M — N ist das Bild einer Teilmenge M’ C M unter f die Menge

f(M'):={neN:3Ime M mit f(m) =n}
und das Urbild einer Teilmenge N’ C N unter f ist die Menge
fHN) :={me M: f(m)e N}

Spezialfall: fiir n € N heifit f~1(n) := f~1({n}) Faser von f iiber n.

Seien f: A — B und g: B — C Abbildungen. Die Verknipfung (oder die Komposition) von
diesen Abbildungen ist die Abbildung go f: A — C, die durch

(g0 f)la) :=g(f(a))

definiert wird.
Bemerkung. Fiir Abbildungen f,g: X — X gilt fog # go f im Allgemeinen.
Definition. Eine Abbildung f : M — N heifit: [23.10.17]

IDiese erste Definition einer Menge nach Cantor ist nicht prézise; eine genaue Festlegung des Begriffs einer
Menge, und der mit Mengen zuléssigen Operationen, erfordert eine axiomatische Begriindung der Mengenlehre
(z.B. Sehen Sie das Buch ‘Einfithrung in die Mengenlehre’ von Oliver Deiser).
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(1) surjektiv, wenn f(M) = N (d.h. Yn € NIm € M mit f(m) =n),

(2) ingektiv, wenn Ymyi,mo € M gilt: f(m1) = f(m2) = m1 = ma,

(3) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist (d.h Vn € NIlm € M mit f(m) =n),

(4) invertierbar (oder ein Isomorphismus), wenn es eine Abbildung g : N — M gibt, so
dass go f = Idys und f o g = Idy. In diesem Fall heifit g eine Umkehrfunktion von f
und man schreibt =1 := g.

Wenn f ~1: N — M eine Umkehrfunktion von f: M — N ist, gilt fiir alle m € M und n € N
die Aquivalenz: f(m) =n <= f~(n) =m.

Bemerkung. Fiir eine Abbildung f : M — N ist die Bezeichnung f~' doppeldeutig:

e Fiir eine Teilmenge N’ C N ist f~1(N’) das Urbild, das eine Teilmenge von M ist.
e Wenn f ein Isomorphismus ist, ist f~! : N — M die Umkehrfunktion. Fiir n € N ist
f~1(n) ein Element von M. In diesem Fall stimmen beide Begriffe {iberein:

fic ne N: {f'(n)}=/""({n}),
wobei links f~! die Umkerfunktion ist und rechts f~! das Urbild der Menge {n} ist.

Satz 1.1. Eine Abbildung f : M — N ist genau dann bijektiv, wenn f ein Isomorphismus ist.

1.3. Ganze Zahlen. Die natiirlichen Zahlen N und das Wohlordnungsprinzip von N. Die gan-
zen Zahlen Z. Begriffe: Teiler, Primzahl, grofite gemeinsamer Teiler (ggT), kleinste gemeinsame
Vielfache (kgV).

Satz 1.2 (Division mit Rest). Seien a,b € Z mit b > 0. Dann gibt es eindeutige Zahlen q,r € Z
mit 0 <r <bunda=bq+r.

Euklidischer Algorithmus. Seien a,b € N mit a > b > 0.

(1) Nach dem Satz 1.2, 3 qo, 79 € Z mit a = bgy + 79 und 0 < ¢ < b.
(2) Ersetzen Sie (a,b) mit (b,r9) und wiederholen Sie die Division mit Rest: b = roq1 + 71,
bis der Rest Null ist.

a =bqo + 1o 0<r9<b
b=roq + 11 0<m<rg
ro =r1q2 + 12 0<ra<nm

Der Algorithmus endet, weil 0 < r, < rp_1 < -+ <719 <711 <719 < b gilt.

Satz 1.3 (Euklidischer Algorithmus fiir den ggT). Seien a,b € N mit a > b > 0. Der letzte
Rest ry, im Euklidischen Algorithmus, der nicht Null ist, ist den grifte gemeinsame Teiler von
a und b:

ggT(a,b) = ry, := letzter Rest, der ungleich Null ist, im Euklidischen Algorithmus.

Definition. Fiir a, b, ¢ € Z sagen wir c ist eine Z-Linearkombination von a und b, wenn 3s,t € Z
mit ¢ = as + tb.

Satz 1.4. Seien a,b € Z. Dann ist ggT(a,b) eine Z-Linearkombination von a und b.
Satz 1.5. Seien a,b € Z und p eine Primzahl. Dann plab = pla oder pl|b.
Satz 1.6. Fira,b €N, gilt ab= ggT(a,b)kgV(a,b).

Satz 1.7 (Primfaktorzerlegung). Jede n € N mit n > 1 hat eine eindeutige Darstellung n =
pe ... PS5t so dass p; Primzahlen sind und e; € N fir i =0, ...r.
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Die modulare Arithmetik. Seien a,b € Z und n € N*. Wir sagen, dass a und b kongruent
modulo n sind, wenn n|(a — b). Schreibweise a = b mod n. Sei Z,, := {0,1,...,n — 1} und fiir
a € 7 schreiben wir a mod n € Z, fiir den Rest, wenn a durch n geteilt wird.

Satz 1.8 (Rechenregeln fiir modulare Arithmetik). Seien a,b,c,d € Z undn € N*. Wenna =b
mod n und ¢ =d mod n, dann folgt

(1) a+c=b+d mod n,

(2) ac=bd mod n

Definition. Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung x : M x M — M,
(a,b) — a*b. Die Verkniipfung heif3t

e assoziativ, wenn fiir alle a,b,c € M gilt a* (b*c) = (axb) xc.

e kommutativ, wenn fiir alle a,b € M gilt axb =b*a.
Ein Element e € M ist ein neutrales Element fiir die Verkniipfung x, wenn fiir alle m € M gilt
m*e =m = exm. In diesem Fall ist ein inverses Element von m € M ein Element m’ € M,

sodass m/ *m =e=mxm'2

Beispiel
(1) Die Addition und Multiplikation sind Verkniipfungen auf Z, die assoziativ und kommu-
tativ sind. Die Addition hat das neutrale Element 0 € Z und das inverse Element von
a € 7 ist —a. Die Multiplikation hat das neutrale Element 1 € Z, aber nur 41 haben
inverse Elemente fiir die Multiplikation.
(2) Sei n € N mit n > 1. Die modulare Addition und Multiplikation

¥ T X Do - Zn,
(¢ modn,b modn) — a+b modn
und
T X Do - Zn
(¢ modn,b modn) — ab modn

sind assoziative und kommutative Verkniipfungen. Die modulare Addition hat das neu-
trale Elemente 0 mod n und die modulare Multiplikation hat das neutrale Element 1
mod n. Die modulare Addition hat inverse Elemente: a € 7Z,, hat das inverse Element
—a mod n € Z, fir die Addition.

Satz 1.9 (Existenz eines multiplikativen Inversen fiir modulare Multiplikation). Sein € N mit
n > 1. Eine ganze Zahl a € 7 hat ein multiplikativ inverses Element a~' € Z, genau dann,
wenn ggT(a,n) = 1.

1.4. Aquivalenzrelationen. Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge R C M x M.
Schreibweise: m ~ m/ : <= (m,m’) € R. Die Relation ~ heilt Aquivalenzrelation, wenn
VYmi,me, mg € M gilt:

(1) my ~my (‘~ ist reflexiv’);

(2) my ~mg = mgy ~ my (‘~ ist symmetrisch’);

(3) my ~ mg und mg ~ mz = my ~ m3 (‘~ ist transitiv’).
Die Aquivalenzklasse eines Elements m € M ist die Teilmenge [m] := {m/ € M : m/ ~m} C M.
Die Menge der Aquivalenzklassen ist M/ ~:= {[m] : m € M}. Es gibt eine Abbildung M —
M/ ~, die durch m +— [m] definiert wird.

Beispiel.
(1) Die Relation von Gleichheit auf M (d.h. mims : <= mj = my) ist eine Aquivalenzre-
lation.

2Genaugenommen ist ein neutrales Element linksneutral und rechtsneutral, wobei ein Element e € M links-
neutral (bzw. rechtsneutral) heifit, wenn e x a = a (bzw. a x e = a) fiir alle a € M. Ebenso heiit ein Element
m’ € M linksinverses (bzw. rechtsinverses) Element von m € M, wenn m’' »m = e (bzw. mxm' = e).
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(2) Die Relation < uaf R (dh. 2 ~ y : <= =z < y) ist keine Aquivalenzrelation: diese
Relation ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

Lemma. Zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt (d.h. ihr Durchschnitt ist
leer).

Bemerkung. Nach diesem Lemma ist M die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen:

[m]eM /~

wobei eine Vereinigung A = U; A; disjunkt ist, wenn A;NA; = 0 fiir alle ¢ # j, und man schreibt
A= 1;A;.

Beispiel. Fiir n > 1 gibt es eine Aquivalenzrelation ~,, auf Z:
ar~pb:<—= a=b modn.

Die Abbildung Z — Z,, a — a mod n, induziert einen Isomorphismus Z/~,, % Z,.

1.5. Gruppen. Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung x : G x G — G mit der
folgenden Eigenschaften (G1-G3):
(G1) Die Verkniipfung ist assoziativ: fiir alle a,b,c € G gilt

ax(bxc)=(axb)*c.

(G2) G hat ein linksneutrales Element e € G (d.h. fiir alle g € G gilt e x g = g).

(G3) Fiir jedes Element g € G gibt es ein linksinverses Element ¢ € G (d.h. ¢’ x g = e und
normalerweise schreibt man ¢! := ¢).
Eine Gruppe (G, *) heifit abelsch, wenn x kommutativ ist (d.h. a x b = b* a fiir alle a,b € G).

Bemerkung. Diese ist eine schwache Definition einer Gruppe, da wir nur fordern, dass e links-
neutral ist und jedes Element ¢ ein linksinverses Element hat. Jedoch nach dem folgenden
Lemma ist e auch rechtsneutral (so dass, wir e ein neutrales Element nennen kénnen) und ein
linksinverses Element ¢’ von g € G ist auch ein rechtsinverses Element (so dass, wir ¢’ ein
inverses Element von ¢g nennen koénnen).

Lemma. Sei (G, ) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Dann gilt

(1) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
(2) Fir g € G gilt gxe = g.
(3) Das inverse Element von einem Element g € G ist eindeutig besimmt.
(4) Sei ¢’ das inverse Element von g € G. Dann gilt g x ¢’ = e.
(5) (Kiirzungsregeln): fiir a,b,c € G:

i) axb=axc = b=c,

i) axb=c*xb = a=c.

(6) Fiir g € G, gilt (¢971)~! = g, wobei g~ ! ist das inverse Element von g und (¢g~!)~! ist

das inverse Element von g~ *.
(7) Fiir g,h € G gilt (g« h)"t =h txg™ L.

Beispiel.
(1) (Z,4) und (Z,,, +) fiir n € N* sind Gruppen mit dem neutralen Element 0. Das inverse
Element von a € Z ist —a € Z.

(2) Sei R* :=R\{0}; dann ist (R*,-) eine Gruppe mit dem neutralen Element 1 € R* und
das inverse Element von a € R* ist a=! = 1/a.
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(3) Fiir eine Menge X ist die Menge Isom(X) von Isomorphismen f : X — X mit der
Verkniipfung o (Komposition) eine Gruppe.

Definition. Fiir n € N ist die symmetrische Gruppen S, :=Isom({1,...,n}) und ein Element
o von S, heilt Permutation und wir schreiben o wie folgt:

U:<a(11) 0(22) - "?”))

Beispiel. Die symmetrische Gruppe S; hat nur ein Element, die Identitdt. Die symmetrische
Gruppe S, hat zwei Elemente

-(13) (22

da jedes Element eine bijektive Abbildung {1,2} — {1,2} ist. Es gilt c oo =e.

Jetzt betrachen wir die symmetrische Gruppe S3. Um eine bijektive Abbildung o : {1,2,3} —
{1,2,3} zu definieren, muss man o(1) € {1,2,3} wahlen (es gibt 3 Moglichkeiten) und dann
o(2) € {1,2,3}\{o(1)} wihlen (es gibt 2 Moglichkeiten), dann o(3) € {1,2,3}\{c(1),0(2)}
wéhlen (es gibt nur eine Moglichkeit. Daher hat S3 sechs (6 =3 x 2 x 1) Elemente:

/12 3 (12 3 (12 3
““\123) 7 \213) 27\ 321
/12 3 (12 3 (12 3
= 132) %7 (231) %7312
und S3 ist nicht kommutativ, da o1 0 09 = 05 # 04 = 09 0 07.
Definition. Eine Untergruppe einer Gruppe (G, %) ist eine Teilmenge H C G mit der folgenden
Eigenschaften:

(1) Das neutrale Element e € G ist ein Element von H.
(2) Fiir h € H gilt h~! € H.
(3) Fir hy,ho € H gilt hy x ho € H.

Man schreibt H < G fiir eine Untergruppe H von G.

Beispiel. Die Gruppe (Z, +) hat die Untergruppen [06.11.17]
nZ :={a €Z:3k € Zmit a = kn} ={0,£n,+2n,---}
fiir n € N.

Proposition. Jede Untegruppe H von (Z,+) hat die Form H = nZ fiir eine natiirliche Zahl n.

Lemma. Fiir eine Untergruppe H < G ist die Relation ~j auf G
fir a,beG: a~gb:<e axb leH
eine Aquivalenzrelation. Ferner ist die Aquivalenzklasse von a € G die Menge
Ha:={hxa:he H}.

Definition. Fiir eine Untergruppe H < G und a € G definiert man die Rechtsnebenklasse
(RNK)

Ha:={d € G:d = ha fiir h € H}
und man schreibt G/H = {Ha : a € G} fiir die Menge der RNK von H in G.
Definition. Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung |G| von G ist die Anzahl der Element
in G und fir H < G ist der Index |G : H| die Anzahl der RNK von H in G. Die Ordnung von
g € G ist die kleinste Zahl n € N* so dass ¢" = e (man schreibt |g| = n).

Beispiel. Die symmetrische Gruppe S,, hat die Ordnung |S,| = n!
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Satz 1.10 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann gilt
G| = |G : H||H|.
Korollar. Sei G eine endliche Gruppe. Fiir jedes g € G ist |g| ein Teiler von |G].

Definition. Eine Untergruppe H einer Gruppe G heif3t normale Untergruppe, wenn fiir alle
g € G gilt gHg~' C H. Man schreibt H < G fiir eine normale Untergruppe H von G.

Bemerkung.

(1) Die Untergruppen {e} und G sind normale Untegruppen von G.
(2) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist eine normale Untergruppe.

Satz 1.11. Sei H eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Dann gibt es eine Abbildung

G/HxG/H — G/H
(Ha, Hb) +~— Hab

die auf G/H die Struktur einer Gruppe definiert.

Definition. Sei GG eine Gruppe und sei S C G eine Teilmenge von G. Die kleinste Untegruppe
von G, die S enthilt, wird < S > bezeichnet. Wir sagen, dass S die Gruppe G erzeugt (oder S
ein Erzeugendensystem von G ist), wenn G =< S >. Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe G,
die von einem Element g erzeugt wird (d.h. G =< g >).

Beispiel.
(1) Die symmetrische Gruppe Ss ist eine zyklische Gruppe: Sy =< ¢ >, wobei o das Element
von Ordnung 2 ist. Die symmetrische Gruppe S3 ist keine zyklische Gruppe, aber S5 =<
01,04 > fiir ein Element ¢ von Ordnung 2 und ein Element o4 von Ordnung 3.
(2) Sei n € N mit n > 1. Dann ist Z,, eine Zyklische Gruppe, da Z,, =<1 >.

Definition. Seien (G,*g) und (H,xp) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppen-
homomorphismus (G.H.), wenn fiir alle g1, g2 € G gilt

p(91 %¢ 92) = p(g1) x1 ¢(g2)-
Der Kern von ¢ ist Ker(¢) := ¢~ (eq).

Beispiel. Sei H < G eine Untergruppe einer Gruppe . Dann ist die Inklusionsabbildung
i: H — G, die durch i(h) = h definiert wird, ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten die folgende Aussagen.
(1) wleq) =en.
(2) ©(9)"' = p(g~!) fiir alle g € G.
(3) Das Bild ¢(G) ist eine Untergruppe von H.
(4) Der Kern ist eine normale Untergruppe von G.
(5) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(p) = {eq}.
(6

) Wenn ¢ bijektiv ist, ist die Umkehrfunktion ¢=!

ein Gruppenhomomorphismus.
1.6. Ringe und Korper. Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-), das aus einer Menge R und zwei
Verkniipfungen + : R x R — R (‘die Addition’) und - : R x R — R (‘die Multiplikation’)
besteht, mit den folgenden Eigenschaften (R1-R3).

(R1): Die Menge R mit Addition (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(R2): Die Multiplikation - ist assoziativ.

(R3): Die Distributivgesetze: Va,b,c € R gelten

a-(b+c)=a-b+a-c¢c und (a+b)-c=a-c+b-c
Schreibweise: das neutrale Element fiir die Addition ist die Null Op € R.
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Wir sagen (R, +, ) ist kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist. Ein Ring mit Eins
ist ein Ring (R, +, ) mit einem neutralen Element 1g fiir die Multiplikation.

Beispiel. (Z,+,-), (R,+,) und (Z,,+, ) fur n > 1 sind kommutative Ringe mit Eins.

Definition. Seien (R, +g, r) und (S,+g,-s) Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbil-
dung ¢ : R — 5, so dass fiir 1,79 € R:

(1) @(r1 +r r2) = @(r1) +5 @(r2),
(2) @(r1 -r r2) = @(r1) -5 @(r2).
(3) (Wenn R und S Ringe mit Eins sind) ¢(1r) = 1g.

Beispiel. Fiir n > 1 ist die Abbildung ¢ : Z — Z,, a — a mod n, ein Ringhomomorphismus.

Definition. Ein Kérper ist ein Tripel (K, +, ), das aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen
+: K x K — K (‘die Addition’) und - : K x K — K (‘die Multiplikation’) besteht, mit den
folgenden Eigenschaften (K1-K3).

(K1): (K,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element O € K).

(K2): (K* := K\{Ok},-) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 15 € K*).

(K3): Die Distributivgesetze: Ya,b,c € K gelten

a-(b+c)=a-b+a-c¢c und (a+b)-c=a-c+b-c

Beispiel. (Q,+, ) und (R, +,-) sind Korper.
Satz 1.12. Sei p eine Primzahl. Dann ist Z, ein Kérper.

Schreibweise. Fiir eine Primzahl p ist F), := Z,, ein endlicher Kérper.

Beispiel. Die Komplexen Zahlen C ist der Korper
C=R?*={(a,b) : a,b € R}
mit den Verkniipfungen:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) und (a,b) + (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Das neutrale Element fiir die Addition ist 0 = (0,0) und das neutrale Element fiir die Multi-
plikation ist 1 = (1,0). Man schreibt i := (0,1) (dann i = (-1,0)) und a + ib := (a,b). Das
multiplikativ inverse Element von (a,b) # 0 ist

a b

=1
(a+1ib) " = pEa—s _Za2+b2'

13.11.17
Polynomringe. Sei K ein Korper. Ein Polynom iiber K in eine Variable ¢ ist ein formaler [ ]

Ausdruck f der Form
ft)=ap+art+- -+ apt"

mit Koeffizienten a; € K und n € N. Das Nullpolynom ist das Polynom 0, dessen Koeffizienten
alle Null sind. Der Grad eines Polynoms f(t) = ag + - - - + a,t" ist

arad (/) ::{ —00 falls f =0,

max{m : a,, # 0} sonst.
Die Menge aller Polynome f(t) = ag + a1t + - - - + a,t" in eine Variable ¢ iiber K wird mit K|t]
bezeichnet.

Bemerkung. Man kann Polynome miteinader addieren und multiplizieren: Seien f,g € K|t]

n m
)= at' =ag+art+-+ant” und g(t) =3 bjt! =bo+ byt + -+ but™,
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Dann
n ‘ m . max{n,m}
(f+a)®) = at' +> bith = > (ar+b)t",
=0 j=0 =0
wobei a; = 0 fiir [ > n und b = 0 fiir [ > m, und
n+m
(fg)(t) = Z Cltl7 wobei ¢ = Z a;b;.
=0 i,j
itj=l

Diese Verkniipfungen sind assoziativ und kommutativ. Das Nullpolynom ist ein neutrales Ele-
ment fiir die Addition und das Polynom 1(¢) = 1 ist ein neutrales Element fiir die Multiplikation.
Das Polynom f(t) = Y. ,a;t’ hat das additiv inverse Element — f(t) = > I ,(—a;)t". Ferner
gelten die Distributivgesetze. Deshalb ist K[t] ein kommutativer Ring mit Eins.

Satz 1.13 (Division mit Rest fiir den Polynomring). Sei K ein Korper und f,g € K[t] mit g #
0. Dann gibt es eindeutige bestimmte Polynome q,r € K[t] mit f = gq+r und gradr < grad g.

2. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2.1. Matrizen. Scien n,m € N* und K ein Koérper. Eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten
(oder eine (m x n)-Matrix) und Koeffizienten in K ist eine Tabelle

ail ai2 T Ain

a1 a2 e a2n
A = (aij) =

aml Am2 - Amn

mit Elementen a;; € K. Die Menge alle (m x n)-Matrizen wird Mat,,,, (K) bezeichnet.

Rechnenoperationen fiir Matrizen.

(1) Die Matrizenaddition ist die Verkniipfung

+  Matyxn(K) X Maty,xn(K) — Mat, xn (K)
(A = (aij) , B= (blj)) —~ A+ B:= (aij + sz)

Die Verkniipfung ist kommutativ und assoziativ (da die Addition in dem Korper K

assoziativ und kommutativ ist) und hat das neutrale Element 0, die Nullmatrix, deren

Eintrige alle gleich Null sind. Das inverse Element von A = (aj;) € Maty,x,(K) ist

—A = (—a;j) € Maty,xn(K). Insbesodere ist (Maty,x, (K ), +) eine abelsche Gruppe.
(2) Skalarmultiplikation. Die Abbildung

K X Matyxn(K) —  Matyxn(K)
()\ s A= (aij)) = A= ()\aij)

heifit die Skalarmultiplikation.
(3) Matrizenmultiplikation. Es gibt eine Abbildung

Matmxn(K) X Matnxl(K) — Matnxl(K)
(A= (aij), B=(bij)) +— AB=(c;),

wobei ¢;j 1= Y}, a;bg;. Diese Abbildung heiBt die Matrizenmultiplikation und ist
assoziativ, aber nicht kommutativ (cf. das néchste Beispiel). Falls n = m = [ ist die
Matrizenmultiplikation eine Verkniipfung auf Mat,, ., (K)

: Maty,sn (K) X Maty,wn (K) — Maty, s (K),



LINEARE ALGEBRA I: LEHRPLAN 9

mit dem neutralen Element

1 0 0 0
0 1 0 0
L,:=1 0 0 1 0
0 0 1

Bemerkung.
(1) (Matyxn(K),+,-) ist ein Ring mit Eins.
(2) Man kann auch Matrizen mit Koeffizienten aus einem Ring R betrachten und die obige
Operationen definieren.

Beispiel. Die Addition und die Multiplikation auf Matgyo(K). Seien
A= ( a b > und B = < pq )
c d r s

a+p b+gq
c+r d+s

(2 x 2)-Matrizen. Dann

A+B:< >:B+A

und

[ ap+br aq+bs [ pa+qc pb+qd
AB_(cp—i-dr cq—l—ds)#BA_(m—i-sc rb+sd )’

Wir kénnen uns die folgende Frage stellen: Welche Matrizen A haben multiplikativ inverse
Elemente?

Sei A= a b und A’ = ¢ —b . Dann AA = ad — be 0 = A'A.
c d —c a 0 ad — be

Wenn ad — be # 0, dann ist A~! := (ad — be)~! - A" ein multiplikativ inverses Element fiir A.
Wenn ad — be = 0, dann hat A kein inverses Element (Ubung). Deshalb

A= < z 2 ) hat ein multiplikativ inverses Element <= ad — bc # 0.

Satz 2.1. Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ: wenn A € Mat,,xn(K), B € Mat,x;(K)
und C' € Mat;«(K), gilt
(A-B)-C=A-(B-C).

Definition. Sei GL,,(K) C Mat,, x,(K) die Teilmenge, die aus die invertierbare Matrizen be-
steht:

GL,(K) = {A € Mat,;n(K) : 3A™ € Matyupn(K) mit A7'A =1, =AA"}.
Die Menge GL,,(K) mit der Verkniipfung von Multiplikation heifit die allgemeine lineare Gruppe.

Lemma. Die allgemeine lineare Gruppe GL,, (K) ist eine Gruppe. [15.11.17]
Beispiel. Man hat GL;(K) = K* und

@gz{(iZ)GMmMﬂm:M—w#O}

Satz 2.2. Es gilt das Distributivgesetz in Maty,x, (K):
(1) Fir Matrizen A, B € Maty,xn(K) und C € Mat,,«;(K) gilt

(A+B)-C=A-C+B-C.
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(2) Fir Matrizen A € Mat,xn(K) und B,C € Mat,«(K) gilt
A- (B+C)=A-B+A-C.

2.2. Lineare Gleichungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit n Variable z1, ...z,
und m Gleichungen

a11x1 + a2+ e dapT, = b

a91x1 + agoro+ -+ aopr, = by
(1)

Am121 + amaxo+ -+ ampxty, = bm

und Koeffizienten a;; € K und b; € K (ein Korper K) kann durch seine Koeflizienten-Matrix
kodiert werden: Sei A = (a;;) € Mat,,xn(K) und sei x = (x;) € Mat,»1(K) und sei b = (b;) €
Mat,, x1, dann ist das LGS (1) dquivalent zu der Gleichung von Matrizen

A-x=Db.

Sei A:=(Alb) € Mat,,» (n41)- Dann ist die Gleichung Ax = b dquivalent zu der Gleichung

A(_X1>:o.

Definition. Ein LGS Ax = b heifit homogen, wenn b = 0, und inhomogen, wenn b # 0. Die
Losungsmenge eines LGS (1) ist die Menge

L(A,b)=<s= } eK":A-s=b

und wir sagen, dass das LGS Ax = b ldsbar ist, wenn L(A,b) # (.
Satz 2.3. Sei s € L(A,b). Dann gilt
L(A,b)=s+L(A,0)={s+t:te L(A 0)}.

Satz 2.4. Fir die Losungsmenge L(A, 0) eines homogenen LGSs gilt:

(1) 0€ L(A,0),
(2) s,te L(A,0) = s+te L(A,0),
(3) s€e L(A,0) und N e K = \-s€ L(A,0).

Bemerkung. In der kommenden Sprache ist £(A, 0) ein ‘Unterraum des K-Vektorraumes K™ .

2.3. Zeilenumformungen von Matrizen. Die Zeilenumformungen von Matrizen sind ele-
mentare Operationen, die nicht die Losungsmenge des zugehorigen lineare Gleichungssystems
dndern.

Definition. Betrachten wir eine (m x n)-Matrix

C11 €12 " Clp C1
C = (c) = 0?1 C22 ¢ CZ:n _ C:2 7
Cml Cm2 - Cmn Cm
wobei ¢; = (¢j1 ¢i2 ... ¢ip) die i-ten Zeile von C ist. Fiir 1 <i¢,7 <mund p € K und A € K*

definieren wir die Zeilenumformungen von folgenden Typen:
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(Z1);;: Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile.

C; Cj
c=| : | =c® .=
. 1) .

Cj C;
(ZI1);si4pj): Addition des p-fachem der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

C; C; + uc;

_ . (zy
C = : — Cmiwj =

Cj Cj
(ZI11); 5;: Multiplikation der i-ten Zeile mit A.

C; )\CZ‘
(z11) |
a2 VA

Cj Cj

Satz 2.5. Seien A, A € Matyn(K) und b,b € Mat,,1(K). Setze C := (A|b) und C = (Alb) €

Matmx(nﬂ)(K). Wenn C mittels elementarer Zeilenumformungen aus C hervorgeht, dann gilt
L(A,b)=L(A,b).

Gausscher Algorithmus. Dieser Algorithmus verwendet Zeilenumformungen, um eine Ma-
trix in eine einfache Form (Zeilensufenform oder die reduzierte Zeilenstufenform, die eindeutig
ist) zu transformieren.

Definition. Wir sagen, dass eine Matrix B = (b;;) € Mat,,,xn(K) in Zeilenstufenform (ZSF)
ist, wenn es 0 <r <mund 1 < j; < jo < --- < j, < n gibt mit den folgenden Eigenschaften:
o b =0fliri >rund1<j <n,
e b =0fiirl <i<rundl<k<j,
o b, #0 fir 1 <i <.

Satz 2.6. Jede Matriz C' € Maty,xn(K) kann man durch elementare Zeilenumformungen in
eine Matriz B = (b;;) € Mat,,xy, in Zeilenstufenform iberfihren.

Dann kann man mit Cy das Gleiche wie oben machen. Falls Cs = 0 sind wir fertig. Falls
Cy # 0 erhalten wir durch Zeilenumforumungen eine neue Matrix C3 mit weniger Zeilen und
Spalten als Cy. Das Verfahren muss abbrechen, weil die Zeilen- und Spaltenzahlen der Matrizen
C; abnehmen. Das Endergebnis ist eine Matrix B in Zeilenstufenform.

Bemerkung. In diesem Verfahren benutzen wir nur die Zeilenumformungen vom Typ (ZI) und
(ZI1). Durch Zeilenumformungen vom Typ (ZIII) fiir die Zeilen 1 < ¢ < r kénnen wir die Matrix
B in einer Gestalt B bringen, so dass b;;, = 1 fiir 1 <i <.

Definition. Wir sagen, dass eine Matrix B = (b;;) € Mat,x, (K) in reduzierte Zeilenstufenform
(RZSF) ist, wenn es 0 < r < mund 1 < j; < jo < -+ < j, < n gibt mit den folgenden
Eigenschaften:

o b =0fliri>rund1<j<n,

[20.11.17]
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e by =0firl <i<rundl<k<yj,
o by, =1firl<i<r,
o b, =0fir1<i<rund1<1 <

Korollar. Jede Matrix C' € Mat,,x,(K) kann man durch elementare Zeilenumformungen in
eine Matrix B = (b;j) € Mat,x, in reduzierte Zeilenstufenform iiberfiihren.

2.4. Gausscher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme.

Satz 2.7. Sei Az = b ein LGS mit A € Mat,,xn(K) und b € Maty,xn(K). Wenn C = (A|b)

durch Zeilenumformungen in C = (A|b) transformiert wird, wobei

0-0 1 kevok 0 Seoek O seveonn 0 %---% b
0 00 1 skevek O sevvve- 0 : by
0 0---0 1 Hkevvvo-- : :
- 0
C= 1 %% l;r )
0 0---0 bryq
0
0 0
dann ist Ax = b genau dann losbar, wenn Br-l—l = 0. In diesem Fall gibt es eine bijektive

Abbildung ® : K™ — L(A,b).

Bemerkung,.

(1) Wenn n = r, dann ist R"~" = {0}. Deshalb ist das LGS Az = b genau dann eindeutig
losbar (d.h. £(A,b) hat genau ein Element), wenn n = r.

(2) Nach dem Gausschen Algorithmus gibt es 1 < j; < jo < -+ < j, < n. Sei J :=
{1,--- ,n}\{j1,- -, Jjr}. Die Variablen z; fiir j € J sind freie Variablen (d.h. wir kénnen
ein beliebiges Element aus K fiir x; wiéhlen), aber die Variablen x; ,zj,,--- ,z;,. sind
gebundene Variablen (d.h. sie miissen Gleichungen erfiillen).

2.5. Die Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform.

Satz 2.8. Die durch Zeilenumformungen erhaltene reduzierte Zeilenstufenform Matrixz ist ein-
deutig bestimmit.

3. VEKTORRAUME

3.1. Definitionen. Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine Abstraktion des kartesischen
Produkts K™: die Menge K™ mit der Addition bildet eine abelsche Gruppe und es gibt eine
skalare Multiplikation

K x K" — K",
die durch A - (z1,...,2,) = (Az1,..., Ax,) definiert wird.

Definition. Sei K ein Koérper. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum) ist eine Menge
V' mit einer Verkniipfung

+ VXV =V
und eine skalare Multiplikation

- KxV >V

mit den folgenden Eigenschaften:
(V1) Die Menge V' mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.
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(V2) Fiir alle v,w € V und alle \, u € K gelten
) A+p)-v=Av+p-v,
i) A(v4+w)=A-v+A w,
i) A (5 0) = Aok 1) - o
iv) lg-v=w.
Ein Element von V heifit Vektor. Das neutrale Element fiir die Addition in V' heifit Nullvektor,

es wird mit Oy (oder 0) bezeichnet. Das inverse Element eines Vektors v € V wird mit —v
bezeichnet.

27.11.17]
Satz 3.1. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fir alle v €V und \ € K:
(1) O -v= OV;
(2) A0y =0y,

(3) A-v=0y = A= 0g oder v=_0y,
(4) (1) -v=—v.

Beispiel.
(1) Fiir n € N ist K" ein K-Vektorraum, wobei K := {0}.
(2) Der Polynomring k[t] ist ein K-Vektorraum mit der Addition von Polynome und mit
der skalare Multiplikation

n n
A Z a;it’ = Z a;t'.
=0 =0

(3) Fiir n,m € N* ist die Menge Mat,,,»,,(K) ein K-Vektorraum.
(4) Der Korper C ist ein R-Vektorraum mit der skalare Multiplikation

RxC — C
(A\,a+1ib) —  Aa+iAb.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum von V,
wenn die Axiome (UV1) - (UV3) gelten:

(UV1) Die Menge U ist nicht leer.

(UV2) Fiir alle u,v € U gilt u+v € U.

(UV3) Fir allew e U und A € K gilt A-u e U.

Satz 3.2. Ein Untervektorraum U eines K -Vektorraums ist ein K- Vektorraum.

Beispiel.

(1) Fiir ein K-Vektorraum V sind {0} und V' Untervektorrdume.

(2) Fiir a,b,c € R definieren wir Ly := {(2,y) € R?*: ax + by = c}. Die Gerade L, ist
genau dann ein Untervektorraum von R?, wenn ¢ = 0.

(3) Sei K|[t]<,, C K[t] die Teilmenge aller Polynome von Grad hochstens n, fiir n € N. Dann
ist K[t]<, ein Untervektorraum von K[t]. Die Teilmenge K|[t],, aller Polynome von Grad
n ist kein Untervektorraum von K[t|, weil der Nullvektor (das Nullpolynom) den Grad
—o0 hat.

(4) Sei A € Mat,,xn(K) eine Matrix. Dann ist die Losungsmenge des zugehérigen homo-
genen lineare Gleichungssystems £(A4,0) ein Untervektorraum von K™ nach dem Satz
2.4.

Lemma. Sei V ein K-Vektorraum und (U;);cs eine Familie von Untervektorrdume von V. Dann
ist U = N;erU; ein Untervektorraum von V.

3.2. Basen. Bevor wir die Definition einer Basis eines Vektorraums einfiihren, brauchen wir
die Definitionen von einem Erzeugendensystem und linearer (Un)abhéngigkeit.
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Definition. Sei V' ein K-Vektorraum.
(1) Ein Vektor v € V ist eine Linearkombination von Vektoren vy,...,v, aus V, wenn es
AL, ..., Ay € K gibt, so dass
v =AU+ AU,
Wir definieren den linearen Spann (oder lineare Hiille) von vy, ..., v, durch
Span(vy,--- ,vy,) := {v € V : v ist eine Linearkombination von vy,--- ,v,} C V.

Diese Teilmenge wird der erzeugende Untervektorraum genannt.
(2) Fiir eine Teilmenge M C V definieren wir den linearen Spann von M durch

o dn € N und vy,--- ,v, € M so dass
Span(M) = {v eV v eine Linearkombination von vq,...,v, } '
Bemerkung. Wir verfolgen die iibliche Konvention, dass die leere Summe Null ist. Deshalb ist
Span(() = {0}.
Satz 3.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt

(1) Fiir Vektoren vy,...,v, € V ist Span(vy,...,v,) ein Untervektorraum von V.
(2) Fir eine Teilmenge M C 'V ist Span(M) ein Untervektorraum von V.

Bemerkung. Sei V' ein K-Vektorraum.
(1) Wenn U ein Untervektorraum von V' ist, dann ist U = Span(U).
(2) Wenn M C N Teilmengen von V sind, gilt Span(M) C Span(V).
(3) Der lineare Spann Span(M) einer Teilmenge M C V ist der kleinste Untervektorraum
von V', die M enthélt:

Span(M) = ﬂ U.
ucv

Untervektorraum
mitM CcU

Beispiel. Sei A € Maty,x,(K) und b € Mat,,«1(K). Sei v; € K™ die j-ten Spalte von A

fir 1 < j < n, so dass A = (vy|-+-|v,). Das LGS Ax = b ist genau dann lésbar, wenn

b € Span(vy,...,vy,) (d.h es gibt s € K™ so dass sjv; + - - - $,v, = b). Deshalb gilt
Span(vy,...,v,) ={b € K™ : L(A,b) # 0}.

Lemma. Wenn {v1,...,v,} ein Erzeugendensystem fiir K ist, dann gilt n > m.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Wenn es eine Familie (v;);c; von Vektoren aus V' gibt,
so dass V' = Span({v; : i € I}), sagen wir, dass (v;)ier ein Erzeugendensystem von V ist (oder
(vi)ier erzeugt V). Wenn (v;);er eins endliche Familie ist, die V' erzeugt, sagen wir, dass V
endlich erzeugt ist.

Beispiel.
(1) Im Vektorraum K™ bilden die Vektoren
0

—_

e = fir 1 <i<n,

0
mit 1 in der Stelle i, ein Erzeugendensystem von K.

3Diese Teilmenge ist ein Untervektorraum von V' nach dem Satz 3.3.
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2) Im Polynomring K|[t| ist {t"},.en ein Erzeugendensystem.
( y g € g y

Definition. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Seien wvy,--- ,v, Vektoren aus V. Diese Vektoren heiflen linear unabhingig, wenn aus
einer Gleichung Oy = > " | \ju; mit A; € K notwendig A\; = 0 fiir alle 1 < i < n folgt.
Sonst sagen wir, dass diese Vektoren linear abhdngig sind (d.h. es gibt A\,..., A\, € K,
die nicht alle gleich Null sind, so dass Oy = > | \iv;).

(2) Sei (vi)ier eine Familie von Vektoren aus V. Die Familie heiit linear unabhdngig, falls
jede endliche Teilfamilie von (v;);es linear unabhéngig ist.

Beispiel.
(1) In K™ sind die Vektoren ey, ..., e, linear unabhéngig:

n
0=> Ne; = N\ =0fiir1<i<n.
i=1
(2) Sei v ein Vektor eines Vektorraums V. Die Familie {v} ist genau dann linear unabhéngig,
wenn v # Oy.
(3) Sei A € Maty,xn(K) und b € Mat,,«1(K). Sei v; € K™ die j-ten Spalte von A fiir
1 <j < n. Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Spalten
der reduzierten Zeilenstufenform A von A linear unabhéngig sind (d.h. wenn A hat r = n
Stufen). Deshalb gilt
v1,..., 0, sind linear unabhingig <= L(A,0) = {0}.
Insbesondere, wenn n > m, sind vy, ..., v, linear abhéngig, weil 1 <r < m.

Satz 3.4. Seien vy,...,v, Vektoren eines K-Vektorraums V. Dann ist dquivalent:

(1) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdingig.

(2) Jeder Vektor v € Span(vi, ..., v,) hat eine eindeutig bestimmte Darstellungv =Y ;| \v;

mit \; € K.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Familie (v;);er heifit Basis von V', wenn (B1)-(B2)
gelten:

(B1) Die Familie (v;);es ist ein Erzeugendensystem von V.

(B2) Die Familie (v;)ics ist linear unabhéngig.

Beispiel.
(1) Die Vektoren ey, ..., e, € K" sind eine Basis von K". Diese Basis heifit die Standardbasis
von K™
(2) Die Vektoren 1,i € C sind eine Basis des R-Vektorraums C.
(3) Die Vektoren (t"),en sind eine Basis von K|[t].

Bemerkung.
(1) Eine Basis eines Vektorraums ist nicht eindeutig, z.B.

{( Z),(Z)} ist eine Basis von K? <= ad — bc # 0.

(2) Wenn B = {v1,...,v,} eine Basis von K™ ist, dann gilt n = m. In der Tat folgt
n > m, wenn B ein Erzeugendensystem von K™ ist und wenn n > m, sind die Vektoren
V1, ...,V linear abhéngig. Daher gilt n = m. Ferner gilt:

v1,...,0y, bilden eine Basis von K" <= L(A,0) = {0},
mit A = (v1] - |vn) € Mat,xn(K).

[29.11.17]
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Satz 3.5. Seien vy,...,v, Vektoren aus einem K-Vektorraum V. Dann ist dquivalent:

(1) vy,...,v, sind eine Basis von V.

(2) v1,...,vy, bilden ein maximales linear unabhingiges System in V' (d.h. vy,...,v, sind
linear unabhdngig und fir alle v € V' sind die Vektoren v, ..., v,,v linear abhingig).

(3) vi,...,vy bilden ein minimales Erzeugendensystem von V- (d.h. {vi,...,v,} ist ein Er-
zeugendensystem von V und fir 1 < r <n ist {v1,...,0—1,0r41,...} kein Erzeugen-
densystem von V.

Korollar. Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Bemerkung. Tatsichlich besitzt jeder Vektorraum eine Basis (sieche E. Brieskorn ‘Lineare
Algebra und Analytische Geometrie I, Seite 261). Der Beweis erfordert das Zornsche Lemma,
das dquivalent zu dem Auswahlaxiom der Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel ist.

3.3. Dimension. Wir werden die Dimension eines K-Vektorraums einfiihren, die ein Element
von N U {oo} ist.

Lemma. (Austauschlemma) Sei B = {vy, ..., v,} eine Basis eines K-Vektorraums V. Wenn v =
Yo Aivg € VA{Op}undes 1 <7 < ngibt mit A, # 0, dannist B’ = {v,v1,- -+ ,Up—1,Vp41, - ,Un}
ebenfalls eine Basis von V.

Satz 3.6. (Austauschsatz) Seien B = {vi,...,vn} eine Basis eines K-Vektorraums V und
A=A{uy, - ,u,} CV eine linear unabhdingige Teilmenge. Dann gilt
(1) n<m,
(2) Es gibt eine Teilmenge B' C B mit m — n Elementen, so dass B"” := AU B’ eine Basis
von V ist.

Satz 3.7. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Wenn B und A Basen von V sind, dann
gilt |B| = | A|.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Die Dimension von V (iiber K) wird durch

n  falls V eine Basis mit n Elementen besitzt,

dimg (V) = { oo falls V keine endliche Basis besitzt.

definiert.* Ein K-Vektorraum V heifit endlichdimensional (bzw. unendlichdimensional), wenn
dimg (V') = n fiir eine natiirliche Zahl n (bzw. dimg (V') = o0).

Beispiel.
(1) dimg (K™) = n, da {e1,...,e,} eine Basis von K" ist
(2) dimg(C) = 1, aber dimg(C) = 2, da {1,i} eine Basis des R-Vektorraums C ist.
(3) dlmK(Mathn(K)) = mn (Ubung).
(4) dimg (K[t]) = oo

Ubung. Sei V ein K-Vektorraum und X eine Menge. Beweisen Sie, dass die Menge
Abb(X,V)={f: X — V Abbildung}

mit der Addition (f+g¢)(x) := f(x)4+vg(x) und der skalaren Multiplikation (A-f)(x) := Ay f(x)
ein K-Vektorraum ist. Wenn X eine endliche Menge ist und V' endlichdimensional ist, was ist
die Dimension von Abb(X,V)?

Satz 3.8 (Basisergdnzungsatz). Seien uy,--- ,u, lineare unabhdingige Vektoren aus einem end-
lich erzeugten K-Vektorraum V. Dann gibt es Vektoren wunpi1, -+ ,Um, S0 dass ui,--- ,un,
Upg1, - U eine Basis von V' bilden.

4Die Dimension ist wohldefiniert nach dem Satz 3.7.
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Ubung. Seien V und W Vektorriume iiber einem Kérper K. Beweisen Sie, dass das kartesische

Produkt V x W mit
(v,w) + (VW) = (v+y v, w+ww) und X (v,w) =Ny, \ww) fireK

ein K-Vektorraum ist. Diese Vektorraum heif3t die direkte Summe von V und W und wird mit
V @& W bezeichnet. Wenn V' und W endlichdimensional sind, gilt

dimK(V D W) = dimK(V) + dimK(W).

Lemma. Wenn W ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V ist, ist
auch W endlichdimensional und es gilt dimg (W) < dimg (V). Wenn dimg (W) = dimg (V),
folgt W = V.

[06.12.17]
3.4. Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix. Fiir eine Matrix
Z1

Z2
A= : = (s1]s2| - $n) € Maty,xn

Zm
definieren wir den Zeilenraum (bzw. den Spaltenraum) von A :
ZR(A) :=Span(z1,--+ ,2zm) C K" (bzw. SR(A) := Span(sy,--+,s,) C K™)
und den Zeilenrang (bzw. Spaltenrang)® von A:
Rang,(A) = dimg ZR(A) <n (bzw. Rang,(A) = dimg SR(A) < m).
Beispiel.
(1) Sei I,, € Maty,x,(K) die Einheitsmatrix, dann
Rang,(I,) = n = Rang,(1,).
(2) Sei
A= ( . Z > € Matogyo(K).

Wenn A = 0 die Nullmatrix ist, dann ist ZR(A) = {0} = SR(A) und Rang,(A) =0 =
Rang,(A). Falls A # 0, betrachten wir ad — be. Wir erinneren uns, dass

{(Z)’(cbl)} ist eine Basis von R? <= ad — bc # 0.

Deshalb gilt fiir A # 0:

1 falls ad — bc =0,

Rang (A) = Rang,(4) = { 2 falls ad— be # 0.

Satz 3.9. Fir Matrizen A,B € Maty,xn(K) so dass, B mittels Zeilenumformungen aus A
hervorgeht, gilt

ZR(A) = ZR(B).
Insbesondere ist der Zeilenrang von A die Anzahl r von Stufen in der reduzierten Zeilenstufen-

form von A.

SSpiter werden wir zeigen, dass Rang,_(4) = Rang,(A). Im Allgemeinen gilt ZR(A) # SR(A).
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4. LINEARE ABBILDUNGEN

4.1. Definitionen. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V — W heifit li-
neare Abbildung (oder K-lineare Abbildung oder Homomorphismus von K-Vekotrriaume), wenn
die folgende Eigenschaften gelten:

e Firalle A\e Kundv e V: f(A-yv)=X-w f(v).
e Fiir alle v,0' € V: fv4y ) = f(v) +w f(V).

Bemerkung. Wenn f : V — W eine lineare Abbildung ist, dann ist f : (V,4+vy) — (W, +w)
ein Gruppenhomomorphism. Daher gilt:

(1) f(Oy) = Ow,
(2) f(—v)=—f(v) fiir alle v € V,
(3) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0y }.

Beispiel.

(1) Fiir jeden K-Vektorraum V ist die Identitéit Idy : V' — V eine lineare Abbildung.

(2) Fiir jeden K-Vektorraum V und A € K* ist die Homothetie hy : V. — V, die durch
v +— X - v defininiert wird, eine lineare Abbildung.

(3) Fiir K-Vektorrdaume V, W ist die Nullabbildung 0 : V' — W, die durch v — 0 definiert
wird, eine lineare Abbildung.

(4) Fiir jeden Untervektorraum U eines K-Vektorraums V ist die Inklusionsabbildung i :
U — V, die durch u — u definiert wird, eine lineare Abbildung.

(5) Eine Drehung um den Nullpunkt 0 € R? mit dem Winkel @ ist eine lineare Abbildung
Dy : R? - R2. Es gilt

Dy(0) =0 Dy(1,0) = (cosB,sinf) Dy(0,1) = (—sinb,cosb),
und fiir (x,y) = re; + yes € R? gilt

: | Dy(x,y) = xDg(e1) + yDyg(ez) = (zcosf — ysinf, zsin @ + ycos ).
11.12.17
Satz 4.1. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen V und W. Dann

gelten die folgende Aussagen.

(1) £(0v) = 0w

(2) Fiir jeden Untervektorraum U von V ist f(U) ein Untervektorraum von W . Insbesondere
ist das Bild Bild(f) = f(V) von f ein Untervektorraum von W.

(3) Fiir jeden Untervektorraum U von W ist f~Y(U) ein Untervektorraum von V. Insbe-
sondere ist der Kern ker(f) := f~1(Ow) ein Untervektorraum von V.

(4) Fir jede Teilmenge M C 'V gilt f(Span(M)) = Span(f(M)).

(5) Wenn eine Familie (v;)ic;r von Vektoren aus V linear abhdingig ist, so ist die Familie
(f(v3))ier in W linear abhingig. Insbesondere gilt dim f(V) < dim V.

(6) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0y }.

(7) Wenn f bijektiv ist, ist auch die Umkehrabbildung f=1 : W — V eine lineare Abbildung.

Bemerkung. Die Komposition von linearen Abbildungen ist lineare: wenn f : V — W und
g : U — V lineare Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen sind, dann ist fog: U — W auch
K-linear.

Definition. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Eine lineare Abbildung f : V — W heif3t

(1) linearen Isomorphismus, wenn f bijektiv ist. (Man schreibt V' = W).
(2) linearen Endomorphismums, wenn V = W.
(3) linearen Automorphismus, wenn V' = W und f bijektiv ist.

Wir definieren die folgende Mengen:
Hompg (V.W) :={f:V — W : f ist K-linear}
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und

Autg (V) :={f € Homg(V,V) : f ist bijektiv} C Endg (V') := Homg (V, V).

Ubung. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Die Menge Hom g (V, W) hat eine Verkniipfung
und eine skalare Multiplikation: fiir f,g: V — W und A € K

die Addition (f+9)(v) = f(v)+g(v)

die skalare Multiplikation (A f)(v) := X - f(v).
Insbesondere ist Hom g (V, W) ein K-Vektorraum. Wenn V' = W, definiert die Komposition eine
Multiplikation auf Endg(V'), so dass Endg (V) ein Ring ist.

Beispiel. Fiir jeden K-Vektorraum V und A € K* ist die Homothetie hy : V — V ein Auto-
morphismus mit der Umkehrabbildung hy-1: V — V.

Ubung. Fiir eine Matrix A = (aij) € Maty,xn(K) definieren wir die Transposition A" von A
wie folgt

air a1 v Gl
aig a2 - Am2
t._ _
At = (aji) = . . € Matnxm(K)-
Aln A2n - Qmn

Die Transposition definiert ein linearer Isomorphismus Mat,,xn, (K) — Maty, xm (K).

Definition. Sei f : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V und W.
Der Rang von f ist die Dimension des Bildes von f:
Rang f := dimg Bild(f).
Beispiel.
(1) Der Rang der Nullabbildung ist 0.
(2) Der Rang eines Automorphismuses f : V' — V eines K-Vektorraumes V ist dimg V.

4.2. Matrizen und lineare Abbildungen. Eine m x n-Matrix A = (a;;) € Mat,,xn(K)
definiert eine Abbildung Fy : K™ — K™

1 a11%1 + -+ + a1pTy
X = : — Ax = :

Tn Am1T1 + -+ QmnTn

Diese Abbildung ist K-linear, weil fiir A € K und x,x’ € K" gilt:
Fa(A-x):= A\ -x) =X (Ax) = A\F4(x)
und
Fa(x+x)=Ax+x') = Ax + Ax' = Fa(x) + Fa(x)).
Das Bild von F4 ist der Spaltenraum von A:
Bild(F4) := Fa(Span(ey,--- ,e,)) = Span(Fa(e1), -+, Fa(en)) = Span(Aeq, - - , Aey)

und der Rang von Fy ist der Spaltenrang von A.

Wenn A € Mat,,xn(K) und B € Mat,, «;(K), ist das Produkt AB € Mat,,,»;(K) und ferner
gilt Fup = F4 o F als Abbildungen K — K™.

Beispiel. Eine Drehung Dy : R? — R? um den Nullpunkt 0 € R? mit dem Winkel @ ist eine
lineare Abbildung, die von einer Matrix kommt:

D Foomit A (cos@ —Sin9>
0 — LA —

sin@ cosf
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Bemerkung. Sei A € Mat,,x,(K). Fiir die zugehorige lineare Abbildung F4 : K™ — K™ gilt
Bild(Fa) ={be K™ : L(A,b) #0} und ker(F4) = L(A,O0).

Satz 4.2. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und B C V eine Basis von V. Dann ist die
Abbildung

Hompg (V,W) —  Abb(B,W)
VoW — flg:B=>W

ein linearer Isomorphismus (von K -Vektorrdumen).

Satz 4.3. Sei f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine Matriz A €
Maty,xn(K) so dass f = Fy. Insbesondere ist die Abbildung

Matyxn(K) — Homp (K", K™)
A — FA

ein linearer Isomorphismus (von K -Vektorrdumen).

Bemerkung. Der lineare Isomorphismus Mat, x,(K) — Homg (K", K") =: Endg(K™) von
Vektorrdumen ist ein Isomorphismus von Ringen und diese Abbildung ordnet zu jeder inver-
tierbar Matrix A € GL,,(K) ein linearer Isomorphismus Fy € Autyx (K™). Insbesondere gibt es
eine bijektive Abbildung GL, (K) — Autx(K™) und es gilt (Fa)™' = F4-1.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n. Eine geordnete Basis von V ist ein
geordnetes Tupel (vq,--- ,v,) € V", so dass {v1,--- ,v,} eine Basis von V ist.

Beispiel. In dem Standardvektorraum V' = K" ist (e1,--- ,e,) eine geordnete Basis, die die
geordnete Standardbasis heifit. Als geordnete Basen gilt

(e1,69,€3...,6n) # (€2,€1,€3...,€).

Satz 4.4. Sei B = (v1,--- ,v,) eine geordnete Basis eines endlichdimensionalen Vektorraumes
V. Dann gilt:

(1) Es gibt genau einen linearen Isomorphismus ®p:V — K™ mit
Pp(vj) :=e€; firl <j<n.

(2) Wenn ®:V — K™ ein linearer Isomorphismus ist, dann ist
By = (27 (1), , @7 (en))

eine geordnete Basis von V.
(3) Ferner gelten Bo, = B und &g, = ®.

Korollar. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann sind V und W
genau dann isomorph (d.h. es gibt einen linearen Isomorphismus zwischen V' und W), wenn

Satz 4.5. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorriume mit geordneten Basen A =
(V1y...y0,) von V und B = (wq,...,wy) von W. Dann gibt es zu jeder K-lineare Abbildung
f:V =W genau eine Matriz A = Mg (f) € Mat,,xn(K) so dass

(2) flvy) = Zaijwi fir 1<j<n.
i=1
Ferner ist die Abbildung
Mg Hompg (V, W) — Mat,xn(K), f— MZ(f)

ein K-linearer Isomorphismus.
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Definition. Wenn die Vorraussetzungen des Satzes 4.5 gelten, sagen wir, dass M g‘( f) die Ma-
trix von f beziiglich zu A und B ist.
Korollar. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann gilt
dimg (Homg (V, W)) = dimg (V') dimg (W).
Definition. Seien A, B,C, D Mengen. Ein Diagramm von Abbildungen

AL
J
c ——D
heifit kommutativ, wenn g o f = g o p als Abbildungen A — D.
Bemerkung. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume mit geordneten Basen A =

(v1,+++ ,vp) von V und B = (wy, -+ ,wy,) von W. Sei f: V' — W eine lineare Abbildung. Dann
hat man ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen

v 24 g

fl lMZs“(f)
P

W—Km™

d.h., Pgo f = Ml“g‘l(f) o ® 4 (hier schreiben wir Ml“g‘l(f) fiir die lineare Abbildung, die durch die
Matrix Mg (f) definiert wird). Es folgt, dass
Migél(f) = Q)Bofo(l);ll und f = @gl oMé(f) oD y.

Bemerkung. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-
Vektorrdumen. Seien n = dimg (V) und m = dimg(W). Wenn A, A" geordnete Basen von
V und B, B’ geordnete Basen von W sind, kénnen wir das folgende Diagramm betrachten

V <I>A/ Kn
Idy, Mﬁliy
VP4 gn
f f LM;;‘(f) Mz (f)
Idw M@m
w K™,
.

Nach der obigen Bemerkung sind das innere Quadrat, das duflere Quadrat, das obere Trapez
und das untere Trapez kommutativ. Das Trapez auf der linken Seite ist kommutativ, weil f =
Idw o f oIdy. Ferner sind die horizontale Abbildungen (® 4/, ® 4, 5 und /) Isomorphismen.
Es folgt, dass das Trapez auf der rechten Seite kommutativ ist. Die kommutativitéit des rechten
Trapezes liefert den Beweis des folgenden Satzes.

Satz 4.6 (Basiswechsel). Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
K -Vektorriumen. Wenn A, A’ geordnete Basen von V und B,B’ geordnete Basen von W sind,
dann gilt

Mg (f) = ME (Idy ) Mg (f) (M5 (Idy) .
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Ubung. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorriumen
iiber K. Wenn r = Rang(f), zeigen Sie, dass es geordnete Basen A von V und B von W gibt,

so dass
v =1 o)

4.3. Die Dimensionsformel.

Satz 4.7 (Die Dimensionsformel). Sei f : V. — W eine K-lineare Abbildung zwischen K -
Vektorrdumen mit dimg V' endlich. Dann gilt

dimg (V) = dimg (ker f) + Rang(f).
Korollar. Sei f : V' — W eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen mit dimg (V) =
dimg (W) < co. Dann ist dquivalent:
(1) f ist injektiv,
(2) f ist surjektiv,
3) f

( ist ein Isomorphismus.

Korollar. Sei f : V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen
iiber einem Korper K.

(1) Wenn f ist injektiv, gilt dimg (V) < dimg (W).
(2) Wenn f ist surjektiv, gilt dimg (V) > dimg (W).
Satz 4.8. Seien n,m € N* und A € Mat,,xn(K). Dann gilt
Rang,(A) = Rang,(A).
Definition. Der Rang einer Matrix A € Mat,,xn (K) ist
Rang(A) := Rang,(A) = Rang,(A).

Ubung. Wenn A € Mat,,,,(K) eine Matrix von Rang n ist, beweisen Sie, dass die Spaltenvek-
toren (bzw. die Zeilenvektoren) eine Basis von K" bilden.

Definition.
(1) Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper K. Das kartesische Produkt V' x W
ist ein K-Vektorraum, der die (dufiere) direkte Summe von V und W genannt wird.
(2) Seien Uy, U, Untervektorrdume eines K-Vektorraumes V. Die Summe von U; und Us
ist der folgende Untevektorraum von V'

Uy + Uy = {U1 +ug i u; € UZ} = Span(U1 U U2) cV.

Wenn Uy N Uy = 0, dann sprechen wir von der (inneren) direkten Summe® der Uy und
Us und wir schreiben

Uy @ U; =Uy + Us.
Wenn V = Uy 4+ Us und Uy NUz = {0} (d.h. V = U; & Uy) sagen wir, dass Uy (bzw. Uy)
ein lineares Komplement zu Uy (bzw. Us) in V ist.

Bemerkung. Im Allgemeinen gilt Uy + Us 2 Uy @ Us. Ferner ist ein lineares Komplement eines
Untervektorraumes nicht eindeutig.

Ubung. Seien Uy, Uy Untervektorriume eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V. Zeigen
Sie, dass es eine natiirliche lineare Abbildung f : U; @ Uy — V gibt mit Bild(f) = Uy + Us und
ker(f) = U; NUs. Beweisen Sie, dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn Us ein lineares
Komplement zu Uy in V ist. Ferner zeigen Sie, dass die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume
gilt:

dimK(Ul + UQ) = dimK(Ul) + dimK(UQ) — dimK(Ul N UQ).

6Tatsichlich gilt Uy @ Uz =2 Uy + Us nach dem Ubung unten.
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Satz 4.9. Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum.

(1) Dann gilt die Dimensionsformel fir Untervektorrdume Uy, Us von V:
dimK(Ul + Ug) = dimK(Ul) + dimK(Ug) — dimK(Ul N Ug).

(2) Jeder Untervektorraum U; eines endlichdimensionalen K -Vektorraumes V' hat ein li-
neares Komplement Us in V. Ferner gilt

dimK(V) = dimK(Ul) + dimK(UQ).

Satz 4.10 (Faktorisierungsatz). Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
V und W dber K mit dimg V < co. Dann ker(f) hat ein lineares Komplement U in V', so dass
V =ker(f) ®U. Ferner ist

flu = U — Bild(f)
ein linearer Isomorphismus. Sei w:V =ker(f)®U — U die Projektion auf den zweiten Faktor
(d.h. w(u' +u) = u). Dann gilt f = f|y om.

4.4. Quotientenvektorrdume. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraumes V ist ein affiner
Unterraum, falls es einen Vektor v € V und einen Untervektorraum W C V gibt, so dass

X=v4+W={ueV:JweW mit u=v+w}.

Die Dimension von X wird durch dimg X := dimg W definiert.

Beispiel. Ein affiner Unterraum von R? der Dimension 0 ist ein Punkt {(a,b)} € R? und ein
affiner Unterraum von R? der Dimension 1 ist eine Gerade {(z,v) : ax + by = ¢} fiir a,b,c € K.
Es gibt nur einen affinen Unterraum von R? der Dimension 2: der Vektorraum R2.

Lemma. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V. Dann ist die Relation auf V:
fir v, eV: vrptie= v—1 €U

eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklasse von v ist der affine Unterraum v + U.

Definition. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V. Die Menge der Aquivalenz-
klassen wird mit V/U := V/ ~p bezeichnet und V/U heifit der Quotientenvektorraum’ von
U C V. Es gibt eine kanonische surjektive Abbildung p : V' — V/U, die durch v — [v] := v+ U
definiert wird.

Satz 4.11. Sei U ein Untervektorraum eines K -Vektorraumes V.

(1) Die Menge V/U :=V/ ~y hat eine Struktur eines K -Vektorraumes, so dass die kano-
nische Abbildung p: V — V/U, die durch v — v+ U definiert wird, K-linear ist. Ferner
ist p surjektiv und ker(p) = U.

(2) Wenn V' endlichdimensional ist, gilt dimgx V/U = dimg V — dimg U.

(3) V/U hat die folgende universelle Eigenschaft: wenn f :V — W eine lineare Abbildung
ist mit U C ker(f), gibt es genau eine lineare Abbildung f : V/U — W, so dass f = fop.

Ferner ist ker(f) = ker(f)/U.

Beispiel.

(1) Wenn U =V, dann gilt V/U = V/V = {0}, da jeder Vektor aus V dquivalent zu Oy ist.

(2) Wenn U = {0y}, dann gilt V/U = V/{0y} = V, da Vektoren v,v' € V genau dann
aduivalent sind, wenn v = v'.

(3) Wenn V = R? und U = {(z,y) : y = 0} die z-Achse ist, dann ist die Aquivalenzklasse
von v = (a,b) der affine Unterraum v + U = {(z,y) : y = b}. Deshalb ist die Menge
aller Aquivalenzklassen V/U gleich die Menge aller Geraden X in R?, die parallel zu der
x-Achse U sind, d.h. es gibt ¢ € R, so dass X = X, := {(z,y) : y = ¢}. Daher gibt es
einen Isomorphismus V/U — R, der durch X, +— ¢ definiert wird.

"In dem Satz 4.11 beweisen wir, dass V/U ein K-Vektorraum ist.

[10.01.18]
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Bemerkung. Sei U ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes V. Dann gibt es den Quoti-
entenvektorraum V/U und eine Kanonische lineare Abbildung p : V' — V/U, die surjektiv ist
mit ker(p) = U. Wenn U’ ein lineares Komplement zu U in V ist, so dass V =U & U’, gibt es
eine surjektive lineare Abbildung 7 : V = U @& U’ — U’, die durch v = u + v/ — ' definiert
wird. Wegen U = ker(r), gibt es eine lineare Abbildung 7 : V/U — U’ nach dem Satz 4.11 mit
7w =7 op und ker(7) = ker(7)/U = U/U = {0} und Bild(7) = U’, weil 7 und p surjektiv sind.
Insbesondere ist 7 : V/U — U’ ein Isomorphismus. Daher ist der Quotientenvektorraum V/U
von U C V isomorph zu jedem linearen Komplement U’ von U in V.

Satz 4.12 (Homomorphiesatz). Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
tiber K. Dann gibt es einen linearen Isomorphismus

f:V/ker f — Bild(f)
mit f = f op.
4.5. Dualrdume. Sei V ein K-Vektorraum. Der Dualraum von V ist der K-Vektorraum
V* := Homg(V, K)

und Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

Definition/Lemma. Sei B := {v1,--- ,v,} eine Basis eines K-Vektorraum V. Dann definieren
wir die duale Basis B* = {v},..., vy} C V¥, die eine Basis von V* ist, wobei der linearen
Abbildung v} : V — K wie folgt definiert wird:

sy _ s )1 iti=y
Ui(vj)_(sl _{O lfi#]

(nach dem Satz 4.2 ist es hinreichend eine lineare Abbildung auf Basisvektoren zu definieren).

Bemerkung. Sei B := {vy, -+ ,v,} eine Basis eines K-Vektorraumes V. Dann gibt es einen
linearen Isomorphismus ®5: V — V*, die durch
Op(v;) == v

definiert wird.

Beispiel. Der Standardraum K™ = Mat,,«;(K) hat die Basis {e1,--- ,e,}. Dann ist (K™)* :=
Homp (K™, K) = Mat «,,(K). Mit der Konvention, Vektoren als Spalten und Linearformen als
Zeilen zu schreiben, ist

ei=| 1 | €K" und e =(0,...,0,1,0,...,0) € (K™)*

0
mit der 1 an der i-ten Stelle. Ferner ist ef(e;) := 0;; gleich die Matrixmultiplikation eje; €
Matlxl(K) ~ K.

Definition. Sei f : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen. Dann definieren
wir die duale Abbildung (oder transponierte Abbildung) f*: W* — V* durch

[ (@) :=¢of.
Lemma. Seien U, V und W Vektorrdaume iiber einem Koérper K und f: V — Wundg: U — V
lineare Abbildungen. Dann gilt
(1) f:W* = V* ist K-linear.
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(2) (feg) =g of”
(3) Wenn f : V — W ein linearer Isomorphismus ist, dann ist f* : W* — V* ein linearer
Isomorphismus und es gilt (f*)~! = (f~1)*.
(4) Die Abbildung
Hompg (V,W) — Homg (W*,V*), [+ f*

ist ein linearer Isomorphismus.

Satz 4.13. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume mit Basen A = {v1,...,v,}
von V und B = {w1,...,wy} von W. Dann gilt fir jede K-lineare Abbildung f :V — W

ME(£) = (Mg(f))".
Korollar. Fiir Matrizen A € Mat,x,(K) und B € Mat,,;(K) gilt
(AB)! = B' A
und fiir C' € GL,(K) gilt
(Ct)fl — (Cfl)t.
Satz 4.14. Fir eine K-lineare Abbildung f : V. — W zwischen endlichdimensionalen K-
Vektorraumen gilt

Rang(f) = Rang(f*).
Ubung. Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung linear ist
.V — (V)*
v o= D,V K|

wobei @, (¢) := ¢(v). Wenn V endlichdimensional ist, beweisen Sie, dass ® ein Isomorphismus
ist.

5. DETERMINANTEN UND EIGENWERTE

5.1. Matrizen mit Koeffizienten in einem Ring. Seien n,m € N* und R ein kommutativer
Ring mit 1. Eine (m x n)-Matrix mit Koeffizienten in R ist A = (a;;) mit a;; € Rfir 1 <i <m
und 1 < j < n. Die Menge alle (m x n)-Matrizen mit R-Koeffizienten wird Mat,, «,, (R) bezeich-
net.

Bemerkung. Die Multiplikation und Addition auf R liefert die folgende Rechnenoperationen
fiir Matrizen mit R-Koeffizienten:

(1) Die Matrizenaddition

+ : Matyxn(R) X Maty,xn(R) — Mat, xn(R)
(A= (aij), B=(bij)) = A+ B:=(aij +bij),
die kommutativ und assoziativ ist (da die Addition in R assoziativ und kommutativ
ist). Das neutrale Element ist die Nullmatrix 0, deren Eintrége alle gleich Null sind.
Das inverse Element von A = (aj;) € Maty,xn(R) ist —A = (—a;j) € Maty,xn(R).
Insbesodere ist (Maty,xn(R),+) eine abelsche Gruppe.
(2) Skalarmultiplikation

R x Matyxn(R) —  Matyxn(R)
()\ s A= (al-j)) = A-A= ()\aij)
(3) Matrizenmultiplikation

Mat,,xn(R) X Mat,»;(R) — Mat,x(R)
(A= (aij), B= (b)) +— AB=(c),
wobei ¢;; = 22:1 a;ibg;. Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, aber nicht kom-
mutativ. Die Einheitsmatrix I, = (d;;) € Matyx,(R) ist das neutrale Element fiir die
Multiplikation auf Mat,,x,, (R).

[17.01.18]
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Definition. Fiir A € Mat,,«,(R) definieren wir die folgende Zeilenumforumungen.
(Z1);;: Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile:

a; a;
A= : | = 4% =
: iy

a; a;

(ZI1)jsi445): Addition des p-fachem der j-ten Zeile zur i-ten Zeile fiir u € R:

(ZI11);5;: Multiplikation der i-ten Zeile mit A € R:

a; )\ai
_ . (ZI1T) L
A= : = Ol =
a; a;

5.2. Determinante. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

Definiton. Eine Abbildung D : Mat,x,(R) — R heit Determinante, wenn die folgenden
Axiome gelten:
(D1): D ist linear in jeder Zeile, d.h. fiir alle 1 <i <nund \,u € R gilt

al a1 a1

a; a; a;_
1 1)\ , — ,uD 1—1 +\D 1/1
pa; + Aa; a; a;

Ai+1 Ai+1 Ai+1

(D2) D ist alternierend, d.h. wenn A zwei gleichen Zeilen hat, ist D(A) = 0.
(D3) D ist normiert, d.h D(I,) = 1.

Beispiel. Fiir n = 1 ist eine Determinante eine Abbildung D : Mat;x1(R) =2 R — R mit
D(pa+ Ma') = uD(a) + AD(d)
fiir a,a’, u, A € Rund D(1) = 1. Es folgt, dass D(r) = r fiir alle r € R.

Satz 5.1. Eine Determinante D : Maty,x,(R) — R hat die folgende Eigenschaften:
(1) ‘Kompatibilitat mit der Skalare Multiplikation’: fiir A € R und A € Mat,x,(R) gilt

D(A-A)=\"-D(A).
(2) Wenn eine Zeile von A € Maty,xn(R) gleich Null ist, dann ist D(A) = 0.
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(3) “Zeilenumformungen von Typ (ZI) dndert das Vorzeichen der Determinante’: fir A €
Maty,xn(R) und 1 <i# j <n gilt

D(AY) = —D(A).

(4) ‘Zeilenumformungen von Typ (ZII) erhalten die Determinante’: fir A € Mat,xn,(R)
und 1 <i#j<nundpu€ R gilt
ZI1
D(ALY,) = D(A)
["Jbung. Sei K ein Korper. Wenn D : Maty,x,(K) — K eine Determinante ist, gilt fiir eine
obere Dreiecksmatrix A = (a;j) € Maty,xn(K) (d.h a;; = 0 wenn i > j)

n
D(A) = Ha“‘ = ail - annp-
i=1

Satz 5.2. Sei D : Mat,xn(K) — K eine Determinante fir einen Korper K. Fir A €
Maty, xn (K) ist dquivalent
(1) D(A) # 0,
(2) Rang(A) = n,
(3) A e GL,(K).
22.01.18]
5.3. Symmetrische Gruppen und Matrizen. Zur Erinnerung: die symmetrische Gruppe Sy,

ist die Gruppe aller bijektiven Selbstabbildungen der Menge {1,...,n}. Ein Element o € S,
heit Permutation und wir schreiben o wie folgt:

0:<a(11) 0(22) N U(H“))

Eine Permutation o heifit Transposition, wenn es 1 <1 #£ j < n gibt, so dass

j  falls k =1,
o(k)=< 1 fallsk=y,
k sonst.

Schreibweise: fiir 1 <i # j < n ist 7;; € S,, die Transposition, die ¢ und j austauscht.

Bemerkung,.

(1) Die Ordnung der symmetrische Gruppe S, ist n!l =n-(n—1)-...1.
(2) Jede Transposition o ist selbstinverse (d.h. 0= = o), da ¢? = Id, und die Ordnung
einer Transposition ist 2.

Satz 5.3. Fir n > 2 hat jede Permutation o € S, eine Darstellung als ein Produkt der k
Transpositionen mit 0 < k < n—1, d.h. es gibt 0 < k < n—1 und Transpositionen 11, -+ , T € Sp,
mit o ="T1...Ty.

Bemerkung. Die Darstellung einer Permutation als ein Produkt der Transpositionen ist nicht
eindeutig. Nach der zweiten Aussage ist die Teilmenge aller Transpositionen ein Erzeugenden-
system von S,, wenn n > 2.

Definition. Sei ¢ € S,,. Ein Fehlstand von o ist ein Tupel (i,j) € {1,...,n}? mit 4 < j und
o(i) > o(j). Sei FS(o) die Anzahl der Fehlstdnde von o. Dann definieren wir das Signum (oder
das Vorzeichen) wie folgt

sgn(o) = (<),

Beispiel. Die Identitdt Id € S, hat keinen Fehlstand und eine Transposition 7;; € S, hat
1+ 2|5 — 4| Fehlstédnde. Deshalb gilt

sgn(Id) =1 wund sgn(r) = —1.
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Ubung. Sei 0 € S,,. Dann gilt
[[ 2u-o6

sgn(o) = i

1<i<j<n
Satz 5.4. Seien 0,0’ € S,,. Dann gilt

(1) sgn(o’o) = sgn(o’) sgn(o),
Wenn o = 11 ... 1 fiir Transpositionen 7;, dann gilt sgn(o) = (—1)*.

(2)

(3) sgu(o~) = sgn(o).

(4) Die Teilmenge A, = {o € S, : sgn(o) = 1} C S, ist eine Untergruppe von S, (die
Gruppe A, heisst die alternierende Gruppe).

Bemerkung. Sei n > 2. Fir 1 < i # j < n sei ;; € S, die Transposition, die ¢ und j
austauscht. Dann gibt es eine disjunkte Vereinigung:

S, = A, U AnTij-
Dabher ist die Ordnung von A,, gleich n!/2.

[24.01.18] Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei n € N*. Die Abbildung

A (1)
Sp X Mat,xn(R) — Mat,xn(R) ) | 3@
(0, A) . oA, mit o-A:= :
A5 (n)
definiert eine Gruppenwirkung von S,, auf Mat,, x,,(R), d.h. fiir 0,0’ € S,, und A € Mat, xn(R)

(1) Id- A= A4,
(2) (d'o)-A=0c-(c-A).

Satz 5.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Wenn D : Mat, x,(R) — R eine Determinante
ist, dann folgt fir o € S, und A € Mat, xn(R):

D(o - A) =sgn(o)D(A).
5.4. Existenz und Eindeutigkeit der Determinante.

Satz 5.6. (Die Leibnizformel) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fir jede Zahl n € N* gibt
es eine Determinante Abbildung det : Mat,, «,(R) — R, die durch

det(A) = Z Sgn(a)alg(l) © Qpg(n)
O’GSn

definiert wird.

Beispiel.
(1) Fiir n = 2 ist Sy = {Id, 712}. Die Determinante einer Matrix A = (a;;) € Matoxa(R) ist

det(A) = Z sgn(0)ai,(1)a20(2) = sgn(ld)aiiass + sgn(r12)aizaz = aj1a22 — a2a21.
o€Ss

(2) Fiir n = 3 ist S5 = {Id, 112, 713, T23, T13 © T12, T23 © T12}. Die Determinante einer Matrix
A= (aij) S Matgxg(R) ist

det(A) = Z SEN(0)A14(1) A20(2) A30(3)
oES3

= (11022033 — 012021033 — G13G2203] — (11023032 + Q120230431 + A13021032.
Satz 5.7. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und det : Mat,«,(R) — R die Determinante
oben. Fiir A, B € Mat,,«,(R) gilt
(1) det(AB) = det(A)det(B),
(2) det(A?) = det(A).
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Satz 5.8. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und n € N*. Dann gibt es genau eine Determi-
nante det : Maty, x,(R) — R.

Bemerkung. Fiir die obige Determinante det : Mat,,»,,(R) — R gilt die folgende Aussagen:
(1) det ist linear in jeder Spalte, d.h. fiir alle 1 < j < nund A\, u € R gilt
det(a; --- paj +Aaj --- a,) = pdet(a; --- a; --- a,) + Adet(ay --- a; --- ay).
(2) Wenn A € Mat, x,(R) zwei gleiche Spalten hat, gilt det(A) = 0.

(3) Fiir A € Mat,, «x,(R) sei ASD € Mat, «,(R) die Matrix, die aus A nach einer Vertau-
schung der i-ten und j-ten Spalten herausgeht. Dann gilt

det(ASY) = — det(A).
Alle Aussagen folgen aus den entsprechenden Eigenschaften fiir Zeilen nach dem Satz 5.7, (2).
Bemerkung. Sei K ein Korper und det : Mat,, x,(K) — K die Determinante oben, dann gilt
fir A € GL,(K)

det(A™1) = det(A) 7!,
weil det(A)det(A™!) = det(AA™!) = det(1,) = 1.
Lemma. Sei f : V — V ein linearer Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes [29.01.18]
V. Fiir zwei geordnete Basen B und B’ von V gilt

det(ME(f)) = det(ME/ (f)).

Definition. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann definieren wir die ‘Determi-
nante’ Abbildung det : Endg (V) — K durch

det(f) = det(ME(f)),

fiir eine beliebige geordnete Basis B von V' (die Definition ist unabh#ngig von B nach dem
obigen Lemma).

Ubung. Wenn B € Mat,,»,(R) und

1 0
C:= < 0 B > € Mat(nJrl)X(nJrl)(R)’
zeigen Sie, dass det(C) = det(B).

5.5. Laplace Entwicklung von Determinanten. Sei A € Mat,x,(R). Fir 1 < i,j < n
definieren wir den Minor M;;(A) € Mat(,_1)x(n—1)(R) wie folgt:

air atj—1 arj+1 - a1in
_ ai—11 *°° QAi—1j-1 Gi—1j41 **° Gi-1n
M;;(A) = e g L
ai+11 Aj415-1 Qi41 541 Ai+1n
an1 " QAn j—1 anj+1 " Qnn

und A e Mat, xn(R) wie folgt

air 0 arj—1 0 arjpr o ain
N ai—11 - ai—1j-1 0 ai—1j41 0 Gi—1n
AW = 0 0 1 0 0
aiy11 o Giy1j—1 0 aip1i41 0 Givin

anl Ap j—1 0 Qpj4+1 Ann
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Dann ist die komplementiire Matrix A* zu A die n x n-Matrix mit
(A%);; = det(AUD).
Bemerkung. Fiir A € Mat,, «,(R) gilt
det(A)) = (1) det(Mi(4)),

da man durch ¢ —1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j —1 Vertauschungen benachbarter

Spalten A) auf die Form
1 0
0 M;;(A)

et A1) = (=)D er (G €Y = (1) der( ()
ij

Lemma. Sei A € Mat,,,(R) und A* die komplementire Matrix zu A. Dann gilt
AA* = AP A = det(A)I,.
Bemerkung. Sei K ein Kérper. Wenn A € GL, (K), dann folgt

bringen kann, also

1
= A
det(A)
Satz 5.9 (Laplace Entwicklung von Determinanten). Sei A € Mat,,x,(R).
(1) Seiie{1,...,n} der Index einer Zeile. Dann gilt

det(A) = > (=1)"ay; det(M;;(A)).

J=1

(2) Seije{l,...,n} der Index einer Spalte. Dann gilt

n

det(A) = (=1)"a;; det(M;;(A)).
i=1
Beispiel. Wir berechnen die Determinante einer 3 x 3 Matrix A durch die Laplace-Entwicklung
nach der ersten Zeile:

aip a2 aig

a a a a a a
det a1 a9 a93 = aq1 det 2 B - aqs det = = + a3 det 2 2.
az2 as3 az1 ass azr  as2
azy asz2 as3

5.6. Eigenwerte. Sei f € Endg (V) ein linearer Endomorphismus eines K-Vektorraumes V.
Wenn es A € K und ein Vektor v # Oy aus V' gibt mit

f(’l)):)\"l),

sagen wir, dass A ein Figenwert von f ist und v ein Eigenvektor von f (zum Eigenwert \) ist.
Fiir A € K definieren wir den A-Eigenraum von f

Eig(f,A\) :={veV: f(v) =X v}

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A von f ist die Dimensions des A-Eigenraums:

pg(f, ) == dimg Eig(f, \)

Fiir eine Matrix A € Maty, x,(K) ist ein Eigenwert (bzw. ein Eigenvektor) von A ein Eigenwert
(bzw. ein Eigenvektor) von F)y : K™ — K", x — Ax, und man schreibt Eig(A, \) = Eig(F4, \).

Bemerkung. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V).

(1) A € K ist ein Eigenwert von f genau dann, wenn Eig(f,A\) # {0y }. Ferner ist jeder
Vektor v € Eig(f, \)\{Oy} ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A.
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(2) Die Eigenrdume von f sind Untervektorrdume von V, da

Big(f,\) = ker(hy — f)

ist der Kern der lineare Abbildung hy — f € Endg(V'), wobei hy = X\ - Idy € Endg (V)
die Homothetie v +— A - v ist.

(3) s gilt f(Fig(f, \)) < Big(f, ).

(4) Fiir A # p € K gilt

Eig(f, \) N Eig(f, 1) = {0y }.

(5) Es gilt Eig(f,0) = ker(f). Dehalb ist 0 € K genau dann ein Eigenwert von f, wenn f
nicht injektiv ist.
(6) Sei A € Mat,x,(K). Fiir A € K ist

Eig(A,\) = {v e K" : Av = \v}.

Wenn es A € K und v € K"\{0} gibt mit Av = Av, dann ist A ein Eigenwert von A und
v ein Eigenvektor von A (zum Eigenwert \).

Beispiel.

(1) Sei f = Idy. Dann gilt Idy(v) = v = 1 - v fiir alle v € V. Daher ist jeder v # Oy ein
Eigenvektor von Idy zum Eigenwert 1.

(2) Sei hy : V — V die Homothetie v +— X - v. Dann ist A die einzige Eigenwert von hy und
jeder v # Oy ist ein Eigenvektor von Idy zum Eigenwert A.

(3) Sei Dy : R? — R? eine Drehung um den Nullpunkt 0 € R? mit dem Winkel 6, so dass
die entstehende Matrix (fiir die geordnete Standardbasis von R?) ist

A — < cosf) —sind >
9=\ sin® cos |-
Die Drehung Dy hat ein Eigenvektor v € R?, wenn v und Dy(v) auf einer Gerade durch
0 liegen. Daher hat Dy ein Eigenwert genau dann, wenn 6 ein Vielfach von 7 ist. Wenn
0 = 0, ist Dy die Identitit. Wenn 6 = =, gilt D (v) = —v, also —1 ist der enziger

Eigenwert von D).
(4) Fiir A1,..., A\, € K sei

AN 0 - 0
A = diag(Mq, ..., An) = (? ‘A? 9
0 . 0 A
eine Diagonalmatrix. Die Eigenwerte von A sind Ay, ..., \,, da Ae; = Ae; = \;e;. Ferner

gilt
Eig(A, \;) = Span(e;) und K" =Eig(A4,\1) & --- ® Eig(A4, A\,).
Satz 5.10. Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f € Endg (V). Fir A € K ist
daquivalent:

(1) X ist ein Eigenwert von f,
(2) Mdy — f ist nicht bijektiv,
(3) det(Aldy — f) = 0.

Satz 5.11. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V). Dann ist dqui-
valent:

(1) Es gibt eine geordnete Basis B von V', die nur aus Eigenvektoren von f besteht.
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(2) Es gibt eine geordnete Basis B von 'V, so dass Mg(f) diagonal ist, d.h. es gibt A1, , A\, €

K mit
A O - 0
. 0 A o0
Mg(f):dlag()\l,...,)\n) = . ‘2 . )
0 - 0 M\,
Definition.

(1) Ein linearer Endomorphismus f : V' — V eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes
V heifit diagonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass Mg (f)
eine Diagonalmatrix ist.

(2) Eine Matrix A € Mat,x,(K) heifit diagonalisierbar, wenn der Endomorphismus F4 €
Endg (K™) diagonaliserbar ist.

(3) Zwei Matrizen A, B € Mat,,«,(K) heifit dhnlich, wenn es S € GL,(K) gibt mit A =
SBS—L.

Ubung.

(1) Ahnlichkeit auf Mat,,x, (K) ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Eine Matrix A € Mat,,«,(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn A #hnlich zu einer
Diagonalmatrix D ist.

Satz 5.12. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N und f € Endg (V). Wenn f

: | paarweise verschiedene Eigenwerte A1, --- , A\, € V hat, dann ist f diagonalisierbar.
05.02.18
5.7. Charakteristische Polynome. Sei K|[t] der Polynomring. Eine Nullstelle eines Polynoms

P(t) € K|[t] ist ein Element A\ € K mit P(\) = 0.

Definition.

(1) Sei A € Maty,xn(K). Dann ist tI, — A € Mat, x,(K[t]) eine Matrix mit Koeffizienten
aus K|[t]. Das charakteristische Polynom von A ist

xa(t) = det(tl, — A) € K[t].

(2) Sei f : V — V ein linearer Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes
V. Das charakteristische Polynom von f ist

Xf(t) = det(tIdy — f) € K[t].

Bermerkung.

(1) Sei A ein Eigenwert einer Matrix A € Maty, x,, (K). Nach dem Satz 5.10 ist det(A\[,, —A) =
0, so dass xa(\) = 0, d.h. X ist eine Nullstelle von A. Ebenso wenn A ein Eigenwert einer
linearen Abbildung f:V — V (mit dimg (V) < 00), ist A eine Nullstelle von x¢(t).

(2) Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Wenn A € Mat,,»,,(K) eine Matrix ist,
die einen linearen Endomorphismus f € Endg (V) darstellt, dann ist x ¢(t) = xa(?).

(3) Seien A, B € Mat,»,(K). Wenn A und B #hnlich sind, dann gilt x () = x5(t) (Ubung).

Satz 5.13. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Das charakteristische Polynom
x¢(t) € K[t] von f € Endg (V) hat die folgenden Eigenschaften:

(1) grad(xs) = n,
(2) x7(0) = (=1)" det(f),
(3) Die Nullstelle von x s sind die Eigenwerte von f.

cosf) —sind
Ae:(sinﬂ cos 6 >

Beispiel. Fiir die Matrix
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der Drehung Dy : R? — R? um 0 € R? mit Winkel € ist das charakteristische Polynom
t —cosf sin 6 >

X4, (t) = det(tly — Ap) = det < Cdinf  f— cosd
= (t —cos®)(t — cos ) — (sinf)(—sin @)
= t* —2tcosf + 1.
Die Diskriminante von x 4, (t) ist nicht-negativ
(—2cosf)* —4 = 4(cos*0 —1) > 0

genau dann, wenn cosf = +1, d.h. wenn 6 € nZ. Deshalb hat Ay ein Eigenwert A € R genau
dann, wenn 6 € 7Z. Wenn 6 € 77, dann ist die Diskriminante von x4, (t) gleich Null, also hat
X4, (t) eine Nullstelle \g = cos 6 des Vielfachs 2, d.h.

XA, (t) = (1 = No)*.

Wenn 6 € 277, ist Ag die Identitét und \gp = 1 ist der einzige Eignwert. Wenn 6 € 7(1 + 27Z),
ist Ap Multiplikation mit —1 und A\p = —1 ist der einzige Eigenwert. Wenn 6 ¢ nZ, hat die
Drehung Dy keinen Eigenwert.

Definition. Sei P(t) € K[t] ein Polynom. Fiir A € K definieren wir die algebraische Vielfachheit
von P bei A:

pa(P,A) == max{n € N: (t — \)"|P}.
Fiir einen Endomorphismus f € Endg (V) eines endlichdimensionalen K-Vektorraum V' ist die
algebraische Vielfachheit von f bei A die Vielfachheit von x¢(t) bei A

alf, ) 1= max{n € N : (£ = \)'Jys(8)}.
Bemerkung. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N und f € Endg (V).

(1) Wenn f diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine geordnete Basis B von V mit Mg (f) =
diag(Ay, -+, Ay) fiir \; € k, dann zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfakto-
ren:

Xp(t) = (E=A1)--- (¢ = An).
Hier kann es sein, dass \; = A, so dass x¢(t) einen wiederholten Faktor hat.
(2) Die Umkehrung der obigen Aussage ist Falsch: zum Beispiel betrachten wir die Matrix

11
A= ( 0 1 > S MatQXQ(R),

die nicht diagonalisierbar ist, aber es gilt x4(t) = (¢t — 1)2. Der Eigenraum von 1
Eig(A,1) = {x € R? : Ax = x} = {(21,29) : 29 = 0}

hat Dimension 1, aber das Vielfach von ya(t) bei 1 ist 2.
(3) Wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt

Xf(t) = (E= A1) (t = An)
mit \; # \; fiir 7 # j, dann ist f diagonalisierbar.

Lemma. Sei f : V' — V ein linearer Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraum
V. Fiir einen Eigenwert A von f gilt:

1 < dimg (Big(f, A)) < u(xs, A)-
Satz 5.14. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Fir f € Endg (V) ist dquivalent:
(1) f ist diagonalisierbar,

(2) Das charakteristische Polynom xf(t) zerfdllt in Linearfaktoren und dimg Eig(f,\) =
w(xr,A) fir alle X € K,

07.02.18]
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(3) Wenn A\q,---, A\, die paarweise verschiedene Eigenwerten von f sind, dann gilt
k
V = @ Eig(f, M) := Eig(f, M) @ - © Big(f, \e).
=1

LITERATUR

S. Bosch, Lineare Algebra, 4. Auflage, Springer-Verlag, 2008.

G. Fischer, Lineare Algebra: Eine Einfiihrung fr Studienanfinger (vieweg studium;
Grundkurs Mathematik),2013.

W. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie, Springer-Verlag, 1984.

S. Lang, Introduction to linear algebra, Second edition, Springer, 1986.

S. Lang, Linear Algebra, Third edition, Springer, 1987.

J. Liesen und V. Mehrmann, Lineare Algebra, Vieweg, 2011.

Freie Universitdt Berlin, Arnimallee 3, Raum 011, 14195 Berlin, Germany

hoskins@math.fu-berlin.de



