Mechanik

Die Mechanik behandelt Bewegungen, ihre Abldufe und ihre Erzeugung. Die Bewegungsgesetze
(Newtonschen Axiome) kénnen in axiomatischer Form eingefiihrt werden:

Lex prima:
Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichformiger geradliniger Bewegung, wenn er
nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

DEFINITION: Die Groke der Bewegung wird durch die Geschwindigkeit und die Menge der Materie vereint
gemessen.

p=m-U
p = const; bei Abwesenheit von Kréften

Lex secunda:
Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht nach
der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.
d_ﬁ_d(mﬁ)__’_ .
= —a —l=m-a
Masse mal Beschleunigung = Kraft




Lex tertia:
Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets
gleich und von entgegengesetzter Richtung.

actio = reactio; Fr=—F
Corollarium

Zwer Krifte, die am gleichen Massenpunkt angreifen, setzen sich zur Diagonalen des von thnen gebildeten
Parallelogramms zusammen.




Basisgrofien, abgeleitete Grofien

Quantitativ, reproduzierbar mefsharen Grofen, sogenannten physikalischen Grofen, sind als Produkt ei-
ner Makzahl mit einer Einheit definiert:

Physikalische Grofse = Makzahl - Einheit

Die Mafizahl ist das (numerische) Ergebnis einer Messung oder Berechnung (mit Messfehler oder Unsi-

cherheit versehen);

Die Einheit legt die Mefsskala in einer Basiseinheit oder einer abgeleiteten Einheit fest. Die abge-
leiteten Einheiten haben oft Eigennamen. Beispiele siehe Tabelle.

Beispiele fiir physikalische Einheiten

Linge oder Strecke s s=155m (m = Meter)
elektr. Stromstérke I I'=232A (A = Ampere)
Geschwindigkeit v v = 55 km/h (Kllometer/ Stunde)
elektr. Spannung U U=220V (Volt = J/As)




SI-Malssystem

Das z. Z. international giiltige Mafsystem ist das Systéme International d’Unités (kurz SI), welches sieben
Grundgrofen mit entsprechenden Basiseinheiten definiert (siehe Tabelle). Aus diesen sieben Grundgréfsen

werden alle anderen (abgeleiteten) Grofen zusammengesetzt.

Beispiele

N . __ds __ Strecke . : : ~ m
o Geschwindigkeit: v = 53 = >, Einheitlv] = =

b

e kinetische Energie: Fy, = %02 Einheit|F,| = gs'én " N-m = Joule

Urkilogramm: siehe auch http://physics.nist.gov/cuu/Units/kilogram.html



SI-Einheiten

Grundgrofse Basiseinheit Realisierung (Genauigkeit) Bemerkungen
Lénge 1 (s,d) Meter (m), Wellenliange eines Jod- Lichtgeschwindigkeit
(auch mm, pm, nm, km) stabilisierten He-Ne-Lasers ¢ = 2,99792458 10%m /s;
(2:1079) c=A-v

Zeit t

Masse m

elektrische Stromstarke |

Lichtstarke S

Temperatur T

Stoffmenge n (oder v)

Sekunde (s),
(auch ms, ps, ns, min, h)

Kilogramm(kg),
(auch g, mg, pg, t)

Ampére (A)

Candela (cd)

Kelvin (K)
(1°C=1K)

Mol (mol)
1 mol = N, Teilchen

133Cs Frequenz v

CH;y-stabilisierter He—Ne—Laser
(<1071

Massenprototyp
(ca. 107%)

magnetische Spulenwaage
(<1079
(neu: Quanten-Halleffekt)

Hohlraumstrahler
(ca. 2-107?)
(neu: Synchrotronstrahlung)

absoluter Nullpunkt: 0 K =
—273,15°C (typ. 107%)

Rontgenstreuung—- Si-
Einheitszelle (107°)

Ubertragung auf Quarzuhren

(auch Spannungsnormale)

Ubertragung auf Gliihlampen

Fixpunkte;
Tripelpunkt von HyO: 273,16 K




Drei einfache Bewegungsformen

1. Das bewegte Objekt lauft eindimensional entlang einer Geraden. Die Bewegung kann gleichformig
(mit konstanter Geschwindigkeit) oder beschleunigt sein. Beinhaltet kinetische (Translations-)
Energie.

2. Das bewegte Objekt lduft auf einer Kreisbahn (Radius = konstant). Der Betrag der Bahnge-
schwindigkeit kann konstant bleiben (gleichformige Kreisbewegung), jedoch éndert sich stindig ihre
Richtung (Radial- oder Zentripetalbeschleunigung). Beinhaltet Rotationsenergie.

3. Das bewegte Objekt lauft hin und her um einen festen Punkt, die Bewegung wiederholt sich zy-
klisch (nach der Schwingungsdauer). Einfachste Art: die Bewegung beschreibt eine Sinus- oder Ko-
sinusfunktion (harmonische Schwingung). Beschleunigungen treten in jedem Zyklus auf, die Energie
wechselt hin und her zwischen kinetischer und potentieller Energie.

Eine beliebige, allgemeine Bewegung kann als Uberlagerung dieser
drei Bewegungsformen beschrieben werden.

o Kinematik: Beschreibung der Bewegung selbst: Ort, Zeit, Geschwindigkeit, Beschleunigung
o Dynamik: Ursache der Bewegung: Krafte, Wechselwirkungen

o Statik: Ursache der Ruhe: Kraftegleichgewicht



Kinematik der geradlinigen Bewegung

Zur Beschreibung einer Bewegung, d. h. fiir die Kinematik, brauchen wir die Zeitabhingigkeit von drei

Groken:

s-t-Diagramm, Weg
v-t-Diagramm, Geschwingdigkeit
a-t-Diagramm, Beschleunigung

ds

t) = —
(t) dv  d?s
a = ——= —
dt  dt?

Oder in umgekehrter Richtung durch Integration:
s(t) = /v(t) dt
v(t) = /a(t) dt

Die Integration gibt die Fldche unter der jeweiligen Kurve an (geometrisch).



Geradlinige, gleichformige Bewegung

Die Geschwindigkeit v(t) = vy = konstant, sie ist die » Konstante der Bewegung«. Die Beschleunigung ist
Null: a(t) = dvg/dt = 0. Das Integral | v dt (Rechteckfliche) ergibt

5t y-t a-t

— —

s(0) 1 Vo a=0
! 3

>
Geschwindigkeit t - Beschleunigung

4

Y

Ort

s(t) = vt + s(0).

Der Ort wichst linear mit der Zeit. Die Konstante s(0) (Anfangsort) ist eine Anfangsbedingung
(Integrationskonstante). Mathematisch ist s(t) = vgt + s(0) die Losung der Bewegungsgleichung
v(t) = ds/dt, mit v(t) = vp.



Geradlinige, gleichmafiig beschleunigte Bewegung

Die Beschleunigung ist a(t) = ay = konstant, sie ist nun die » Konstante der Bewegung«.

VA
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Die Integration der Bewegungsgleichungen dslt) v(t) und =~

S0, Vo zur Anfangszeit tg:

Y, a-t
a A =
do
do
> =
Geschwindigkeit © Beschleunigung
i dz(tt) = a(t) ergeben mit den Anfangswerten
S(t) = S+ ’U()(t — to) + % (t — t0)2.

Die Zeitabhéngigkeit des Orts s(t) ist parabelférmig.




Ein Beispiel der geradlinigen, gleichférmig beschleunigten Bewegung ist die Fullbewegung eines Korpers
durch die Schwerkraft der Erde.

a

2

A

42

r
Gravitationsgesetz:

~ miy-mo T , Nm?
F=G—""2. . wobei G = 6,67 - 107 H—o

r2 7|’ kg?
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Zusammenfassung, geradlinige Bewegung

die geradlinige Bewegung — kinematische Grofien
Alle Grofsen stehen parallel zueinander, wir konnen auf die Vektorschreibweise verzichten! (Ansonsten

werden Vektorgrofen hier mit Fettdruck gekennzeichnet: 8= Strecke als Vektor, s oder |s| = Betrag der
Strecke.)

e s(t)=Bewegungsstrecke [auch x(t) genannt; i.a. eine Vektorgrofhe| (m)
o v(t)=Geschwindigkeit = ds/dt¢ (m/s): Steigung der s-t-Kurve
e a(t)=Beschleunigung =dv/dt = d%s/dt*(m/s*): Kriimmung der s-t-Kurve
Bewegungsgleichungen und deren Losungen
e gleichformige Bewegung, v(t) = vy = const:
o) =i o=

Losung:

s(t) = s(0) + vy - (t —to)
s(t) = s(0)+wvpt fiur ty=0.

vo-Konstante der Bewegung
s(0)-Anfangsbedingung
11



o gleichmdfig beschleunigte Bewegunyg, a(t) = ag = const:

Losung:

s(t) = s(0) +v(0) - (¢ —to) + 5+ (¢ = o)’

s(t) = 5(0) +v(0)-t+%t2 fir to=0.

12



Der Energiebegrift

Historisch ist der Energiebegriff relativ neu; er ist aus dem Begriff der Arbeit abgeleitet worden, der schon
am Anfang der Mechanik zur Zeit Newtons stand.

Wir schauen uns deshalb die Begriffe Arbeit, Energie, Leistung in dieser Reihenfolge an. In der Physik
haben diese Begriffe eine prizise Definitionen im Sinne der Einfithrung (»physikalischer Begriff«: genau
und wiederholbar zu messen, durch Mathematik zu beschreiben).

Definition der (mechanischen) Arbeit

Mechanische Arbeit beschreibt die Wirkung einer Kraft F', die eine Bewegung entlang der Strecke s
erzeugt. Diese Wirkung ist proportional der Starke der Kraft und auch proportional der Linge der Be-
wegungsstrecke s. Wir definieren deshalb die Arbeit W mit

Arbeit = Kraft - Strecke

oder
W = F's

13



Einheit der Arbeit: Nach der obigen Definition hat die Arbeit die gleiche Einheit wie [Kraft - Strecke].
Die Einheit der Kraft F' folgt aus F' = ma als

[F] = [m][a] = kg~ = kgE2 = Newton
S S

Damit ist die Einheit der Arbeit gleich Newton - Meter = Nm = kgr;‘—;. Diese Einheit erhalt auch einen

eigenen Namen, Joule:
2

1J = 1Nm = 1 kg—
S

Wir haben sie schon in Zusammenhang mit Energiedosis und Aquivalentdosis verwendet.

Nun gibt es einige Feinheiten, die in manchen Féllen die Definition der Arbeit noch komplizierter machen,
als sie oben erscheint:

1. Die Grofen Kraft und Strecke sind beide gerichtete Groken (Vektoren); sie haben sowohl einen
Betrag | F|, |s| als auch eine Richtung. Falls die Richtungen nicht iibereinstimmen, ist nur die Kraft-
komponente F) parallel zur Strecke wirksam bei der Berechnung der Arbeit. Wir miissen das Pro-
dukt F'- s so definieren, dak nur diese Komponente berticksichtigt wird, und aus einem Produkt
zweier Vektorgrofen eine skalare Grofse machen. Genau dies tut das Skalarprodukt: W = F.g=
|F'||s| cosp = Fj|s|, (wobei ¢ den Winkel zwischen den Vektoren F und 3 bezeichnet).

14



2. Die Kraft ist nicht immer konstant iiber die Strecke s. Wir miissen einen geeigneten Mittelwert
finden, um das Produkt von Kraft und Strecke zu berechnen. Dies ist moglich, wenn wir die Strecke
s in viele, beliebig kurze differentiellen Teilstrecken ds aufteilen; in jeder Teilstrecke ist F' dann
annahernd konstant, es gilt dann: dW = F . d3 fiir die entsprechende differentielle Arbeit dWV.
Um die gesamte Arbeit iiber die Strecke so zu erhalten, miissen wir integrieren (summieren iiber

Teilstrecken):
W (s0) = /dW: /F’-dg.
50

Dies ist die allgemeine Definition der Arbeit. Wir schauen nun einige Beispiele an.

»Die Bewegung des grofien Steins«

Ein Mensch wird damit beauftragt, einen grofsen Steinblock von einem Ort zu einem anderen zu bewegen.
Er fingt optimistisch an ...

15
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Abbildung 0.1. Tag 1 — die Kraft reicht einfach nicht aus ... Eine parallele Kraft F) ist da, sie reicht aber nicht aus, die Strecke s bleibt Null.
Damit ist die physikalische Arbeit gleich Null; die physiologische Arbeit ungleich Null; und die Lohnarbeit gleich Null

16



Erdbeben!

L\ Y ) /
e — —— = -.:j - - v ‘__‘___

Abbildung 0.2. Tag 2 — ein anderer Versuch (mit Erdbeben...) Eine parallele Kraft F|, ist nicht vorhanden. Durch Zufall ergibt sich eine
Bewegungsstrecke in der erwiinschten Richtung, die aber nicht durch die Arbeit des Menschen zustande kam. Daher ist die physikalische Arbeit

gleich Null; die physiologische Arbeit ungleich Null; und die Lohnarbeit ungleich Null (zuféllig)

17



Abbildung 0.3. Tag 3 — endlich der richtige Weg ... Eine parallele Kraft Fj, und eine Bewegungsstrecke sind vorhanden, die Kraft hat die
Bewegung (gegen Reibungskrifte) verursacht. Daher ist die physikalische Arbeit ungleich Null; die physiologische Arbeit ungleich Null; und die
Lohnarbeit ungleich Null

18



Drei Arten der mechanischen Arbeit

Es ist hilfreich, die mechanische Arbeit zu klassifizieren, je nach den Bedingungen, unter denen sie
geleistet wird:

1. Beschleunigungsarbeit —der einfachste Fall ist der, dak keine weiteren Krifte (auker der »&ufe-
ren« Kraft F') wirken. Dann erzeugt die Kraft F' eine Bewegung der Masse m, ausgedriickt durch
die Newton’sche Gleichung F' = ma (a = Beschleunigung = dwv/dt). Die Beschleunigung (und
die Bewegungsstrecke s) sind immer parallel zur Kraft F. Wir kénnen die (differentielle) Arbeit
schreiben als:

dW =F -ds=mads =m dv ds =mdv ds =muvdv.
dt dt
Die gesamte Arbeit, fiir eine Beschleunigung vom Stand (v = 0) bis zu einer Endgeschwindigkeit

v = vy, ist gegeben durch Integration von dW:
m

Vo V0
W(O—>Uo>=/ dW:m/ vdv=§v§
0 0

Beispiel: ein Radfahrer beschleunigt vom Stand bis zur Geschwindigkeit vy. Danach fahrt er mit kon-
stanter Geschwindigkeit weiter (die Reibung sei vernachléssigbar). Er hat die Beschleunigungsarbeit
(m/2)v§ geleistet, wobei m die Gesamtmasse (Rad + Fahrer) ist:

19



m = 70 kg

v =20 km/h=5,5m/s

W =(70/2) (5,5)2 J
=1050 J

—> F
» S

—-5 @
Abbildung 0.4. Zahlenbeispiel: Fahrrad + Fahrer haben eine Gesamtmasse von 70 kg; der Fahrer beschleunigt vom Stand (v = 0) bis zur
Endgeschwindigkeit vy = 20 km/h (entsprechend 5,5 m/s). Die geleistete Beschleunigungsarbeit betrigt % - (5,52)? = 1050kg§“2(J)

S
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2. Verschiebungsarbeit — die externe Kraft F wirkt gegen eine Gegenkraft F a. Nach dem Ar-
beitsprozel kommt das System zum Stillstand, es wird nur wenig Beschleunigungsarbeit geleistet;
aber die Lage des Systems dndert sich durch die Arbeit (Verschiebung!), die geleistete Arbeit kann
in der Lage gespeichert und spater wieder freigesetzt werden.

Beispiele:

a) Hubarbeit — die Gegenkraft ist die Schwerkraft; z. B. wird ein Gewicht der Masse m um die
Hohe h angehoben. Die Schwerkraft mg wirkt senkrecht nach unten (g = Erdbeschleunigung,
eine Konstante, die die Stérke der Schwerkraft in der Ndhe der Erdoberfliche angibt). Die
wirkende Kraft F' muf nur geringfiigig grofer als mg sein, sie wirkt senkrecht nach oben,
parallel zur Bewegungsstrecke s. Da die Kraft auch konstant ist, kénnen wir die einfache Formel

fir die Arbeit benutzen:
W(O0 — h)=Fs=mgh.

Diese Arbeit ist in der Lage h des Gewichtes gespeichert, sie kann (durch Hinunterlassen des
Gewichtes) wieder freigesetzt werden. Fiir ein Gewicht der Masse 1 kg betridgt die Hubarbeit
zum Heben um A = 1 m:

2
W =mgh=1kg-9,81 = 1m =981 kg— = 9,81 J.
S S
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Ahnlich ist es mit dem Radfahrer, wenn er bergauf fahrt. Falls der Berg eine konstante Steigung
des Winkels « hat, steigt er um die Hohe h = s sina , wenn er die Strecke s zuriicklegt. Die
Gegenkraft ist die Parallelkomponente der Schwerkraft, Fg| = mgsin a. Da die Kraft konstant
ist, konnen wir fiir die Arbeit schreiben:

W = Fgis = mgssina = mgh ,

genau wie fiir das Heben eines Gewichtes. Diese Hubarbeit wird in der Lage des Fahrrads
gespeichert und kann wieder freigesetzt werden (bergab fahren!).

Fg/ =mgsin a

e Fy
FG//L\/
\
\g’ﬁ mg

Abbildung 0.5.
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b) Volumenarbeit — wird ein Gas in einem Zylinder der Querschnittsfliche A unter Druck P
gespeichert, muf Arbeit geleistet werden, um es (durch Verschieben eines Kolbens) weiter zu
komprimieren. Der Druck erzeugt eine Kraft ' = P A senkrecht zum Kolben; die externe Kraft
zum Komprimieren muf geringfiigig grofer sein. Wird dadurch der Kolben um die Strecke ds
hineingedriickt, ist die geleistete Arbeit:

dW = Fds=PAds= —PdV

wo dV = A ds die Volumeninderung ist (Fliche - Linge). Das Minuszeichen kommt daher,
dals eine Kompression eine Verkleinerung des Volumens (dV negativ) aber eine Erhéhung
des Druckes bedeutet. Diese Arbeit kann auch gespeichert und wiederbenutzt werden (z.B.
Druckluftbremse). [Um die Gesamtarbeit W auszurechnen, miiften wir den Zusammenhang
zwischen P und V — die Zustandsgleichung des Gases — kennen; siehe spater unter Abschnitt
1 (Wérmelehre).]
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c) elastische Arbeit — wenn ein elastisches Objekt (z. B. eine Schraubenfeder) verformt wird, rea-
giert es mit einer Gegenkraft, Foy = —Dx, wo x die Verformungsstrecke (Auslenkung aus der
Ruhelage) und D eine Konstante (»Federkonstante«) sind. Die Auslenkung z ist parallel zur
extern wirkenden Kraft F'| die die Auslenkung erzeugt. Die differentielle Arbeit (Auslenkung
um eine geringe Strecke dz) ist dann:

AW = Fdx = Dx dx
und die Gesamtarbeit ist

1
W(x:O%xo):/dW:D/xdx:§Da:8
0

(Integral s. oben!). Diese Arbeit ist in der Feder gespeichert, sie kann beim Entspannen freige-
setzt werden.

25



3. Reibungsarbeit — wenn Reibungskrafte iiberwiegen, dient die externe Kraft /' nur, um sie zu iberwin-
den. Es wird weder Beschleunigungsarbeit noch Verscheibungsarbeit geleistet, das System kommt
zur Ruhe, sobald die Kraft nicht mehr wirkt, und die ganze geleistete Arbeit geht schliefslich in
Wiérme iiber. Sie ist meistens nicht im System gespeichert und kann nie (vollstindig) wieder in
mechanische Arbeit zuriickverwandelt werden.

Beispiel: ein Radfahrer fahrt auf ebenem aber schlammigem Boden, die Reibung der Rader mit
dem Boden ist grof. Sobald er aufhort zu treten bleibt er stehen. Er gewinnt weder an Hohe noch
an Geschwindigkeit, seine Arbeit wird nur verwendet, um die Reibung zu iiberwinden.

Zahlenbeispiel: Das menschliche Herz leistet Reibungsarbeit, um das Blut gegen den Stromungswi-
derstand der Gefile zu pumpen. Es macht typisch 100000 Schlage pro Tag und leistet dabei eine
Arbeit von ca. 130000 J. Bei einem 60-jahrigen Menschen hat das Herz eine Gesamtarbeit von rund
4-10° J geleistet — das wiirde reichen, um 400000 1 Wasser (400 T!) um 1000 m hochzuheben.

Die meisten Arbeitsprozesse bestehen aus einer Kombination der o.g. Arten der Arbeit, z. B. aus Hub-
arbeit, Beschleunigungsarbeit und Reibungsarbeit gleichzeitig. Das Radfahren oder Gehen sind Beispiele
dafiir.
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Abbildung 0.6.
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Energieformen

Nun kommen wir zur zentralen Grofe, zur Energie. Wir haben gesehen, dal die Arbeit eine Prozefgrofse
ist — sie hangt von dem detaillierten Ablauf des Vorgangs ab.

Aber geleistete Arbeit kann den Zustand des Systems verdndern; dieser Zustand hingt dann nicht mehr
vom Ablauf ab.

Es ist beispielsweise vollig unerheblich, ob ein Wagen auf der Luftkissenschiene durch schnelles, kriftiges
Entspannen einer Feder, durch gleichméafiges Fallen eines Gewichtes, oder durch die sanfte Kraft eines
Luftzuges auf einem kleinen Segel bis zur Endgeschwindigkeit vy gebracht wurde — er hat in jedem Fall
den gleichen Zustand. Die entsprechende Zustandsgrofse — die man als gespeicherte Arbeit bezeichnen
konnte — ist die Energie.

Sie enthélt weniger Informationen, als die Arbeit, da sie nicht mehr vom Ablauf des Arbeitsprozekes
abhangt. Dafiir ist sie allgemein einsetzbar, um einen Zustand zu beschreiben. Sie hat die gleiche Einheit
wie die Arbeit, d.h. Joule. Entsprechend der drei Arten der Arbeit gibt es verschiedene Typen von
Energie:
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1. Bewegungsenergie (kinetische Energie) ist gespeicherte Beschleunigungsarbeit; sie ist gegeben durch
(s. oben)

fiir eine Masse m, die sich mit Geschwindigkeit v bewegt, egal, wie die Masse bis zu dieser Ge-
schwindigkeit beschleunigt wurde.

2. Lageenergie (potentielle Energie) ist gespeicherte Verschiebungsarbeit; sie ist gegeben z. B. durch

Epot = mgh
fiir die potentielle Energie eines Gewichtes der Masse m in der Hohe h iiber der Erdoberfliche; oder
durch b

Epot = 5332

fiir die elastische Energie einer Feder der Federkonstanten D, die um den Betrag x von ihrer Ruhelage
ausgelenkt wurde.

3. Die Energieform, die durch Reibungsarbeit entsteht, ist die ungeordenete mikroskopische Bewe-
gungsenergie, die wir Wdirme nennen. Sie kann, im Gegensatz zu den rein mechanischen Energie-
formen, nicht frei und vollstindig in andere Energieformen umgewandelt werden.

Es ist bemerkenswert, dak der Nullpunkt der Energie einigermassen willkiirlich gewéhlt werden kann
(v = 0 hingt vom Bezugssystem ab, Héhe h = 0 kann im 1. Stock oder im Keller sein, die Ruhelage einer
Feder 1aft sich durch eine konstante externe Kraft verschieben).
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Energieerhaltung

Der Energieerhaltungssatz (» Energie-Satz«) Dies ist ein Erfahrungssatz, der erst in der Mitte
des 19. Jh. formuliert wurde. Er besagt, dals man Energie weder erzeugen noch vernichten kann, nur
umverteilen bzw. in andere, dquivalente Energieformen umwandeln kann. Eine Formulierung lautet:

In einem abgeschlossenen System (keine Kréafte wirken von oder
nach aufen) bleibt die Summe aller Energieformen konstant.

Diese rein mechanische Aussage wird in der Warmelehre ergdnzt durch die Einbeziehung der Warme als
weitere Moglichkeit, die Energie eines Systems zu verandern. Die makroskopisch iibertragene Warme d@)
ist, wie die Arbeit, eine ProzeRgréfe; beide konnen zu einer Anderung der Energie (»inneren Energie« U)
eines Systems beitragen. Dies nennt man den 1. Hauptsatz der Warmelehre; mehr dazu spéter.
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Leistung

Die Leistung ist eine vergleichsweise einfache Grofe: sie gibt an, wie schnell Arbeit geleistet wird. Wenn
die Rate konstant ist, kann man sie einfach definieren als:

Wges
to

P =

wo Wies die gesamte in der Zeit ¢ geleistete Arbeit ist. Thre Einheit ist J/s oder Watt:

2
W) g kem
S

g3

Falls die Rate, mit der die Arbeit geleistet wird, nicht konstant ist (dies ist der tibliche Fall), muff man
die momentane Leistung P(t) verwenden:

dW
P(t) = TR

wobei die in der Zeit £, geleistete Gesamtarbeit durch Integration iiber die Zeit zu berechnen ist:

W — / P(t) dt
to

Die momentane Leistung bei einer Bewegung mit Geschwindigkeit v, verursacht durch eine Kraft F', ist
gegeben durch:



Dynamik der geradlinigen Bewegung
Newton’sche Axiome

NEWTON, bauend auf die Ergebnisse GALILEIS, stellte drei Axiome auf, welche die Dynamik von Bewe-
gungen allgemein und insbesondere der geradlinigen Bewegung beschreiben:

Tragheitsprinzip  ein (massives) Objekt, worauf keine Kréfte wirken, beharrt in seinem jeweiligen Zu-
stand der geradlinigen, gleichférmigen Bewegung.

m
p=m-vU = const paistder Impuls, Einheit : kg—.
s

Impulserhaltungssatz

n einem abgeschlossenen (mechanischen) System (keine Kréfte wir-
ken von oder nach aufen) bleibt der Gesamtimpuls (Vektorsumme
aller einzelnen Impulse) konstant.

Anders gesagt: in einem abgeschlossenen System kann Impuls weder erzeugt noch vernichtet werden.
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Man kann die Impulserhaltung — zusammen mit der Energieerhaltung — verwenden, um Stofs-und
Streuprozesse aller Art zu beschreiben. Impulserhaltung ist fiir das Funktionieren von Reaktionsmo-
toren (Diisenantrieb, Raketen) verantwortlich und spielt (meistens unbemerkt) im téglichen Leben eine
entscheidende Rolle. [Impulserhaltung: Versuche— Impulsiibertragung am Wagen; Rakete; Stofke auf der
Luftkissenbahn; elastische und inelastische Stofe.|

Abbildung 0.7. Zentraler ideal elastischer Stoss

\Y;
1 v2=0
O---------=---- @
— V2'
v1—0 |
------------- @ @)
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Zentraler ideal elastischer Stofs:

Anfangsbedingung: v; mit Masse my in x-Richtung; v, = 0m/s mit Masse mo.

p1 = p| +py Impulserhaltung
1 2 1 12 1 12 ;
S — T — Energieerhaltun
2m1p1 2m1p1 2m2p2 ) g

= p] = p1 — D)
= pf = pi+p5 — 2piph

1, 1 1

2 12 12
- — = — + — 2 + —
2m1p1 o (p1 Po p1p2) 2m2p2
1 , o, 1 1
= — = +
m1p1p1 P2 (le sz)
N ;o 2m2
e plml + Mo
myp — ma
=) =
h=n mi1 + moy
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Abbildung 0.8. Ideal elastischer Stoss

Bei gleichen Massen mj = mo, v9 = 0m/s und ideal elastischem Stofs (nicht zentral) gilt:

p1= pz + p_’; Impulserhaltung

1 1 1
—pi=—pi + —p2 Energieerhaltung
2mq

2m1 2m
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=pi = P15 dam=my
= pi = P{ Dy +2p) e p)
= 2ppepy = 0

Also gilt: Stossen zwei gleichen Massen ideal elastisch, wovon eine vorher ruhte, so bewegen sie sich unter
einem Winkel von 90 oder 270 Grad zueinander weiter oder aber eine ruht nach dem Stoss.

Das Null-Impuls-Bezugssystem

Betrachten wir zwei oder mehrere Korper die sich gegeneinander bewegen, so ist es oft sinnvoll ein
Koordinatensystem zu wéahlen, in dem der Gesamtimpuls Null ist. Dies erhilt man, indem von jedem
Korper die Geschwindigkeit des Schwerpunktes aller betrachteten Korper vg abzieht:

L Dges _ > i(mv;) _ Moy + myvy
Mges (M) my + ma

Nun kann man den Koordinatenursprung z.B. in den Schwerpunkt oder einen der Korper legen und
z.B. den Stossprozess berechnen. Am Ende muss das System wieder in das urspriingliche zuriickver-
setzt werden, indem vg wieder zu allen Geschwindigkeiten dazu addiert wird. Das nennt man auch eine
Transformation von Bezugssystemen.
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Koordinatentransformation

-t

1 m2=2m1

Transformation ins Schwerpunktsystem:
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Bezugssysteme

Im Beobachtungssystem eines Beobachters A (z.B. ein im fahrenden Zug stehender Schaffner) bleibt
ein ruhender Gegenstand (z.B. ein schlafender Fahrgast), auf den keine duferen Krifte wirken, nach dem
ersten Newtonschen Axiom in Ruhe. Ein zweiter Beobachters B, der sich in einem Beobachtungssystem
befindet, welches sich relativ zum ersten Beobachtungssystem mit konstanter Geschwindigkeit o/
bewegt (z.B. ein Zeitungsverkdufer auf dem Bahnsteig), gilt ebenfalls das erste Newtonsche Axiom fiir
den Fahrgast und Schaffner, da der Impuls, bzw. die Geschwindigkeit konstant bleibt.

Bewegt sich B nicht mehr mit konstanter Geschwindigkeit, sondern beschleunigt er, so wird es fiir B
so aussehen, als wiirden Fahrgast und Schaffner beschleunigt, obwohl keine dufieren Krafte wirken. Hier
gilt das erste Newtonsche Axiom offensichtlich nicht mehr.

Bezugssysteme, in denen das erste Newtonsche Axiom giiltig ist heissen Inertialsysteme.
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Beschleunigte Bezugssysteme
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Beschleunigte Bezugssysteme:

In beschleunigten Bezugssystem werden zusatzliche Kréfte beobachtet.

Die Person im aufwirts beschleunigten Fahrstuhl erfahrt zur Erdbeschleunigung g zuséitzlich die Auf-
wartsbeschleunigung a. Die Waage, auf der die Person im Fahrstuhl steht, zeigt dann eine Normalkraft
Fy die gegeben ist durch:

Fx=m-§+m-d= Fy=m(g+a)

Im abwarts beschleunigten Fahrstuhl erfihrt der Fahrgast die Abwértsbeschleunigung a’. Damit ist die
Normalkraft Fly:

—

Fx=m-§+m-d = Fy=m(g—d)

40



Rotierendes Bezugssystem

Ruhende Korper erfahren in einem rotierenden Bezugssystem stindig eine Kraft, die dafiir sorgt, dass der
Korper in der Rotationsbewegung bleibt. Diese Kraft heisst Zentripetalkraft. Setzt die Zentripetalkraft
schlagartig aus, dann bewegen sich die Korper nach dem ersten Newtonschen Gesetz geradlinig und
gleichformig weiter.

Die Zentripetalkraft fiir einen Massenpunkt m, der im Kreis mit dem Radius r bewegt wird gilt:

o V5T
Fzy=—m-az,=—m-[& x vp] = —m-L~
T

Hierbei zeigt die Zentripetalbeschleunigung az, immer zum Kreismittelpunkt (daher zentripetal) und ist 7
entgegengerichtet. Die Richtung der Bahngeschwindigkeit dndert sich stetig aufgrund der Zentripetalkraft.
Die Kreisbewegung wird deshalb durch die Winkelgeschwindigkeit w beschrieben:

w@) _ Drehwinkelanderung _ d¢5(75)

Zeitanderung dt

Verlauft die Drehung im Antiuhrzeigersinn, so ist die Winkelgeschwindigkeit positiv, verlauft sie im Uhr-
zeigersinn, so ist sie negativ. Der Richtungsvektor der Winkelgeschwindigkeit & ist parallel zur Drehachse.
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Rotierendes Bezugssystem

nachher

®
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Das Aktionsprinzip oder die Newton’sche Bewegungsgleichung

dp
F = ma = pm
kann als Definition der Kraft angesehen werden (»wenn eine Masse m eine Beschleunigung a erfihrt,
wirkt auf sie eine Kraft F' nach F' = ma«).
Sie ist eine Differentialgleichung (a(t) = % zweifache zeitliche Ableitung vom Ort s), die eine Bewegung
mathematisch beschreibt.

Die Losungen der Bewegungsgleichung erhalten wir durch Integration; in zwei Fillen ist das sehr einfach:

1. die Kraft F' ist gleich Null, F' = 0. Dann ist die Geschwindigkeit konstant, v = vy (Trigheitsgesetz!),
wir brauchen nur einmal zu integrieren:

z(t) = vot + x(0).

Die Konstante 2(0) (Anfangsort) ist eine Integrationskonstante.

43



2. die Kraft F' ist konstant, z. B. gleich der Schwerkraft F'¢. Dann ist auch die Beschleunigung konstant,

wir haben:
\m _g_dt2

2(1) = %tz +0(0)t +2(0)

und zweimaliges Integrieren ergibt:

(freier Fall). Hier erhalten wir zwei Integrationskonstanten, v(0) (Anfangsgeschwindigkeit) und 2(0)
(Anfangsort).

Bei Stofprozessen (z. B. Schlagen eines Tennisballs durch den Schliager, Stofen von Billardkugeln) benutzt
man den sogenannten Kraftstol, um den Vorgang zu beschreiben:

Fdt=dp=d(mv) =mdv

(momentan; letzte Gleichung gilt, wenn m konstant ist), oder (fiir den gesamten Vorgang):

[Pyt~ [ ap—p)-p0)

(Kraftstof = Impulséinderung). Dies ist niitzlich, weil man meistens nicht die Einzelheiten der Kraftwir-
kung als Funktion der Zeit, F'(t), kennt, aber die Impulsinderung leicht messen kann.
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Wie ist es aber, wenn die Masse m nicht zeitlich konstant ist?

Beispiele sind: ein fliegendes Flugzeug oder eine Rakete (die Masse nimmt wihrend des Fluges wegen
Treibstoffverbrauch stindig ab) oder ein Teilchen, das zu hoher Geschwindigkeit beschleunigt wurde
(Massenzunahme aufgrund der relativistischen Beziehung F = mc?). In solchen Fillen muf man die
Zeitabhangigkeit der Masse berticksichtigen, indem man sie in die Zeitableitung hineinnimmt:

dp  d(mw)
F = = :
dt dt

d.h. die Kraft ist die zeitliche Anderung des Impulses.

Eine Rakete, die kontinuierlich Masse (z.B. Gas) mit der Geschwindigkeit v nach hinten ausstosst wird
beschleunigt. Dabei édndert sich die Masse der Rakete. Es gilt:

—

dm - v(t ApGius
mv()+pc

. dt a
mdzsf) + ?762—? + vgas—dmflf(t) S
du(t d d
mdzgf) +Udd? — (U + v})cil—? = 0
do(t d -
= m 22) Zld—:? = Fg
mdi}l(tt) +Uj4dd—7:: = F;;t; Raketengleichung



Die Losung der Raketengleichung fiir konstante Ausstromgeschwindigkeit v des Treibmittels, konstanter
externer Gewichtskraft F.,; = mg, Anfangsmasse my und Anfangsgeschwindigkeit v(t = 0) = 0m/s
lautet:

- o my
£) =} - | — gt
v(t) = vi nm(t) g
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Tragheitskrafte

Wir konnen die Newton’sche Gleichung auch in einer weiteren Weise interpretieren, als Kréftebilanz (actio
= reactio): jede wirkende Kraft F' ruft eine gleich grofse, engegengerichtete Reaktionskraft hervor. Bei
einem Objekt der Masse m ist dies die Trigheitskraft —ma, die jeder Anderung des Bewegungszustandes
(Beschleunigung) widerstrebt.

Wie wir gesehen haben, ist bei der ebenen Kreisbewegung stindig eine Beschleunigung vorhan-
den (Zentripetalbeschleunigung), selbst wenn der Betrag der Bahngeschwindigkeit konstant bleibt. Diese
Beschleunigung wird durch eine Kraft (Zentripetalkraft) hervorgerufen, sie erzeugt eine (gleich grofe,
entgegengerichtete) Reaktionskraft (hier: Tragheitskraft), ndmlich die Zentrifugalkraft oder Fliehkraft.
Diese Kraft ist die Reaktion des massiven Objektes, welches aufgrund seiner Tragheit einfach geradeaus
weiterfliegen wiirde (Tragheitsgesetz), jedoch durch die Zentripetalkraft gezwungen wird, auf der Kreis-
bahn zu bleiben. Die Zentrifugalkraft ist nach aufen gerichtet (vom Mittelpunkt der Kreisbahn weg), sie
ist gegeben durch :

Fy;: = Masse - (—)Zentripetalbeschleunigung
2

5 muvs [/r
= —maz, =mwr=—/|-
r \r
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Kinematik der ebenen Kreisbewegung

Hier ist es sinnvoll, neben den linearen Grofen s, v, a (die als Bahnstrecke s, Bahngeschwindigkeit vp
bzw. Bahnbeschleunigung ap auftreten), auch Winkelgrofen zu verwenden: Bewegungswinkel ¢ [rad],
Winkelgeschwindigkeit w [rad/s|, sowie Winkelbeschleunigung « [rad/s?.

Tabelle 0.1. Kinematik der ebenen Kreisbewegung

Winkelgrofe lineare Grofe Verkniiptung

©(t) = Drehwinkel sp — Kreisbogen (Strecke auf der sg = |o||r|, ¢ = sp/r
Bahn) r = Radius = konst.

w(t) — Winkelgeschwindigkeit vp = Bahn-oder Tangentialgeschw. lug| = |wl|r|,w = vp/r

w = de/dt vp = dsp/dt (vektoriell: vg = w X 1)

a(t) = Winkelbeschleunigung ap = Bahn-oder Tangentialbeschl. lag| = |a||r|, @ = ap/r

a = dw/dt = d%p/dt? ap = dvg/dt = d?sg/dt? (vektoriell: ap = a X 1)

Betragsidnderung von vg
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Auch ohne Winkelbeschleunigung gibt es eine Zentripetalbeschleunigung azy:

dy
azp = ‘UB’E
aufgrund der stdndigen Richtungsinderung von wg. Sie ist im Betrag gegeben durch:
g = 18 = 2
azp| == =wr
und zeigt immer zum Kreismittelpunkt hin (ay, || —r, daher »zentripetal«).

Zusammenfassung — Kinematik der ebenen Kreisbewegung

Bewegungsgleichungen und Losungen
e gleichférmig:
w(t) = wo; g = woi
Losung:

o(t) =wot + @(0) oder sp(t) =wvpot+ sp(0)

e gleichmélig beschleunigt:

Losung:



Analogie Translation (geradlinige Bewegung) und Rotation (Drehbewegung)

Tabelle 0.2. Grofen und Einheiten fiir die Translation (links) und die Rotation (rechts).

Grofe Einheit Grofse Einheit
Weg s, ds m Winkel ¢, dp Radiant (rad)
Geschwindigkeit v = ds/dt  m/s Winkelgeschwindigkeit rad/s — 1/s
w=dp/dt
Beschleunigung m /s Winkelbeschleunigung rad /s? — 1/s?
a = dv/dt = d’s/dt? a = dw/dt = d*p/dt?
Masse (Trégheit) m kg (Massen)Triigheitsmoment kg m?
O =X mr?
Kraft F' = ma = dp/dt N = kg m/s? Drehmoment Nm = kg m?/s?
M =0Oa =dL/dt
(Linear-)Impuls p = muv kg m/s Drehimpuls L = Ow kg m?/s = Nms
Arbeit dW =F - ds J=Nm Arbeit dW = M cot dp J=Nm
kinetische Energie J= kg(m/s)? Rotationsenergie J = (kgm?)/s?
Eyn = (m/2)v? Eo = (0/2)w?
Leistung W = J/s Leistung W = J/s
P=dW/dt=F - v P=dW/dt=M-w
Kraftkonstante D = |F//s|  N/m Winkel-richtmoment Nm
Dx = [M/¢|
Spannarbeit W = (D/2)s*  Nm — J Spannarbeit W = (D*/2)¢?* Nm — J
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Dynamik der ebenen Kreisbewegung

Eine Kreis- oder Rotationsbewegung entsteht, wenn ein Drehmoment
M = Kraftarm x Kraft =rF

um den Aufhéngungspunkt des Kraftarms r (von der Drehachse) wirkt; die Einheit des Drehmoments M
ist Nm oder kgm?/s®. Um den vektoriellen Charakter von F,r und M auszudriicken und die Richtungs-
abhangigkeit von F' und r zu beriicksichtigen, verwenden wir das Vektorprodukt:

M=rxF

wobei C = A x B bedeutet: »C ist ein Vektor, der senkrecht auf A und B steht und den Betrag
|C'| = |A| | B|sin ¥ besitzt, mit ¥ = Winkel zwischen A und B«. Die Richtung von M ist also parallel zur
Drehachse.

Um komplizierte Bewegung im Gravitationsfeld der Erde in Drehbewegung und translatorische Bewegung
zu zerlegen, definiert man den Schwerpunkt zg des Systems:

Der Schwerpunkt ist der Punkt, an dem die Gewichtskraft, die auf den Korper wirkt zum Drehmoment
Null fiihrt. Damit ist die Schwerpunktsbewegung eine reine translatorische Bewegung.
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Drehmoment
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Kreuzprodukt
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Aufhangepunkt »

M=rxF A/

Drehachse

Abbildung 0.9. Rechte-Hand-Regel: (hier abgebildet fiir den speziellen Fall, da die Kraft F' senkrecht zum Kraftarm r steht, d.h. ¢ = 90°)
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Newton’sche Axiome fiir die Drehbewegung

Tragheitsprinzip — ein (massives) Objekt, worauf keine Drehmomente wirken, beharrt in seinem jeweiligen
Zustand der gleichformigen Drehbewegung.

Aktionsprinzip ~ wenn ein Drehmoment M auf ein Objekt wirkt, erzeugt es eine Winkelbeschleunigung
a (rad/s?), nach der Bewegungsgleichung

M=0«a

Hierbei ist © das Trigheitsmoment des Objektes. Aus den Einheiten der obigen Be-
wegungsgleichung sieht man, dak © die Einheit Nms? = kgm? haben muf. Fiir eine
Punktmasse m im Abstand r von der Drehachse gilt

O =mr’

actio = reactio  ein wirkendes Drehmoment M ruft immer ein gleich grofes, entgegengerichtetes Ge-
genmoment (Reaktionsmoment)

Mp=-M

hervor (z. B. Gegendrehung eines Hubschraubers).
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Hubschrauber

Heck beweqt sich ini_,.-*"" -
Gegenrichtung " '

Y

Heckrotor "4
kompensiert - der Blatter,--"
Abdriften des Hecks """ """
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Der Drehimpuls

Die Bewegungsgleichung
M=0a«

fiir die Drehbewegung kann genau analog zur Newton’schen Gleichung fiir eine lineare Bewegung durch
2-maliges Integrieren gelost werden.
Analog zum Linearimpuls p = mwv definieren wir auch den Drehimpuls:

L=0w=muvp Xxr

(die letzte Definition gilt fiir eine Punktmasse m auf einer Kreisbahn vom Radius r mit der Bahnge-
schwindigkeit vg). Hier gilt ebenfalls ein Erhaltungssatz, die Drehimpulserhaltung. Die allgemeine Form
der Bewegungsgleichung fiir die Drehbewegung lautet nun:

dL
M="
dt

Wird der Drehimpuls L eines Gegenstandes (z.B. ein Kreisel) durch ein Drehmoment M verédndert, so
kann die Anderung in Richtung von L zeigen, und damit den Betrag des Drehimpulses erhéhen oder
senkrecht zu L wirken und nur die Richtung dndern.
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Kreisel

M =1r x F, der Wirkung dieser Kraft weicht der Kreisel senkrecht zur Kraftrichtung aus. Er fiihrt eine
Prizession aus, wobei wy, senkrecht auf M und L steht.

M-wxL w-

&



Freihindig Fahrrad fahren

Kippt das Rad nach rechts, so wird die Vorderachse durch das Drehmoment M = r x Fg im Uhrzeigersinn
gedreht. Die Vorderachse weicht dieser Drehung durch eine Prazession mit lotrechter Winkelgeschwindig-
keit wy aus, d.h. die Radachse dreht sich von oben gesehen nach rechts.
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Corioliskraft

¢ ist die geographische Breite

Corioliskraft:
F.=-2m(w x v) , allgemein

F_,=2m(o_ X v), Vertikalebene
@E-wE’dc- swp  F_ =-2m(o_Xx V), Horizontalebene

Die vertikale Komponente der Corioliskraft fithrt auf der Nordhalbkugel zu: (i) Steilere Rechtsufer der
Fliisse, (ii) stidrkere Abnutzung der linken Schienenseite bei Eisenbahnschienen, (iii) Rechtsablenkung der
Winde aus den Subtropen zum Aquator (NO-Passat) (iv) Winde im Tiefdruckgebiet laufen im Uhrzei-

gersinn.
Die horizontale Komponente fithrt dazu, dass ein lotrecht fallender Kérper nach Osten und ein nach oben

bewegter Korper nach Westen abgelenkt wird. (Siehe auch Foucaultsches Pendel)
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Tragheitsmomente

Das Triagheitsmoment © eines Korpers, der durch ein System von Massepunkten beschrieben werden kann

ist:
O = Z mr;
i

Besteht ein Korper nicht aus einzelnen diskreten Massepunkten, sondern hat eine kontinuierliche Masse-
verteilung, so ist die Summation durch Integration zu ersetzen:

O = / r’dm
Volumen

Beispiel Vollzylinder:

dm = 2nrhpdr h: Hohe p: konstante Dichte

R
0 = 27rh,0/ r3dr = 2 R'hp
0

1
O = §mR2 m : Gesamtmasse R : Radius
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Hohlzylinder e, = (m,.'z)[-ya:q-rlz]
0,=0,= (mId)[r2+r2+1713)

dinnwandiger Hohlzylinder e, = m*
©, =0, = (m/4)|27*+1313]

Vollzylinder O, = (ml2)r*

©, = O, = (m4)?+(mh2) I*
diinne Scheibe (/ < r) 0, = (;,,;é),;_ .'
B 0y =0, = (ml4)* |

diinner Stab (/  r) unabhingig
von der Form des Querschnitts

©, = (ml2)*
©,=0,=(mh2)I?

dinner Ring O, =mr
©, =0, = (mi2)r

Kugel, massiv L 6,=0,=0,= imeS)!‘!
dinne Kugelschale | 0,=0,=0,= @mi3)r [
Quader | @ = (m2)[b+h?

| ®y= (mh2)[1*+h?]

I ®,= (mh2)[I1*+b?]

Abbildung 0.10. Beispiele fiir das Tréi%ifitsmoment © von verschiedenen Koérpern



Statik

Die Statik behandelt die Kréafte und Drehmomente die wirken, wenn sich ein Korper im ruhenden
Zustand oder im Gleichgewicht befindet. Hierbei handelt es sich stets um ein Gleichgewicht der Kréfte
F und der Drehmomente M, die sich gegenseitig autheben:

SR =0
ZMi:O

Die Krifte und Drehmomente im Gleichgewicht wirken auf den Korper (z.B. Baum, Leiter) und miissen
von diesem iibertragen werden. Werden die Kréfte zu gross kann der Korper irreversibel verformt und
sogar zerstort werden.

Wird das Gleichgewicht gestort findet Bewegung statt.
Eine Leiter, die mit einem Gewicht von 500 kg belastet ist, iibertragt die Gewichtskraft, durch die
Leiterfiisse auf den Boden. Die Leiter erzeugt somit eine Gegenkraft zur Gewichtskraft. Es gilt:
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Schiefer Baum
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Gleichgewicht und Stérung des Gleichgewichtes
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Kraftverteilung

I:1v+ F2V=FGV= FG

|F | B F2 F1h+F2h=FGh=O
2v
S
s=|F, I=IF,|
IF1v| o F1 . .
|F.|=F _sinp/sin(o+p)
|F,|=F .sina/sin(a-+B)
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L+ F,=Fg Fg: Gewichtskraft
| Fro| + | Fo| = [Fau| = |Fal

) 1§1h = —Fyy,
= tan a, = tan 3
‘Flv‘ ’F%’
‘Fl‘ tanﬁ
|F5|  tana
. ‘Flv‘ . ‘FQU’
[F1| = [F2| =
cos o’ cos 3
t
’Fz‘ :FG(tanc?itaanﬁ)
cos (3
sina + 3 = sinacos B + cos asin 8
sin o
F| = Fo(————
B G(sinoz—l—ﬁ)
sin 3
[F1| = Fol )
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Gleichgewicht einer Wippe

2 Personen auf einer Wippe im Gleichgewicht:

F

Krafte: Fi % 4 x F Drehmomente
F+F,-F=0 ‘ \ bzgl. Achse A:

| | M, =-x F,

A/ M, =0 (-F)

F1S1=F232 0 ; M2 - X2F2
M, +M_+M =0
9

Hieraus ersieht man das Hebelgesetz, dass das Verhéltniss der Kréfte gleich dem umgedrehten Verhalt-
niss der Hebelarmlangen ist.
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Krafteinwirkung auf Auflagen

. 100 kg | 100 kg 4

ﬁ
F F F
m " . M

. Drehmomente
Krafte: Fi bzgl. Achse A:

F+F,=F R M =0F,

M, = s,(-F)

A A M, = (s,+s,)F,
M, +M,+M =0

Mit Hilfe der Gleichgewichtsgleichungen, kann die wirkende Kraft auf Teile eines Gesamtkorpers berechnet
werden. Dies ist wichtig z.B. beim Bau eines Fachwerkhauses oder eines Geriistes (Statiker). Um die
Stabilitat von Gebauden zu gewahrleisten, miissen die Kréfte und Drehmomente stets so gering sein, dass
das Gebéude nicht stark verformt oder gar zerstort wird.
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Einarmiger Hebel
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Fiir den Fall des einarmigen Hebels lassen

haltnisse herleiten:

> F
~ Fy

> u

mit risinas =

und Tosinoy =

= b F}

sich aus den Gleichgewichtsbedingungen folgende Kraftver-

= Fq+F+F,=0

= —(Fl —|—F2)
= xXF4+rexF=0

= riFysinay — roFhsin as

= rFisinay — rofysinag = 0
b1

bs

= byF}
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Zweiarmiger Hebel
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Fiir einen zweiarmigen Hebelarm folgt:

ZF% = Fy+Fi+F,=0

ZM@' = XFi4+rgxFy=0

= riFysinay — roFhsin as

Kraftarme: by = risinog
by = rosinam
:>F1b1 = FQbQ

Also gilt das Hebelgesetz: Fiby = Fbbo
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Der menschliche Arm

:"‘ 30 cm >
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Verformung, Elastizitat

Wie biegen sich die Balken? Bisher haben wir angenommen, daf die Materie entweder aus punktfor-
migen Massen besteht (geradlinige Bewegung, Kreisbewegung) oder vollstandig starr ist (Drehbewegung
des »starren Kérpers«). In Wirklichkeit hat feste (sowie z.T. auch fllissige) Materie eine gewisse Elastizi-
téat; das heifst, sie widerstrebt Form- bzw. Volumenanderungen durch eine auftere Kraft und gewinnt ihre
urspriingliche Form und Grofe wieder, sobald diese Kraft nicht mehr wirkt. Dabei wird die aufgewendete
Arbeit (Spannarbeit, Volumenarbeit) wieder freigesetzt.

Die drei verschiedenen Aggregatzustinde der Materie (fest, fliissig, gasformig) zeigen sehr unterschiedli-
che Eigenschaften bzgl. ihrer Elastizitit (siehe Tabelle 0.3). Den fliissigen sowie den gasformigen Zustand

Tabelle 0.3. Aggregatzustinde und ihre Elastizitdten

Aggregatzustand Formelastizitat Volumenelastizitat
fest Ja Ja

fliissig Nein Ja

gasformig Nein Nein

werden wir spiter betrachten; zuerst schauen wir die Elastizitat der festen Materie an. Grundséatzlich gibt
es vier Arten der Verformungskrafte:

1. Eine Zugkraft oder Druckkraft, die eindimensional (in einer bestimmten Richtung) wirkt. Diese
produziert eine Dehnung oder Stauchung Al (oder relative Dehnung ¢ = Al/l) der Materie;
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2. Ein dreidimensionaler Druck (allseitiger Druck), der eine Kompression AV (relative Kompressi-
on AV/V) erzeugt;

3. Eine Scher- oder Schubkraft, die tangential zu einer Fliache der Materie wirkt und eine Scherung
(Scherwinkel «) zur Folge hat; sowie

4. Die Torsion: eine Drillung der Materie um den Winkel ¢y durch ein Drehmoment.

Diese Vorginge sind charakterisiert durch Materialkonstanten, die miteinander zusammenhéingen. Sie
sind in der Tabelle 0.4 auf der folgenden Seite zusammengefasst.
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Tabelle 0.4. Materialkonstanten

Dehnung | allseitiger Druck | Scherung | Torsion

_ ' e T : "
m >

Beobachtungen

F, ~ Al AV ~ AP a~ Fi wo ~ M

Verformung

e = Al/l (relative Dehnung) AV/V (relative Kompression) a (Scherwinkel) ©o (Torsions-
winkel)

Kraftgrifse

o = F,/A (mech. Spannung) P = F,/A (Druck) T = Fiz/A (Schubspannung) M = Fiyr (Tor-
sionsmoment,)

Gesetze

o = Fe (E = Elastizitits- AP = -KAV/V (K =Kompres- | 7 = Ga (G = Schubmodul) M =

modul) sionsmodul; kK = 1/K = Kom- (TR*/21) G o

pressibilitét)

Querkontraktion
eq = Ab/b = —cv (v = Poisson-
zahl)

Relationen zwi-
schen Konstanten: K = E/3(1-
2v)

G = E/2(1+v)

makroskopische Beziehungen
Fel = —-DAIl, D = AE/l

Mtor =-Dr ¥o D~
(A/D(R2/2) -G

elastische Energie
Eel =
[Ea = (2) AP

(VE/2)e?

Volumenarbeit — PAV

Eq = (D*/Q)SO?J
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Krafte

Beispiele fiir Krifte

fundamentale Krafte

Kernbindungskraft - wirkt zwischen Nukleonen sehr stark, sehr kurze Reichweite
Coulombkraft - wirkt zwischen elektrischen mittelstark, lange Reichweite

Ladungen

(magnetische Kraft) - wirkt zwischen bewegten (relativistische Korrektur zur Coulombkraft)
Ladungen

schwache Kraft - wirkt zwischen Nukleonen und sehr schwach, sehr kurze Reichweite

Elektronen ([3-Zerfall)

Gravitationskraft - wirkt zwischen (Schwere-) Massen extrem schwach, sehr lange Reichweite

makroskopische Krifte

Kohésionskraft Zusammenhalt der Materie

Adhésionskraft » Zusammenkleben « verschiedener Materialien
elastische Krafte Widerstand fester Materie gegen Verformung
Reibungskréfte Widerstand der Materie gegen Bewegung
Tragheitskrafte Gegenkraft der (trigen) Masse gegen Beschleunigung
Zwangskrifte Krifte, die eine Bewegung einschrianken
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Symmetrien und Erhaltungssitze (fiir Kenner)

die Korrespondenz zwischen Erhaltungsséitzen, Symmetrien, Invarianzen (universellen Symmetrien)

Erhaltung von . ..

Symmetrie

Invarianz gegeniiber . ..

Energie

Linearimpuls
Drehimpuls

elektrische Ladung

- (1)

»Paritét« (P)

- (©)

Homogenitéat der Zeit

Homogenitéit des Raumes

[sotropie des Raumes

Isotropie der Zeit

»Chiralsymmetrie«

Teilchen—Antiteilchen

CPT-Invarianz

Zeittranslation
t— 1+ t()

Raumtranslation s — s + sy
Raumdrehung ¢ — ¢ + g

Eichtransformation des elektrischen

Potentials
®— P+ (I)O

Zeitumkehr
t— —t

Rauminversion
T — —T

» Ladungskonjugierung «
p —p

Ladungskonjugation + Rauminversion
+ Zeitumkehr
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Die Schwingungsbewegung

Nun kommen wir zur dritten einfachen Bewegungsart: zur Schwingung. Eine Schwingung zeigt einige
Ahnlichkeiten mit der ebenen Kreisbewegung, z. B. sind beide ortsgebunden: die Kreisbewegung an den
Kreismittelpunkt, die Schwingung an ihre sogenannte Ruhelage.

Es gibt jedoch einige wesentliche Unterschiede: die gleichformige Kreishewegung schreitet (auf der Kreis-
bahn) immer weiter fort, wihrend sich die Schwingung zeitlich wiederholt. Die Kreisbewegung hat eine
konstante Zentripetalbeschleunigung, bei der Schwingung treten aber wihrend jedem Schwingungs-
zyklus unterschiedliche Beschleunigungen (in Betrag und Richtung) auf. Die Kreisbewegung besitzt
nur kinetische (Rotations-) Energie, die Schwingung aber sowohl kinetische als auch potentielle
Energie.

Die Zeit, nach der sich eine Schwingung wiederholt, wird Schwingungsdauer 7' genannt. Der Kehrwert
dieser Zeit gibt die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit an und heifst Schwingungsfrequenz v;
sie wird in 1/Sek. = Hertz gemessen. Man verwendet oft auch die Kreisfrequenz w, mit w = 27v (auch
in Hz gemessen). Die Kreisfrequenz deutet auf eine andere Ahnlichkeit der Schwingung und der Kreisbe-
wegung hin: betrachtet man eine gleichformige, ebene Kreisbewegung in der Kreisebene, d.h. projiziert
auf eine Linie in der Ebene, so scheint sich der Massenpunkt auf und ab entlang dieser Linie zu bewegen.
Die scheinbare Bewegung ist identisch mit einer harmonischen Schwingung, wobei die Kreisfrequenz der
Schwingung gleich die Winkelgeschwindigkeit w der Kreisbewegung ist (siche Abbildung 0.11).
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Schwingung

Kreisbewegung

Winkel

o(t)= ot x=x05inmt

Abbildung 0.11.

1




Beschreibung der Schwingungsbewegung

Eine Schwingung entsteht, wenn zwei Bedingungen erfiillt sind:
e es muf eine riicktreibende Kraft (zur Ruhelage hin) wirken, und
e cine Tragheit mufk vorhanden sein.

Die Beschreibung der Bewegung erhalten wir dann einfach dadurch, daf wir die riicktreibende Kraft als
F'in die Newton’sche Bewegungsgleichung F' = ma einsetzen. Alternativ dazu, konnen wir die Summe
von potentieller Energie (welche mit der riicktreibenden Kraft zusammenhéngt) und kinetischer Energie
(die die Triagheit enthélt) konstant setzen (Energiesatz!).

Beispiel: Federpendel Die riicktreibende Kraft ist die elastische Kraft,
Fp=—-Dx (Hooke’sches Gesetz!)

wobei D die » Federkonstante« und = die Auslenkung (relativ zur Ruhelage) sind. Einsetzen in F' = ma =
md?z /dt? und Umformen ergibt:
D d°z 0
(E) Il?(t) + @ =
Diese Differentialgleichung (2. Ordnung) kann formell durch 2-maliges Integrieren gelost werden; wir
konnen sie aber einfach mit einer Versuchslosung

a:(t) =X Siﬂ[wot + QO()]
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[6sen (Die 2. Ableitung der Sinus- oder Kosinus-Funktion ist proportional der Funktion selbst!). Die
Losung enthélt zwei Integrationskonstanten:(xy = Anfangsauslenkung oder Amplitude; ¢y= Anfangs-
phase). Aukerdem enthilt sie eine Systemkonstante, die Kreisfrequenz wy, die durch Eigenschaften des
schwingenden Systems (des harmonischen Oszillators), namlich die Kraftkonstante D sowie die Trég-
heitskonstante m, bestimmt wird. Dieselbe Schwingungsgleichung erhalten wir mit dem Energie-Ansatz
... weitere Beispiele: Drehschwingungen (Torsionspendel), Fadenpendel, Wasserséule in einem U-Rohr.

Die Gedampfte Schwingung

Alle wirklichen Schwingungen halten nicht ewig an, wie die obige Losung fiir z(¢) andeuten wiirde; die
Schwingungsenergie geht durch Reibung verloren. Die Schwingungen sind dann »gedampft« durch eine
Reibungskraft:

Fp=—kv=—k_

wo k die » Reibungskonstante« und v die momentane Geschwindigkeit der Schwingungsbewegung sind.
(Andere Reibungskrifte, die nicht geschwindigkeitsproportional sind, sind auch bekannt, diese ist aber
die wichtigste Form).

Die Losung z(t) enthélt wieder zwei Anfangsbedingungen, zeigt aber eine zusétzliche Zeitabhiangigkeit

z(t) = 2o ™) sinfwy t + ¢y
mit der Dadmpfungszeit 7 = 2m/k, und mit einer neuen Kreisfrequenz wy, gegeben durch:

2 kQ
wi=eh - e
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Das heiltt die Frequenz wird i.a. kleiner, die Amplitude sinkt exponentiell mit der Zeitkonstante 7:

Auslenkung

ZLeit
' | ' l ' | | | ' | !
0 2 4 6 8 10
Abbildung 0.12. gedidmpfte Schwingung
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Wir konnen drei Falle unterscheiden:
1. Schwingfall: es gilt wi > k?/4m?*: der Oszillator schwingt, ist aber (wie oben) gedimpft.

2. aperiodischer Grenzfall: wi = k*/4m?: die Schwingung kommt nie zustande, die Diampfung ist
genauso schnell wie die Schwingung selbst. Niitzlich fiir die Vermeidung von Schwingungen.

3. Kriechfall: w3 < k? /4m?: der ausgelenkte Oszillator kehrt langsam, ohne zu schwingen, exponentiell
zur Ruhelage zuriick (» Kriechen«).
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Erzwungene Schwingungen

Die bisher betrachteten Schwingungen sind freie Schwingungen, mit oder ohne Dampfung — d.h., der
Oszillator wird einmal »angestofsen« und lauft dann frei von zusatzlichen dufseren Kraften weiter. In der
Natur sind alle Schwingungen mehr oder weniger stark gedampft; ihre Schwingungsenergie wird durch
Reibung o.4. in Warme umgewandelt, die Schwingung kommt allméhlich zum Stillstand.

Ein wichtiger Fall ist dann die erzwungene Schwingung, wobei eine zyklisch wirkende externe Kraft
die Schwingung trotz Dampfung in Gang hélt. Diese externe Kraft mufs natiirlich nicht stetig, sondern
wiederkehrend wirken. Sie kann im Prinzip eine beliebige Form haben (z. B. das Stofen einer Schaukel),
jedoch ist der wichtigste Fall eine harmonische externe Kraft, d. h. eine Kraft der Sinus- oder Kosinusform:

F i = F(cos(wext)

wobei F( die Stérke (Amplitude) der externen Kraft und wey ihre Kreisfrequenz sind. Beide sind frei
wahlbar, unabhéngig von dem Oszillator, worauf die Kraft wirkt. Die Schwingungsgleichung hat nun eine
andere Form: die Summe von riicktreibender Kraft, Tragheitskraft, und Reibungskraft ist nicht mehr
Null, sondern gleich der externen Kraft:

<g) z(t) + (%) i—‘f + % = <%) cos(Wextt)
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Die Losung dieser Schwingungsgleichung ist komplizierter als bei der freien Schwingung. Sie besteht aus

zwel Teilen:

1. dem Einschwingen: der Oszillator versucht, mit seiner Eigenfrequenz wy zu schwingen; dies klingt

mit der Dampfungszeit 7 ab ...

2. dem stationdren Zustand: der Oszillator schwingt mit der von aufsen gepriagten Frequenz wey, die
Amplitude und Phase der Schwingungen héngen von dem Verhiltnis wg/weyt sowie von der Damp-

fung ab.

Losung: Y = Yo SIn (Wt - 5)
. _ Fy
t: =
mit: Yo m\/(w(%—%xt)2+452 w2

Dampfungskonstante 0= - = \/7

3: Phasenverschiebung zwischen Erreger-Kraft F(t) und erzwungener Schwingung, es gilt:

tan /8 — 25(,0%215

wO Wert
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Auslenkung

o
0
relative Phase (externe Kraft -- Oszillator)
—7/2
~Tt
o

Abbildung 0.13. Die Auslenkung (Amplitude) und die relative Phase eines erzwungenen Oszillators im stationdren Zustand als Funktion
der externen Frequenz. Bei niedrigen Frequenzen »geht der Oszillator mit«, seine Auslenkung ist genauso grofs, wie die Amplitude der externen
Kraftquelle. Wenn die externe Frequenz gleich die Eigenfrequenz des Oszillators ist (wo/wexy = 1), ist die Leistungsiibertragung optimal, es gibt
eine » Resonanziiberhhung« der Auslenkung. Die maximale Auslenkung findet man jedoch bei der gedampften Frequenz, we = wy. Steigt die
externe Frequenz noch weiter, so nimmt die Auslenkung wieder ab und geht gegen Null fiir hohe Frequenzen. Die relative Phase zwischen externer
Kraftquelle und Oszillator ist Null fiir kleine Frequenzen, 90 ° bei Resonanz, und geht gegen 180 ° fiir grofse externe Frequenzen.
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Auslenkung Do

rclull_\-'c Dimpfung

(1)() 2(00 ®

Abbildung 0.14. Die Auslenkung eines erzwungenen Oszillators der Eigenfrequenz wy in Abhéngigkeit der externen Frequenz w fiir verschiedene

relative Dampfungsfaktoren k/v/m D. Bei kleiner Ddmpfung wichst die Auslenkung im Resonanzfall gegen Unendlich (Resonanzkatastrophe!).
Bei grofser Dampfung gibt es keine Resonanziiberhohung der Auslenkung mehr. Die Breite der Resonanzkurve wird geringer, wenn die Dadmpfung
kleiner wird.
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Tabelle 0.5. Vergleich von verschiedenen Oszillatoren (schwingungsfihigen Systemen)

Groke, Eigen- Federpendel Drehpendel Fadenpendel (Lénge [)
schaft
Auslenkung Strecke x(t) Winkel o(t) Winkel ¢(t)

oder

Bahnstrecke sg(t)

riicktreibende Kraft elastische (Feder-)Kraft elastisches (Torsions-) Schwerkraft
F=—-Dx Moment M = —D*p F=—-mgsiny
(nicht harmo-
nisch!)
Tragheit Masse m Tragheitsmoment © Masse m
Dampfung Reibungskraft Torsionsreibung Reibungskraft
F=—kv M= —k*p F=—kv
Losung der x(t) = o(t) = sp(t) =
Bewegungs- xo sinfwy t + o) @o sinfwg t + & So sinfwg t + &) oder p(t) =
gleichung @o sinfwg t + &] (mit sin p ~ )
Kreisfrequenz wo = \/% wo =1/ wo = /4
wo (Eigen-
frequenz)
gedimpfte Frequenz w, Wy = w; =

&
[e=X\V]

w1 =
k2 2 k2 2 k2
T am? VW~ ze2 Wo — Im2
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1

Wellenlehre
gekoppelte Schwingungen

Werden zwei (oder mehr) harmonische Oszillatoren aneinander gekoppelt!, dann fiihren sie eine komplexe
Bewegung aus. Diese gekoppelten Schwingungen haben jedoch eine einfache Form, wenn die richtigen
Anfangsbedingungen gewahlt werden:

e wenn am Anfang die gesamte Schwingungesnergie in einem Oszillator gespeichert wird, entstehen
sog. »Schwebungen«: die Schwingungsenergie wechselt zeitlich zwischen den einzelnen Oszillatoren
hin und her;

e wenn alle Oszillatoren am Anfang mit einer festen Phasenbeziehung angeregt werden, entstehen
Normalschwingungen. Dabei bewegen sich alle Oszillatoren synchron, mit der gleichen Frequenz;
die niedrigste Frequenz entspricht der Grundschwingung, wobei sich alle Oszillatoren zusammen
bewegen. Es gibt soviele Normalschwingungen wie einzelne Oszillatoren im gesamten, gekoppel-
ten System (»Anzahl der Freiheitsgrade«). Kénnen Schwingungen in allen drei Raumrichtungen
stattfinden so gibt es 3N-6 Normalschwingungen (bzw. 3N-5 fiir lineare Systeme).

Es gibt viele Beispiele fiir gekoppelte Schwingungen in der Natur. Relativ einfach sind die Schwingun-
gen kleiner Molekiile (CO9, NH3 usw.), die mit der Infrarot- und Raman-Spektroskopie auch gemessen
werden konnen. Auch alle Wellen konnen als gekoppelte Schwingungen angesehen werden, wobei sich
die Schwingungsenergie durch eine Kette von aneinandergekoppelten Oszillatoren (das Medium der Wel-
lenausbreitung) fortpflanzt (siche Abb. 0.16 auf Seite 93). Beispiele: gekoppelte Federpendel, gekoppelte
Fadenpendel; Dreh- und lineare Schwingungen eines Federpendels.

z.B. Federpendel durch eine » Kopplungsfeder«
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Abbildung 0.15. Zwei mit einer Feder gekoppelte Fadenpendel
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e =t 1
Rawwnalidre Periode A

Abbildung 0. 1691%/[echanische Wellen



Bei einer Reihe gleicher Fadenpendel werden die Pendelkugeln miteinander durch Federn gekoppelt. Diese
Pendelkugeln konnen wir als Atome oder Molekiile ansehen, die Federn verkorpern die Krafte zwischen
den atomaren Teilchen. Die Pendelreihe sei in x-Richtung ausgerichtet und dazu senkrecht wird das An-
fangspendel 0 mit der Amplitude A ausgelenkt. Jedes Pendel kann Schwingungen um seine Ruhelage
ausfiihren.

In Folge der elastischen Federkopplungen pflanzt sich dann diese Schwingung nacheinander auf die ande-
ren Pendel fort.

Nacheinander erreicht ein bestimmter Schwingungszustand, z.B. der Zustand, bei dem die Auslenkung
A in positiver Richtung maximal wird, alle Pendel. Der Schwingungszustand oder die Schwingungsphase
pflanzt sich mit endlicher Geschwindigkeit ¢, der sogenannten Phasengeschwindigkeit langs der Pendel-
reihe fort.

Jedes einzelne Pendel vollfiihrt eine periodische Schwingungsbewegung in der Zeit um seine Ruhelage.
Zum Zeitpunkt ¢19 hat das Pendel 10 den gleichen Bewegungszustand, d.h. die gleiche Schwingungsphase
wie das Pendel 0.

Der Bewegungszustand ist also auch periodisch im Raum. Einen solchen zeitlich und raumlich peri-
odischen Vorgang nennt man eine fortschreitende Welle.

Den raumlichen Abstand zweier Punkte, die sich im gleichen Schwingungszustand befinden nennt man
raumliche Periode der Welle oder Wellenlinge .

Die Zeit die bendtigt wird, um den Schwingungszustand iiber eine Wellenlange zu transportieren heisst
Schwingungsdauer T.

Damit gilt fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ = u, = % = AV, wobei v der Kehrwert der Schwingungs-

dauer T ist.
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Wellen, allgemeine Beschreibung

Wellen sind gewissermafsen »Schwingungen, die sich auf den Weg gemacht haben«. Eine Schwingung ist
ortsgebunden, zeigt aber eine zyklische Anderung (Bewegung) in der Zeit. Wellen sind nicht nur in der
Zeit, sondern auch im Ort zyklisch; sie erstrecken sich iiber einen grokeren Ortsbereich bzw. breiten sich
im Ortsbereich aus.

Wie auch bei den Schwingungen haben Wellen eine besonders einfache Form, wenn sie harmonisch sind,
d.h. durch eine Sinus- oder Kosinusfunktion beschrieben werden kénnen. Das Argument der Funktion
enthélt dann nicht nur die Zeitabhingigkeit, wie bei Schwingungen, sondern auch die Ortsabhangig-
keit der Wellen.

Wellen haben ebenso wie Schwingungen eine Amplitude Ay und eine Phase ¢, welche durch die An-
fangsbedingungen gegeben sind. Auferdem sind sie charakterisiert durch eine Systemkonstante, die ihre
Zeitabhangigkeit angibt (Schwingungsdauer T" bzw. Frequenz v = 1/T oder Kreisfrequenz w =27 v).
Wellen sind aukerdem gekennzeichnet durch eine zweite Systemkonstante, die ihre Ortsabhéingigkeit be-
schreibt —ihre Wellenlange A bzw. Wellenzahl k=27 /A

U(z,t) = Apsinfwt — k ® T + @y

U(x,t) wird Wellenfunktion genannt; sie beschreibt die Auslenkung der Welle als Funktion von Ort x
und Zeit t. Diese Form gilt fiir eindimensionale, laufende Wellen, die sich in +xz-Richtung ausbreiten.

Zwischen den Systemkonstanten (die vom Medium bestimmt sind, in dem sich die Wellen ausbreiten)
gibt es eine weitere Beziehung, die die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) ¢ oder w,,
der Wellen angibt:

(Grundgleichung der Wellenlehre)
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Wellentypen

Wir unterscheiden verschiedene Typen von Wellen, je nachdem, wie die schwingende Grofe zu der Aus-
breitungsrichtung steht und wie sie sich ausbreiten:

e falls die schwingende Grofe senkrecht zur Ausbreitung steht, sind es transversale Wellen (Wasser-
wellen, Lichtwellen)

e steht sie parallel dazu, sind es longitudinale Wellen (Schallwellen)

e Wellen, die sich in eine (oder mehrere) Richtung(en) ausbreiten und Energie transportieren, heifen
laufende Wellen (Licht, Schall,...)

e Wellen, die in einem fest abgegrenzten System schwingen und keine Energie transportieren, heilen
stehende Wellen (akustische Wellen auf einer Geigensaite oder in einer Orgelpfeife)

e Wellen, bei denen die Amplitude iiberall gleich ist (senkrecht zur Ausbreitungsrichtung), heifsen
ebene Wellen; sie konnen durch Ebenen senkrecht zur Ausbreitung dargestellt werden

e Wellen, bei denen die Bereiche konstanter Amplitude auf Kugelflichen liegen, heiflen Kugelwellen
(z. B. Lichtwellen von einer Punktquelle)

Transversale Wellen konnen auch polarisiert sein: das heifst, ihre schwingende Grofe schwingt in nur
einer Ebene (anstatt in allen moglichen Richtungen) senkrecht zur Ausbreitung (bei Licht: Linearpolari-
sation).

Als Beispiel, um die Wellenausbreitung in einem Medium zu untersuchen, betrachten wir transversale,
laufende, eindimensionale Wellen auf einem elastiscg(én Seil (Gummiseil, siche Abb. 0.17 auf der folgenden



Seite). Wir bezeichnen die Seilrichtung als z, die Auslenkungsrichtung des Seils (senkrecht zu z) als z.
Wir wollen dann das Verhalten der Wellenfunktion W(x,t) = z(x,t) berechnen.

Dazu teilen wir das Seil in beliebig viele sehr kleine Schnitte der Lange dx, die je eine Masse dm = p;dx
haben (p; = Masse pro Langeneinheit oder lineare Massendichte). Jeder Schnitt verhilt sich wie ein
harmonischer Oszillator. Nun berechnen wir die riicktreibende Kraft auf jedem Schnitt und setzen sie in
die Newton’sche Bewegungsgleichung F' = ma ein. Die riicktreibende Kraft hingt von der Zugkraft Z
ab, mit der das Seil gestreckt wird, aber auch von der Kriimmung des Seils am jeweiligen Punkt. Ist die

> Zugkraft
Z <—A-—% | g -

" Seil in Ruhelage

v~ Koordinatenachsen ¢

i | N | AN M

ausgelenktes

Seil ‘\._w\ \
Fru a2,

Abbildung 0.17. Die Welle am Beispiel der Seilwelle
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Kriimmung Null (gerades Seil), so verschwindet die riicktreibende Kraft. Die Kriimmung wird durch die
2. Ableitung der Seilkurve z(x) gegeben:

d?z  0*V(x,t)

Krimmung =

da? 0x?
und damit ist die riicktreibende Kraft F'; gegeben als:
O (z,t)

Die Beschleunigung wahrend der Wellenbewegung ist die 2. zeitliche Ableitung der Auslenkung z(t), d. h.
d*z  0*W(x,t)

a =

dt? ot?
Einsetzen in die Bewegungsgleichung, mit m = p; dz, ergibt:
02 (z,t) 0% (z,t)

oder, nach Kiirzen des Faktors dz auf beiden Seiten der Gleichung,
0> (x, t 0> (x, t
PV oG
Ox ot
Dies nennt sich die klassische Wellengleichung; ihre Losung ist die Wellenfunktion W(z,t). Die Kon-
stanten Z und p; (Systemkonstanten) bestimmen die Ausbreitungsgeschwindigkeit w.:
Z
2

90:_.
l
98p

u



Anwendungen der Wellengleichung

Die Bewegungsgleichung der Welle ist durch folgende Differentialgleichung 2. Ordnung gegeben (2-fache
Ableitungen):

, 0%V (x,t)  0°V(x,t)

2922 02

Diese Gleichung beschreibt die Bewegung von laufenden Wellen. Wir wollen zunéchst zeigen, dak eine
harmonische Welle, die in +z-Richtung lauft, tatsichlich eine Losung der Wellengleichung ist. Wir nehmen
die Versuchslosung

u

U(x,t) = Apsinfwt — kx + @)

und setzen sie in die Wellengleichung ein. Dazu brauchen wir die Ableitungen bzgl. Ort x und Zeit ¢:

v
oV(x,t) = —k Aj cosjwt — kx + ¢
i a(:c )
0V (x,t 2 -
— g = —k* Ag sinfjwt — kx + ]
V(z,t
4 (‘(9:? ) = w Ay coslwt — kx + @)
O?(z,t :

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

—k? ufp Agsinfwt — kx + ) = —w® Agsinjwt — kx + @
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oder, nach Kiirzen der Sinusfunktionen und Amplituden auf beiden Seiten,

w? w?

oder — 2

2 _
k =

T2
Uy

Dieses Ergebnis entspricht aber genau der Grundgleichung der Wellenlehre:

Up=C= AV = (Grundgleichung der Wellenlehre)

W

k

und erfiillt somit die Wellengleichung:
—K? ufp Apsinjwt — kx + o] = —w* Agsinjwt — kx + @]

Diese Gleichung enthélt nur eine (allgemeine) Systemkonstante, die (Phasen-) Geschwindigkeit w.,. Sie
gilt fiir jedes Wellenmedium.

Wir sehen, daf fiir jede Art von Wellen — Wasserwellen, Seilwellen, akustische (Schall-) Wellen, elektri-
sche Wellen, auch elektromagnetische Wellen (Radio-, Radar-, Infrarotlicht-, sichtbares Licht-, UV-Licht-,
Réntgen- und schlieflich Gammastrahlungs-Wellen) — dieselbe Gleichung gilt, wobei die einzige auftre-
tende Konstante (durch das Ausbreitungsmedium bestimmt) die Ausbreitungsgeschwindigkeit w,, ist.
Diese Geschwindigkeit u, héngt wiederum von zwei Systemkonstanten ab, die man (verallgemeinert) die
»Konstante der Riickstellkraft« K und die » Konstante der Trigheit« 7" nennen konnte. Bei Seilwellen
sind sie eben die Zugkraft am Seil und seine lineare Massendichte. Einige weitere Beispiele sind in der
Tabelle 0.6 auf der nachsten Seite aufgefiihrt.

In jedem Fall ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen u,, gegeben durch:

U, = -
" 100 T



Tabelle 0.6.

System » Riickstellkraft« K » Tragheit« T’
elastisches Seil Zugkraft Z lineare Massen-
dichte p;
Wasserwellen Oberflichenspannung ¢ bzw. Volumen-Massendichte p
Schwerkraft
mg
Schallwellen Luftdruck Pk Volumen-Massendichte p
elektrische Wellen elektr. Kapazitét/ Induktivitédt/Lange, %
. . 1
auf einem Kabel Lénge, e
elektromagnetische Wellen im elektr. Feldkonstante magn. Feldkonstante
Vakuum des Vakuums, % des Vakuums, g
elektromagnetische Wellen in ei- elektr. Feldkonstante magn. Feldkonstante
nem des Mediums, ﬁ des Mediums, p, f1o

Medium
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(vgl. wyg = v/ D/m bei Schwingungen!). Die Wellengleichung, wie wir sie aufgeschrieben haben, ist analog
zur Schwingungsgleichung ohne Dampfung oder externe Kraft. Sie sagt nichts iiber den Ursprung der
Wellen oder ihrer evtl. Dampfung aus! (Beispiele: stehende Wellen auf Saite, Wasserwellen).

Interferenz von Wellen, stehende Wellen
Finden mehrere Wellenbewegungen im selben Medium statt, so kénnen diese durch Superposition, d.h.
Uberlagerung bzw. Addition der einzelnen Wellenbewegungen dargestellt werden.

Da die Wellenbewegung positive und negative Amplituden aufweist, kann diese Addition von einzelnen
Wellenbewegungen zur Verstirkung oder auch Ausldschung der Bewegung oder der Schwingung fiihren.
Diese Phianomene bezeichnet man als Interferenzerscheinung.

Einfache Losungen der Wellengleichung, die durch Interferenz hervorgerufen werden sind stehende Wel-
len. Diese werden hervorgerufen, wenn zwei identische Wellen in entgegengesetzter Richtung aufeinander
zulaufen und zur Uberlagerung kommen:

Uy(x,t) = Apsin (wt — kx)
Uy(x,t) = Agsin (wt + kx + @p)

mit sina+sinf = QSina;ﬁcosa;ﬁ

t—k t+k t —kr —wt — kx —
Uy (z,t) + Wo(z,t) = QAOSiIl(w x—H; i x+('00)cos(w u u; u QPO)
Uy (2, 1) + Us(z, 1) = 2Agsin (wt + §> cos (—kz — g)
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Dies ist keine fortschreitende Welle mehr, da der charakteristische Term mit (wt — kx) in der Sinus- und
Kosinusfunktion fehlt. Unabhingig vom Ort schwingen nun alle Teilchen in gleicher Phase (Sinusterm)
und nur ihre Amplitude ist Ortsabhéingig (Kosinusterm). Die Schwingungsknoten (Amplitude Null) und
die Schwingungsbéduche (Amplitude maximal) sind ortsfest. Es berechnen sich die Positionen der Knoten
und Béuche fiir ¢ = 7 und natiirlichen Zahlen n aus:

A

Z’K:n§

(n+ 52
rp = (n+ =)=
b 279

Diese kann man gut auf einer schwingenden Saite oder an einem schwingenden Seil sehen.

hinlaufende Welle zuriicklaufende Welle

0.5

0.04

Amplitude

-0.54

r r r r r r r r
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
Schwingungswellenlange 2

Abbildung 0.18. Interferenzerscheindung der stehenden Welle
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Wird eine stehende Welle in einem einseitig geschlossenen Rohr erzeugt (z.B. Panflote), so befindet
sich ein Wellenknoten am geschlossenen Ende (Phasensprung von 7) und ein Wellenbauch am offenen
Ende (kein Phasensprung). Die Wellenlédnge der Grundschwingung des Rohres (n=1) ergeben sich aus
[ =(2n —1)2 = £ =, wobei | die Rohrlénge ist.

Stehende Welle im geschlossenen Rohr

Wellenange (2n-1)1/4

Abbildung 0.19. Stehenden Welle im einseitig geschlossenen Rohr
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Wird eine stehende Welle in einem beidseitig offenen Rohr erzeugt, so befinden sich an beiden Seiten

des Rohres Wellenbéduche. Die Wellenldngen der Schwingungen des Rohres der Lénge | ergeben sich zu
N= 2 _c¢

n v

Stehende Welle im offenen Rohr

Wellenange ni/2

Abbildung 0.20. Stehenden Welle im offenen Rohr
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Wellengruppen, Wellenpakete

Die Geschwindigkeit, mit der sich die Gesamtphase [wt — kz + | einer Welle dndert (durch Ableiten
der Gesamtphase nach ¢ zu erhalten) heilt Phasengeschwindigkeit u,, mit u, = w/k bzw. u, = Av. Dies
ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines (unendlichen) Wellenzuges der Form

U(z,t) = Agcosjwt — kz + ¢ -

In der Natur kommen solche Wellenziige kaum vor; stattdessen haben wir zeitlich und ortlich mehr oder
weniger begrenzte Wellengruppen oder Wellenpakete. Eine Wellengruppe entsteht durch Uberlagerung
von zwei oder mehr Wellenziigen gleicher Phase und Richtung aber unterschiedlicher Frequenz und Wel-
lenlinge. Als Beispiel nehmen wir zwei Kosinuswellen:

Uwp(z,t) = Agcos|wit — k1z] + Ag cos|wat — koz]
durch Verwendung des Additionssatzes fiir Kosinusfunktionen erhalten wir:
Uywp(z,t) = {QAO cos[Awt — Akz]} cosl<w> t— <k> Z]

Dies hat die Form einer »{Gruppenamplitude}« x »|[mittlere Wellenfunktion|« mit

Aw — (wl _CUQ) | Ak — (]{71 — kQ)
2 2
und P
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Die Geschwindigkeit der Wellengruppe, genannt Gruppengeschwindigkeit uc, erhalten wir durch Ableiten
des Arguments der Gruppenamplitude nach ¢, wobei wir die Gesamtphase festhalten:

dlAwt — Ak Akd
[Awt — Ak z] = konst., A 2] = Aw — c
dt dt
woraus
dz Aw
— = —
it ¢ Ak’
d. h.
dw
Uo = — .
“ dk

Die Beziehung zwischen w und k, d.h. w(k), wird Dispersionsrelation genannt: w = u, k. Falls u, =
konst., nennt man das Medium nichtdispersiv, w(k) ist eine Gerade, und ug = wu,. Anderenfalls haben

UG = dow = Uy + k (duw)

WIr:

dk dk

In einem dispersiven Medium (z. B. Licht in Glas oder Wasser: »normale Dispersion«) gilt du,/dk < 0
und ug < U,.
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Fourier-Analyse

Bisher haben wir nur harmonische Schwingungen oder Wellen betrachtet: diejenige, die mit einer einfachen
Sinus- oder Kosinusfunktion beschrieben werden konnen. In der Natur kommen jedoch viele periodische
Vorgénge vor, die nicht harmonisch, sondern durch kompliziertere Funktionen zu beschreiben sind. Sie
konnen trotzdem alle dhnlich behandelt werden, wie die harmonischen Phiénomene, die wir bisher ange-
schaut haben.

Dies ist von dem Mathematiker J. FOURIER vor liangerer Zeit gezeigt worden. Der Satz von FOURI-
ER sagt, daf jede periodische Funktion, egal welcher Form, als Summe von Sinus- und/oder Kosinus-
Funktionen beschrieben werden kann:

F(t) =) Alw)sin(w;t)

Hier ist F'(t) die (beliebige) periodische Zeitfunktion, die w; sind Frequenzen (eine Grundfrequenz w; und
Vielfache davon), die durch den Laufindex ¢ numeriert sind, die A(w;) sind Amplituden (d. h. Zahlen, die
die Wichtigkeit der jeweiligen Frequenzkomponenten w; angeben), und die Summe erfaft soviele Freqenzen
(Werte vom Laufindex i) wie nétig, um die Funktion F(t) darzustellen.

Die Angabe der Frequenzen w; und Amplituden A(w;) fiir eine (z. B. gemessene) Funktion F'(t) nennt
man » Fourier-Zerlegung«; umgekehrt kann man eine beliebige Funktion F'(t) durch Wahl der Amplituden
und Frequenzen aufbauen — dies heift » Fourier-Synthese«. Der Uberbegriff fiir beide Verfahren ist die
»Fourier-Analyse«. Das Ergebnis — in beiden Richtungen — nennt man eine » Fourier-Transform«.

Diese Verfahren sind in den letzten 20 Jahren — seitdem es preiswerte und leistungsfahige elektronische
Rechner gibt — sehr wichtig geworden. Sie werden in der Strukturanalyse der Materie mittels Streuexperi-
menten (Elektronenstreuung, Neutronenstreuung, Rontgenstreuung), aber auch in der Spektroskopie? und

2 Infrarot Schwingungs-Spektroskopie an Molekiilen, magnetische Kernrfboémnz—Spektroskopie



vor allem bei bildgebenden Methoden® verwendet, um die erhaltenen Informationen nutzbar zu machen.
Auch nicht periodische Funktionen G(t) kénnen so analysiert werden — nur dann muf die Summe durch
ein Integral ersetzt werden, die Frequenzen werden nun kontinuierlich variiert:

G(t) = /A(w) sinfwt)dw  bzw.  Aw) = /G(t) sin(wt) dt .

3 Resonanz-Tomographie, Réntgen-Tomographie, Positron—Emissions—T%%(§raphie



Akustik

Die Akustik behandelt die Erzeugung und Ausbreitung von Schallwellen. Der Schall ist eine longitudinale
Welle, die sich in einem materiellen Medium ausbreitet (Luft, Wasser, Metall usw.). Er spielt eine beson-
ders wichtige Rolle auch in den biomedizinischen Wissenschaften, weil Menschen und Tiere Sinnesorgane
fiir die Aufnahme von Schallwellen besitzen. Wie bereits besprochen, hingt die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit u von Schallwellen von zwei Eigenschaften des Mediums ab, von seiner »riicktreibenden Kraft«
(durch den Kompressionsmodul bzw. Elestizitdtsmodul bestimmt) sowie von seiner Trégheit (durch die
Massendichte p bestimmt; vgl. Seilwellen).
In Medien, wo sich der Schall dreidimensional ausbreitet, ist der Kompressionsmodul mafsgebend:

K

u=4/—.
P
Dies ist der Fall bei Gasen und Fliissigkeiten. In Gasen l1afkt sich der Kompressionsmodul K mit Hilfe der
Zustandsgleichung (sieche Warmelehre im Abschnitt 1, Seite 140) als Funktion des Drucks P ausdriicken:
K = Pk [wobei angenommen wird, daf die Schallausbreitung so schnell ablauft, daf kein Temperatur-
ausgleich moglich ist (adiabatisch). Dann ist s der sogenannte Adiabatenexponent (k ~ 1,4 fiir Luft)].
Da Dichte und Druck einander proportional sind, ergibt sich fiir die Schallgeschwindigkeit in Luft dann:

_ BT
U = /{M

Wo R die »allgemeine Gaskonstante«, 1" die absolute Temperatur und M die Molmasse des Gases sind
(Zahlenwert fiir Luft bei 20 °C : u = 343 m/s).
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Bei Schallausbreitung in z. B. einem Metallstab ist der Elastizitdtsmodul E makgebend, die Schallge-
schwindigkeit ist gegeben durch

E
u=4/—".
P
In festen Medien konnen auch transversale Schallwellen auftreten.

Die Grofe, die als » Auslenkung« von einer Schallwelle angesehen werden kann, ist die lokale Dichte
des Mediums: die Welle besteht aus einer Folge von Verdichtungen und Verdiinnungen entlang der Aus-
breitungsrichtung. In Gasen sind Druck und Dichte einander proportional, so dals eine Schallwelle auch
als Druckwelle in solchen Medien beschrieben werden kann.

Um uns die Erzeugung einer Schallwelle vorzustellen, nehmen wir als Modell eine lange Saule des
Mediums (z. B. Wasser in einem Rohr, oder eine Luftsdule in einer Orgelpfeife). An einem Ende wird
durch einen Kolben ein Stok auf das Medium abgegeben, der eine Schallwelle erzeugt, welche sich in
dem Medium mit der Geschwindigkeit u entlang der Saulenachse fortpflanzt. Der Kolben wird mit der
(kleineren) Geschwindigkeit v wahrend des Zeitintervalls At mit der Kraft F' bewegt, und erzeugt somit
den Kraftstof F' At. Mit der Definition des Druckes P = F/A (Kraft pro Fldche), ist dann der Kraftstof
FAt=AAP At

Aus der Mechanik wissen wir, dals der Kraftstof gleich die Impulsénderung (d.h. Masse - Geschwin-
digkeit) ist. Die von dem Kolben bewegte Masse des Mediums betragt Am = pV = p A Az (wo p die
Massendichte und V' das in der Zeit At bewegte Volumen des Mediums sind, mit Ax = Bewegungs-
strecke der Welle, wobei u = Az /At oder Ax = uAt gilt; sieche Abb. 0.21 auf der folgenden Seite): die
Impulsanderung Amuw ist somit

Amv = (p AAz)v = (p Ault)v
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Flache
.
;
v u
Abbildung 0.21.
Gleichsetzen vom Kraftstols A APAt mit der Impulséinderung ergibt:
AAPAt = (pAult)y  oder AP = puw (0.1)
Die Druckidnderung hangt mit der Volumenénderung iiber dem Kompressionsmodul zusammen:
AP =—-K A—‘;/ (0.2)

Das Volumen V| das in der Zeit At in Bewegung ist, betrigt AAx = AuAt (s. oben); die Volu-

mendnderung in der Zeit At ist durch die Bewegung des Kolbens gegeben, AV = —AvAt. Einsetzen
in die Beziehung (0.2) fiir AP ergibt:

K (—AvAY) v
AP = Ay Ku : (0.3)




Der Vergleich von GI. (0.3) mit Gl. (0.1) ergibt dann:
Kg = puv
u

oder

d. h.

Damit ist die obige Beziehung fiir die Schallgeschwindigkeit u bestatigt.

Schallstarke und Lautstarke

Fin Mass fiir die Schallstarke in einer sich dreidimensional ausbreitenden Schallwelle ist die Intensitdat der
Welle, definiert als die von der Welle tibertragene Schallenergie pro Zeit und Fliache (die Schallleistung,

die auf eine Flache A fillt):
7 AFE
= TA-
Unser Horvermogen empfindet nicht direkt die Schallintensitat; vielmehr ist die gehorte Lautstarke
logarithmisch. Damit hat das Ohr eine grofe dynamische Skala, es kann iiber einen sehr grofsen Bereich

von Schallstirken den Schall aufnehmen. Man definiert deshalb die Lautstarke § als Dezimal-Logarithmus

der Schallintensitéit:
I
6 =10log (—)
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(Einheit » Dezibel (akustisch)« = dBj). Hier ist Iy die Schallintensitéit an der Horschwelle, Iy = 1071*W /m?.
Demnach ist die Lautstirke der Horschwelle gegeben durch

I
3 =101log (1—0> = 10log(1) = 0 dBa
0

und die Schmerzschwelle Is = 1W/m? durch

B =10log 10" =120 dB, .

Akustische Schwebungen

Uberlagert man zwei Schallwellen mit unterschiedlicher Frequenz, so entstehen Schwebungen (vgl. »ge-
koppelte Schwingungen«). Die beiden Wellen schwichen sich ab und verstirken sich abwechselnd; man
hort dieses auf und ab als periodische Anderung der Lautstirke, die um so langsamer ablduft, je niher
die beiden Frequenzen zueinander liegen. Mathematisch 18t sich dieses Phinomen als Uberlagerung von
zwel Sinus- oder Kosinuswellen beschreiben (siche » Wellengruppen«), so dafs das Ergebnis als Produkt
einer zeitabhingigen Amplitude mit einer »mittleren Welle« geschrieben werden kann:

U(t) = {Ag cos [Awt]} cos[<w > t] .

Die Wellenfunktion ¥ stellt hier entweder den Schalldruck oder die Dichte des Mediums dar (hier ist nur
die Zeitabhingigkeit beriicksichtigt, die Ortsabhéngigkeit gehorcht aber auch einer dhnlichen Beziehung).
Die Schwebungsfrequenz Aw ist gegeben durch Aw = (w1 — w9)/2 und wird sehr klein, wenn sich die
beiden iiberlagerten Frequenzen sehr nah liegen; die mittlere Frequenz < w > ist der Mittelwert der

tiberlagerten Frequenzen: <w >= (w1 + wo)/2. 114



Der Ultraschall

Menschen horen in einem Frequenzereich zwischen ca. 10 Hz und ca. 20 kHz. Schallwellen, die wesentlich
hohere Frequenzen haben, heifsen » Ultraschall«. Sie breiten sich in der Luft kaum aus, dafiir aber in
kondensierten Medien — Wasser oder feste Materie — mehr oder weniger gut. Sie konnen daher benutzt
werden, um unsichtbare Strukturen innerhalb der Materie, z. B. auch innerhalb des menschlichen Kor-
pers, zu untersuchen. Reflektion der Ultraschallwellen an inneren Strukturen fithrt ndmlich zu Echos, die
nachgewiesen und zu einem Bild verarbeitet werden konnen.

[Versuche mit Ultraschallgenerator und mit Echobildern]

Elektromagnetische Wellen
Allgemeine Eigenschaften

Elektromagnetische Wellen, Entstehung und Ausbreitung, das elektromagnetische
Spektrum

Die zweite Wellenart, aufer Schallwellen, die direkt von menschlichen Sinnesorganen wahrgenommen
werden kann, sind die Lichtwellen. Sie sind Beispiele fiir elektromagnetische Wellen und bilden einen
(kleinen) Teil des elektromagnetischen Spektrums.

Im Gegensatz zu Schallwellen sind elektromagnetische Wellen nicht an ein materielles Medium gebunden
— sie konnen sich auch in einem perfekten Vakuum ausbreiten. Sie sind auch nicht longitudinale, sondern
transversale Wellen. Die » Auslenkungsgrofen« sind nicht mechanische Eigenschaften (wie z. B. der Druck
oder die Dichte bei Schallwellen), sondern, wie der Name besagt, elektrische und magnetische Gréfsen:

genauer, ein elektrisches und ein magnetisches Feld.
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Die Eigenschaften solcher Felder werden wir uns spéter genauer anschauen; zunéchst reicht es zu wissen,
dak sie Energie speichern kénnen, und dafs sie sich gegenseitig aufbauen kénnen (wenn sie zeitabhiangig
sind, z. B. sinusférmig wie in einer harmonischen Welle).

Elektromagnetische Wellen sind tatsdchlich harmonisch, sie bestehen aus sinusformigen elektrischen und
magnetischen Feldern, welche senkrecht zueinander und senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen (daher
transversale Wellen!). Diese Felder schwingen in der Zeit mit der Frequenz v (bzw. der Kreisfrequenz w =
27 v) und wiederholen sich als Funktion vom Ort entlang der Ausbreitungsrichtung nach der Wellenléange
A (bzw. Wellenzahl k = 27/)).

Es gilt die iibliche Grundgleichung der Wellenlehre:

w
C= U= —

k

wo ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) der Wellen ist. Sie ist wiederum eine
Funktion der Konstanten des Mediums.

Bei Ausbreitung im Vakuum ist das » Medium« eben dieses Vakuum: es hat eine elektrische Eigenschaft
(die » Durchléssigkeit« oder » Permittivitdt« fiir elektrische Felder, ausgedriickt durch die »elektrische
Feldkonstante« gg), sowie eine magnetische Eigenschaft (die »Permeabilitdt« fiir magnetische Felder,
gegeben durch die entsprechende »magnetische Feldkonstante« p).

In Analogie zu mechanischen Wellen (z. B. Seilwellen) kann man den Kehrwert der Konstanten ¢ als
eine Art »riicktreibende Kraftkonstante« (fiir elektrische Ladungen) und die Konstante p als eine Art
» Trégheitskonstante« (fiir die Bewegung von elektrischen Ladungen) bezeichnen. Diese Analogie werden
wir bei der Elektrizitatslehre weiter ausbauen. Es folgt fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:

[ 1
C =
M&o Ko




Sie ist eine Naturkonstante (sogar die best-bekannte Naturkonstante) und hat den Zahlenwert 299 792
456,2 m/s (also etwa 1 Million mal schneller als der Schall in Luft).

Diese Geschwindigkeit gilt fiir alle Arten von elektromagnetischen Wellen im Vakuum [d. h. fiir Licht,
aber auch fiir Radiowellen, Mikrowellen (Radar), » Millimeterwellen«, infrarotes Licht (» Wérmestrah-
lung«), ultraviolettes Licht, Rontgenstrahlen und Gammastrahlen|. In Materie kommen die entsprechen-
den material-spezifischen Konstanten dazu (die »relative Permittivitdt« oder » Dielektrizitatskonstante«
e; sowie die »relative Permeabilitdt« p,). Beide sind iiblicherweise > 1, so daf die sich ergebende Ge-

schwindigkeit
/ 1
G Tl ¥ —
€0 Er Ko Hr

Kleiner als ¢ (im Vakuum) ist. Das Verhéltnis N = ¢/cy ist auch eine Eigenschaft der Materie und nennt
sich Brechungsindex oder Brechzahl:

€0 Er Ko Hr
N:—: —:\/61- I'Zl
CM €0 Mo i

Wir werden sie in der Optik (siehe Abschnitt 3, Seite 231) verwenden kénnen.
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Entstehung von elektromagnetischen Wellen

Ebenso wie Seilwellen durch eine Beschleunigung von Seilabschnitten oder Schallwellen durch die Be-
schleunigung von Materieteilchen (Atomen oder Molekiilen in dem Medium) entstehen, kommen elektro-
magnetische Wellen durch beschleunigte elektrische Ladungen zustande.

Diese Ladungen konnen in einzelnen Atomen gebunden sein (Lichtemission durch elektronische Ener-
gietibergidnge in Atomen oder Molekiilen), sie kénnen im freien Raum sein (schwingende Elektronen im
Vakuum in einem Radarsender [Klystron| oder in Materie [schwingende Ladungen in einer Sendeantenne]),
sie konnen selbst die Ladungen im Atomkern sein (Emission von Gammastrahlen durch einen angeregten
Kern).

Die elektromagnetischen Wellen gehorchen einer Wellengleichung, genau derjenigen, die wir fiir die
Seilwellen hergeleitet haben. Fiir das elektrische Feld E lautet sie (eindimensional):

OPE (1) 0°E
0x2  \c2) ot
Die Konstante c ist wieder die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im Vakuum.

Das elektromagnetische Spektrum

Das elektromagnetische Spektrum erstreckt sich iiber viele Grofkenordnungen in v und A, und entsprechend
in der Energie der Wellen (die proportional v ist), siehe dazu Abb. 0.22 auf der néchsten Seite.

Die Art und Grofe des » Wellengenerators«, welcher die Wellen ausstrahlt, sind auch sehr unterschied-
lich: fiir langwellige Radiowellen ist er eine Antenne von mehreren hundert Meter Lange; fiir Mikrowellen
eine Vakuumrohre von einigen cm Durchmesser; fiir Licht einzelne Atome oder Molekiile; und fiir -
Strahlen, einzelne Atomkerne. Grundsétzlich gilt a]bleég:
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Abbildung 0.22.

Beschleunigte Ladungen strahlen Energie in Form von

elektromagnetischen Wellen aus.
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Hydrostatik: ruhende Fliissigkeiten

In einer Fliissigkeit sind die Teilchen (Atome, Molekiile) fest aneinander gebunden durch sogenannte
Kohésionskrifte, die Teilchen lassen sich jedoch beliebig aneinander vorbeischieben. Dies fiihrt dazu, dafs
sich das Volumen der Fliissigkeit nur schwer dndern laft (Fliissigkeiten sind kaum komprimierbar!), die
Form der Fliissigkeit aber beliebig ist (Volumenelastizitit, aber keine Formelastizitét).

Wirkt eine Kraft auf eine bewegliche Gefafiwand (»Stempel«), so wird sie innerhalb der Fliissigkeit
als Druck iibertragen. Der Druck wirkt allseitig und iiberall in der Fliissigkeit; er ist daher nicht eine
Vektorgrofe. Der Druck ist definiert als » Kraft pro Flache«:

wirkende Kraft F

Druck = P=—
e Angriffsflache A

Druckeinheit = N/m? = Pa (Pascal), wobei die auf der Fliche A senkrecht stehende Kraftkomponente
gemeint ist. (Zum Vergleich: der Atmosphéarendruck, der auf der Erdoberfliche aufgrund des Gewichts
der Lufthiille wirkt, betragt etwa 100000 Pa. Man definiert daher eine weitere Druckeinheit, das bar:

1 bar = 10° Pa .

Wir sprechen von einer idealen Fliissigkeit, wenn das Volumen exakt konstant bleibt (keine Kompri-
mierbarkeit) und die Forménderung (z. B. Flieken) ohne Widerstand geschieht (keine Formelastizitit).
Wirkliche Fliissigkeiten (reale Fliissigkeiten) haben diese idealen Eigenschaften nur annéhernd; insbeson-
dere zeigen sie einen Widerstand (Zahigkeit) gegeniiber Forménderungen.
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Der hydrostatische Druck: Schweredruck
Schweredruck

Der Schweredruck entsteht durch das Gewicht der Fliissigkeit, welche iiber dem Meflpunkt liegt. Er ist
gegeben durch die Gewichtskraft, geteilt durch die Flache des Behélters:

mg  pVg  pgAh
AP(h) = —= = —= == = pgh

wo p die Massendichte der Fliissigkeit bezeichnet. Der Schweredruck steigt also linear mit wachsender
Tiefe in der Fliissigkeit an, bei der Tiefe A hat er den Wert:

P(h) = pgh

Der Stempeldruck

Der Gesamtdruck in einer ruhenden Fliissigkeit, der sogenannte hydrostatische Druck, ist die Summe vom
Stempeldruck Py und Schweredruck P(h):

P =P+ P(h)

Dieser Druck wirkt bei gegebener Tiefe iiberall gleich, er ist nicht richtungsabhingig und hangt auch
nicht von der Form des Behélters ab (»hydrostatisches Paradoxon«).
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Auftrieb

Fliissigkeit
der Dichte p

P e B -

e m mm owm

Flache A

i Héhe A h

Abbildung 0.23. Schweredruck in einer Fliissigkeit der Dichte p
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Taucht ein Objekt in die Fliissigkeit ein, wirkt an seiner unteren Fliche aufgrund des Schweredrucks
ein hoherer Druck, als an der oberen Flache. Dies fiithrt zu einer Nettokraft, die das Objekt anzuheben
versucht: sein Gewicht ist geringer in der Fliissigkeit. Diese Kraft nennt man Auftrieb Fy, sie ist gleich dem
Gewicht der verdrangten Fliissigkeit m,, (Prinzip von ARCHIMEDES, siehe Abb. 0.24 auf der folgenden



—
I

P

P links P rechts

\P unten ———"

Abbildung 0.24. Druckverhiltnisse um ein Objekt in einer Fliissigkeit; der Druck von unten ist um den Schweredruck der verdréangten
Fliissigkeit grofer als der Druck von oben

—

Fy=my-G=py-G-V

Fres = mK'g_mv'gz(pK_pv>g'V
Der Auftrieb F eines Korpers K ist gleich der Gewichtskraft der von ihm verdrangten Fliissigkeit m,, -
g und von der Gestalt und vom Material des Korpers unabhéngig. Die resultierende Kraft F.s, die

entscheidet, ob ein Korper in der Fliissigkeit schwimmt, schwebt oder sinkt, ist die Differenz aus der
Masse des verdriangten Volumens p, - g - V und der Masse des verdrangenden Volumens pg - g - V.
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n.b. In einer nicht-idealen (komprimierbaren) Fliissigkeit bzw. in einem Gas nimmt der Schweredruck
nicht mehr linear mit wachsender Tiefe zu, da sich das Medium zunehmend komprimiert aufgrund des
wachsenden Drucks; die Dichte nimmt damit auch zu. Dies fiihrt bei einer komprimierbaren Fluide (Gas
oder Fliissigkeit) zur barometrischen Héhenformel: Druck und Dichte nehmen exponentiell mit wachsen-
der Tiefe zu. Diese Formel kann als wichtiges Beispiel des thermischen Gleichgewichtes (BOLTZMANN-
Gleichgewicht) angesehen werden (s. Wérmelehre).

Grenz- und Oberflachen

Ein Fliissigkeitsteilchen innerhalb des Volumens der Fliissigkeit erfahrt von allen Richtungen gleiche
Kohasionskrafte, es herrscht ein Kréftegleichgewicht. Bringt man das Teilchen an die Oberfliache, fehlen die
Krifte auf der einen Seite (Tafelbild!), das Gleichgewicht ist gestort. Es kostet also eine Kraftanstrengung,
(bzw. Arbeit W muf geleistet werden), um ein Teilchen an die Oberfliche zu fithren, seine (potentielle)
Energie ist dort grofer. Diese zuséatzliche Energie, geteilt durch die entsprechende Fliache, nennt man die

W J
A m2 )’

Diese spezifische Oberflichenenergie ist eine Eigenschaft der Fliissigkeit (und ggf. auch der gegentiberlie-
genden Materie an der Grenzfliche). Sie kann z. B. durch Aufheben eines Films aus der Fliissigkeit durch
einen Drahtbiigel gemessen werden. Dabei miftt man die notige Arbeit W, um die Fliache des Films um

spezifische Oberflichenenergie ¢:

den Betrag A zu erhohen, bzw. (wahlweise) die dazu nétige Kraft, die man durch die Breite des Biigels !
geteilt als Oberflaichenspannung o bezeichnet:



Da die Oberflichenenergie es allgemein energetisch ungiinstig macht, eine freie Flache zu vergrofern,
bildet eine Fliissigkeit sog. » Minimalflachen« (vgl. Seifenblasen).

Abbildung 0.25. Seifenblasen und Oberflichenspannung
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direkte Verbindung ~ 9,05 cm, bei s(AB)=3,2 cm
optimierte Losung (rechts) ~ 8,7 cm
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Falls die Fliissigkeit an der Grenzfliche in Kontakt mit einer anderen Materie tritt, kommt es auf die
relative Starke der Kohésionskrafte zwischen den eigenen Fliissigkeitsteilchen und den Adhéasionskraften
zwischen Fliissigkeit und angrenzender Materie an. Falls letztere starker sind, spricht man von einer
»benetzenden Fliissigkeit« 0 < ¢ < 90; ein Tropfen breitet sich moglichst aus. Anderenfalls bleibt der
Tropfen moglichst geschlossen (nicht-benetzende Fliissigkeit 90 > ¢ > 180).

Tropfen auf einer Glasoberflache

Quecksilber

\Glaa)

0°< ¢ < 90° 90° < ¢ < 180°

benetzende Flussigkeit nicht benetzende Flussigkeit
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Dies erklart auch die Kapillarwirkung bei einer Fliissigkeit in einem engen Rohr:

2r

0

Abbildung 0.27. Die Steigh6he einer Fliissigkeit in einem Kapillarrohr (relativ zur Hohe der Fliissigkeit auferhalb des Rohrs) kann durch
eine einfache Uberlegung aus der spezifischen Grenzflichenenergie berechnet werden.

Fliissigkeit um die Hohe h im Rohr ist gegeben durch AE, . = mgh = pVgh = pgnr?h? .

Die Energieerhéhung AFE,, durch das Anheben der
Der Energiegewinn durch die Oberflichenenergie ist

AEqs = €Akontakt = €2nrh. Aus der Energiebilanz AE, = AFEys erhalten wir: pgrh = 2¢ oder h = 2¢/pgr oder h = 20 /pgr. Vgl. Skizze,

oben.
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benetzende Flissigkeit

Q '
\% r'cose =r
P

Adhasion

/ h

5

o

p,: Luftdruck
p,: Kohasionsdruck p, =(2ccoso) / r

p: Schweredruck p;=p g h .
. Am Punkt B wirkt der Druck p(B)=p, =p,-p, +p
. Oberflachenspannung L PPk Ps

Aus der Druckberechnung am Ort B ergibt sich fiir die kapillare Steighche h:

I 20 cos @
27“09
=22 furep =20
rpg
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Hydrodynamik: bewegte Fliissigkeiten
Volumenstrom, Kontinuitit

Wir betrachten eine stationidre Stromung, d.h. die Geschwindigkeit der Stromung an einem gegebenen
Punkt bleibt konstant im Laufe der Zeit. Aufserdem betrachten wir zunachst die Stromung einer idealen
Fliissigkeit, die nicht komprimierbar ist und ohne Widerstand flieft.

Eine wichtige Grofke, um die Stromung zu charakterisieren, ist die Volumenstromstarke Iy:

AV m*
VAL s /-

Bei der idealen Stromung ist das Geschwindigkeitsprofil in einem Rohr gleichméfig, es bildet eine Ebene
senkrecht zur Stromungsrichtung. Bei einem Rohr vom Querschnitt A ist das Volumen, welches in der
Zeit At durch die Querschnittsfliche mit Geschwindigkeit v fliekt, gegeben durch

AV = AvAt,

d. h. die Stromstarke ist
]\/ = Av .

Da die Fliissigkeit inkompressibel ist und auch im Laufe der Stromung nicht erzeugt oder vernichtet
wird, gilt eine Kontinuitdtsbedingung: Das Volumen AV, das in einer gegeben Zeit durch eine gegebene
Querschnittsflache im Rohr fliekst, muf iiberall gleich sein — es kann z. B. nicht mehr Fliissigkeit in das Rohr
hineinflieflen, als am anderen Ende in der gleichen Zeit herausflielt. M. a. W. ist die Volumenstromstérke

iiberall gleich. Andert sich die Querschnittsfliche cllg% Rohrs, so muf sich die Stromungsgeschwindigkeit



v entsprechend dndern, um [y konstant zu halten:

U1 A2
Aivy = As g oder — = —
U2 Ay

Wo der Querschnitt enger wird, muf die Fliissigkeit schneller fliefen (sieche Abb. 0.28).

Geschwindigkeit v, Geschwindigkeit v,
Fldache A4 / Fldache A,

.1

Abbildung 0.28.

. /
—

-
_— e — ——
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Druck in der Stromung

In der stromenden Fliissigkeit herrscht an jeder Stelle ein Druck, nun aber heikt er hydrodynamischer
Druck. Er besteht nicht nur aus Stempeldruck und Schweredruck, wie in der ruhenden Fliissigkeit, sondern
enthilt auch einen weiteren Betrag, der durch die Strémung (kinetische Energie!) zustandekommt. Wir
betrachten die Energie eines Probevolumens AV an zwei verschiedenen Stellen (1 und 2) innerhalb einer
stromenden Fliissigkeit in einem Rohr. Das Rohr soll eine Querschnittsfliche A; an Stelle 1 und A, an
Stelle 2 haben. Die Arbeit, die zur Bewegung des Volumens um eine Strecke As; bzw. Asy an den Stellen

Geschwindigkeit v, -
Volumen AV Geschwindigkeit v,
/ Fléiche A; /

Fldche A
IS :
—> >

Volumen AV

Abbildung 0.29.

1 bzw. 2 geleistet werden muf, ist:

AW = F1A81 - FQASQ
P1A1A81 — PQAQASQ
= PIAV = PAV = (P = P)AV



Die Energiedifferenz, die durch diese Verschiebung entsteht, ist;
1
AE =mg(hy — hy) + 5 (U% — v%)
Setzen wir die geleistete Arbeit gleich die resultierende Energiedifferenz (Energieerhaltung!), so erhalten

WIT':
m

(P1 — P)AV =m|g (hy — hy)] + B} [(vg - U%)}

oder, mit m = pAV (p = Massendichte), nach Umordnung:
[Pl + pghy + gvﬂ AV = |:P2 + pgho + gvg} AV .

Dies heift, die Gréke [P + pgh + 8v?] ist iiberall konstant (wir konnen die willkiirlich gewéhlten Stellen
1 und 2 weglassen):

[P + pgh + gvﬂ = konst.

Diese Gleichung nennt man den Satz von BERNOULLI. Er driickt die Energieerhaltung bei der Stromung
aus, und gilt streng nur fiir die stationéire, ideale Stromung. Er besagt:

Der Druck einer stromenden Fliissigkeit nimmt ab, wenn sie schneller
und/oder aufwérts stromt und umgekehrt.

Die drei Terme in der BERNOULLI-Gleichung sind Stempeldruck, Schweredruck sowie der Druck, der
durch die Stromung selbst zustandekommt (p/2v?); dieser wird Staudruck genannt. Eine andere Formu-
lierung des BERNOULLI-Satzes ware daher:

idealen, stationar stromenden Fliissigkeit ist konstant.
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Die reale Stromung

Reale Fliissigkeiten haben eine Zahigkeit oder Viskositit; sie lassen sich nicht beliebig leicht verformen
und leisten deshalb einen Widerstand gegen die Stromung. Dies nennt man auch »innere Reibung«. Der
einfachste Fall ist die Bewegung einer Platte der Flache A parallel zu einer Gefédfwand in einer Fliissigkeit,
mit Abstand d zur Wand und konstanter Geschwindigkeit v.

E
Fldche A —_—>
LY T T T T T 7] gy \[

Platte A

El

|

d
Wand __ ,—— l

Abbildung 0.30.

&1}1 I

Das Geschwindigkeitsprofil ist linear (siehe Abb. 0.30, dort geneigte, gestrichelte Linie), die Fliissigkeit
bewegt sich am schnellsten neben der bewegten Platte und am langsamsten neben der Wand. Um die
Bewegung aufrecht zu erhalten, muk eine Kraft F' auf die Platte in Richtung seiner Geschwindigkeit v

1

w

4



stindig wirken, welche die innere Reibung iiberwindet:

v
d )
wobei 7 eine Materialkonstante der (realen) Fliissigkeit, ihre Viskositdt, angibt. Die innere Reibung setzt
Bewegungsenergie in Warme um. Die Viskositiat von Fliissigkeiten nimmt i. a. mit steigender Temperatur
ab (bei Gasen umgekehrt!).

In einem runden Rohr (Radius r, Lénge [) ist das Geschwindigkeitsprofil parabelférmig (héchste Ge-
schwindigkeit in der Mitte). Fiir die Volumenstromstérke gilt das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz:

=) () 25

wobei die Material- und geometrischen Groken zum Stromungswiderstand Rg zusammengefalst werden

konnen: AP . l
Ly = — it Rq=1[— — .
=m om m=(2) (5)

Die erste Gleichung definiert den allgemeinen Stromungswiderstand Rg (“Ohm’sches Gesetz” fiir die
Stromng). Eine weitere Anwendung der Viskositédt ist das Stokes’sche Gesetz fiir die Bewegung eines
kugelférmigen Korpers (Radius r) innerhalb einer ruhenden Fliissigkeit:

F=nA

Fg=—-6mnrv.
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Zusammenfassung, Stromung

Wichtig fiir die Stromungslehre sind einige Grundbegriffe:
AV dV

Volumenstromstarke Iy = — bzw.—, wobei Iy =Av.

At dt
(A = Querschnittsfliche der Stromung, v = Stromungsgeschwindigkeit).

Kontinuitatsgleichung: bei der stationidren Stromung ist Iy iiberall gleich, d.h. Av = konst. Vergro-
kerung der Querschnittsflache erniedrigt die Geschwindigkeit und umgekehrt.
Bernoulli-Gleichung (Energieerhaltung)

P + pgh + gUQ = konst.

Das gilt fiir eine ideale Stromung; bei realer Stromung ist die Summe von Stempel-, Schwere-und Stau-
druck zeitabhéngig und gegeben durch einen »Reibungsdruck« Pg(t).
Reale Stromung einer Fliissigkeit der Viskositdt n in einem runden Rohr (Hagen-Poiseuille’sches Ge-

-€)(5) 2

oder allgemein: Iy = AP/Rg mit Ry = Stromungswiderstand.

setz):

Der Blutkreislauf
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Einige Zahlenwerte zum Blutkreislauf
e Eigenschaften des Bluts: p ~ 1,06 g/cm?®, n ~2,1-1073Pa s
e Driicke

— systolischer Druck = 16,0 kPa (Aorta, Herzklappe offen)
— diastolischer Druck = 10,7 kPa (Aorta, Herzklappe zu)

— rechter Kammerdruck = 2,7 kPa (Lungenarterie)

e Umsatz A V =~ 70 cm?/Herzschlag, Iy &~ 70 cm?/s (Pulsrate ~ 1 Hz), d.h. Iy &~ 7-107° m?/s oder
ca. 4,2 1/min.

(Volumen)arbeit des Herzens AV P = 1,3 J/Schlag, Leistung Py ~ 1,3 W

e Tagesarbeit &~ 130 klJ, entspricht etwa 1,5% des metabolischen Grundumsatzes (ca. 8000 kJ pro
Tag).

Stromungswiderstand und -geschwindigkeit fiir den gesamten Kreislauf: aus AP =~ 13,0 kPa,
Iy ~7-107° m3/s sowie Rg = AP/Iy ergibt sich:
Pa - s

Rs~19-10° —
m
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In der Aorta: Rg = 81n/nr* (HAGEN-POISEUILLE) ~ 3,7 - 10*Pa - s/m?; damit ist
APprqta = Iy - Rs =~ 2,6 Pa (sehr klein!)

und

AV m
—~ 0,13 —
A g

v =

(Aorta, mit r = 1,3 cm, [ = 0,2 m).

Blutdruckmessung

Aufgrund des geringen Druckabfalls in der Aorta und anderen groken Arterien ist es zuldssig, den Blut-
druck in der Armarterie zu messen. Der Manschettendruck (gemessen z.B. mit einem Fliissigkeitsmano-
meter) wird erhoht, bis keine Stromungsgerdusche in der Armbeuge zu héren sind (Manschettendruck
gleich systolischer Druck, Arterie zusammengeprefst). Langsames Senken des Manschettendrucks fithrt zu
horbaren Stofgerduschen (Herzschlidge), die beim Erreichen des diastolischen Drucks in kontinuierliche
Gerdusche iibergehen. Typische Werte: 16,0/10,7 kPa (entspricht 120/80 mm Hg — alte Einheit!)

Schweredruck im Blutkreislauf: aus der Dichte p sowie den Hohendifferenzen (typ. Herz-Fufs ~ 1,3 m,
Herz-Kopf ~ 0,4 m) erhalten wir fiir den Schweredruck pgh beim stehenden Menschen:

AP Herz — Fuss =~ 13,5 kPa
AP Herz — Kopf ~ 4,2 kPa

d. h. der Gesamtdruck ist etwa

13,0+ 13,5 = 26,5 kPa in den Fiilen, und
13,0 —4,2 = 88 kP{%g im Gehirn .



Elektrizitatslehre

Die elektrische Ladung

Das Wort »Elektrizitdat« ist abgeleitet von dem griechischen »elektra« = Bernstein. Es ist namlich seit
dem Altertum bekannt, dals das Reiben von Materialien wie Bernstein, Glas usw. mit einem Tuch oder
Fell eine (scheinbar schwache) Kraftwirkung auf leichte Objekte (Papierschnipsel usw.) hervorrufen kann.

Erst im 18. Jh. wurde es klar, das es sich hierbei um eine Ladungstrennung handelt. Alle Materie
enthélt elektrische Ladungen, die man (in geringem Mafse) durch Reibung freisetzen kann. Die Ladungen
iben aufeinander eine elektrische Kraft aus, die COULOMB-Kraft. Diese hat die gleiche Form wie die
Gravitationskraft, ist jedoch viel stéarker:

I
dreg 12

F, (COULOMB-Gesetz)
wobei ¢; und ¢y die beiden Ladungen und r ihr Abstand sind; die Richtung der Kraft von Ladung 1 auf
Ladung 2 liegt entlang ihrer Verbindungslinie:

Im Gegensatz zur Gravitation, wo es nur eine Sorte Schweremasse gibt, existieren zwei Ladungstypen:
positive und negative. (Frither unterschied man dementsprechend zwei Sorten der Elektrizitéit, genannt
»Glaselektrizitat« (+) und »Harzelektrizitdt« (-), weil sie durch Reiben der entsprechenden Materialien
produziert werden konnten). Gleichnamige Ladungen stofen sich gegenseitig ab (siche Abb. 1.7 auf der
néchsten Seite), wihrend unterschiedliche Ladungen sich gegenseitig anziehen.



Abbildung 1.7. Coulombkraft

Die Einfiihrung des Begriffs der elektrischen Ladung macht es sinnvoll, eine weitere Basiseinheit zu
definieren. Die Einheit der Ladung heift Coulomb (C) und ist definiert durch das Coulomb-Gesetz zu-
sammen mit der Naturkonstante 1/4me( (der Faktor 47 wird aus geometrischen Griinden verwendet —
47 ist der Raumwinkel um eine Punktladung). Die Konstante hat den Wert

5,088 - 107 -
: 2
und verbindet die schon definierten mechanischen Grofen Kraft (N) und Abstand (m) mit der elektrischen
Grofe Ladungsmenge (C).

Spater wurde die Basiseinheit als die Einheit des elektrischen Stromes I definiert; diese Einheit heift

Ampeére und wird gemessen iiber die magnetische Kliz%f(‘)cwirkung zweier Strome aufeinander. Der elektrische



Strom [ ist analog zu anderen Stromgrofen wie dem Volumenstrom Iy oder dem Wiarmestrom I definiert:
_dg _dv I d@
T At Vo YT ar

Demnach gilt: 1 C = 1 As; letztere ist die moderne Einheit der elektrischen Ladung. Fiir die Ladung
gilt ein Erhaltungsgesetz (Ladungserhaltung):

I

[ Die Summe aller Ladungen in der Welt bleibt konstant. ]

Man kann zwar Ladungen aus Energie erzeugen oder vernichten, jedoch immer nur paarweise (+/—);
die Summe der Ladungen bleibt konstant. Dieses Gesetz hingt mit der Invarianz des elektrischen Poten-
tials unter Verschiebung seines Nullpunktes (»Eichinvarianz«) zusammen. Ladungen kénnen iiber ihre
Kraftwirkung mit einem Elektrometer gemessen werden.

Die elektrische Ladung ist auch quantisiert: es gibt eine kleinste Ladung, die Elementarladung ey.
Kleinere (freie) Ladungen treten in der Natur nicht auf. Das Elektron tragt eine negative Elementarladung,
—ep ; das Proton, eine positive Elementarladung. Die Elementarladung betrigt 1,609 - 1071C.

Als Beispiel berechnen wir die Coulomb-Kraft, die die sogenannten Leitungselektronen, die sich in einem
1-Ct.-Stiick befinden, auf das 1.-Ct.-Stiick ausiiben. Wir gehen davon aus, dass man die Leitungselektro-
nen herausziehen und in 1 m Entfernung Abstand aufsammeln konnte. Jedes Material enthéalt Elektronen:;
in Metallen 16st sich ein Teil der Elektronen von den Atomen und bildet ein (fast) freies » Elektronengas«.
Die einzelnen Teilchen in diesem »Gas« heillen » Leitungselektronen«, da sie einen elektrischen Strom lei-
ten konnen. In einem Ct.-Stiick aus Kupfer gibt es ein Leitungselektron pro Atom; diese konnen sich fast
frei bewegen in dem Metall, konnen aber nur mit groferem Energieaufwand (» Austrittsarbeit«) das Me-
tallstiick verlassen. Wenn wir sie um 1 Meter entfernen konnten, wiirde die gleiche positive Ladungsmenge
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in dem Stiick zuriickbleiben, wir hiatten dann die Anziehungskraft:

L ¢ q
471'8() 72

F, =

mit r = 1 m. Die Ladung ¢ ist gleich 1 Elementarladung/Atom, d.h. ¢ = Neg = v Na ey = (m/Mx) Ny ey,
wo m die Masse des Ct.-Stiicks mit N Atomen, M, die molare Masse von Cu, v die Molzahl und Ny die
AVOGADRO-Zahl sind. Mit m =2 g und M = 63,55 g/mol erhalten wir

g =3,04-10°C

und damit )
2 103 2
Nm* (3,04-10%)° C _83.10"N 1
C? 12 m?

Dies ist die Gewichtskraft von 8,5-10'? Tonnen, etwa das Gewicht eines grofen Berges der Hohe 3000 m und
Basisdurchmesser 50 km! Die Coulomb-Kraft ist tatsichlich sehr stark, sie erscheint schwach im téaglichen
Leben nur deshalb, weil es nie gelingt, eine grofere Ladungsmenge zu trennen oder »freizusetzen«.

Diese Kraft bindet die Elektronen in den Atomen und hélt die Materie zusammen; sie bildet die
Grundlage fiir die chemische Bindung.

F.=8,988- 10"

Mikroskopisch ist es moglich, mit einem Energieaufwand einzelne Ladungen von Atomen oder Molekiilen
zu trennen oder zuriickzugeben; dies nennt sich »Ionisation« bzw. » Rekombination«:

A+ FEy, — A" +e und AT +e” - A+ Ep (= —FEi) .

Die Energie g nennt sich » Bindungsenergie« ; Bindungsenergien sind immer negativ. Bei Molekiilen wie
AB kann die lonisation mit einer Aufspaltung der chemischen Bindung einhergehen (» Dissoziation«):

. 4B
AB—i—EdISﬁQA +B" .



Makroskopische Korper, die bewegliche Ladungen enthalten, heifsen »elektrische Leiter«. Alle Metalle
sind mehr oder weniger gute Leiter. Andere Materialien (Glas, Kunststoffe, ionische Kristalle wie NaCl)
sind »Isolatoren« oder »Dielektrika«: sie enthalten nur gebundene Ladungen, die nicht beweglich sind
und keinen Strom leiten konnen. Dazwischen liegen die »Halbleiter« wie die Elemente Si, Ge oder die
Verbindungen GaAs, CdS, die durch eine geringe Energiezufuhr (Licht, Erwidrmung) leitend gemacht wer-
den kénnen. Auch Fliissigkeiten, wenn sie geloste Ionen enthalten (»Elektrolytlosungen«), sowie ionisierte
Gase (»Plasmen«) konnen einen elektrischen Strom leiten.

Elektrostatik

Die Elektrostatik ist die Untersuchung von nicht-beweglichen Ladungen. Solange man nur mit Paaren von
Ladungen zu tun hat, ist die Berechnung der COULOMB-Kraft nach dem COULOMB-Gesetz einfach. Mit
vielen Ladungen oder ausgedehnten Ladungsverteilungen wird dies sehr schwierig; dazu filhrt man den
Begrift des elektrischen Feldes E ein. Das elektrische Feld ist eine Vektorgrofe, welche die Kraftwirkung
auf eine Probeladung qo zu jedem Punkt im Raum angibt. Die Feldstérke ist definiert als Kraft/Ladung:

Fo(z,y, 2)
qo0 .

Thre Einheit ist N/C (oder V/m, s. spiter). Elektrische Felder addieren sich vektoriell wie Kréfte. Man
kann sie »sichtbar« machen, in dem man die Kraftlinien mit einem feinen Pulver nachzeichnet, oder durch

E(z,y,z) =

Messen mit einem Mefkinstrument. Per Konvention beginnen die Feldlinien an positiven Ladungen und
enden an negativen; Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes.
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Abbildung 1.8. Elektrische Feldverteilungen: a) ein elektrischer Monopol [punktférmige oder kugelformige Einzelladung]|. Sein elektrisches
Feld (Coulombfeld) zeigt radial vom Mittelpunkt nach auken und nimmt wie 1/(Abstand)? ab. b) Der elektrische Dipol [zwei entgegengesetzte
Ladungen im festen Abstand a]. Sein Feld ist gekriimmt und zeigt eine Symmetrieebene (gestrichelt).

| + + + + + + + + + + + + + |

Abbildung 1.9. ¢) Das homogene Feld zwischen den Platten eines geladenen Plattenkondensators; es hat iiberall die gleiche Stirke und
Richtung.
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Das elektrische Potential

Wir gehen nun genauso wie in der Mechanik vor: nachdem wir die elektrische Kraft diskutiert und durch
eine Feldgrofe beschrieben haben (elektrisches Feld E), betrachten wir nun die Prozekgrofe Arbeit sowie
die Zustandsgroke Energie. Eine Probeladung ¢y im Feld E erfahrt eine Kraft; Bewegung der Ladung
gegen diese Kraft bendtigt die Verrichtung von Arbeit, wahrend umgekehrt, die Ladung Arbeit verrichten
kann, wenn sie sich in Feldrichtung bewegt. Wir schreiben

A
AW:/F-dr: qF -dr oder —W:/E-dr.
40

Dieses Integral hat z. B. fiir das Feld einer Punktladung ¢; eine einfache Form:

1 QT
E = Fgo ﬁ; (Coulomb—Feld) ,
und AW 1 d 1
—:/E-d'r: q1 —T:——@-
qo 4reg r? drey T

Die Arbeit/Ladung AW/qq ist ein Mak fiir die Arbeit, die verrichtet werden miifste, wenn wir die Ladung
qo zu einer gleichnamigen Ladung ¢; hinbewegen. Sie heift » COULOMB-Potential« der Punktladung g¢;.

Die potentielle Energie F, dndert sich natiirlich auch dabei; wir kénnen die Grofse Eypq/qo ebenfalls
betrachten. Die Arbeit bzw. die Energie einer Ladung, geteilt durch die Ladungsmenge, nennt man allge-
mein das elektrische Potential . Sie lafst sich aus der Feldstdarke E durch Integration iiber eine Strecke

Agpz—[E-d'r.
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Man kann das elektrische Potential direkt messen, mit einem Voltmeter, welches eine kleine Ladung fliefsen
lafst und die resultierende Arbeit anzeigt.

Eine elektrische » Potentiallandschaft« gleicht einer Hohenlandschaft in der Mechanik (siehe Abb. 1.10
auf der folgenden Seite): eine Probemasse in der Hohenlandschaft besitzt eine bestimmte potentielle
Energie E., je nach Hohe. Sie erfahrt eine Kraft, die sie nach unten rollen 1dkt, je nach Steigung des
Bodens. Die Hohenkontourlinien sind Linien gleicher Hohe, ihre Dichte zeigt die jeweilige Steigung an.

Ebenfalls kann man »Kontourlinien« des elektrischen Potentials definieren, sie heifien » Aquipotential-
linien« (bzw. -Flichen). Auf einer Aquipotentiallinie ist die potentielle Energie einer Ladung konstant,
sie bewegt sich ohne Arbeitsaufwand.

Die Kraftlinien (d.h. das elektrische Feld E) zeigen immer senkrecht zu den Aquipotentiallinien, d.h.
in die Richtung, in der die »Steigung« am groftten ist (und die Arbeit deshalb auch maximal).

Wir konnen die obige Beziehung zwischen Potential und Feld umkehren, um das Feld aus dem Potential
zu berechnen:

E(r) = —fo(r)

(eindimensional; z. B. beim Feld einer Punktladung oder homogenes Feld in Richtung r) bzw. (dreidimen-
sional):

E(r)=—Vo(r).

(V ist die Abkiirzung fiir eine dreidimensionale Ableitung, die als Vektor in die Richtung maximaler
Steigung zeigt.) Man nennt dies » Gradientenbildung« und schreibt auch

E(r) = —grad[p(r)] .

Wie auch die potentielle Energie, hat das elektrische Potential keinen festgelegten Nullpunkt. Die Erd-
oberfliche bildet eine Aquipotentialfliche mit einer ]fz%%t unerschopflichen Ladungsreserve, daher verbindet
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Abbildung 1.10. Auszug aus einer Hohenkontour-Karte. Die Hohenkontourlinien verbinden Punkte der gleichen Hoéhe h; darauf bewegt
sich eine Masse m ohne (Hub-) Arbeit, ihre potentielle Energie mgh bleibt konstant. Linien der maximalen Steigung zeigen senkrecht zu den
Hohenkontouren, eine Masse wiirde entlang solcher Linien hinunterrollen. Die Hangabtriebskraft zeigt entlang der maximalen Steigung und
wiichst mit wachsender Steigung (d.h. wenn die Hohenkontouren dichter zusammenliegen). Die Aquipotentiallinien verhalten sich analog zu den
Hohenkontourlinien, die elektrische Feldvektoren analog zu der Hangabtriebskraft.
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man oft einen Punkt in einem elektrischen Kreis mit der Erde (»Masse« oder » Erdung«) und benutzt
diesen Punkt als Potential-Nullpunkt. Im Vakuum kann man als Nullpunkt das Potential bei r — oo
nehmen (Atomphysik).

Fiir Messungen und Anwendungen ist immer nur die Potentialdifferenz Ay wichtig; diese nennt man
die »elektrische Spannung« U. Die Einheit von Potential und Spannung ist [Energie|/|Ladung], d.h. J/C
oder J/As; sie heifit (als abgeleitete Einheit) auch » Volt« (nach ALESSANDRO VOLTA):

J J

Elektrische Leistung (Arbeit/Zeit) mifst man daher in W = J/s = VA .

Der Plattenkondensator

Ein gutes und relativ einfaches Beispiel fiir Feld und Potentiallinien liefert der Plattenkondensator, der
aufserdem bei Anwendungen (Elektronik) und fiir Messungen (Dielektrizitatskonstanten) wichtig ist. Wir
haben bereits gesehen, daf das elektrische Feld zwischen zwei parallelen, geladenen Platten homogen
(konstante Stdrke und Richtung) und durch die Flachenladungsdichte auf den Platten gegeben ist:

L ¢q

F =
€QA

Der Kondensator dient als » Ladungsspeicher«, genauso wie ein heifser Kérper Warme speichert. Analog
zur Warmekapazitit definiert man daher die elektrische Kapazitat C"

Ladung q b dg
— ZW. —
U dU

B Potentialdifferenlz78_



(Einheit = C/V oder As/V = Farad (F) [nach MiICHAEL FARADAY]). Die Potentialdifferenz U zwischen
den Platten (Ladespannung) ist gegeben wie oben durch ein Integral entlang des (konstanten) Feldes, d. h.

U:/E-dr:Ed:i d

(wo d der Plattenabstand, A die Plattenfliche und q die gespeicherte Ladung sind); damit ist die Kapazitét

C' = q/U gegeben durch

A
C:F;OE.

Es ist egal, ob eine Platte geerdet ist (entgegengesetzte Ladung fliekt von der Erde nach), oder beide
Platten isoliert und entgegengesetzt geladen sind.

Bringen wir einen Isolator (Dielektrikum) zwischen die Platten, so werden atomare oder molekulare
Dipole erzeugt bzw. ausgerichtet im elektrischen Feld. Dies fiihrt zu einem Gegenfeld, das gesamte Feld
(und daher die Spannung) wird abgeschwicht; so steigt die Kapazitit des Kondensators. Das Verhiltnis
der Kapazitaten mit Dielektrikum und ohne Dielektrikum ist eine Materialkonstante des Dielektrikums,
die »relative Dielektrizitiatskonstante« e,. Fir den Kondensator mit Dielektrikum schreibt man daher:

A
C—srsog.

Die im Kondensator gespeicherte Ladung hat eine hohe potentielle Energie (man sagt auch, das elektrische
Feld E speichert Energie). Diese kann man aus der Potentialdifferenz sowie der Ladung errechnen:
CU?

AW =Udg=UCdU  und _%mzAW%i/CUdU:—?—

[Energie im Kondensator! (Einheit FV? = (As/ V)\/fm: VAs = J) |



Membranspannungen

Nernst’sche Gleichung Die Abbildung 1.11 auf der néchsten Seite zeigt eine Zellenmembran (griin
schraffiert); im Teilbild a) links ist die Konzentration eines Salzes (KCI) innerhalb der Zelle grofer als die
aufserhalb der Zelle (¢[KCllippen > ¢[KClaussen). Aukerdem soll die Membran eine héhere Durchlassigkeit
fiir K*-Kationen als fiir C17-Anionen besitzen (»lonenkanéle«).

Aufgrund des chemischen Gradienten (Konzentrationsgradienten) diffundiert KCI von innen nach aufen
(schneller mit steigender Temperatur T’; Pfeile im Bild). Dies fiihrt zu einem UberschuR an Cl™-Anionen
innerhalb der Zelle und an K*-Kationen auferhalb der Zelle — vgl. Teilbild b) rechts: ein elektrisches Feld E
zeigt von aufen nach innen, eine entsprechende elektrische Spannung U (Ruhepotential) entsteht zwischen
innen und aufken. Um nun weitere Ionen durch die Membran zu transportieren, miifite eine Arbeit AW =
zegU geleistet werden (z = Wertigkeit der lonen, ey = Elementarladung). Diese Arbeit kommt aus
der thermischen Energie kgT' der diffundierenden Ionen; die Diffusion setzt sich solange fort, bis sich ein
Gleichgewicht etabliert hat (thermisches oder BOLTZMANN-Gleichgewicht). Die Gleichgewichtsbedingung

lautet:
% _ e—zeOU/szT (18)
G
[vgl. barometrische Hohenformel; auch ein thermisches Gleichgewicht zwischen einem Diffusionsstrom
(Luftmolekiile nach oben) und einem Sinkstrom (Hubarbeit mgh)|. Umgestellt ergibt (1.8) die Nernst’sche

Gleichung:
Ca

kBTln[ ] = —zey U,

Cl
welche die Ionenkonzentrationen innen und aufsen mit der Membranspannung U verbindet. Nervenimpulse

entstehen durch zusétzliche aktive lonenfliisse (bewirkt durch lonenpumpen in der Membran), die zu einer
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C,' (+) > Ca (%)

b)

Abbildung 1.11.
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kurzfristigen Anderung des Membranpotentials fiihren.

Materie im elektrischen Feld

Die Materie kann — elektrisch gesehen — grob in zwei Klassen geteilt werden: leitende Materie (Metalle,
Plasmen, Elektrolytlosungen ... ) und isolierende Materie (alle anderen Materialien).

1. Leitende Materie enthilt eine grofe Anzahl an (fast) frei beweglichen Ladungen — die freien La-
dungen

2. Isolatoren enthalten gebundene Ladungen, die an den Atomen oder Molekiilen der Materie fest-
sitzen, jedoch immer noch mikroskopisch verschoben werden konnen. Sie bilden dabei Dipole, mit
Dipolmomenten p = qa, wobei ¢ die verschobene Ladungsmenge und a die Verschiebungsstrecke
sind (der Vektor @ zeigt von dem negativen Ende zum positiven hin)

Wirkt ein elektrostatisches Feld |Ey| = |Dy|/eq = 00/eo (09 = freie Flachenladungsdichte) auf einen
[solator, so wird es nicht im Inneren der Materie vollstandig abgeschirmt wie beim Leiter; es wirkt auf die
dort vorhandenen (gebundenen) Ladungen und produziert ausgerichtete Dipolmomente (durch Ladungs-
verschiebung bzw. Orientierung vorhandener Dipole). Diese heben sich innerhalb der Materie gegenseitig
auf, lassen aber eine Polarisationsflichenladungsdichte op auf den Oberflichen der Materie tibrig. Man
definiert die Polarisation der Materie als Gesamtdipolmoment pro Volumen:

_ > Di _ el _ opAL _
V V Vv

analog zum Verschiebungsfeld D; A ist die Flache der Materie, L ihre Dicke.
Es existieren nun drei Felder:

P

op
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Abbildung 1.12. Ein Plattenkondensator mit einem Dielektrikum (Scheibe aus isolierender Materie) der Fliche A und der Dicke L zwischen
den Platten. Auf den Platten befindet sich die freie Flichenladungsdichte o, die das elektrische Feld Ej erzeugt. Dieses Feld produziert eine
Polarisation der Materie (ausgerichtete Dipole innerhalb der Materie), die ihererseits zu einer Oberflichenladungsdichte op an den Oberflichen
des Dielektrikums (innerhalb einer diinnen Schicht der Dicke ¢) fiihrt. Das Feld E wird innerhalb der Materie abgeschwécht, die Kapazitit des
Kondensators entsprechend erhéht.

1. P nur innerhalb der Materie, mit |P| = op;

2. D iiberall gleich, mit |D| = oy;
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3. E = Ey aufserhalb der Materie, £ = Fy, < Ey (Normalfall) innerhalb der Materie

|E macht einen Sprung an der Oberfliche der Materie in der einfachen Geometrie eines Plattenkonden-
sators mit einer Materiescheibe (Dielektrikum) zwischen den Platten. |
Im Allgemeinen gilt

Dy— P Dy,
poBDo=F)_ D
€0 N
Eine alternative Beschreibung dieses Vorgangs basiert auf die Reduktion der E-Feldstarke in der Materie:
E
E—O = ¢, (eine dimensionslose Zahl relative Dielektrizititszahl) .

Die Kapazitat eines Kondensators, welcher Materie der relativen Dielektrizitatszahl e, enthalt, ist gebge-
ben (entsprechend der Reduktion der Feldstirke E) durch:

A A
C’m—srCo—soer—sE.

(die letzten beiden Formeln gelten fiir einen Plattenkondensator mit Plattenfliche A, Plattenabstand d,
Fiillfaktor fiir die Materie = 100%, d.h. L = d.)
Wir unterscheiden vier Typen der Materie:

1. Dielektrika, mit £, > 1 schwéichen das elektrische Feld E';

2. Ferroelektrika besitzen ein spontanes elektrisches Feld E unterhalb ihrer 'kritischen Temperatur’
1c;

3. Paraelektrika, mit €, > 1, sind Ferroelektrika1 §34ei T > T¢;



4. sowie Leiter, mit €, — o0; sie schirmen das Feld E vollstandig ab.

Bei der Verschiebungspolarisation ist P proportional E: P = na E, n = Teilchendichte der polarisier-
baren Teilchen; hier ist P relativ schwach, kann aber dem Feld E sehr schnell folgen. Bei der Orientie-
rungspolarisation ist P eine Funktion von E und T, sie ist meistens viel stiarker, aber folgt dem Feld E
nur langsam.

Der elektrische Strom

Bisher haben wir statische Ladungen betrachtet, die als freie oder Uberschuffladungen an einer festen
Stelle sitzen; dabei haben wir gesehen, dafs es aufgrund der starken Coulomb-Kréfte sehr schwierig ist,
eine grofkere Ladungsmenge zu trennen und als freie Ladung zu erhalten.

Der fiir allerlei Anwendungen weitaus wichtigere Fall ist jedoch der der bewegten Ladungen, d.h. des
elektrischen Stroms. In einem nach Auken elektrisch neutralen Leiter lassen sich relativ groke Ladungs-
mengen in Bewegung setzen; die Bewegung wird durch den elektrischen Strom I = ¢/t bzw. dgq/dt
beschrieben, in exakter Analogie zu einer Fliissigkeitsstromung.

Ein elektrischer Leiter kann irgendein Material sein, welches bewegliche Ladungen enthélt. Diese sind
die Elektronen in Metallen und Halbleitern, die Ionen in Elektrolytlésungen und festen Ionenleitern, und
Elektronen plus Ionen in geladenen Gasen (Plasmen).

Wieder in Analogie zur Fliissigkeitsstromung, beobachtet man beim elektrischen Strom immer einen
Widerstand; ein Teil der Bewegungsenergie der Ladungen wird in eine ungeordnete Atombewegung umge-
setzt, d. h. in Warme. Dieser elektrischer Widerstand R héngt von der Geometrie und von Materialeigen-
schaften des Leiters ab. [n.b.: wie auch bei der Fliissigkeitsstromung, hat die Natur bei tiefen Temperaturen eine Ausnahme geschaffen.

Dort gibt es den supraflissigen Zustand (beim fliissigen Helium), wo eine Stromung ohne Widerstand, d. h. eine ideale Stromung, moglich ist.
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Auch eine Reihe von Metallen, Legierungen und Verbindungen zeigt bei tiefen Temperaturen ein Verschwinden des elektrischen Widerstandes,

genannt Supraleitung. |

Analogie: elektrischer Strom, Fliissigkeitsstromung

Als Beispiel fiir den elektrischen Strom/Fliissigkeitsstromung vergleichen wir das Auslaufen eines Behél-
ters durch einen Stromungswiderstand Rg mit der Entladung eines Kondensators durch einen elektrischen
Widerstand R (RCKreis). In beiden Fillen haben wir einen nicht-stationdren Strom: die Stromstérke Iy
bzw. I nimmt mit der Zeit ab, weil die »treibende Kraft« (Druckdifferenz Ap bzw. elektrische Spannung
U) abnimmt, je weiter sich der »Speicher« ausleert (siehe Abb. 1.13 auf der folgenden Seite).

In beiden Féllen gilt das gleiche Gesetz:
Ap U

und [ =—.

]:
V' R R

Letzteres wird » Ohm’sches Gesetz« in der Elektrizitatslehre genannt; ein Widerstand, der unabhangig
von Stromstéarke und Spannung ist, heifst » ohm’scher Widerstand«.
Wir kénnen in beiden Fillen die Beziehung zwischen der »gespeicherten Menge« (Volumen der Fliis-
sigkeit, Ladungsmenge) und der »treibenden Kraft« (Druckdifferenz, elektrischer Spannung) einsetzen:
V q qd
Ap = pgh = pg— und U=—==—:.
P = Py P9 C A
Die Groken sind in beiden Féllen einander proportional, die Proportionalitidtskonstante enthélt geome-
trische Gréfken und Materialkonstanten: I
Py

A ggcod
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Erdpotential

Abbildung 1.13.

Einsetzen in die Gleichung fiir die Stromstérke ergibt

v Y
Iy=—=-4YV
Ve Rs
und
_dg 1

J— 41—
it rc!
(das Minuszeichen resultiert daraus, daf das gespeicherte Volumen bzw. die Ladung mit der Zeit ab-
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nimmt.) Umstellen dieser Gleichungen liefert:
dg 1

dV Py
Py d Y- g,
V ~  ARg i ¢ RC

Integration dieser Differentialgleichungen ergibt als Losungen eine Exponentialfunktion der Zeit:
V(t) = V(0)-e /™ und  q(t) = q(0) - 77

mit den Zeitkonstanten 7, = RsA/pg bzw. 7 = RC'
Einheiten: den elektrischen Strom mift man in Einheiten C/s = As/s = A (Ampére), die Spannung

in Einheiten J/As =V (Volt), den Widerstand in Einheiten V/A = Ohm (abgekiirzt €2). Man definiert
auch die elektrische Leitfahigkeit L als Kehrwert des Widerstandes R:

I = —
R

mit der Einheit 1/Q (= Siemens, 1S = 1 Q7).

elektrische Stromkreise

e Kirchhoff’sche » Maschenregel «:
Z Ui=0  (Energieerhaltung)

i um Kreis

wobel

— Spannungen in Stromrichtung positiv, 188



— Spannungen in Gegenstromrichtung negativ und

— Spannungen von Stromquellen negativ zu nehmen sind.
e Kirchhoff’sche » Knotenregel«:

Z ;=0 (Ladungserhaltung)

i am Punkt

wobel

— Stréome zum Punkt hinein negativ,

— Strome vom Punkt hinaus positiv zu nehmen sind.

Anwendungen: Parallel- und Reihenschaltungen

e Bei der Reihenschaltung gilt:
Up=U; + U, (Maschenregel)
und
Ihy=L=1 (Knotenregel) ;

d. h.: spannungsproportionale Grofsen (R, L, Uguene) addieren sich einfach; aber strom- oder ladungs-
proportionale Gréfsen (C') addieren sich reziprok.

(Beispiele: der Gesamtwiderstand von drei 100 2-Widersténden, die in Reihe geschaltet sind, betragt
Ryes = Ry + Ry + R3 = 100 + 100 + 100 = 300 €2; die Kapazitit von zwei 10 pF-Kondensatoren in
Reihe betrigt Cyes = 1/[1/C1 4+ 1/C5], Cyes :1]8/9[1/10 pE +1/10 puF] =5 pF.)



e Bei der Parallelschaltung gilt:
Up=U, =U, (Maschenregel)

und
]0 = Il -+ IQ (Knotenregel) ;

d. h. spannungsproportionale Grofen (R, L) addieren sich reziprok; aber strom- oder ladungspro-
portionale Gréken (C, Iguene) addieren sich einfach.

(Beispiele: der Gesamtwiderstand von zwei 150 €)-Widerstanden, die Parallel geschaltet sind, be-
trigt Rees = 1/[1/R1 + 1/Ry), Rges = 1/[1/150 + 1/150] = 75€; die Kapazitat von zwei 20 pF-
Kondensatoren in Parallel betrégt Cyes = C1 + Cy = 20 puF + 20 pF = 40 pF.)

Innenwiderstand Jede Stromquelle und jedes Mefinstrument besitzt einen Innenwiderstand. Man
versucht, ihn bei Stromquellen, wie auch bei Ampéremetern (die in Reihe geschaltet werden), moglichst
klein zu halten.

Bei Spannungsquellen, sowie bei Voltmetern (die parallel geschaltet werden) soll er méglichst grofs
werden, um Melfehler zu vermindern.

Wirkungen des elektrischen Stromes

Ein elektrischer Strom hat drei Wirkungen; zwei davon in Verbindung mit der Materie, in der er fliefst,
die dritte auch im Vakuum:

e Wirmeproduktion (»Joule’sche Warme«) aufgrund des elektrischen Widerstandes des Leiters;
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Abbildung 1.14. Schematische Darstellung des Innenwiderstandes: das » Gerit« (blaues Késtchen) enthélt eine Spannungsquelle der Ausgangs-
spannung Uy und einen Widerstand R; (den Innenwiderstand). An den externen Klemmen A und B mifst man in »Leerlauf« (wenn kein Strom
fliefst) die volle Spannung Up; fliefit ein Strom I nach auken, so vermindert sich die Klemmspannung um den Betrag I R; (die Spannung, die am
Innenwiderstand R; abféllt, wenn der Strom I durch ihn fliefst).

e cine chemische Wirkung (Oxidation, Reduktion) aufgrund der Ladungsiibertragung an lonen (Elek-
trolyse, Galvanisieren, Photosynthese);

e die Erzeugung eines Magnetfeldes um einen stromdurchflossenen Leiter oder Stromfaden, auch im
Vakuum.

Die Warmeproduktion haben wir bereits erwahnt; sie ist gegeben durch die Stromstéarke I, die durch
einen Widerstand R fliefit, mal Spannungsabfall U1 S Widerstand (Ladung - Potentialdifferenz /Zeit =



Arbeit/Zeit — Wirme/Zeit):

U? d
elektrische Leistung = IU = = — I’R — d_cf

(Einheit VA = J/s = W, Wirmeproduktion).

Die elektrochemische Wirkung ist dufserst wichtig fiir die Technik (Chemie, Bau von Batterien und Ak-
kus, Galvanik) aber auch fiir die Biochemie und Biophysik sowie die Physiologie (Gleichgewicht in Elek-
trolytlosungen, Membranspannungen, Leitung von Nervenimpulsen, Photosynthese, Sinnesorgane . . .)

Die Beziehung zwischen Strom und Magnetfeldern wurde von H.C. OERSTED im Jahre 1811 entdeckt.
Sie basiert letztlich auf einem relativistischen Effekt: die Ladungsdichte einer bewegten Ladungsverteilung
andert such relativ zu der einer ruhenden Ladungsverteilung und hingt auch davon ab, ob der Beobachter
sich bewegt. Dies bewirkt eine kleine Zusatzkraft zur {iblichen Coulombkraft, welche wir als magnetische
Kraft bezeichnen.

Vergleich — Fliissigkeitsstromung/elektrischer Strom

Sehen Sie dazu bitte Tabelle 1.4 auf der nachsten Seite.

Magnetfelder

Jede bewegte Ladung erzeugt eine Kraftwirkung auf eine andere bewegte Ladung — zusatzlich zur Cou-
lombkraft Fo. Diese Zusatzkraft ist die magnetische oder Lorentzkraft. Sie definiert auch das magnetische
Kraftfeld B:
Fr,=qgvxB
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Tabelle 1.4. Vergleich von Fliissigkeitsstromung und elektrischem Strom

Grofe

Fliissigkeitsstromung

elektrischer Strom

Menge, Strom-
grofe

»treibende
Kraft«

»Quelle«

Leistung

»Speicher«

Eoot (Speicher)

» Trégheitskraft«

Ekin (Traghelt)

Widerstand

E-Erhaltung:

Kontinuitat:

Volumen V'; Volumen-
strom Iy = dV/dt

Druckdifferenz AP

Pumpe, Durchsatz Iyo;
Druckdifferenz P

[VO'PO

Fliissigkeitsspeicher,
Querschnittsfliche A :
AP = pgh = [pg/A]V

[pgVh/2 = [pgAJh*/2 = ([A/pgl/2) AP? oder

V2 /2[A/pg]

Druck durch Be-
schleunigung:

AP = (m/A)dv/dt =
(m/A?)dIy/dt =
lp/A]d1y/dt

(Vip/2)v* = ([Ip/A]/2) I},

Rohr: Ry =
(1/A)(8/R?); Iy =
APr/Rs

Bernoulli: By + pgh +
(p/2)0% = APy

Iy = konst. (Erhaltung der Fliissigkeitsmenge)

Ladung ¢; elektrischer Strom

I =dq/dt

Potentialdifferenz Ay —
elektrische Spannung U

Stromquelle, Strom Iy;
Spannung U

Iy - Uy
Kondensator: U = ¢/C

(C/2)U? oder ¢*/2C

Spule: U = —LdI/dt

(L/2) I
R=(l/A)pr;I =Ur/R

Kirchhoff, Maschenregel:
Up+q/C+ LdI/dt = Ur

Knotenregel: > I, =0
(Ladungserhaltung)
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[Einheit von B: N/Am = J/Am? = Vs/m?, genannt » Tesla« (T)].

Das Feld B wird auch das magnetische Induktionsfeld bzw. die magnetische Flukdichte genannt; die
Einheit Vs/m? heiRt auch Tesla (s.0.). Die Kraft Fy, steht senkrecht zum Magnetfeld B sowie zur Ge-
schwindigkeit v der bewegten Ladung.

Wie auch im elektrostatischen Fall, definiert man aufser dem Kraftfeld auch ein Feld H, das direkt mit
seinen Quellen zusammenhéngt (vgl. E, D). Dabei gibt es zur Elektrostatik zwei wichtige Unterschiede:

e man hat keine magnetischen (Einzel-)Ladungen (Monopole) gefunden; daher haben die magneti-
schen Feldlinien keinen Anfang und kein Ende — sie bilden in sich geschlossene Kurven, ihre Quellen
sind Strome, nicht Ladungen;

e das Magnetfeld ist ein Wirbelfeld. Die magnetischen Kraftfeldlinien um einen stromfiihrenden Leiter
sind kreisformig (Richtung: rechte-Hand-Regel!). Die Feldstirke des Magnetfeldes H ist durch das
Ampére’sche Gesetz gegeben:

I(durch A) — / H-ds

(vgl.: Gauk’sches Gesetz, qun vy = [4 v D - dA). Das Integral wird entlang einer Kurve K
um die Flache A gerechnet; der Strom [ ist der Gesamtstrom, der durch diese Fliache fliekt. Die
Magnetfeldstérke um einen Leiter mit Strom I nimmt mit Abstand r wie 1/r ab, sie ist gegeben
durch H = I/27r (Losung des Integrals um einen Kreis K') und hat daher die Einheit Ampére/meter

(A/m).

Die beiden Felder B und H héngen (im Vakuum) einfach iiber die Konstante p zusammen:

B=puH (fg}l Vakuum) ;



(vgl. D = ¢y E; reziproke Definition!)

Die Konstante py (Magnetfeldkonstante oder Permeabilitdt des Vakuums) ist eine Naturkonstante
analog zu &g, wobei pg den Wert 47-1077 Vs/Am oder 12,57-107" Vs/Am hat. Die beiden Feldkonstanten g
und gy sind nicht voneinander unabhéngig (relativistischer Ursprung des Magnetismus!), sondern héngen
tiber die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢y zusammen:

1
VMo €0 '

Cy —

Magnetische Felder einfacher Stromverteilungen

Das magnetische Dipolmoment (analog zum elektrischen Dipolmoment): man definiert ein magnetisches
Dipolmoment durch einen Kreisstrom, als Produkt der Stromstérke I mit der eingeschlossenen Flache A
(ein Vektor in Richtung der Fldchennormale; (sieche Abb. 1.15 auf Seite 197).

damit ist:
pw=1A
|[Einheit: Am?].
Magnetische Dipolmomente werden von einem homogenen B-Feld ausgerichtet (vgl. p,E).
Aufer dem Feld eines langen, geraden Stromes (konzentrische Kreise) sowie dem Feld eines Kreisstromes

(Dipolfeld) hat das Feld einer langen Spule eine einfache Form: es ist ein homogenes Feld (vgl. E-Feld
des Plattenkondensators). Die Richtung des Feldes ist parallel zur Spulenachse, die Feldstérke ist gegeben
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Tabelle 1.5. Magnetfeldstirken im Vergleich

relative Magnetfeldstarke

Feldquelle

1 000 000 000 000
100 000 000 000
10 000 000 000
1 000 000 000
100 000 000

10 000 000

1 000 000

100 000

10 000

1 000

100

10

1

0.1

0.01

0.001

0.000 1

0.0 000 1

0.00 000 1
0.000 000 1
0.0 000 000 1
0.00 000 000 1

Neutronensterne
Pulsare

Forschung (kurzzeitig)

Forschung (Dauerbetrieb)
Technik; Sterne
Sonnenflecken

Norm-Grenzwert

Planeten-Feld, Jupiter

Planeten-Feld, Erde (B ~ 50 4T, H ~ 40 A/m)
Elektrogerate

Magnetsturm

Planeten-Feld, Mars; Fernsehgerét

Mond, interplanetares Feld
Herz
interstellares Feld

Gehirn
Augen; intergalaktisches Feld
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Fliche A ‘( Kreisstrom /

Flachenvektor A

o

magnetisches Moment p

Abbildung 1.15. Magnetisches Moment als Kreisstrom.

durch (siehe Ampere’sches Gesetz):

N
B:,LLOTI

mit N /I = Windungszahl /Lange. Die Spule ist also ein einfaches Bauelement, das eine analoge Rolle fiir
Magnetfelder spielt wie der Plattenkondensator fiir elektrische Felder (siehe Abb. 1.16 auf Seite 212).

Die elektromagnetischen Feldgleichungen

Wir haben nun einige (geometrische) Eigenschaften der elektrischen (E'—,D—) und der magnetischen
(B—, H—) Felder gefunden, die man in vier Feldgleichungen fiir statische Felder zusammenfassen kann:
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1. Wirbelfreiheit des statischen E-Feldes (Energieerhaltung!):

/ E-ds=0.

K um A

2. Strome sind Quellen des H-Feldes (Ampére’sches Gesetz):

/ H - ds — Ly 4
K um A

3. Ladungen sind Quellen des D-Feldes (Gauf’sches Gesetz):

/ D -dA =gy
Aum V

4. Es gibt keine magnetischen Ladungen (magnetischen Monopole):

/] Baa-o.

Aum V

Die Integrale werden in den ersten beiden Gleichungen entlang einer geschlossenen Kurve K gerechnet,
welche die Flidche A umschliefst; in den letzten beiden Gleichungen werden die Integrale iiber die geschlos-
sene Flache A gerechnet, die das Volumen V' umschliefst. Diese Gleichungen beschreiben vollstandig die
statischen Felder, die durch Ladungen und Strome entstehen (aber ohne den Einfluf von Materie). Durch
die Beziehungen D = ¢y £ und B = py H sind die Gleichungen miteinander gekoppelt, sie enthalten nur
zwel unabhéngige Grofen (z. B. E und B). Wir werden sehen, daf sie noch ergdnzt werden miissen, wenn

wir eine Zeitabhdngigkeit der Felder zulassen! 108



Materie im magnetostatischen Feld

Ahnlich wie im elektrostatischen Feld reagiert die Materie im statischen Magnetfeld durch Bildung mi-
kroskopischer Dipolmomente; nun sind es aber nicht elektrische, sondern magnetische Dipole.

Im Gegensatz zum elektrischen Fall gibt es in der Magnetostatik keine Ladungen — und daher keine
magnetischen Leiter. Die magnetischen Feldlinien bilden geschlossene Kurven, ohne Anfang und Ende.
Auferdem sind die Felder B und H etwas anders definiert als die entsprechenden elektrischen Felder E
und D. Ansonsten verlauft die Behandlung von Materie im Magnetfeld genau analog zur Behandlung der
Materie im elektrischen Feld.

Die magnetischen Dipole werden mit Hilfe von Dipolmomenten beschrieben, definiert als p = IA,
wobei I die Starke eines (mikroskopischen) Ringstromes und A die vom Ringstrom eingeschlossene Fliche
sind (der Vektor A zeigt in Richtung der Flichennormale, Richtungssinn durch die Rechte-Hand-Regel
gegeben!). Die Einheit des magnetischen Dipolmomentes, [u], ist Am?.

Wirkt ein statisches Magnetfeld By = poHo = polo(N/1) (Iy = Strom von freien Ladungen in einer
Spule mit N Windungen und der Lénge [), so produziert dieses ausgerichtete magnetische Dipolmomente
(durch Induktion von mikroskopischen Ringstromen bzw. Orientierung vorhandener Dipole). Diese he-
ben sich innerhalb der Materie gegenseitig auf, wie im elektrischen Fall, und konnen insgesamt durch
Flachenstrome Iy beschrieben werden (Magnetisierungsstrome).

Man definiert die Magnetisierung der Materie als Gesamtdipolmoment pro Volumen, ganz analog zur
elektrischen Polarisation:

’M‘:zlui_[MA:]M_

| 4N V4 d’

A ist die Flache der Materie, d ihre Dicke.
Fs existieren nun drei Felder:
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e M nur innerhalb der Materie, mit |M| = I\/d,;
e H iiberall, mit |H| = Iy(N/I) (Spule);

e B = By aukerhalb der Materie, B = B, # By (i.A.) innerhalb der Materie (B macht einen Sprung
an der Oberflache in der einfachen Geometrie einer langen Spule mit einem Materie-Zylinder im
Inneren).

Allgemein gilt
B = ,LL()(H() + M) = ,LL()Hm
Eine alternative Beschreibung des Vorgangs basiert auf der Anderung der B-Feldstirke in der Materie:

By,

o5 = (dimensionslose Zahl, relative Permeabilititszahl) .
0

Die Feldstarke einer Spule, welche Materie der relativen Permeabilitat u, enthélt, ist gegeben durch:

N
B = By = popird (7> = ul(N/I).

(die letzten beiden Formeln gelten fiir eine lange Spule der Lange [, Windungszahl N, Fillfaktor fiir die
Materie = 100%).
Wir finden drei Typen der Materie bzgl. magnetischem Verhalten:

1. Diamagnetika, mit p, < 1 schwéachen das magnetische Feld B;

2. Paramagnetika, mit u, > 1 verstiarken das Feld B;
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3. Ferromagnetika, mit p, — oo besitzen ein eigenes spontanes Feld B (und daher eine spontane
Magnetisierung!)

Die Magnetisierung M ist i.a. eine Funktion von By und 7T'.

Biomagnetismus

Unter Biomagnetismus versteht man die Magnetfelder, die in Lebewesen entstehen durch magnetische
Substanzen in ihren Organen bzw. durch elektrische Strome physiologischen Ursprungs. Die Tabelle 1.5
sowie die Abbildung 1.18 gibt eine Ubersicht der Werte [als Induktionsfeld B = joH, Einheit Vs/m? =
T (Tesla)|, die am menschlichen Kérper gemessen werden.

Eine Messung dieser Felder (Magnetokardiogramm MKG, Magnetoencephalogramm MEG) ergibt kom-
plementdre und oft detailliertere Informationen als die entsprechenden elektrischen Messungen (EKG,
EEG); sie ist aber noch aufwendiger und schwieriger zu interpretieren.

Zeitlich veranderliche Spannungen und Strome

Nun betrachten wir zeitabhingige elektrische Vorginge, bei denen sich Strom und Spannung standig
verandern. Dabei kommt ein neues Phianomen zum Vorschein: die Induktion.

Das Induktionsgesetz

MICHAEL FARADAY entdeckte, dak ein sich zeitlich veranderndes Magnetfeld eine elektrische Spannung
in einer Schleife oder Spule aus leitendem Material erzeugt: die Induktionsspannung U;. Weitere Versuche
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zeigten, daf diese Spannung proportional zur zeitlichen Ableitung des magnetischen Flusses ®(A) durch
die Flache A der Spule oder Schleife ist:
Der Fluf ist dabei die Anzahl der Magnetfeldlinien, die die Flache A durchschneiden:

Ou4) = o [ [ H-da
A

wo hier der Fluk des magnetischen Induktionsfeldes B gemeint ist, mit

B = ,LL()H .
Das Induktionsgesetz lautet nun:
I ddg
1 dt )

die Induktionsspannung ist gegeben durch die zeitliche Anderung des FluRes (d.h. des Produktes aus B
und A) und ist stets ihrer Ursache entgegengerichtet (Minuszeichen).

Es gibt verschiedene Wege, eine zeitliche Anderung des FluRes zu produzieren: das Feld H (oder B) kann
sich dndern (Anderung des Stromes durch eine Feldspule, Bewegung eines Dauermagneten), die Fliche A
kann sich dndern (Zusammenziehen einer Drahtschleife), oder die relative Einstellung der Fliche zum
Feld kann sich dndern (Drehung einer Drahtschleife). Die letzte Methode wird in elektrischen Generatoren
(Dynamos, Lichtmaschinen) angewandt.

Dreht man eine Spule mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w in einem konstanten, homogenen Ma-
gnetfeld, so verlauft die Induktionsspannung U; in der Spule sinusférmig;:

Ui(t) = Upsin|wt + ¢] .
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Wechselspannung

Diese zeitlich-sinusformige Spannung nennt man eine Wechselspannung, die rotierende Spule im Magnet-
feld einen Wechselspannungsgenerator. Schlieft man die Spannung U(t) an einen Widerstand R an, so
fliet ein Strom I(¢) nach dem Ohm’schen Gesetz,
U(t)
I(t) = ——.
)=
Strom und Spannung laufen synchron, ihre Phasen ¢ sind gleich; sie sind nicht phasenverschoben. Die
Leistung, die im Widerstand als Joule’sche Wérme verbraucht wird, ist wie beim zeitlich konstanten
Strom das Produkt aus Strom und Spannung:
Ul(t
P(t)=U)I(t) = Uysinjwt + go]%)
U
= Upsinjwt + QO]EO sinjwt + ]
2
0 in2
= 22 t+ ).
7 S0 (wt + @]

Die mittlere Leistung < P>, gemittelt iiber eine Sinusschwingung, ist dann

U2
<P> = §O<sin2[wt—|—g0]>
s Uyl

da der Mittelwert <sin?> {iber eine volle Schwing12161§ gleich 1/2 ist:



Man definiert daher Effektivwerte Ueg, log fir Strom und Spannung mit Ueg = Up/ V2und Lg = I / V2,
so dafs U
Usti Lot = % —<P> .

Wechselstromwiderstande

Lkt man eine Wechselspannung auf andere Schaltelemente wirken, wie z. B. einen Kondensator oder eine
Spule, so laufen Strom und Spannung auseinander.

Die Spannung am Kondensator fiihrt zu einem Ladestrom, der phasenverschoben ist relativ zur Span-
nung. Dies kann man fiir eine sinusformige Spannung leicht ausrechnen:

() =CU{X) wd  I(t)= % _ Cdg_it)
— (jUOd(Sm[zi + ¢))

d. h.

I(t) = wCUj cos|wt + ¢| = wCUysin [wt + @+ g} :

(Die letzte Gleichung folgt aus der trigonometrischen Beziehung sin|a + 5| = cos a.)
Wir finden daher folgende Wirkungen des Kondensators auf eine Wechselspannung U (¢):

e der Strom I(t) ist phasenverschoben um +7 relativ zur Spannung U (¢); dann ist die mittlere Leistung
< P> im Kondensator gegeben durch:

Ut)I(t) = Uyl <812I(1)[Zut + ] cos|wt + @] >= 0!



e die Amplituden von Spannung und Strom verhalten sich wie

U 1
Reoﬁ mit  Reg(w) =

]() = wC’UO = = E .
Man nennt den Effektivwiderstand Reg(w) auch »Scheinwiderstand« oder » Blindwiderstand«, da er keine
Leistung verbraucht: der Kondensator speichert nur Energie und gibt sie wieder (1/4 Schwingung spéter)
frei.

Wir konnen eine dhnliche Rechnung fiir eine Spule durchfiihren: wenn die Spule einen Wechselstrom
trigt, erzeugt sie in ihrer Mitte ein magnetisches Wechselfeld H (t) bzw. B(t); dieses (zeitlich verédnder-
licher Fluf durch die Spule, B(t) - A !) induziert wiederum eine Spannung U;(t), die proportional der
zeitlichen Ableitung des Feldes B(t) ist:

Bei einer Spule der Léange [, Windungszahl N und des Radius r ist:

Ui(t) = _—d[Bd(?A]
() 1) (rr2 )
o dt
_ [,uowr2N2] dI(t)

[ dt
0]
dt

Die Konstante L = [uom r* N?/I] nennt man die Selbstinduktivitdt der Spule. Die Spule zeigt eine Art
»elektrische Tragheit «: sie widerstrebt jeglicher Andzeo‘%mg des Stromes I(t), indem sie eine Gegenspannung



Ui(t) aufbaut. (Enthélt die Spule in ihrem Inneren Materie mit der relativen Permeabilitatszahl p,, muf
man anstatt po das Produkt g = pg gy in L einsetzen.)

Setzen wir fiir den Strom einen Wechselstrom I(t) = Iy sinfwt +¢| an, so finden wir (dhnliche Rechnung
wie beim Kondensator) daf in der Spule, der Strom um —F phasenverschoben ist relativ zur Spannung
Ui(t), die Leistung ist wieder im Mittel gleich Null.

Der Effektivwiderstand der Spule ist gegeben durch:

Reg(w) = wlL .

Kondensator und Spule wirken also beide bei Wechselspannung als Energiespeicher, sie verschieben Span-
nung und Strom so gegeneinander, dafs keine Leistung verbraucht wird. Die Effektivwiderstinde von
beiden sind frequenzabhéngig; R.g des Kondensators wird unendlich, wenn w — 0 geht (Gleichspan-
nung, keinen Ladungsdurchgang), Re.s der Spule geht gegen Null, wenn w — 0 geht (nur Ohm’scher
Widerstand).

Der elektrische Schwingkreis

Schlieft man einen Kondensator und eine Spule zusammen, so fiihren ihre gegenlaufige Frequenzabhéngig-
keiten zu einem Resonanzverhalten: sie haben eine Resonanzfrequenz, wo der Gesamtwiderstand maximal
(bzw. minimal, je nach Schaltung) ist. Dies nennt man einen Schwingkreis:

Er 148t sich in exakter Analogie zum mechanischen harmonischen Oszillator beschreiben (Schwin-
gungsgleichung!). Man kann mit einem Schwingkreis auch Wechselspannung erzeugen, in dem man ihm
Energie zufithrt (Aufladen des Kondensators, Induktion in der Spule).Die Eigenfrequenz wy ist gegeben

durch wy =1/ LC'.
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Vergleich von elektrischen und mechanischen Schwingungen

Sehen Sie dazu bitte die Tabelle 1.6 auf der folgenden Seite.

Feldgleichungen bei zeitlich verinderlichen Feldern

Feldgleichungen (Maxwell-Gleichungen) Wie in Abschnitt 1.1.1 auf Seite 197 erwihnt, miissen die
Feldgleichungen im Falle nicht statischer Felder noch modifiziert werden.

Zunachst ist das Faraday’sche Induktionsgesetz zu beriicksichtigen; es andert die Wirbelfreiheit des
elektrischen Feldes E. Ein elektrostatisches Feld mufs wirbelfrei sein, da man sonst durch ewiges Kreisen
einer Ladung ein perpetuum mobile bauen konnte, was den Energieerhaltungssatz verletzen wiirde. Bei
einem zeitlich-veranderlichen Feld ist dies jedoch kein Problem mehr, da die Veranderung des Feldes mit
Arbeit verbunden ist, so dak die Energie nicht aus dem Nichts entstehen miifste. Die Induktionsspannung
U; kann mit Hilfe des Zusammenhangs zwischen Potentialdifferenz und elektrischem Feld als Integral des
Feldes um eine geschlossene Kurve ausgedriickt werden:

Ui(t) — / E . ds

K um A

so dak, mit dem Induktionsgesetz, Ui(t) = —d®/dt = —d/dt([ B - dA),

[ Euas =5 [[Baa
dt
A

K um A

als erste Feldgleichung gilt. Das doppelte Integralzeé'(a]%en bedeutet, dak iiber die Flidche A (eingeschlossen



Tabelle 1.6. Vergleich von elektrischen mit mechanischen Schwingungen

Groke Parallel-Schwingkreis Federpendel

» Auslenkung« Ladung g (As) Strecke  (m)

» Bewegungsgrofe « Strom [ = dq/dt (A) Geschwindigkeit v = dx/dt (m/s)
» Beschleunigung« dI/dt = d?q/dt? (A/s) a = dv/dt = d?z/dt? (m/s?)

sricktreibende Kraft«

»Tragheit«

» Bewegungsenergie«

»potentielle Energie«

» Kraftegleichgewicht «
Energieerhaltung
Schwingungsgleichung

Losung

Dampfung

Uc = (1/C)q (V)

Induktivitdt L (Vs/A)
Uy, = —LdI/dt = —Ld?*q/dt*

magnetische Feldenergie
Eg = (L/2)I* (J)

elektrische Feldenergie

Ep=(1/2C)¢" (J)
Maschenregel, Ur, — Uc = 0
Ep + Er = konst.

d?q/dt* + (1/LC)q =0

q(t) = qosinfwot + o)

mit Wy — \/1/[10

elektr. Widerstand Ur = RI

Fy = —Dz (N)

Masse m (kg)
Pr, = ma = md?z/dt?

kinetische Energie
Eyin = (m/2)v? (J)

elastische Energie
Eel = (D/2)$2 (J)

actio = reactio, Fy = Fmqy
Eyi, + E. = konst.
d?z/dt* + (D/m)x = 0

x(t) = o sinfwot + @]
mit wy = v/ D/m

Reibungskraft Fr = —kv
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von der Kurve K) integriert wird. Dies ist die allgemeine, integrale Form des Induktionsgesetzes; im
zeitunabhangigen Fall wird die rechte Seite wieder gleich Null.

Zur Vervollstindigung der Feldgleichungen muf das Ampére’sche Gesetz (d. h. die zweite Feldgleichung,
f 5w 4 H A8 = Tquren 4) auch ergénzt werden. J.C. MAXWELL bemerkte, daf sie bei zeitlich verdnderli-
chen Vorgéngen (z. B. der Entladung eines Kondensators in einem RC-Kreis) zu Widerspriichen fiihrt, da
die Fliache A so gewihlt werden konnte, dak z. B. der Anschluf zum Kondensator, der den Entladestrom
fithrt, diese Flache nicht durchschneidet und der Strom Iguen 4 Scheinbar verschwinden wiirde; trotzdem
entsteht ein Magnetfeld wihrend des Stromflusses. Er schlug vor, einen zweiten, zeitabhingigen Term
hinzuzufiigen, analog der rechten Seite der Gleichung fiir das Induktionsgesetz: im Kondensator wahrend
der Entladung exisitert namlich ein zeitabhéingiges elektrisches Feld, der elektrische Flul ®g durch die
Flache A zwischen den Kondensatorplatten dndert sich zeitlich:

d
/ H-dS:]durChA—d—t 60//EdbfA
A

K um A

Der Faktor ¢y sorgt dafiir, dals die Einheiten stimmen. Dieser Zusatzterm wird » Maxwell’scher Verschie-
bungsstrom« genannt, er hat die Einheit eines Stromes und spielt eine analoge Rolle zu der des freien
Stromes I. Damit lauten die vier Feldgleichungen (ohne Materie aber mit Zeitabhéngigkeit), die Max-
well’'schen Gleichungen, wie folgt:

1. Induktionsgesetz fiir das E-Feld (Faraday’sches Gesetz):

/Eds——— //B 1A | (19)

K um A



2. Strome sind Quellen des H-Feldes (Ampére’sches Gesetz plus Maxwell’schen Verschiebungsstrom):

/ H-ds = [durchA E N} //E dA . (1.10)

K um A

3. Ladungen sind Quellen des D-Feldes (Gaufs’sches Gesetz):

/ D dA = qi v (111)
Aum V

4. Es gibt keine magnetischen Ladungen (Monopole):

// B-dA=0. (1.12)

Aum V

Diese Gleichungen sind fast symmetrisch beziiglich der Felder D und H sowie E = (1/g9)D und
B = uy H; die verbleibende Unsymmetrie resultiert daraus, daf elektrische Ladungen ¢ (Monopole)
existieren, magnetische Ladungen (oder Strome) jedoch nicht. Letztere sind nicht durch irgendein phy-
sikalisches Gesetz verboten, sie sind aber bis jetzt nie beobachtet worden. Verwendung der Beziehung
B = o H erlaubt es, die Gleichungen (1.9) und (1.10) miteinander zu koppeln, so daf ein sich zeitlich
danderndes F-Feld ein B-Feld auftbaut und umgekehrt; als Ergebnis erhélt man zwei Wellengleichungen
(hier eindimensional angegeben, vgl. im Abschnitt auf Seite 118):

O E(x,t) O E(x,t)
C0x2 _26L oo



0*B(x,t) 0?B(x,t)
T2 SOH0oT -
Ox ot
Diese beschreiben eine elektromagnetische Welle, in z-Richtung laufend, die aus senkrecht-(in y- bzw. z-
Richtung) stehenden, sinusférmigen E- und B-Feldern besteht. (Die Bedingungen fiir die Feldrichtungen
ergeben sich aus den anderen beiden Feldgleichungen.)
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Abbildung 1.16. Stromfiihrende Spule im Querschnitt. Das Magnetfeld H innerhalb der Spule ist nahezu hoinogen (iiberall gleiche Stirke und
Richtung)



Abbildung 1.17. Schematische Darstellung von Materie in einem Magnetfeld. Atomare Dipolé sind durch kleine Kreisstrome symbolisiert; der
Abstand der Atome ist gegeben durch die Gitterkonstante a. Sie fiigen sich an den Enden des Materiestiicks zu einem gesamten Flachenstrom Iy
zusammen. Auferhalb der Materie entsteht durch die gerichtete Dipole ein dufseres Magnetfeld (gekriimmte Pfeile)
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Abbildung 1.18. Biomagnetismus



Spannung U

Abbildung 1.19. Drahtschleife im B-Feld eines Stabmagneten. Bewegung oder Drehung der Schleife induziert die Spannung U; in der Schleife,
nach dem Faraday’schen Induktionsgesetz
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Abbildung 1.20. Induktion durch Bewegung: ein Metallring wird aus dem Feldbereich eines Dauermagneten mit der Geschwindigkeit v in
+z-Richtung gezogen. Die dabei entstehende Anderung des magnetischen Flusses ® durch den Ring induziert die Spannung U; im Ring und fiihrt
zu einem Induktionsstrom I;. Dieser erzeugt wiederum ein eigenes Induktionsfeld B;, das sich zum dufseren Feld B addiert. Das Gesamtfeld wirkt
der Ursache der Induktion entgegen, d.h. der Fluf in dem Ring tendiert dazu, konstant zu bleiben [die Feldlinien werden »mitgezogen«, siehe
Teilbild a)]. Im Teilbild b) (Draufsicht) sieht man den Ring von oben, die Fliche A = Ib im Feld findert sich und bewirkt die Anderung des
Flufes ®. Der Induktionsstrom erzeugt eine Kraftwirkung (Lorentzkréfte) im Feld B, die Kraft F, wirkt der Bewegung v entgegen




Abbildung 1.21. Strom I(¢), Spannung U(¢) und Leistung P(¢) in einem Wechselstromkreis mit Ohm’schem Widerstand. Strom und Spannung
sind sinusférmig und in Phase miteinander. Der Effektivwert der Spannung ist 220 V, die maximale Spannung U, (Maximum der Sinusfunktion)
betriigt 311 V: 220 V — 311 V/v/2. Die Leistung P(t) ist proportional zu sin*(wt) : P(t) = Pysin*(wt). Die mittlere Leistung < P > ist als
gestrichelte Linie dargestellt, sie hat den Wert 1/2F,



Abbildung 1.22. Drahtschleife mit einer externen Spannungsquelle. Der Strom [ im Draht erzeugt das magnetische Induktionsfeld B und somit

den Fluf ® = BA (A = Fliche der Schleife). Andert sich die Spannung U zeitlich (z. B. U(t) = Uy sin[wt + ¢]), so werden B und ® auch zeitlich
veréndert, eine Induktionsspannung U; = —d®/dt erscheint zwischen den Enden der Drahtschleife [entgegengesetzt zur momentanen externen
Spannung U (t)]



Abbildung 1.23. Elektrischer Schwingkreis (L RC-Kreis). Der Kondensator speichert elektrische Energie in seinem elektrischen Feld, die Spule
speichert magnetische Energie in ihrem Magnetfeld. Die Schwingungsenergie wechselt zwischen diesen beiden Formen, wie in einem mechanischen
Ostzillator zwischen potentieller und kinetischer Energie. Der Widerstand wandelt Schwingungsenergie in Wéirme um und bewirkt damit eine
Dampfung der Schwingungen.
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Abbildung 1.24. Elektromagnetische Schwingungen in einem LC-Kreis. Im linken Bild ist der Kondensator gerade aufgeladen, die Schwingungs-

energie ist in seinem elektrischen Feld gespeichert, der Strom ist null. Im mittleren Bild, nach einer Viertelschwingung, hat sich der Kondensator
entladen, der Strom ist maximal und erzeugt das Magnetfeld B in der Spule, wo auch die Energie nun gespeichert ist. Im rechten Bild, nach einer
halben Schwingung, hat der Induktionsstrom aus der Spule den Kondensator umgekehrt aufgeladen, die Energie ist wieder dort gespeichert. Der
Vorgang wiederholt sich nun mit umgekehrtem Vorzeichen, bis der Anfangszustand wieder (nach einer vollen Schwingung) erreicht wird.



2 Aufbau der Materie (I): Kernphysik

Wir beginnen mit einer sehr bekannten Gleichung:

E=md.

Im Jahre 1911 entdeckte RUTHERFORD mit Hilfe von Streuexperimenten, daf Ato-
me aus leichten, negativ geladenen Elektronen (»Atombhiilles) und einem massiven,
positiv geladenen, viel kleineren Atomkern bestehen. Spéter stellte man fest, daf die
Atomkerne z.T. instabil sind (schon bekannte »Radioaktivitity) und zwei Kernbau-
steine (positive Protonen, ungeladene Neutronen) enthalten. Der radioaktive Zerfall
findet statt, wenn ein Atomkern einen Uberschuf an Masse (und daher Energic) be-
sitzt (Massenformel).

2.1 Kern-Zerfallstypen

Instabile Atomkerne zeigen drei hiufige sowie einige seltenere Zerfallstypen. Die drei
héufig vorkommenden Zerfille, bekannt seit den frithen Tagen der Untersuchung der
natiirlichen Radioaktivitat, sind:

1. der a-Zerfall: Zerfall eines {iberschweren Kerns, wobei er ein » Alphateilchen« (2
Protonen + 2 Neutronen = §He-Kern) ausschleudert und dabei seine Ladung Z
um 2, seine Massenzahl A um 4 Einheiten reduziert.

2. der (-Zerfall: Zerfall eines neutronenreichen Kerns, in dem ein Neutron in ein
Elektron, ein Proton sowie ein Neutrino zerféllt. Prototyp: Zerfall des freien
Neutrons:

n—p+e +rv (Halbwertszeit 10,6 min)

bzw.
0Co — Ni4e™ +v (5,26 Jahre)

Hierbei bleibt A gleich, Z erhéht sich um 1 Einheit.

Bei protonenreichen Kernen (kiinstliche Radioaktivitéat!) geschieht der umge-
kehrte Prozefs des Positron-Zerfalls:

2Na — ??Ne+e™ +v (2,6 Jahre)
oder des Flektroneneinfangs:

®Fe+e” — PMn+v (2,7 Jahre)
Hier bleibt A gleich, Z wird um 1 Einheit erniedrigt.

3. der v-Zerfall: Abregung eines Kerns, der in einem hohen internen Energiezustand
ist, durch Ausstrahlung von energiereichem Licht (elektromagnetische Strahlung,
genannt Gammastrahlung). A und Z bleiben unveréndert.
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2.2 Energie der Kern-Zerfille
Woher kommt die Energie fiir Kern-Zerfille?

Nach den bisherigen Uberlegungen miiften alle Kerne eine ganze Zahl von Protonen
(Z) und Neutronen (NN) besitzen, die Kernmasse wire dann:

M(A,Z)=7Z -mp+ N -my ; wobei A=Z+N.

Dies ist aber nicht der Fall — das Zusammenbinden der Z Protonen und der N Neutro-
nen geschieht mit Hilfe einer Bindungsenergie Eg(A,Z). Die Kernmasse M (A, Z) ist
um die entsprechende Masse — den sogenannten Massendefekt — kleiner als die Summe
der Protonen- und Neutronen-Massen. Diese fehlende Masse erscheint nach E = mc?
als Energie in Form der (negativen) Kernbindungsenergie, die von Z und N bzw. Z
und A abhéngt.

=
1 i L ] L 1_ | i
a0o Al Az = aa as a6 a7 =
Zx INEs i A Eraux i A A
&)

Abbildung 2.1. Kernbindungsenergie gegen Protonenzahl Z fiir Kerne mit der ungeraden Massen-
zahl A = 101 (oben) bzw. der geraden Massenzahl A = 100 (unten). Bei gerader Massenzahl unter-
scheiden sich die Kurven fiir Z, N = gerade (g,g-Kern) und Z, N = ungerade (u,u-Kern)

Fiir die Isotope eines gegebenen Elements hat die Bindungsenergie eine » Tal«-Form,
mit den stabilen Isotopen in der » Talsole« und den instabilen, radioaktiven Isotopen
beiderseits zu hoheren Energien. Die Talsole hat eine unterschiedliche Tiefe fiir ver-
schiedene Elemente, so daff ein Kern (»Mutterkern«) Energie abgeben kann, in dem
er sich — z.B. durch Betazerfall, siche Abb. ?? — in einen anderen Kern verwandelt
(» Tochterkern«).

Der Verlauf der Bindungsenergie (pro Nukleon) Ep/A als Funktion der Kernmas-
senzahl A heift » Bethe-Weizsicker-Formel« (siehe Abb. ??). Sie sagt voraus, ob man
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2.3 Drei Gesetze der Radioaktivitat 119

Energie durch Kernverschmelzung (Fusion; A < 60) oder durch Verkleinerung eines
Kerns (Kernspaltung, Alphazerfall; A > 60) gewinnen kann.

~

(=2}

tn

Eg/A in [MeV/Nucleon]

=
t
1

/

2
04 812162024 30 60 90 120 150 180 210 240
Massenzahl A

Abbildung 2.2. Bethe-Weizsécker-Graph

2.3 Drei Gesetze der Radioaktivitat

1. das Abstandsgesetz: die Zahlrate aus einer radioaktiven Quelle nimmt umgekehrt
proportional zum quadratischen Abstand ab

dN No

=5

d.h.
Quellstarke Ny

(Abstand)®
Dies folgt daraus, daf sich die Strahlung gleichméfig in alle Richtungen aus-
breitet und sich dabei auf eine Kugelfliche (Fliche = 471?) verteilt, so daf sie
entsprechend mit wachsendem Abstand r »verdiinnt« wird (am besten in einer

log-log-Darstellung zu sehen).

Zahlrate =
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2. das Zerfallsgesetz: die Zerfallsrate dN/dt (Zéhlrate) einer Quelle ist der jeweiligen

Menge N (t) der noch nicht zerfallenen Kerne proportional:

AN
O =—kN@.

Diese Gleichung gilt fiir ein kurzes Zeitintervall d¢. Fiir eine beliebige Zeit mufs

man sie integrieren:
ﬂ——/kdt—>lnm——kt
N (0)
oder
N(t) = N(0)-e ™.

exponentielles Zerfallsgesetz! (am besten in einer log-lin-Darstellung zu sehen).

das Absorptionsgesetz fir Gammastrahlung (gilt auch fiir Licht!) hat die gleiche
Form, da die in einer diinnen Schicht absorbierten Strahlung proportional der
dort vorhandenen Strahlungsmenge (Intensitét) ist (z = Absorberdicke):

dN

FEE —puN(z)

oder
N(xz)=N(0) e #*.

(Lambert-Beer’sches Gesetz fiir Licht, Absorptionsgesetz fiir v - Strahlung;
heift » Absorptionskoeflizient ).

2.4 Wechselwirkung Strahlung-Materie

Es gibt drei Arten der Wechselwirkung energiereicher Strahlung mit Materie

elastische Streuung die Strahlung wird abgelenkt, ohne Energie an die Materie ab-

zugeben. Beispiel: RUTHERFORD-Streuung von a-Teilchen. Sie
wird verwendet, um die mikroskopische Struktur der Materie zu
untersuchen (Rontgen-Streuung, Neutronenstreuung, usw.)

direkte Ionisation a- und (-Teilchen kénnen atomare Elektronen aus der Atom-

hiille schlagen; sie hinterlassen geladene Atome, d. h. Ionen. Die
meisten Nachweismethoden fiir Strahlung basieren darauf. Die
Ionisation bildet auch die Grundlage fiir die biologische Wir-
kung der Strahlung (Zerstérung chemischer Bindungen durch
Tonisation benachbarter Atome).

indirekte Tonisation ~-Strahlen wechselwirken mit der Atomhiille (Photoeffekt,

Compton-Effekt) oder mit dem Kern (Paarbildung, Kern-Pho-
toeffekt) und setzen geladene Teilchen frei, die ihrerseits weite-
re Ionisation hervorrufen. Neutronen l6sen Kernreaktionen aus,
die radioaktive Kerne produzieren und zu sekundérer Ionisation
fithren.
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2.4 Wechselwirkung Strahlung-Materie 121

Die letzten beiden Effekte konnen zum Nachweis der Strahlung benutzt werden, wo-
bei der eigentliche Nachweis letztlich immer iiber die Ionisation ablauft. (-ausfiihrliche
Beschreibung von Photoeffekt, Compton-Effekt, Paarbildung, Kern—Photoeffekt; Ver-
suche zum Nachweis der Strahlung: Mefigerite, Ionisationskammer)
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~v—Strahlen sind

elektromagnetische Strahlung oder -Wellen (wie Radiowellen, Warmestrahlung, Licht,
UV-Strahlung...)
Sie haben drei wesentliche Eigenschaften:

1. eine hohe Energie (10 keV - GeV) (d.h. 10 000 Elektronen-Volt
bis 1 000 000 000 eV);

2. sie werden von Atomkernen emittiert, wenn diese iiberschiissige Energie besitzen;

3. 7-Strahlen werden als Quanten (Energiepakete) emittiert, daher zeigen sie ein
Linienspektrum (vgl. Rontgenstrahlen).

~-Strahlungs-Spektrum: Anzahl N der y-Strahlen/Zeit (“Zahlrate”) gegen ihre Energie:

1.0 4
0,5 -
511 KeW
0 <
%
%1 04—
“Sc
0,2 - “. G
' C
00 = i . H
T v T T T

T g T v T g T T T d
L] 00 0o oo 00 1000 1200 1400 1e00

Kanalnummer

Abbildung 2.3. y-Strahlen/Zeit oder ~-Zahlrate gegen Energie. Die scharfen Linien entsprechen
v-Quanten von den angegebenen Atomkernen.
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2.5 Biologische Wirkung der Strahlung 123

Strahlungsdetektoren

Gas-Ionisationsdetektoren fiir a-, B-, v-, Ro-Strahlung
e Jonisationskammer
o Geiger-Miiller-Zahlrohre
e Proportionalzahler

Festkorper-lonisationsdetektoren fiir ~-, R6-Strahlung
o Halbleiterdetektoren

Szintillationsdetektoren fiir -, v-, R6-Strahlung
o Fliissigkeits-Szintillatoren
o feste Szintillatoren (Na(T1)J, Anthrazen, Kunststoft)
e Leuchtschirme

Abbildende Detektoren fiir a-, B-Strahlung; Tonen
e Nebelkammer
e Blasenkammer
e Funkenkammer

Film, Thermolumininesenz fiir alle Strahlungsarten
e Dosimeter

Neutronendetektoren fiir Neutronen

e Kernreaktionen, z.B.
n+3He — *He+~

2.5 Biologische Wirkung der Strahlung

Die verschiedenen Strahlungstypen haben unterschiedliche biologische Wirkungen; die
Wirkung beim menschlichen Kérper héngt auch davon ab, ob sich die Strahlungsquelle
auferhalb oder innerhalb des Korpers befindet (Inkorporation!), sowie von der Inten-
sitdt und Dauer der Bestrahlung. Den Strahlungstypen wird eine »relative biologische
Wirksamkeit« (RBW) (bzw. Bewertungsfaktor ¢) zugeschrieben (siehe Tabelle 77).
Die biologische Wirkung bei Inkorporation (Kontamination von Atemluft oder Nah-
rung, Tracer-Diagnostik, Therapie) héngt sowohl von der physikalischen Halbwertszeit

TH,y,. (Zeit, in der 50 % der radioaktiven Kerne zerfallen) als auch von der biologischen

Physik fiir Studierende der Biologie, Biochemie, Chemie, . ..



124 2 Aufbau der Materie (I): Kernphysik

Tabelle 2.1. relative biologische Wirksamkeit von verschiedenen Strahlungsarten

Strahlungstyp RBW =g¢
Rontgen-, y-Strahlung 1
B-Strahlung (Elektronen) 1
langsame Neutronen 3
schnelle Neutronen 10
a-Teilchen (1 MeV) 10
Schwerionen 20

Halbwertszeit Ty, (Zeit, in der 50 % des Isotopes aus dem Korper ausgeschieden
wird) ab. Maftgebend ist die effektive Halbwertszeit:

L D
Ty, Tm

phys

THbiol

Hiufig ist die biologische Halbwertszeit viel kiirzer, jedoch nicht immer (siehe z. B.
08y 1).

Strahlung von auferhalb des Koérpers bezieht sich hauptséchlich auf - und Roént-
genstrahlung, da die Teilchenstrahlungen («, 3) eine sehr kurze Reichweite haben.
Sie stammt aus natiirlichen Quellen (Hohenstrahlung, Zerfall von natiirlichen Isoto-
pen — 40K 234,235,238 232Th_Zerfallsketten) sowie aus medizinischer Réntgendiagno-
stik (wesentliche Belastungsquelle fiir die Gesamtbevolkerung!) und Kerntechnologie
(wichtig fiir »beruflich strahlenexponierte Personen, nicht fiir die Gesamtbevolkerung
aufer bei »Storfillen).

Die biologische Wirkung von Strahlung resultiert aus der Ionisierung von Atomen
und dadurch verursachte Zerstorung von chemischen Bindungen. Besonders wichtig
sind Schidigungen des genetischen Materials (DNS) der Zellen, die zu Zellverdnde-
rungen (Krebs) und Genschiden (Erbkrankheiten) fithren kann. Verschiedene Organe
zeigen unterschiedliche Empfindlichkeiten gegeniiber Strahlung; daher ist die Organ-
dosis ein wichtiges Maf fiir die biologische Strahlenschiden. Siehe Tabelle ?? (aus der
Strahlenschutzverordnung).

2.6 Dosimetrie

Unter »Dosimetrie« versteht man die genau definierte Bestimmung der Strahlungs-
menge (Dosis), die an einem bestimmten Ort in einer gegebenen Zeit vorherrscht bzw.
von einer Person (einem Tier, einer Pflanze, usw.) aufgenommen wird. Dazu definiert
man Einheiten, die zur Strahlungsmessung und -kontrolle dienen. Sie basieren z. T. auf
den Nachweismethoden, z. T. auf physikalischen oder biologischen Begriffen.

Die Aktivitdt ist eine rein physikalische Gréfe, die wir schon verwendet haben; sie
sagt aus, wieviele Kerne in einer Zeiteinheit (Sekunde) zerfallen. Die alte Einheit ent-
spricht der Aktivitdt eines Gramms vom natiirlichen Radium, wie es von MARIE und
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Tabelle 2.2. Wichtungsfaktoren fiir Organdosis

| Organe und Gewebe | Wichtungsfaktoren |

1. Keimdriisen 0,25
2. Brust 0,15
3. rotes Knochenmark 0,12
4. Lunge 0,12
5. Schilddriise 0,03
6. Knochenoberflache 0,03
7. andere Organe und Gewebe? je 0,06

Blase, oberer Dickdarm, unterer Dickdarm, Diinndarm,

Gehirn, Leber, Magen, Milz, Nebenniere, Niere, Bauch-

speicheldriise, Thymus, Gebdrmutter

Zur Bestimmung des Beitrages der anderen Organe und Gewebe bei der Berechnung der effektiven
Dosis ist die Teilkoérperdosis fiir jedes der 5 am starksten strahlenexponierten anderen Organe und Ge-
webe zu ermitteln. Die Strahlenexposition der iibrigen Organe und Gewebe bleibt bei der Berechnung
der effektiven Dosis unberticksichtigt

PIERRE CURIE zuerst chemisch getrennt wurde; die Einheit heifit »Curie« (Ci) und
betragt
1 Ci = 3,7-10'° Zerfille/Sek.

Die neue (SI) Einheit wird nach dem Entdecker der Radioaktivitit, HENRT BECQUE-
REL, genannt; sie lautet:

1 Bq = 1 Zerfall/Sek.(1s™ 1)

Die Aktivitdt kann nur indirekt mit einem geeichten Detektor in genau definierter
Geometrie gemessen werden.

Die Ionendosis I bezieht sich auf die ionisierende Wirkung der Strahlung in Luft; sie
kann mit Hilfe einer Ionisationskammer gemessen werden und ist nach dem Entdecker
der Rontgenstrahlung, CONRAD RONTGEN, benannt: 1 R = Strahlungsmenge, die in
1 kg trockener Luft die Ladungsmenge 2,58 - 10~* C freisetzt (entsprechend 1,6 - 1016
Elektronen). Sie ist auch eine physikalische (meftechnische) Einheit.

Die Energiedosis gibt an, wieviel Energie von einem Kilogramm der absorbierenden
Substanz (meistens Wasser als Vergleichssubstanz) absorbiert wird:

absorbierte Strahlungsenergie

B Masse des Absorbers
oder 4
E
Dp = —
B dm

Die alte Einheit ist das Rad: 1 rad = 0,01 J/kg. Die neue (SI) Einheit heifst » Gray«
(Gy), mit 1 Gy = 1 J/kg. Die Energiedosis beschreibt die Wirkung der Strahlung auf
Materie.
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Die Aquivalentdosis beinhaltet die biologische Wirkung der Strahlungsmenge; sie ist
proportional zur Energiedosis:
Dq =q- DE

wo ¢ gleich dem RBW (Bewertungsfaktor) ist. Die Einheit ist die gleiche wie fiir Dg
(da ¢ dimensionslos ist), erhélt jedoch einen neuen Namen, »Sievert« (Sv): 1 Sv = 1
J/kg. Auch hier gibt es eine &ltere Einheit (entsprechend dem Rad fiir Energiedosis):
1rem = 0,01 Sv.

2.7 Strahlenschutz

Strahlenschutz besteht hauptséichlich in der stdndigen Kontrolle der Strahlenexposition
von Menschen sowie der Verhinderung von unnétigen oder iibergrofien Strahlenaufnah-
men. Die zuléssigen Strahlenexpositionen sind gesetzlich festgelegt; fiir nicht beruflich
strahlenexponierte Personen sind sie aus der Tabelle 7?7 zu entnehmen.

Tabelle 2.3. zulassige Strahlenexposition (Grenzwerte) fiir nicht beruflich strahlenexponierte Perso-
nen

1. Effektive Dosis, Teilkorperdosis fiir Keimdriisen, Gebér- 0,3 mSv/Jahr
mutter, rotes Knochenmark

2. Teilkorperdosis fiir alle Organe und Gewebe, soweit nicht 0,9 mSv/Jahr
unter 1 oder 3 genannt

3. Teilkérperdosis fiir Knochenoberfliche, Haut 1,8 mSv/Jahr
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Fiir beruflich strahlenexponierte Personen ist die zuléssige Dosis hoher (siehe Tabel-

le 77).
Tabelle 2.4. Grenzwerte fiir beruflich strahlenexponierte Personen [mSv/Jahr]|
Grenzwerte der Korperdosis fiir beruflich
Korperdosis strahlenexponierte Personen im Kalenderjahr
Kategorie A | Kategorie B | 1/10 Kategorie A
1.  Effektive Dosis, Teilkoperdosis: 50 15 5
Keimdriisen, Gebédrmutter, rotes
Knochenmark
2. Teilkoérperdosis: 150 45 15
Alle Organe und Gewebe, soweit
nicht unter 1., 3. oder 4. genannt
3.  Teilkoérperdosis: 300 90 30
Schilddriise, Knochenoberfléche,
Haut, soweit nicht unter 4. genannt
4.  Teilkorperdosis: 500 150 50

Hande, Unterarme, Fiifle, Unter-
schenkel, Knochel, einschliefllich der
dazugehorigen Haut
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Ein Teil der Strahlenexposition ist durch die natiirliche »Hintergrundstrahlung«
bedingt (siche Karte in Abb. 77).

Dosis in
Gebauden

[ J<osmswa [ |o5-08mswa [C01] 08-1imsva [ >11mSvia

Abbildung 2.4. Strahlenexposition durch natiirliche Hintergrundstrahlung; alte Bundesrepublik,
mittlere Jahresdosis
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Aufbau der Materie (II): Atomphysik

2.8 Quanten

Gegen Ende des letzten Jahrhunderts tauchten einige Unstimmigkeiten in der klassi-
schen Physik auf, die ansonsten eine glanzende Beschreibung der Naturphénomene zu
geben schien:

o die Wirmestrahlung (» Schwarzkorperstrahlung«) wurde nicht richtig beschrie-
ben — klassische Gesetze (RAYLEIGH-JEANS, W. WIEN) ergaben unendliche In-
tensititen oder einen falschen Verlauf

e die Temperaturabhéngkeiten von Warmekapazitaten Cy (T') stimmten nicht mit
der klassischen Erwartung (z.B. Cy = fR/2 fiir Gase) iiberein

e der licht-elektrische Effekt oder Photoeffekt zeigte ein unerklérliches Verhalten:
die kinetische Energie der Photoelektronen hiangt nur von der Lichtfrequenz ab,
nicht von der Intensitit

o die diskreten Spektrallinien der Atome konnten klassisch nicht erklédrt werden.

2.8.1 Wirmestrahlung (Planck’sche Formel)

Mift man die Spektralverteilung von Licht, das im thermischen Gleichgewicht mit
Materie bei einer Temperatur 7' ist, findet man eine universelle Funktion E(v,T'). Dies
kann durch Beobachtung der Hohlraumstrahlung ermittelt werden (siche Abb. ?77?).

Hohlraum

Spektrometer
Energiedichte >
u(vT)

Wirmebad bei Temperatur T ‘

Abbildung 2.5. Hohlraumstrahlung: ein hohler Kérper wird auf eine Temperatur T" geheizt. Im Kor-
perinnneren ist die Warmestrahlung in Gleichgewicht mit den Wanden des Korpers. Diese Strahlung
nimmt eine bestimmte Energieverteilung E(v,T) an, die man durch Spektralanalyse messen kann,
wenn die Strahlung durch eine kleine Offnung im Kérper beobachtet wird.
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Abbildung 2.6. Spektrum der Hohlraumstrahlung: die Strahlungsintensitédt I gegen ihre Wellenlén-
ge A, gemessen bei verschiedenen Temperaturen 7" des Hohlraumes. Bei langen Wellenldngen gehorcht
das Spektrum dem klassischen RayLEIGH-JEANS-Gesetz (Strahlungsemission von schwingenden Dipo-
len). Bei kurzen Wellenléngen wird es von der Wien’schen Formel beschrieben (klassische Warmeleh-
re), jedoch wird das Maximum von beiden nicht richtig wiedergegeben. M. PLaNck hat die richtige
Formel durch Annahme einer Energiequantisierung gefunden.

2.8.2 Temperaturabhéngigkeit der Warmekapazitét

Nach der klassischen Wirmelehre (Gleichverteilungssatz) ist die molare Warmekapa-
zitdt Cy einer Substanz konstant und hat den Wert Cy = fR/2, wo f die Anzahl
der Freiheitsgrade und R die molare Gaskonstante sind. In einem Festkorper ist f = 6
(drei Schwingungsrichtungen der Atome, mit je zwei Energieformen, Fyin und Epet).
Daher miiite die Warmekapazitat durch Cy = 3R gegeben sein (Gesetz von DULONG
und PETIT; siche Abb. 77?).

In Wirklichkeit sinkt die Warmekapazitat mit sinkender Temperatur und geht gegen
Null bei T' — 0. Dies wurde durch A. EINSTEIN und spéter in einem detaillierteren
Modell durch P. DEBYE als Folge der Energiequantisierung erklart: bei tiefen Tem-
peraturen reicht die thermische Energie nicht aus, um alle Freiheitsgrade zu besetzen,
da sie in diskreten Paketen (Quanten) vorkommen.

2.8.3 Photoeffekt

Die Freisetzung von Ladungen aus der Materie durch Lichteinwirkung wurde von H.
HERTZ beobachtet (siehe Abb. ?7).

Spéter hat HALLWACHS den Photoffekt genauer untersucht (s. Abb. ?7?).

Die Ergebnisse der Messungen sind in Abbildung ?? zusammengefafst.

Diese Mefergebnisse wurden fast 20 Jahre spéter von EINSTEIN erklért: er nahm an,
dafs das Licht nur in Form von diskreten Energiepaketen (Quanten) mit der Materie
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Cv/3R
C,=3R
10—~ — L
0,8 T
-~
-~
061 pebye // Einstein
0,44 J,r/
/
/
0,2 /
/
/
0 100 200 T (K)

Abbildung 2.7. Warmekapazitit Cy eines Festkorpers als Funktion der Temperatur. Der klassische
Wert wiare konstant bei 3R; experimentell sinkt jedoch die Warmekapazitat mit sinkender Temperatur.
Dies wurde durch EINSTEIN und DEBYE mit einer Quantenhypothese erklart (Kurven).

Licht

Abbildung 2.8. Photoeffekt: eine geladene Metallplatte ist mit einem Elektrometer verbunden und
wird mit Licht bestrahlt. Ist die Platte negativ geladen, so entlddt sich das Elektrometer schnell
(links); ist sie jedoch positiv geladen, bleibt das Elektrometer bei Lichteinstrahlung geladen (rechts).
Dies zeigt, daft das Licht die Freisetzung von negativen Ladungen bewirkt; spéter wurden sie als
Elektronen identifiziert.

wechselwirken kann.

Die Energie eines Quants ist proportional der Lichtfrequenz v, aber eine bestimm-
te Minimalenergie (» Austrittsarbeit« E,) ist notig, um ein Elektron aus dem Metall
der Photokathode freizusetzen. Dies erklirt die Grenzfrequenz vgren, [Teilbild a).
Oberhalb von v grenz bekommen die Photoelektronen eine zusétzliche kinetische Ener-
gie Eiin nach der Beziehung Fyi, = hv — E,. Die Gegenspannung Uwmin, die gerade
ausreicht, um den Photostrom zu unterdriicken, entspricht dieser kinetischen Ener-
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Licht

[palll

Photokathode

Abbildung 2.9. Apparatur zur quantitativen Messung des Photoeffektes (HAaLLwacHs, 1888): Licht
einer bekannten Frequenz und Intensitét fallt auf einer Photokathode (negativgeladene Metallplatte).
Die freigesetzten Elektronen werden von einer Anode aufgesammelt durch eine Spannung U und
produzieren einen Strom [ im externen Kreis, welcher durch ein Mikroampéremeter gemessen wird.
Die Anodenspannung U kann durch ein Potentiometer (links) geregelt werden.

gie: eUpmin = Fxin (elektrische Arbeit = Ladung - Potentialdifferenz). Die Frequenz-
abhéngigkeit von Unin ist daher gegeben durch Umin = (h/e)v — Ey /e, d.h. linear
mit Steigung h/e [Teilbild c¢)]. Der Séttigungsstrom Is wird erreicht, wenn alle Pho-
toelektronen eingesammelt werden, er entspricht der Gesamtanzahl der freigesetzten
Elektronen [Teilbild b)].

Diese Zahl steigt proportional der Lichtintensitit (Anzahl der Lichtquanten pro
Zeit, welche die Photokathode erreichen), da jedes Quant ein Elektron freisetzen kann
[Teilbild d)].

2.8.4 Atomspektren

Ab Mitte des 19. Jahrhunderts wurden Messungen der Atomspektren vorgenom-
men, d.h. der Frequenz- oder Wellenldngenabhéngigkeit der Lichtintensitét, die von
energetisch-angeregten Atomen ausgestrahlt wird. Es wurde beobachtet (FRAUNHO-
FER, BUNSEN), dafs nur bestimmte, diskrete Frequenzen in den Spektren von einzelnen
Atomtypen zu sehen sind, die sogenannten Spektrallinien, die zunéchst unerklért blie-
ben.

Etwa 1910 ergab sich eine weitere Komplikation: nach dem Rutherford-Modell des
Atoms kreisen die Elektronen um den winzigen, positiv-geladenen Atomkern. Nach
der klassischen Elektrodynamik miifiten diese kreisenden Elektronen (beschleunigte
Ladungen!) kontinuierlich Strahlung abgeben und in den Kern fallen. Atome sind je-
doch iiber Jahrtausende stabil, auferdem strahlen sie, wenn sie energetisch angeregt
werden, nicht kontinuierliches Licht sondern ein Linienspektrum ab. Im Falle des ein-
fachsten Atoms, des Wasserstoffs, konnte man die Lage der Spektrallinien durch eine
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Lichtintensitat
a)
".Grenz v Umax D
Lichtfrequenz Anodenspannung
Unad Is
c) d)
— Steigung = h/e
0 e -
W v Lichtintensitat
P Lichtfrequenz
UpV

Abbildung 2.10. Ergebnisse der Messung des Photoeffektes: der Photostrom als Funktion der Licht-
frequenz v (Teilbild a), oben links) zeigt einen Grenzwert; unterhalb der Grenzfrequenz vgyen, bleibt
der Strom gleich Null, oberhalb dieser Frequenz steigt er an und erreicht einen S&ttigungswert bei
hohen Frequenzen. Im Teilbild b) (oben rechts) ist die Abhéngigkeit des Photostromes von der An-
odenspannung U gezeigt: bei einer Gegenspannung Upnjax wird der Strom vollstdndig unterdriickt.
Mit steigender positiver Spannung steigt der Strom bis zu einem Sattigungswert Is an. Die Spannung
Unax ist ein Maf fiir die kinetische Energie der freigesetzten Elektronen. Teilbild ¢) (unten links)
zeigt die Abhéngigkeit des Schwellenwerts Uprax von der Lichtfrequenz: Unax (und damit die kineti-
sche Energie Ey;, der Photoelektronen) steigt linear mit der Lichtfrequenz oberhalb des Grenzwerts
VGrenz an, die Steigung der Geraden betragt h/e (h = Planck’sches Wirkungsquantum, e = Ele-
mentarladung). Im Teilbild d) (unten rechts) ist die Abhéngigkeit des Sattigungsstromes Ig von der
Lichtintensitat gezeigt: der Strom Ig (die Anzahl der Photoelektronen pro Zeit) steigt proportional
der Lichtintensitdt (Lichtenergie pro Zeit und Fldche) an.

einfache Formel angeben (BALMER-Formel):

1 1

Hier ist v die Frequenz einer Spektrallinie, Ry eine Naturkonstante (die RYDBERG-
Konstante), n’ und n sind ganze Zahlen (n’ < n). Es ergeben sich Serien von Linien,
entsprechend dem Wert von n’ (sieche Abb. 77).

BOHR versuchte, dies mit einem halb-klassischen Modell (siche Abb. ??) zu erkléren.
Er behandelte die Elektronen mit den Kepler’schen Gesetzen der Planetenbewegung,
setzte aber die Stabilitdt gewisser Bahnen voraus .

Er konnte damit die Spektren von Wasserstoff und anderen Atomen gut erklaren, und
den Wert der RYDBERG-Konstante sehr genau errechnen, jedoch blieb die Begrindung
seiner Postulate aus.

Diese Widerspriiche mit der klassischen Physik konnten also durch eine Quantisie-
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mﬂ

Abbildung 2.11. Wasserstoffspektrum: die Balmer-Serie (entsprechend n’ = 2 in der Balmer-Formel;
hier sind die Linien als Funktion der Wellenldnge A aufgetragen. Werte von n = 3 bis n = co geben
die Linien Hy, Hg, ... Hoo. Oberhalb von Ho (»Seriengrenze«) gibt es keine Linien mehr.

Hy Hg Hy Hg
656,28 nm 486,13 nm  434,05nmM 410,17 NmM
Wellenlinge

@

Lyman-Serie
{ultraviclett)

Balmer-Serié

Paschen-Serie
{infrarot)
S8

Abbildung 2.12. Bohr’sches Modell des Wasserstoff-Atoms. Die Elektronenbahnen um den Atom-
kern (Punkt in der Bildmitte) sind durch ihre Quantenzahl n gekennzeichnet; diese bestimmt die
Energie sowie den Drehimpuls des Elektrons auf seiner Bahn. Die Spektralserien entsprechen Uber-
géngen des Elektrons zwischen verschiedenen Bahnen; die Seriengrenze ist erreicht, wenn das Elektron
gerade nicht mehr im Atom gebunden ist (Ionisationsenergie). Ein GrofenmafRstab ist angegeben: die
niedrigste Bahn hat einen Radius von ca. 0,05 nm (1. Bohr’scher Radius)

rung der Energie erklart werden: Licht erscheint beispielsweise als Quanten bei der
Wechselwirkung mit Materie, welche einzeln wirken, wie Teilchen, und eine Quanten-
energie

E=hv

besitzen. G.N. LEWIS nannte diese » Lichtteilchen« spater Photonen. Die Proportiona-
litatskonstante h ist das » Planck’sche Wirkungsquantum«, schon aus der Beschreibung
der Warmestrahlung bekannt.
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2.9 Roéntgenstrahlung 135

Spiter wurde in der modernen Quantenmechanik (HEISENBERG, SCHRODINGER,
BORN, DIRAC u.a.) ein selbstkonsistentes Bild der Quantisierung in Atomen gefun-
den. Sie basierte auf dem Welle-Teilchen-Dualismus (DE BROGLIE); demnach haben
nicht nur Wellen (Licht) einen Teilchencharakter (als Photonen), sondern auch mikro-
skopische Teilchen (z.B. Elektronen) haben einen Wellencharakter. Ihre Frequenz und
Wellenldnge werden durch die DE BROGLIE-Relationen gegeben:

wobei E die Teilchenenergie und p sein Impuls sind. Diese Materiewellen zeigen ty-
pische Wellenerscheinungen (Beugung, Interferenz von Elektronen, Neutronen, selbst
Atomen).

Eine weitere Eigenschaft der Materiewellen, die aus ihrer Wellennatur folgt, ist die
Unschérfe von Energie und Zeit bzw. von Impuls und Ort. Diese Unschérfe ist bei klas-
sischen Wellen génzlich normal, erschien aber bei Teilchen zunéchst sehr ungewdhlich.
Sie besagt, daf bei gleichzeitiger Bestimmung vom Ort und Impuls eines Teilchens,
beide Grofen mit einer Unschérfe Az, Ap behaftet sind, wobei das Produkt der beiden
Unschérfen einen Minimalwert hat:

AxAp > i .
47

Dies fithrt zu einer Lokalisierungsenergie der Elektronen: ihr Gesamtimpuls p kann
nicht kleiner als die Impulsunschirfe Ap werden, ihre kinetische Energie ist daher
gegeben durch
2 2 2
E:@UQEP_Z(AP) > h .
2 2m 2m [327mm(Ax)?]

Das heifit, wenn man ein Elektron in einen kleinen Bereich Ax »einzusperren« versucht,
dafs seine Energie stark ansteigt. Diese Lokalisierungsenergie kommt zu den klassischen
kinetischen und potentiellen Energien im Atom hinzu: sie verhindert, dafs das Elektron
in den Kern fallt. Sie ist auch bei der chemischen Bindung (» Delokalisierung«) wichtig.

2.9 Rontgenstrahlung

Die Rontgenstrahlung entsteht bei der Beschleunigung von Elektronen. Dies kann in-
nerhalb eines Atoms passieren (Uberginge von Elektronen zwischen inneren Ener-
gieschalen in schweren Atomen: charakteristische Rontgenlinien). Es kann auch durch
Abbremsen von schnellen, energiereichen Elektronen durch Materie geschehen (Brems-
strahlung). Im Labor und im Krankenhaus werden Rontgenstrahlen in einer Rontgen-
rohre erzeugt (siehe Abb. ?7?), wobei beide Prozesse stattfinden.

Das Spektrum der Rontgenstrahlung aus einer solchen Rohre ist die Uberlagerung
eines kontinuierlichen Spektrums (Bremsstrahlung; siche Abb. ?7) mit einem Linien-
spektrum (dem charakteristischen Rontgenspektrum, Linienenergien typisch fiir das
verwendete Anodenmaterial).
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Réntgenstrahlen

Heizung !
Kathode Anode

Abbildung 2.13. Rontgenrdhre: eine geheizte Kathode (links) emittiert Elektronen durch thermische
Emission. Diese werden durch eine hohe Anodenspannung zur Anode hin beschleunigt; dort werden
sie beim Auftreffen stark gebremst und geben energiereiche Strahlung (Bremsstrahlung) ab (Maxi-
malenergie = eUp,Ux = Anodenspannung, e = Elektronenladung). Durch Stoflanregung der Atome
in der Anode erzeugen sie auch »Locher« in den inneren Atomschalen, die durch andere Elektronen
unter Abgabe der Spektrallinien (charakteristische Rontgenstrahlen) wieder gefiillt werden.

|
12 LN 50 kv il

Wolfram-———

AV N
T\
/AN
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=
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Wellenldnge Afnm———=
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Abbildung 2.14. Bremsstrahlungs-Spektren: Rontgen-Intensitit gegen Wellenlénge fiir Strahlung
aus einer Wolfram-Anode bei verschiedenen Anodenspannungen. Die maximale Energie (minimale
Wellenlidnge) im Spektrum héngt von der Anodenspannung U ab, nach Us = hc/eAyin (Energie-
erhaltung); auch die Gesamtintensitdt im Rontgenspektrum steigt mit steigender Anodenspannung.
Hier sind die verwendeten Anodenspannungen noch nicht hoch genug, um die charakteristischen Ront-
genlinien vom Wolfram-Anodenmaterial anzuregen.
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Aufser in der medizinischen Diagnostik und Therapie werden Rontgenstrahlen fiir
die Materialpriifung und -Untersuchung, insbesondere fiir Réntgenbeugung zur Struk-
turuntersuchung von Kristallgittern und Molekiilen eingesetzt. Moderne bildgebende
Methoden spielen eine wichtige Rolle in Diagnostik und Materialpriifung.

mRb‘n tgenintensitat

20 -

Anodenspannung
400 kv

Wellenldnge A

Abbildung 2.15. Das Rontgen-Spektrum aus einer Rh/Ru-Anode bei verschiedenen Anodenspan-
nungen. In diesem Fall sind die Anodenspannungen gentigend hoch, um Innerschalen-Anregungen im
Anodenmaterial zu erzeugen; dadurch entstehen die charakteristischen Réntgenlinien von Ru und Rh
(e, B,y-Linien), tiberlagert mit dem kontinuierlichen Bremsspektrum. Bei 23,2 kV reicht die Anoden-
spannung zur Linienanregung noch nicht aus, nur das Bremsspektrum ist zu sehen.
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3 Warmelehre

3.1 Temperatur

In der Wéirmelehre brauchen wir, zusdtzlich zu den drei mechanischen Gro-
Ben/Einheiten Lange (Meter), Zeit (Sekunde) und Masse (Kilogramm), auch zwei wei-
tere: die Temperatur (» Potentialgrofie der Warme«) sowie die Stoffmenge (Molzahl n
oder v, siehe Seite ?77). Wir beginnen mit einer kurzen Chronik der Temperatur:

Tabelle 3.1. Chronik der Temperatur

1700-1720 NEwTON und FAHRENHEIT iiberlegen sich, wie man ei-
ne Temperaturskala festlegen kann. Fahrenheit setzt den
Siedepunkt von Wasser ts, = 212 °F und den Eispunkt
tep = 32 °F, so dafs der Lebensbereich der Menschen etwa
von 0 °F bis 100 °F reicht.

1702 AMONTONS stellt fest, dafs der Druck eines Gases mit der
Temperatur steigt. Bei ca. ¢ = —240° ginge der Druck
gegen Null (absoluter Nullpunkt!).

1738 BERNOULLI findet, dafs die Temperatur in einem Gas mit
dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit der Gasteil-
chen wéchst: Anfang der kinetischen Gastheorie.

1742 CELsIUS definiert eine Temperaturskala, wonach ts, =
100 °C und tgp = 0 °C sind (moderne Celsiusskala).
1848 KELvIN stellt fest, daf der absolute Nullpunkt ¢,, =

—273,15 °C betragt (durch Messungen an idealen Gasen).
Dies definiert die absolute oder Kelvinskala: "= 0 K ent-
spricht t = —273,15°C, 1 K = 1 °C.

1908 HelKE KAMMERLINGH ONNEs verfliissigt zum ersten
Mal Helium (Tsp = 4,2 K): Beginn der Tieftemperatur-
physik.

1911 KAMMERLINGH ONNES entdeckt die Supraleitung von

Quecksilber: elektrischer Strom flieftt ohne Widerstand.

3.2 Warmemessungen

Der Wérmeinhalt eines Korpers ist eine eindeutige Funktion seiner Temperatur (dies
&8t sich fiir ein ideales Gas relativ einfach aus der Mechanik sowie der Gasgleichung
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ableiten: kinetische Gastheorie). Die Proportionalitdtskonstante zwischen Warmemen-
ge AQ und Temperaturdnderung AT heiftt » Wiarmekapazitit« und ist eine Eigenschaft

des Materials: A
AQ g
C = AT Einheit: K

Die so definierte Warmekapazitét gilt fiir einen bestimmten Korper. Man definiert auch
die sog. spezifische Warmekapazitit cy,, die auf ein Gramm der Substanz bezogen ist:

Cm —

31Q

(m = Masse des Korpers in g; Einheit: J/gK) sowie die molare Warmekapazitat Cy,

die fiir ein Mol der Substanz gilt:

~—

Cum =

QA

(v = Molzahl, Einheit von Cyy = J/Mol K).

Messung der Warmekapazitit bzw. einer definierten Warmemenge heifst » Kalorime-
trie«. Sie wird mit Hilfe eines Kalorimeters durchgefiihrt, eines Behélters, der méglichst
gut von der Umgebung isoliert ist und eine wohlbekannte eigene Wérmekapazitit hat.
Probe und Kalorimeter werden mit einer bekannten Wérmemenge erwérmt (elektrisch,
mittels Reibung, oder aus einer chemischen Reaktion) und die Temperaturerhéhung
gemessen.

Alternativ dazu wird die Probe, bei einer bekannten Anfangstemperatur, mit einer
Vergleichssubstanz bei einer anderen Ausgangstemperatur in Gleichgewicht gebracht
und die Endtemperatur gemessen (Mischkalorimeter; Vergleichssubstanz haufig Was-
ser). (Cy und Cp von Gasen s. unten)

3.3 Gase

Im Gegensatz zu Fliissigkeiten haben Gase keine Volumenelastizitéit. Sie &ndern ihr
Volumen (fast) beliebig, je nach dufserem Druck und Temperatur.

Bei gegebener Temperatur hat man folgendes Verhalten beobachtet: Druck und Vo-
lumen sind einander umgekehrt proportional, d. h. das Produkt PV bleibt konstant:

PV = konst. (bei konstanter T) .

Dies nennt man das Gesetz von BOYLE-MARIOTTE; strenggenommen gilt es nur fiir
»ideale« Gase.

Aufgrund dieses Gesetzes ist die Dichte eines Gases nicht — wie bei Fliissigkeiten —
konstant, sondern proportional dem wirkenden Druck. Eine weitere Konsequenz da-
von ist, dafs der Schweredruck nicht mit wachsender Tiefe linear ansteigt, sondern
exponentiell, da die Dichte des Gases zunimmt und die Masse der dariiberliegenden
Schichten daher immer mehr ansteigt mit wachsender Tiefe. [barometrische Héhenfor-
mel: P(h) = Pye "/Ho Py = Druck am Boden, P(h)= Druck in der Hohe h, Hy =
Skalenhohe = Funktion von T, g, p|.
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Aufser dem Druck und dem Volumen ist eine dritte Grofe fiir den Zustand eines Ga-
ses wichtig, namlich die Temperatur. Die Temperatur spielt in der klassischen Mechanik
keine Rolle, ist aber eine anschauliche Grofe aufgrund des menschlichen Empfindungs-
vermogens dafiir. Eine verwandte Grofe ist die Wdarmemenge, die als mikroskopische
Bewegungsenergie der Materieteilchen angesehen werden kann und daher die Einheit
[J] besitzt, wie die Energie und die Arbeit. Als makroskopische Grofe ist die Warme
allerdings nicht eine Zustandsgrofse, sondern — wie die Arbeit auch — eine Prozeflgrofe.

3.3.1 Temperaturabhingigkeiten

Eine ganze Reihe physikalischer, chemischer, und biologischer Mefsgréfien und Prozesse
héngen von der Temperatur ab. Im Prinzip kann jede solche Mefgrofe benutzt werden,
um eine Temperaturskala festzulegen. In erster Linie verwendet man die Volumenaus-
dehnung eines (idealen) Gases dazu, nach den Gesetzen von GAY-LUSSAC:

V(T)=aoT (P = konst.)

und
P(T)=p0T (V = konst.) .

Die praktische Temperaturskala wird durch zwei Fixpunkte definiert, und zwar sind
dies der Gefrierpunkt sowie der Siedepunkt von reinem Wasser bei Normaldruck. Die
Celsiusskala setzt den Gefrierpunkt gleich 0 °C, den Siedepunkt gleich 100 °C, und teilt
die dazwischenliegenden Temperaturen in 100 gleiche Einheiten (»Grad Celsius«). Die
absolute Temperaturskala geht von der selben Einheit aus, nennt sie aber »1 Kelvin«
und setzt den Nullpunkt dort an, wo ein ideales Gas nach GAY-LUSSAC »verschwin-
den« wiirde, d.h. wo P(T') = 0 wird. Dieser absoluter Nullpunkt liegt bei —273,15°C
aufgrund des Koeffizienten 3, der den Wert 1,/273,15 pro °C hat.

3.3.2 Das allgemeine Gasgesetz

Die Kombination der beiden Gesetze von GAY-LUSSAC mit dem Gesetz von BOYLE-
MARIOTTE gibt den Zusammenhang der drei Zustandsgrofen Druck, Volumen, und
Temperatur fiir ein ideales Gas, die sog. allgemeine Gasgleichung:

PV = KT

(Ko eine Konstante, proportional der Gasmenge). Die Konstante Ky teilt man tibli-
cherweise in einen Faktor v, der die Stoffmenge (Molzahl) angibt, sowie einen Faktor
R, die allgemeine Gaskonstante, die als Naturkonstante die Proportionalitit zwischen
Energie (PV, Volumenarbeit zum »Zusammensetzen« des Gases) und Temperatur
angibt. Sie hat die Einheit ;
7] = Mol Kelvin
und den Wert 8.314 J/mol K . Damit ergibt sich die iibliche Schreibweise der Gasglei-
chung:
PV =vRT
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wobei der Druck in N/m?, das Volumen in m?, und die Temperatur in K gemessen
werden.

Andere Mefmethoden fiir die Temperatur (Thermometrie) basieren auf mechani-
schen (L#ngen- oder Volumenausdehnung), elektrischen (Anderung des elektrischen
Widerstandes, Thermospannung) oder optischen (Wéarmestrahlung) Eigenschaften der
Materie.

3.3.3 Ideales Gas

Wir haben gesehen, daf ein sogenanntes »ideales Gas« durch die Zustandsgleichung
PV =vRT (3.1)

beschrieben wird; wir wollen nun verstehen, welcher physikalische Hintergrund zu die-
ser Gleichung fithrt und wie man ein Gas mikroskopisch vorzustellen hat. Wir betrach-
ten ein ein-atomiges Gas (d.h. hier: ein Gas, das aus nur einemn Atom besteht!!). Es
befindet sich in einem Behélter des Volumens V (V' = Endfliche A- Lénge [) und
bewegt sich in Langs-(+y)-Richtung mit der Geschwindigkeit +v, auf eine Wand zu:
Erreicht das Atom die Endwand, so stofst es elastisch mit der Wand und wird »re-

e Linge) — i
] T
Endfliche 4
+z o /
Geschwindinkeit +v,
+y

+

Abbildung 3.1.

flektiert«, bewegt sich also nach dem Stofs in —y-Richtung mit der Geschwindigkeit
—vy. Dabei bleibt seine kinetische Energie konstant, der Impuls &ndert sich jedoch um
den Betrag Ap, = 2muv,, wo m die Masse des Atoms ist (dies ist der auf die rechte
Wand tibertragene Impuls). Nach der Zeit At = 2{/v, kehrt das Atom, das inzwischen
von der gegeniiberliegenden (linken) Wand nochmals reflektiert wurde, wieder an die
rechte Wand zuriick und der Vorgang wiederholt sich; d. h. es wird stdndig Impuls an
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die Wand iibertragen, wobei

Ap,  2mv, mvj
At ZL
Vy

Nach NEWTON ist aber eine zeitliche Impulsinderung gleich einer Kraft,

Ap,
jl A A
At v

die wiederholten Stofe des Atoms mit der Wand erzeugen eine Kraft F, auf die
Endwand (nach aufen). Dies ist der Ursprung des Gasdrucks P, wobei Druck =
Kraft/Flache:

va mu.

A lA v

Wir erhalten also fiir das Produkt PV:
PV = mvi =2Funy -

In einem wirklichen Gas haben die Atome Geschwindigkeiten nicht nur bei einem
festen Wert +v,; die Geschwindigkeiten sind vielmehr verteilt iiber die Raumrichtun-
gen x,y, z und iiber einen grofien Bereich von Geschwindigkeitsbetrigen (MAXWELL-
BorLTzMANN-Verteilung). Auferdem hat ein wirkliches Gas viele Atome (Anzahl
N = v Ny, mit v = Molzahl und Nx = Avogadro’scher Zahl).

Wir miissen daher die rechte Seite der obigen Gleichung mit N multiplizieren und
Eyin,y durch die gesamte mittlere kinetische Energie < Ei;, > ersetzen.

Da alle Raumrichtungen dquivalent sind, verteilt sich die Energie gleichméfig {iber
die drei Richtungen (»Gleichverteilungssatz«): es gilt

< Byin>=< Ekin,x >+ < Ekin,y >+ < Ekin,z >
und
< Ekin,x >=< Ekin,y >=< Ekin,z >
d. h. m
<Bian>= 7 <v?>=3 < Eyiny> .

(<v? >= mittlere quadratische Geschwindigkeit aller N Gasatome). Wir haben dann
schlieflich fiir PV in einem wirklichen Gas:

2 2

wobei U = N < Fy, > die innere Energie (gesamte kinetische Energie aller Atome)
des Gases ist. Der Faktor 3 kommt von den 3 Raumrichtungen der Bewegung; er heifst
» Anzahl der Freiheitsgrade« f. Fiir molekulare Gase mit inneren Freiheitsgraden (Ro-
tation, Schwingungen) wird f > 3. Wir sehen, daf das Produkt PV proportional der
inneren Energie des Gases und daher ein Maf fiir seine Gesamtenergie ist. Gleichung

Physik fiir Studierende der Biologie, Biochemie, Chemie, ...



3.4 Entropie 143

(?7) verbindet die makroskopische Grofe PV mit der mikroskopischen Grofe < Eyiy >.
Setzen wir nun die Gasgleichung (??) fiir PV ein, so erhalten wir

2
vRT = ?N < Byin >

oder IR F
<EByxin>=S=—T = =kT
¢ 2Ny~ 2
wo k = R/Na = Gaskonstante/Teilchen als » BoLTZMANN-Konstante« bekannt ist
und wir uns auf ein Mol des Gases (N = Na,v = 1) festgelegt haben. Die Gasteilchen
haben eine mittlere kinetische Energie von kT'/2 pro Freiheitsgrad. Die innere Energie

des Gases/Mol (v = 1) ist dann:

f
2

f

U=N <FEyn>=Npr=kT = §RT

Sie hiangt nur von der Temperatur 1" ab.

3.3.4 Erster Hauptsatz der Wiarmelehre

Eine Anderung der inneren Energie kann nach dem 1. Hauptsatz der Wirmelehre
durch Arbeit, durch Warmeaustausch, oder durch beides produziert werden:

dU =46Q + W =46Q — PdV .

(0W fiir ein Gas = Volumenarbeit = —PdV).

Die molare Wirmekapazitat Cy (bei konstantem Volumen, dV = 0) des idealen
Gases ist gegeben durch

o dQ _dU  f
Cy = d—T(kaonst.) =97~ 3 R.

Die molare Warmekapazitit bei konstantem Druck, Cp, ist grofer, da Arbeit gegen
die Aufenwelt (Ausdehnung des Gases bei konstantem Druck P) geleistet werden muf:
dU  PdV _ fR  P(RIT) fR

= tar ~ 2 " par 7z
(wobei fiir dV die Gasgleichung benutzt wurde); d. h. es gilt

Cp=Cv+R.

3.4 Entropie

Der Begriff »Entropie« geht auf den franzdsischen Ingenieur S. CARNOT sowie den
deutschen Physiker R. CLAUSIUS zuriick. Sie untersuchten den Wirkungsgrad von
Wérmekraftmaschinen (z. B. Dampfmaschinen) und erfanden dabei ein Maf fiir die
»Glite« eines Warmebades (z. B. Dampfkessel). Wenn eine Warmemenge AQ bei einer
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festen Temperatur T reversibel iibertragen wird, lautet dieses Maf (»Entropieénde-
rung AS«):
AQrev

T
Dabei ist »reversibel« ein Idealitdtsbegriff, wie » reibungsfrei« in der Mechanik —
er bedeutet, der Vorgang lauft immer fast bei Gleichgewicht und koénnte jederzeit
umgekehrt werden. Bei nicht-reversiblen Vorgéngen (die Regel in der realen Welt)
lautet die Formel: AQ
AS > rev
- T

AS =

d.h. die Entropie bleibt entweder gleich (bei reversiblen, adiabatischen Vorgéngen)
oder sie nimmt zu.

3.4.1 Zweiter Hauptsatz der Wiarmelehre
Dies ist der Inhalt des 2. Hauptsatzes der Warmelehre:

Die Entropie in einem abgeschlossenen System bleibt entweder
gleich (wenn alle ablaufenden Prozesse reversibel sind) oder sie
nimmt zu.

Die Entropie ist eine thermodynamische Zustandsfunktion und hat die Einheit

N ()
181 = [Mol] [T]  molK

(wie eine Warmekapazitét).

Spater hat L. BOLTZMANN eine statistische Interpretation der Entropie einge-
fithrt: sie verbindet die Entropiednderung AS mit der relativen Wahrscheinlichkeit
der Anfangs- und Endzusténde, und zwar logarithmisch (da sich Wahrscheinlichkeiten
multiplikativ, Entropien aber additiv kombinieren):

ASi 5 =-RIn {ﬂ] .
w2
Die Entropie ist demnach ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit des Zustands, oder aber
auch ein Maf fiir die Ordnung des Zustands (da geordnete Zustédnde weniger wahr-
scheinlich sind).

Eine noch allgemeinere Interpretation kam in den 30er Jahren aus der Informati-
onstheorie (SHANNON, JAYNES). Dort ist die Entropie ein Maf fiir den (fehlenden)
Informationsgehalt einer Messung; die Entropie Sy einer Messung M mit moglichen
Mefwerten m, die mit Wahrscheinlichkeit w,, beobachtet werden, ist gegeben durch:

Su=—-R Z Wy Infwy] .

Sie gibt also die Unsicherheit oder fehlende Information des Zustands an.
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3.4.2 Beispiele fiir Entropieinderungen

Beispiel: adiabatische Ausdehnung des idealen Gases
Wir berechnen zunéchst die molare Entropie eines idealen Gases. Umschreiben des 1.
Hauptsatzes (fiir ein Gas) ergibt:

6Q =dU + PdV
und damit
09 _ U pav
T T T

Einsetzen des gaskinetischen Ausdrucks dU = f/2 RAT sowie Verwendung der allge-
meinen Gasgleichung fiir P, P = RT/V, ergibt:

ds

st pdT LAV g

SR 7 = g RAW(T] + Rdn[V].

Die Entropieinderung AS;_.o bei der Zustandsinderung von Zustand 1 zu Zustand 2
(mit T =T, bzw. Tz, V = V; bzw. V) erhalten wir durch Integrieren:

ASi s = R{g In {%j +in {%] } . (3.3)

Wir betrachten nun zwei solcher Prozesse: die reversible und die irreversible Aus-
dehnung eines idealen Gases, ohne Wirmeaustausch mit der Umgebung (adiabatische
Prozesse), siehe Tabelle ?77.

(Tafelbild: zwei Késtchen je mit Volumen V, mit je 1 Mol eines idealen Gases in der linken Hélfte
(Volumen Vi = V/2) bei der Temperatur T4. Beide Késtchen sind wirmeisoliert, beide enthalten
Vakuum in der rechten Hélfte. Eines hat als Trennwand eine Berstscheibe, das andere hat einen
reibungsfrei verschiebbaren Kolben. Platzen der Berstscheibe erlaubt irreversible Ausdehnung des
Gases, langsames Herauslassen des Kolbens gegen duftere Kraft erlaubt reversible Ausdehnung.)

Tabelle 3.2.
Grofe reversible Ausdehnung irreversible Ausdehnung
Arbeit 6W = —PdV = 0 (keine Arbeit gegen Vakuum!)
Wirme 6Q = 0 (adiabatisch!) = 0 (adiabatisch!)
Energie dU = —PdV; T sinkt — T5!? =0 ; T bleibt konstant bei T}!
Entropie dS =6Qrev/T =0 ds > 6Q/T > orb

* T berechnen durch Einsetzen von dU = f/2 RdT und PdV = RT dV/V, dann Integration zwischen
Vi und 2V; =V entspr. 77 und T5.
AS berechnen mit Gl. (??), oder mit der BoLrzmANN-Formel, oder durch Erwirmen des Zustandes
nach der reversiblen Ausdehnung auf die Temperatur 7.
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3.4.3 Einzelprozesse

Wir betrachten Prozesse in einem idealen Gas, wobei die Zustandsgréfsen P,V
und/oder T sich bei Konstanthaltung einer externen Bedingung &dndern.

1. Der isotherme Prozess: die Temperatur T wird konstantgehalten. Es gilt das
Gesetz von BOYLE-MARIOTTE, PV = konst. = RT (1 Mol). Eine Arbeit wird
geleistet, )W = —PdV. Integration zwischen dem Anfangs- und dem Endvolu-
men ergibt

AW =—-RT In [E} .
VB
Um T konstant zu halten, muf eine Warmemenge AQ iibertragen werden; da
aber AU = 0 (T konstant!), ist AQ = —AW = RT In[V4/Vz]. Bei einem rever-
siblen Prozess ist dann die Entropieinderung gegeben durch

_ A0

AS T

[

VB
(bei konstanter T').

2. Der isobare Prozess: der Druck P wird konstantgehalten. Die Arbeit ist dann
einfach AW = —PAV. Die iibertragene Wirmemenge ist gegeben durch 6Q) =
CpdT, die Anderung der inneren Energie durch dU = CvydT. Beispiel: Cp-
Messung. Der 1. Hauptsatz ist mit dem 1. Gay-Lussac’schen Gesetz identisch:

RAT = PdV (P = konst.) .

3. Der isochore Prozess: das Volumen V wird konstantgehalten. Hier wird keine
Arbeit geleistet, der 1. Hauptsatz lautet einfach dU = §Q, oder Cy = dU/dT (=
f/2R beim idealen Gas). Beispiel: Cy-Messung. Das 2. Gay-Lussac’sche Gesetz
gilt: dU = f/2RdT = f/2V dP (V = konst.).

4. Adiabatische Prozesse: es wird keine Wérme iibertragen, 6¢Q = 0. Hier ist die
Ausfithrung des Prozesses (reversibel /irreversibel) entscheidend; beim reversiblen
adiabatischen Prozess ist die Entropie konstant, d.S = 0, aber die innere Energie
U andert sich (dU = §W). Beim vollstindig irreversiblen Prozess gibt es immer
eine Entropieproduktion, dS > 0, jedoch keine Arbeit, U und T bleiben dann
konstant.

3.4.4 Kreisprozesse

Kreisprozesse sind (z. T. idealisierte) thermodynamische Zyklen, bestehend aus meh-
reren Einzelprozessen, die zum Ausgangszustand zuriickfiihren.

Der Carnot’sche Kreisprozess hat den hochsten Wirkungsgrad. Er besteht aus zwei
Isothermen (T = konst.) und zwei Adiabaten (6Q) = 0). Die Einzelprozesse werden
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vollstandig reversibel durchgefiihrt. Als Arbeitssubstanz nimmt man sinnvollerweise
ein Mol eines idealen Gases (nicht notig, aber zweckméfig, da die Zustandsgleichung
einfach und exakt bekannt ist: die allgemeine Gasgleichung: PV = RT).

Die » Carnotmaschine« 1dt sich in einem P-V-Diagramm darstellen; die Nettoarbeit
ist dann die Fldche innerhalb der geschlossenen Kurve, die von den beiden Isothermen
(rot, blau) und den beiden Adiabaten (griin) eingegrenzt wird (da W = —PdV).
Man kann auch ein entsprechendes T-S-Diagramm zeichnen, die Nettowérme ist hier
gegeben durch die eingeschlossene Fliche (da 6Q = T'd.S).

Bei der Carnotmaschine hat das T-S-Diagramm die einfache Form eines Rechtecks
(T = konst. bei den Isothermen, S = konst. bei den Adiabaten). Die Form des P-
V-Diagramms ist durch die Gasgesetze gegeben (PV = konst. bei den Isothermen,
PV* = kounst. bei den Adiabaten, wo k = Adiabatenexponent (f + 2)/f wobei f =
Anzahl der Freiheitsgrade):

Druck p (bar) Temperatur T (K)
A .
10+ 0 A B
&00-
8 550
500
8 + 450
400
4
B 350
2 300
D e c 0| D c
a - - 200 T T T T
10 20 30 40 50 60 0 12 14 16 18 20 2
Volumen [ (1) Entropie § (] /mol K)
Abbildung 3.2. P — V—Diagramm Abbildung 3.3. T' — S—Diagramm

Bei den Isothermen (z.B. isotherme Ausdehnung des idealen Gases vom Anfangs-
zustand [Pg4, V4] bis zum Zwischenzustand [Pg,Vg| mit T = T; = konst., wo-
bei P4V4 = PgVg) gelten folgende Bedingungen:

dU =0 (innere Energie = gRT = konst.)
und qv

Bei den Adiabaten (z.B. adiabatische Ausdehnung des idealen Gases vom Zustand
[Pg, VB] bei T = Ty zum Zustand [Pc, Ve| bel T = Ty, mit Ty > Ts) gilt:

f
2
Integration der Gleichungen 6W = dU fiir die Adiabaten zeigt, daft AWpc = —AWpa
(da AT umgekehrt gleich ist fiir beide), sowie dafs

Va_ Vs
Vo Vo

0Q =0, W =dU = ZRdT .

(3.4)

Physik fiir Studierende der Biologie, Biochemie, Chemie, . ..



148 3 Warmelehre

gelten mufs. Damit folgt fiir die Arbeiten bei den Isothermen:

AWap  —AWep
T = (3.5)

und daraus
—AQap  —AQ1  AQcp AQ» (3.6)
T T Ty T, - .

AQ) ist hier die im 1. Einzelprozess (der isothermen Ausdehnung bei T}) aufgenom-
mene Wérme, AQs die im 3. Einzelprozess (der isothermen Kompression bei T5) ab-
gegebene Wirme (» Abwiirme«). Die innere Energie éndert sich nach einem gesamten
Zyklus nicht (AUap = AUcp = 0 und AUpc = —AUpa — dies mufs so sein, da die
Energie eine Zustandsfunktion ist!).

Eine weitere Grofe, der Quotient AQ/T, #ndert sich auch nicht — sie ist Null bei
den Adiabaten und umgekehrt gleich bei den Isothermen (s.o0.). Sie ist daher auch eine
Zustandsfunktion und wird Entropie S genannt. Es gilt:

AQrev
T

AS = (bei reversiblen Prozessen) .

Fiir den Wirkungsgrad n des gesamten Zyklus haben wir

_ [netto geleistete Arbeit]
~ |aufgenommene Wirme]

(die Abwérme zahlt nicht, da sie im Prozess nicht weiter genutzt werden kann). Somit

ist
_ [AWep + AWap]  [AQ1 + AQs]
7= AQ: A 0

oder, aufgrund von (??) auf Seite 77,

[Ty — Ty
Ty ’

Dieser Wirkungsgrad ist immer < 1, er kann nur 1 werden (100 % der Wirme in Arbeit
umgewandelt), wenn T = 0 (absoluter Nullpunkt!).

3.5 Entropie und freie Energien

Weitere Beispiele fiir Entropieinderungen
Wir haben als Beispiel einer Entropiednderung die Ausdehnung eines idealen Gases
betrachtet und dabei gesehen, daff man die Entropieinderung bei der adiabatischen,
irreversiblen Ausdehnung mit Hilfe der BOLTZMANN-Formel als Funktion der relativen
Wabhrscheinlichkeit bzw. der Unordnung — in diesem Falle einfach proportional dem
Volumen des jeweiligen Zustandes — angeben kann:
Va
AS=vRIn [V } .

1

Physik fiir Studierende der Biologie, Biochemie, Chemie, ...



3.5 Entropie und freie Energien 149

Man kann sich einen Behilter vom Volumen 2 Vj vorstellen, durch eine verschiebba-
re Trennwand in zwei Hélften getrennt. Falls jede Hélfte das gleiche Gas bei gleicher
Temperatur und gleichem Druck enthélt, dann &ndert sich gar nichts, wenn die Trenn-
wand entfernt wird — es findet zwar eine Durchmischung der Teilchen statt, diese ist
aber nicht nachweisbar, da sie alle gleich sind. Sind jedoch zwei verschiedene Gase in
beiden Hilften (z.B. N2, O2), findet bei Entfernung der Trennwand eine echte Durch-
mischung statt; die Unordnung (und daher die Entropie) steigt. Das Gas in jeder Halfte
erfahrt eine Verdopplung des ihm verfiigbaren Volumens. Wenn jede Hélfte ein Mol
des jeweiligen Gases enthilt, ist die gesamte Entropiednderung gleich

AS =2RIn[2] .

Dies nennt man Mischungsentropie.

3.5.1 Weitere Zustandsgrofsen

Es ist oft niitzlich, aufier der inneren Energie U und der Entropie S einige weitere
Zustandsfunktionen zu definieren. Die innere Energie ist die passende Groéfse, um den
Energiegehalt eines Systems bei Prozessen mit konstantem Volumen anzugeben, da

dU = 6Q — PaV,

d.h. bei V = konst. gilt dU = §Q; so z.B. lafit sich fiir die Warmekapazitiat Cy
schreiben: Cy = §Q/dT (V = konst.) oder Cy = dU/dT.

Wenn aber der Druck P konstant gehalten wird (hiufige Bedingung bei chemischen
Reaktionen), dann ist eine neue Grofe eher passend — die Enthalpie oder »freie Wir-

me«:
H=U+PV bzw. dH =dU + PdV + VdP.

Damit ist
dH = (0Q — PdV) + PAV + VAP =6Q + VdP,

d. h.
dH =6Q (wenn P = konst.).

Fiir die entsprechende Warmekapazitat Cp haben wir dann:

0Q dH
=37 (P = konst.) oder Cp = a7

Nun stellen wir die Frage: » Welche Prozesse laufen spontan ab?« Wir wissen, dafs
alle Systeme den Zustand niedrigster Energie anstreben; ein Stein rollt spontan bergab,
bis er aufgehalten wird oder in der Talsole zur Ruhe kommt: d.h. die Energie wird
minimiert. Gleichzeitig streben aber alle Systeme den Zustand maximaler Entropie an
— die Unordnung nimmt spontan zu. Zur Beantwortung der obigen Frage miissen wir
beide Grofsen, Energie und Entropie, kombinieren. Bei konstantem Volumen ist U die
passende Energiegrofie, und wir bilden die Kombination

Cp

A=U-TS oder dA =dU - TdS — SdT .
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Diese Zustandsfunktion nennt sich »freie Arbeit« oder Helmholtz’sche freie Energie.
Bei gegebener Temperatur T gilt dA = dU —T'dS. Ein Prozess lduft nur dann spontan
ab (bei Temperatur T und konstantem Volumen), wenn dA < 0. Dies kann geschehen,
indem das System Energie an die Umgebung abgibt (d U < 0), (Beispiel: reversible
adiabatische Expansion des idealen Gases) oder indem es seine Entropie erhoht (dS >
0) (Beispiel: irreversible Expansion des idealen Gases), oder beides. Wenn beide Terme
unterschiedliche Vorzeichen haben, kommt es darauf an, welcher Term grofier ist (z. B.
Energieerniedrigung bei gleichzeitiger Entropieerniedrigung, dU < 0,d.S < 0).

Fiir Prozesse bei konstantem Druck benutzt man statt U die Enthalpie H:

G=H-TS oder dG =dH —TdS —5dT .

Die Funktion G ist auch eine Zustandsfunktion, genannt »freie Enthalpie« oder
Gibbs’sche freie Energie. Bei gegebener Temperatur 7" und konstantem Druck lauft
ein Prozess nur dann spontan ab, wenn die freie Energie G dabei erniedrigt wird,
dG < 0. Dies kann auch entweder durch Enthalpieerniedrigung (d H < 0, Wirme
wird freigesetzt), durch Entropieerhéhung (dS > 0), beides, oder durch Uberwiegen
des negativen Termes wenn beide in Konkurrenz treten. Gleichgewichtsbedingung: G
bzw. A minimal (dann liuft keine Anderung des Zustandes spontan ab!) (Beispiel:
Losungswérme)

3.5.2 Phaseniiberginge

Die tiibliche Materie kommt in drei Aggregatzustianden vor: gasformig, fliissig, und fest.
Die letzten beiden werden »kondensierte Phasen« genannt. Ubergénge zwischen diesen
Zusténden heifsen »Phaseniibergéinge«; sie sind:

e Kondensieren (gasformig — fliissig oder fest),
e Verdampfen (Fliissigkeit — Gas),

o Gefrieren oder Erstarren (Fliissigkeit — fest),
e Schmelzen (fest — fliissig) sowie

e Sublimieren (fest — gasférmig).

Weitere Phaseniiberginge finden zwischen strukturellen Phasen (verschiedene Kristall-
strukturen innerhalb einer kondensierten Phase, z. B. Diamant — Graphit, normal-
fliissig — suprafliissig) bzw. zwischen magnetischen oder elektronischen Zustédnden
statt (paramagnetisch — ferromagnetisch, normalleitend — supraleitend).

Um Phaseniibergénge zu verstehen, nehmen wir als Beispiel das Kondensieren eines
Gases zur Fliissigkeit. Dies geschieht nicht beim idealen Gas; das ideale Gas hat weder
Eigenvolumen noch Wechselwirkungskrifte zwischen seinen Teilchen, die Zustands-
gleichung sagt voraus, daf es bei gréfser werdendem Druck und tieferen Temperaturen
nur allméhlich »verschwindet«. Ein reales Gas hat dagegen ein Eigenvolumen und
intermolekulare Kréafte (Kohésionskriifte, meistens elektrische, sogenannte VAN-DER-
WaaLs-Krifte).
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3.5.3 Das reale Gas

Wirkliche Gase bestehen aus Atomen oder Molekiilen, die nicht Massenpunkte sind,
sondern ein Eigenvolumen haben (Kovolumen b pro Mol); sie iiben auch (anziehende)
Wechselwirkungskrifte aufeinander aus, welche die mittlere Gasdichte und damit den
Gasdruck erhdhen (Binnendruck a/V?2). Somit lautet die Zustandsgleichung (» VAN
DER WAALS-Gleichung«):

a
<P+V_1%> (Vin —b) = RT
fiir ein Mol des realen Gases. (Der Faktor V,2 im Nenner des » Binnendrucks« stammt
aus der Dichteabhéngigkeit der Energie des realen Gases aufgrund der Wechselwir-
kungskrafte zwischen den Teilchen. Hier ist a eine Stoffkonstante mit der Einheit
Pam?).

Dieses Gas zeigt einen Phaseniibergang (Kondensieren zur fliissigen Phase). Die
Isotherme dieser Gleichung sind bei hohen Temperaturen #hnlich denen der idea-
len Gasgleichung. Bei tieferen Temperaturen zeigen sie erst einen und dann zwei
Wendepunkte— dies bezeichnet den Bereich des Kondensierens. Dabei bleibt der Druck
konstant (Dampfdruck), das Volumen verringert sich um einen Faktor von ca. 1000.
Die Entropie und die Energie des Gases nehmen beim Kondensieren ab, letztere um
einen relativ grofien Betrag (die latente Warme oder Kondensationswérme).

Wenn sich ein reales Gas durch einen Drossel von einem Bereich hoheren Drucks Py
in einen Bereich niedrigeren Drucks P, ausdehnt (ohne externe Arbeitsleistung!), dann
kann es sich infolge der »internen Arbeit« (Arbeit gegen die Anziehungskrifte im Gas)
abkiihlen. Dies heifst Joule- Thompson-Effekt, und kann zur Kiithlung verwendet werden
(Linde-Verfahren zur Luftverfliissigung; siehe Abb. 77.)

Diese Methode hat einen begrenzteren Temperaturbereich und niedrigeren Wir-
kungsgrad als die Expansionsmaschine (CARNOT-Maschine), ist aber leichter zu reali-
sieren (Beispiel: COg-Schnee). Hier wichst wieder die Unordnung (Entropie), sie wird
nur teilweise von der Temperaturabnahme kompensiert.

Tragt man den Druck gegen T auf, so erscheinen die Phasengrenzen als Kurven,
man nennt dies ein Phasendiagramm (siche Abb. ?7?). Die hochste Temperatur, bei
der Kondensieren noch moglich ist, heifst »kritischer Punkt«; die Temperatur wo die

gasformige, die fliissige und die feste Phase alle koexistieren heifst » Tripelpunkt«. (Ta-
felbild, Versuche)

3.6 Transportphidnomene

Transportphéinomene bezeichnet eine Reihe von Prozessen, in denen eine Grofe in-
nerhalb der Materie bewegt wird. Ursache der Bewegung ist eine Nicht-Homogenitét
(meistens von der transportierten Grofie selbst) innerhalb der Materie. Der Transport
wird durch die thermische Bewegung der Atome oder Molekiile der Materie ermoglicht.

Gemeinsam haben alle Transportphidnomene die Existenz einer Stromstérke, wel-
che die pro Zeiteinheit transportierte Menge beschreibt, eine Materialkonstante, die
die Transportgeschwindigkeit (meist als Funktion der Temperatur) angibt, sowie eine
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Abbildung 3.4. P-V-Diagramm eines VAN-DER-WaALs-Gases. Oberhalb der rot-gelben Linie verhalt
sich das Gas wie ein ideales Gas. K bezeichnet den kritischen Punkt: unterhalb der entsprechenden
Temperatur beginnt das Gas zu kondensieren. Im Bereich der griin-gestrichelten Linien (Koexistenz-
gebiet) existieren Gas und Fliissigkeit nebeneinander beim konstanten Dampfdruck (blaue Linien).
Der kritische Druck P und das kritische Molvolumen V). sind angegeben

Transportgleichung (Differentialgleichung), die den Zusammenhang zwischen Strom-
stirke, Materialkonstante und Inhomogenitét (Gradient) beschreibt.

Als Beispiele nehmen wir den Transport der Warme (Warmeleitung), der Materie
(Diffusion), des Impulses (viskose Stromung) sowie der elektrischen Ladung (elektrische
Leitung); A ist hier die Querschnittsfliche der Materie (siche Tabelle auf Seite 77).

Die Materialkonstanten kénnen mit Hilfe der mikroskopischen Grofen v (Teilchenge-
schwindigkeit), n (Teilchendichte), I (mittlere freie Weglinge) und m (Teilchenmasse)
ausgedriickt werden:

1
/\zgkin<v>l D:§vln
2
n=-nmuvl und 0:2n—eol
3 muv

wobei k die BOLTZMANN-konstante, eg die Elementarladung, und f die Anzahl der
Freiheitsgrade sind; die Ladungsdichte der freien Ladungstréiger ist p. = eg n.
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Abbildung 3.5. Joule-Thompson-Effekt. Das reale Gas strémt bei dem hohen konstanten Druck P
von der linken Kammer durch den Drossel in die rechte Kammer (niedriger konstanter Druck P), es
kiihlt sich dabei ggf. ab. Die Enthalpie bleibt konstant in diesem Prozess.
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Abbildung 3.6. Phasendiagramm fiir CO2. Der Punkt, wo alle drei Phasen koexistieren, heifit » Tri-
pelpunkt« Tr; der Punkt, oberhalb dessen kein Kondensieren mehr moglich ist, heifst »kritischer
Punkt« K. Bei Normaldruck (1 bar) existiert CO2 nur in der Gasphase oder als Festkorper.



Tabelle 3.3.

Prozef Stromgrofe Materialkonstante Transportgleichung
Wirmeleitung Wiarmemenge Q; Wirmeleitfihigkeit Iq = —AXNdT/dx
Wirmestrom A (J/msK)
Iqo =dQ/dt
Diffusion Konzentration n; Diffusions- I, =—-ADdn/dz
Materiestrom konstante
I, =dn/dt D (1/ms)
Stréomung Impuls p; Viskositét R =
Impulsstrom n (Ns/m?) — Anduvg/dx
dp/dt = —FR
(Reibungskraft)
elektrische elektrische elektrische Leit- I=-AcdU/dx
Stromleitung Ladung ¢ (As); fahigkeit (U = Spannung)
elektrischer o (A/Vm) (V)

Strom I = dg/dt




2 Optik

2.1 Wellenoptik

Wir beginnen nun ein neues Gebiet, das jedoch direkt an die Elektrizitatslehre ankniipft: die Wellenoptik.
Sie behandelt die Wechselwirkung von Wellen, insbesondere (aber nicht ausschlieflich) Licht- oder elektro-
magnetischen Wellen, mit Materie. Wir hatten bereits eine kurze Einleitung zu den elektromagnetischen
Wellen (siehe Abschnitt auf Seite 99), an die wir uns im Folgenden erinnern sollten.

Eine wesentliche Eigenschaft von Wellen aller Art — d. h. auch von Lichtwellen — ist ihre Fahigkeit, sich
zu iiberlagern, was wiederum zu den Phinomenen der Interferenz und der Beugung fiihrt:

2.1.1 Beugung und Interferenz

Wellen — auch elektromagnetische Wellen — konnen sich dberlagern. Falls sie die (anndhernd) gleiche
Frequenz und Wellenlange haben, entsteht dabei eine neue Welle, die — je nach Phasenbeziehung der sich
tiberlagernden Wellen — verstdrkt oder abgeschwdcht ist.

Dieses Phanomen nennt man Interferenz; die Verstéarkung (die auftritt, wenn die Phasenverschiebung
einer ganzen Wellenlinge entspricht, d.h. Ap = An, n = 0,1,2 ...) heilt konstruktive Interferenz,
die Ausloschung (die auftritt, wenn Ap = A/2, 3X\/2, 5A/2,..., d.h. eine halbe Wellenlinge) heifst
destruktive Interferenz. Wellen, die interferenzfihig sind (d.h. Wellen mit fester Phasenbeziehung und
gleicher Frequenz) werden kohdrente Wellen genannt.



Lassen wir Wellen auf ein Hindernis fallen, welches einen Teil der Wellenfront durch Absorption oder
Reflexion am Weiterlaufen hindert, den Rest aber durchlasst, so erscheint am Rande des durchgelassenen
Strahls die sogenannte Beugung: der Strahl lduft nicht nur geradeaus, sondern wird seitlich zu den Randern
vom Hindernis abgelenkt.

Dies kann man sich durch die Huygens’sche Konstruktion (siche Abb. 2.1 auf der néchsten Seite)
klarmachen: demnach stellt jeder Punkt einer Wellenfront (eigentlich reichen Punkte, die jeweils um A/2
voneinander entfernt sind) den Ausgangspunkt einer neuen Elementarwelle dar. Die Elementarwellen brei-
ten sich kreis- oder kugelférmig aus, sie heben sich durch Interferenz in allen Richtungen auf, bis auf die
urspriingliche Ausbreitungsrichtung. Dort bildet die Einhiillende der Elementarwellen die neue Wellen-
front. Wenn die Welle ein Hindernis trifft, werden einige Elementarwellen ausgeschaltet, die verbleibende
Welle ist an den Randern gekriimmt (siehe Abb. 2.1).

Wenn die Welle durch einen Spalt der Breite d = A/2 geht, bleibt nur eine Elementarwelle, sie breitet
sich hinter dem Spalt kreis- oder kugelférmig aus. Wenn d > A /2, gibt es mehrere Elementarwellen, die
miteinander interferieren. Dabei haben die einzelnen Elementarwellen einen Gangunterschied A, sie sind
gegeneinander phasenverschoben. Bei der Uberlagerung entstehen daher konstruktive oder destruktive
Interferenzen, je nach Gangunterschied (siche Abb. 2.2 auf Seite 227). Am weit entfernten Bildschirm
entsteht ein Beugungsmuster (helles zentrales Maximum, mehrere nach aufen schwicher werdende Ne-
benmaxima = »Beugungsringe oder -streifen«)

2.1.2 Beispiele fiir Beugung/Interferenz

Die Interferenz bezieht sich auf Uberlagerung kohirenter Wellen, d.h. Wellen, die annihrend gleiche
Frequenzen bzw. Wellenlangen und eine feste Phasenbeziehung haben.
Mit Beugung bezeichnen wir die Richtungsénder%ri%, die eine laufende Welle erfahrt, wenn sie an einem
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Abbildung 2.1. Huygens’sche Konstruktion: die von oben ankommenden Lichtstrahlen lassen sich durch Elementarquellen (o) darstellen; jede

Elementarquelle sendet eine Kugelwelle aus, die Uberlagerung dieser Kugelwellen bildet die neue Wellenfront. Am Rand des Hindernis werden
die Wellen abgelenkt (Beugung)

Hindernis vorbeikommt: einer Kante, einem Spalt, einer runden Offnung. Beugung und Interferenz treten
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Abbildung 2.2. Gangunterschied von zwei Elementarwellen: zwei Strahlen, die um einen Winkel o an einem Spalt der Breite D abgelenkt
werden und sich auf einem (weit entfernten) Schirm am Ort = von der Mittellinie entfernt treffen, haben einen Gangunterschied A; er betrigt
hier (D/2) sin « (&hnliche Dreiecke)

oft gemeinsam auf, da die gebeugten Teilwellen sich iiberlagern und interferieren konnen. Es gibt (u.a.)
drei wichtige Fille:

1. Doppelspalt-Interferenz (sieche Abb. 2.3 auf der néchsten Seite): Eine Welle passiert zwei Spalte
S1 und Sy, die im Abstand d zueinander stehen und jeweils so schmal sind, dal nur eine Elemen-

tarwelle von jedem Spalt ausgeht. Die Verteilung der Amplituden in der Beobachtungsebene ist
227
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Abbildung 2.3. Doppelspalt-Interferenz

kosinusformig; die Maxima sind gegeben durch die Bedingung

A
SinonaX:nE (n=0,1,2,3...).

. Beugung an einem breiten Spalt (siche Abb. 2.4 auf der folgenden Seite): Eine Welle passiert einen
Spalt, der so breit ist, dafs viele Elementarwellen von ihm durchgelassen werden. Diese Teilwel-
len interferieren miteinander und geben in der Beobachtungsebene ein Beugungsmuster mit einem

breiten zentralen Maximum und schwicheren Nebenmaxima. Die Amplitudenverteilung auf dem
Bildschirm hat die Form [sin A®|/Ad, wo Ad die gesamte Phasenverschiebung (d.h. die von den

298



AN

Abbildung 2.4. Durch den breiten Spalt laufen viele Parallelstrahlen, die alle um den Winkel o abgelenkt werden; das kleine Bild zeigt den
Gangunterschied A = Dsin o zwischen den Randstrahlen. Die Strahlen (jeder stellt eine Elementarwelle dar) treffen sich am Bildschirm und
erzeugen dort Interferenzen
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Randstrahlen) ist. Der Winkel, bei dem das erste Minimum auftritt, ist gegeben durch:
A

sin oy, = £n— (n=1),

D
wobei D die Spaltbreite angibt (siehe auch Abb. 2.5 auf der néchsten Seite).

3. Beugung am Gitter (siehe Abb. 2.6 auf Seite 232 und Abb. 2.7 auf Seite 233): wir haben nun eine
grofe Anzahl von Einzelspalten (N pro Léngeneinheit) die nebeneinander stehen, jeweils mit dem
Abstand g (¢ = »Gitterkonstante«, d.h. ¢ = 1/N). Die Teilwellen von den Spalten geben in der
Beobachtungsebene scharfe, gut getrennte Hauptmaxima (0., 1., 2. ...Ordnung). Die Bedingung
fiir ein Maximum der n. Ordnung in der Beobachtungsebene ist dann:

A

SIN O\ fax = N— .

Beugung am Gitter hat eine wichtige Anwendung in der Wellenldngenbestimmung (Spektroskopie
in verschiedenen Bereichen, auch in der Astronomie) sowie zur Strukturbestimmung von Molekiilen
und Kristallen (das » Beugungsgitter« ist dann das mikroskopische Kristallgitter, man verwendet
kurzwellige Strahlung wie Réntgenstrahlung, Elektronen oder Neutronen).

2.2 Polarisation des Lichtes

Eine transversale Welle hat ihre Schwingungsrichtung (z. B. den E-Feldvektor einer Lichtwelle) senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung k. Es gibt jedoch beliebig viele Ebenen, die senkrecht zu einem gegebenen
k stehen. Wenn die Schwingungsrichtungen von Wellen wahllos iiber diese mdglichen Ebenen verteilt
sind, heifen sie unpolarisierte Wellen (Beispiel: >>§1380ti'1rliches<< Licht: Sonnenlicht oder Licht von einer
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Abbildung 2.5. Beugungsbilder: links das Bild von einem Einzelspalt der Breite D > /2. Die Intensititsminima treten fiir z = +7, 27,37 . ..
auf, entsprechend der Bedingung sin angy, = nA\/D, mit n = +1,2,3 .. ; rechts das Bild von zwei gleichen Spalten; zum Beugungsbild (einhiillende

Kurve) kommt ein Interferenzmuster der Strahlen von den beiden Spalten (kosinusférmige Anderung der Amplitude entsprechend dem Abstand
d der beiden Spalten)
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Z = Sl sin a
A
Abbildung 2.6. Beugung am Gitter, dargestellt fiir zwei verschiedene Gitter; oben (a) fiir p = 8 Einzelspalte, unten (b) fiir 4 Spalte. Es
bilden sich Hauptmaxima aus, die restlichen Maxima im Interferenzbild werden mit wachsendem p zunehmend schwécher. Bei p = 4 ist jedes 3.

Maximum ein Hauptmaximum, bei p = 8 jedes 7. Maximum usw.
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Abbildung 2.7. Gitterbeugung von einer grofen Anzahl von Einzelspalten (p = 40). Die Hauptmaxima sind nun sehr scharf und intensiv, die
Nebenmaxima fast unsichtbar. Die einhiillende Kurve (gestrichelt) entspricht dem Beugungsbild der einzelnen Spalten

thermischen Quelle). Findet dagegen die Schwingung in nur einer bestimmten Ebene statt, spricht man
von einer polarisierten Welle (in diesem Falle: linearpolarisiert, siche Abb. 2.8 auf Seite 248).

Eine beliebige linearpolarisierte Welle 148t sich als Uberlagerung zweier polarisierten Wellen mit senk-
recht zueinanderstehenden Amplituden (E,, E;) und ohne Phasendifferenz (oder mit der Phasendiffe-
renz Ap = nA/2,n = 0,1,2...) darstellen. Die Amplitude der resultierenden Welle ergibt sich als
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Vektorsumme der beiden Amplituden F, und E;, ihr Betrag und ihre Richtung hingen von der relativen
Groke von E, und E, ab.

Eine weitere Art der Polarisation entsteht, wenn die Wellen F, und E, mit einer Phasenverschiebung
von Ap = A/4 iiberlagert werden: die Amplitude der resultierenden Welle dreht sich um die k-Achse
einmal pro Schwingung, wobei ihr Betrag konstant bleibt. Dies nennt man eine zirkulare Polarisation. Je
nach Drehsinn (d.h. Ap = 4+X/4 oder —\/4) wird sie als rechts-zirkular-polarisierte oder links-zirkular-
polarisierte Welle bezeichnet (rhc bzw. lhe; Konventionen!). Eine zirkularpolarisierte Welle tibertrégt
nicht nur Energie und Linearimpuls, sondern auch Drehimpuls (siche Abb. 2.9 auf Seite 249).

Ist die Phase 0 < Ay < A\/4, so dreht sich die Amplitude und &ndert ihren Betrag gleichzeitig; dies
wird als elliptische Polarisation bezeichnet. Uberlagert man zwei zirkularpolarisierte Wellen (rhc + lhe),
so entsteht wieder eine linearpolarisierte Welle, deren Polarisationsebene von der Phasendifferenz der
beiden tiberlagerten Wellen abhangt.

2.2.1 Entstehung der Polarisation
Es gibt verschiedene Wege, eine linear- oder zirkularpolarisierte Welle zu erzeugen:

1. Emission durch eine polarisierte Quelle (z. B. schwingenden Dipol mit feststehender Dipolachse);
2. Streuung oder Reflexion einer Welle um einen festen Winkel (Dipolmodell! Brewsterwinkel);

3. Transmission durch einen doppelbrechenden Kristall (s.u.);

4. Transmission durch einen Polarisationsfilter (Polaroidfilter);

5. Uberlagerung polarisierter Wellen (s.0.)
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2.2.2 Doppelbrechung

Verschiedene Kristalle (z. B. Kalkspat, Quarz) zeigen unterschiedliche Lichtgeschwindigkeiten fiir trans-
mittiertes Licht mit senkrechter bzw. paralleler Polarisation F, oder E, (relativ zur »optischen Achse,
die von der Kristallstruktur festgelegt wird). Ein unpolarisierter Lichtstrahl, der auf einen solchen Kristall
fallt, wird in zwei Strahlen mit unterschiedlicher Ausbreitungsrichtung k und senkrecht zueinanderste-
henden Polarisationsrichtungen (»ordentlicher« und »auferordentlicher« Strahlen) aufgespalten. Féllt ein
linear-polarisierter Strahl senkrecht zur optischen Achse ein, so wird er nicht abgelenkt, aber die beiden
Polarisationskomponenten F, und E, erfahren eine Phasenverschiebung je nach Kristalldicke; der ausge-
hende Strahl kann dann zirkularpolarisiert sein (» A/4-Platte«).

2.2.3 Optische Aktivitat

Manche Substanzen (insbes. Lésungen von organischen Verbindungen mit asymmetrischen C-Atomen,
z. B. Zucker, Aminoséuren) zeigen verschiedene Lichtgeschwindigkeiten fiir rhc und lhc Lichtwellen. Wenn
linearpolarisiertes Licht sie durchquert, das aus einer Uberlagerung von rhc- und [he-Komponenten be-
steht, werden die beiden Komponenten relativ zueinander phasenverschoben, je nach Probendicke d; dies
erzeugt eine Drehung ¢ der Polarisationsebene, proportional d (und bei Losungen proportional der Kon-
zentration ¢ des »optisch aktiven« Stoffes). Die Proportionalitidtskonstante ist die spezifische Drehung
ag, gemessen in Drehwinkel ( °)/mm. Dies kann zum Nachweis und zur Analyse von solchen Substanzen
verwendet werden (Polarimeter!).

Andere polarisationsabhingige Effekte hingen vom mechanischen Strek oder vom angelegten elek-
trischen oder magnetischen Feld ab (Strefdichroismus, optischer KERR-Effekt, FARADAY-Effekt). Die
meisten dieser Effekte sind auch wellenlingenabhdingig (Dichroismus).
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Wird eine linearpolarisierte Welle mit einem Winkel ¢ zwischen ihrer Polarisationsebene und der Durch-
lalsrichtung eines Polarisationsfilters vom Filter transmittiert, so reduziert sich ihre Amplitude um den
Faktor cos ¢ (idealer Filter). Polaroidfilter sind im sichtbaren Bereich weitgehend wellenlingenunabhdngig.

2.3 Geometrische Optik

Um das Verhalten von Licht in der makroskopischen Welt zu beschreiben, insbesondere um die Funkti-
onsweise von optischen Instrumenten zu verstehen, reicht ein idealisiertes Bild der Lichtausbreitung aus:
wir vergessen die Wellennatur vom Licht und betrachten die Ausbreitung von (gedachten) Strahlen oder
Strahlenbiindel. Diese sind (beliebig diinne) Linien, die senkrecht zu den Wellenfronten des Lichtes stehen
und sich geradlinig ausbreiten, aufser bei Wechselwirkung mit optischen Elementen.

2.3.1 optische Elemente. Reflexion und Brechung

Optische Elemente fallen (grob gesagt) in drei Gruppen: Spiegel, Prismen und Linsen. Sie wechselwirken
mit den Lichtstrahlen durch zwei Phinomene: die Reflexion und die Brechung. Beide finden im Prinzip
bei jedem Ubergang eines Lichtstrahls von einem Medium zum anderen statt.

Die Reflexion eines Lichtstrahls dhnelt dem voll-elastischen Stofs eines Teilchens mit einer flachen Wand:
die Impulskomponente senkrecht zur Wand wird umgekehrt, die Komponenten parallel zur Wand bleiben
unverandert. Das Ergebnis ist ein reflektierter Strahl, der in einer Fbene mit dem einfallenden Strahl sowie
der Flichennormale (»Einfallslot«) liegt, und den gleichen Winkel mit dem Lot bildet (» Ausfallswinkel
v«), wie der einfallende Strahl (»Einfallswinkel a«; siehe Abb. 2.10 auf Seite 250).

Die Brechung (siehe Abb. 2.11 auf Seite 251) findet statt, wenn der einfallende Strahl (teilweise) in das

zweite Medium eindringt (transparentes Medium!), dort aber eine andere Ausbreitungsgeschwindigkeit
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hat, als im ersten Medium.
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ (im Vakuum) wird von den elektromagnetischen Eigenschaften des
Vakuums (g, »elektrische Elastizitdt« des Vakuums; pg, »elektrische Triagheit« des Vakuums) bestimmt.
Ein anderes Medium als das Vakuum hat andere Eigenschaften als Tréger der elektromagnetischen Wel-
len (relative Dielektrizitédtszahl e, relative Permeabilititszahl p,). Diese multiplizieren die Konstanten g
und g und ergeben somit die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium, cy:

1 Co
B v Er€otr o B v/ Erlhr

Eine Anderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit hat auch eine Anderung der Wellenlinge A zur Folge
(aufgrund von ¢ = Av; die Frequenz v bleibt konstant!). Auferdem &dndert sich die Ausbreitungsrichtung,
wenn der einfallende Strahl nicht senkrecht auf die Grenzflache trifft.

Dies kann man mit geometrischen Modellen verstehen (Auftreffen der Wellenfronten, marschierende

M

Soldaten, Prinzip der kiirzesten Durchlaufzeit). Da die Konstanten e, und u, des Materials von der
Lichtfrequenz abhéngen, ist die Brechung auch frequenzabhéngig (Dispersion): Licht hoherer Frequenz
(bzw. kiirzerer Wellenldnge) wird starker gebrochen!

Den Brechungswinkel kann man mit Hilfe der SNELLIUS-Formel berechnen:

sina oy N
sinf@  op N

wobel a der Einfallswinkel und 8 der Winkel des gebrochenen Strahls zum Einfallslot sind, und M; bzw.
M5 bezeichnen die beiden Medien. Die dimensionslosen Zahlen Ny und Ny werden »Brechzahlen« oder
» Brechungsindizes« genannt; sie sind definiert als das Verhaltnis der Lichtgeschwindigkeit ¢y im Vakuum
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zur Lichtgeschwindigkeit ¢y im Medium:
Co
Ny =—.
CM1

Mit der obigen Formel fiir die Lichtgeschwindigkeit sieht man, daf

N = o
gilt. Da die Permeabilitat pu, fiir alle transparenten Medien etwa gleich 1 ist, wird oft als gute Naherung
N = /e, gesetzt.

Beide Phianomene — Reflexion und Brechung — konnen mit Hilfe eines Dipol-Modells mit der Wel-
lentheorie des Lichtes in Einklang gebracht werden. Dabei wird in der Materie die Anwesenheit von
elementaren (elektrischen) Dipolen (in Wahrheit die Atome und Molekiile) vorausgesetzt. Der einfallende
Strahl (Primérstrahl) regt sie zu erzwungenen Schwingungen an, die schwingenden Dipole strahlen wieder
Sekundarstrahlen ab. Der reflektierte Strahl besteht aus solchen Sekundérstrahlen, der gebrochene Strahl
aus der Uberlagerung des Primérstrahls mit vorwirtsgerichteten Sekundirstrahlen. Mit diesem Modell
kann man auch die Polarisation von reflektierten Strahlen erklaren.

2.3.2 Reflexion und Brechung an gekriimmten Flachen

Die obigen Betrachtungen der Reflexion und Brechung gelten zunichst fiir ebene Grenzflichen. Wenn
wir optische Elemente mit gekriimmten Grenzflichen (Hohlspiegel, Linsen) verwenden, koénnen einfal-
lende Lichtstrahlen in einen Brennpunkt gesammelt bzw. zerstreut werden. Dies bildet die Basis aller
bildgebenden optischen Instrumenten, angefangen mit dem menschlichen Auge.

Gekriimmte Flachen heifken konwvex, wenn sie nach auken gewdlbt sind; sie heilen konkav, wenn sie
nach innen gewdlbt sind. Ein konkaver Spiegel (Hohlspiegel) biindelt einfallende Lichtstrahlen in einen

Brennpunkt, er sammelt sie durch Reflexion. 533



Linsen sind symmetrisch gekriimmte Korper aus transparentem Material — Glas oder Kunststoff — die
Lichtstrahlen durch Brechung sammeln oder zerstreuen. Thre Brechungsindizes /N sind hoher als der des
umgebenden Mediums (meistens Luft).

e Bikonvexe Linsen (in der Mitte dicker) wirken immer als Sammellinsen;
e bikonkave Linsen (in der Mitte diinner) wirken immer als Zerstreuungslinsen;

e konkavo-konvexe Linsen (z.B. Brillengléser) kénnen Sammellinsen oder Zerstreuungslinsen sein, je
nach dem, ob sie in der Mitte dicker oder diinner sind, als am Rande.

Als Beispiel betrachten wir den Fall einer Sammellinse. Zur Vereinfachung nimmt man {iblicherweise
an, da die Brechung der Lichtstrahlen, die in Wirklichkeit an zwei Grenzflichen geschieht (hintere und
vordere Fliche der Linse) nur einmal — in der sog. Hauptebene der Linse — stattfindet. (Diese Naherung gilt
fiir diinne Linsen, deren Dicke am Mittelpunkt viel kleiner als der Durchmesser ist.) Die Symmetrieachse
durch den Linsenmittelpunkt und senkrecht zur Hauptebene heifst »optische Achse« der Linse (siehe
Abb. 2.12 auf Seite 252).

Eine (diinne) Sammellinse bricht von vorne einfallende achsenparallele Strahlen so, daf sie durch den
hinteren Brennpunkt F” gehen. Die Entfernung des Brennpunktes vom Linsenmittelpunkt nennt man die
Brennweite f. Der Kehrwert der Brennweite ist ein Mak fiir die Starke der Linse, er heilkt Brechkraft D:

1
D = 7 (Einheit: dioptrie = 1/m, 1 dpt = 1 m™!) .

Die Brechkrifte diinner Linsen, die hintereinander aufgestellt sind, addieren sich einfach, solange sie nicht
zu weit auseinander stehen (Brechung an einer einzigen Hauptebene):

Dyes =2y + Dz



Bei grofseren Entfernungen der Linsen muk ein Korrekturterm eingefiigt werden:
zerstrevungslinsen brechen einfallende Parallelstrahlen so, dals sie auf der hinteren Seite der Linse
auseinandergehen (divergente Strahlen); ihre riickwértigen Verldngerungen treffen sich jedoch vor der
Linse am vorderen Brennpunkt F' . Die Brennweite f ist daher negativ, ebenfalls die Brechkraft D. Die
Kombination einer Sammellinse und einer Zerstreuungslinse gibt eine Linse mit kleinerer Brechkraft.
Die Bildentstehung bei einer Sammellinse zeigt Abbildung 2.14 auf Seite 254. Man benutzt immer drei
Strahlen, die von einem Punkt des abzubildenen Gegenstandes ausgehen:

1. einen achsenparallen Strahl, der von der Linse zum Brennpunktstrahl gemacht wird;
2. einen Mittelpunktstrahl, der ungebrochen weiterlauft;

3. sowie einen Brennpunktstrahl (durch den vorderen Brennpunkt F'), der zum Parallelstrahl auf der
Hinterseite der Linse wird .

Die Entfernung des Gegenstandes vom Linsenmittelpunkt auf der vorderen Seite der Linse heifst »Ge-
genstandsweite« g, seine Grofe » Gegenstandsgroke« G; die Entfernung des Bildes (vordere oder hintere
Seite) ist die »Bildweite« b, seine Grofe die »Bildgrofe« B. Diese hingen mit der Brechkraft 1/f der
Linse iiber die Abbildungsgleichung zusammen:

1 1 1
D=-=-+—.
fob g
Dartiiberhinaus gilt die Vergroferungsgleichung:
B b



(Beide lassen sich durch einfache trigonometrische Uberlegungen herleiten; s. Skizze zum Strahlengang.)
Wir konnen drei Féalle unterscheiden:

1. g > 2f, der Gegenstand ist aukerhalb der doppelten Brennweite. Das Bild (s. Abbildungsgleichung)
ist bei f < b < 2f esist umgekehrt, reell, und verkleinert (ein reelles Bild kann auf einem Bildschirm
geworfen werden). Dies ist der Fall z. B. beim Fernrohr und bei der Augenlinse.

2. f < g < 2f, der Gegenstand ist zwischen der einfachen und der doppelten Brennweite. Das Bild
ist bei b > 2f, es ist umgekehrt, reell, und vergrofert. Dies gilt z. B. fiir eine Projektionslinse oder
bei der Objektivlinse des Mikroskops.

3. g < f, der Gegenstand ist innerhalb der einfachen Brennweite. Das Bild ist virtuell, aufrecht, und
vergrofert, b < 0, die Strahlen auf der Vorderseite der Linse sind divergent. Das virtuelle Bild kann
nur durch eine weitere Fokussierung der Strahlen gesehen werden (z. B. durch die Augenlinse). Dies
gilt bei der Lupe.

Anwendungen werden im nachsten Abschnitt 2.4 behandelt.

2.4 Optische Instrumente
Auge, Lupe, Mikroskop, Spektralapparat; Auflosungsvermogen
2.4.1 Das menschliche Auge

Das menschliche Auge ist ein optisches Instrument mit einer relativ komplexen Struktur (siche Abb. 2.15
auf Seite 255). Die Brechung geschieht bei einer Reihe von Ubergingen zwischen verschiedenen Medien
(Luft — Hornhaut, Hornhaut — Kammerwasser, Kagﬁlerwasser — Linse, Linse — Glaskorper).



An der hinteren Wand ist der » Lichtdetektor«, die Netzhaut (retina), welche die Lichtrezeptoren ent-
halt. Diese reagieren mit Nervenimpulsen auf Lichteinstrahlung und stellen die » Bildpunkte« im gesehe-
nen Bild dar. Damit ein Gegenstand scharf gesehen wird, muf ein (reelles) Bild davon auf die Netzhaut
geworfen werden. Dies geschieht durch die kombinierte Wirkung der verschiedenen brechenden Medi-
en im Auge (siehe Abb. 2.15 auf Seite 255). Die Lichtstérke wird durch die Gréke der Pupillenéffnung
geregelt (Riickkopplungs- Mechanismus, genannt » Dunkeladaptation«). Die Bildschérfe wird durch An-
derung der Brechkraft der Augenlinse eingestellt (» Akkomodation«); diese wird wiederum durch Straf-
fung der Ziliarmuskulatur und Spannung oder Entspannung der Linsenkapsel bewirkt. Im entspannten
Zustand ist das Auge »auf Unendlich« akkomodiert. Parallel einfallenden Strahlen werden auf der Netz-
haut gebiindelt, die Bildweite b ist gleich die Augentiefe (ca. 22 mm) bei unendlicher Gegenstandsweite
(b= f,D=1/f=1/b,d.h. D betrigt ca. 45,5 dpt.). Etwa die Hélfte dieser Brechkraft entsteht vor und
nach der Linse, die Brechkraft der Linse selbst im entspannten Zustand betriagt ca. 22 dpt.

Bei der Betrachtung eines nahen Objektes (g >~ sy = »mindest deutliche Sehweite« oder »konventionelle
Sehweite«, definiert als 250 mm) muf die Brechkraft vom Auge entsprechend der Abbildungsgleichung
zunehmen, damit b weiterhin der Augentiefe von 22 mm entspricht. Aus der Gleichung finden wir D =
1/f=1/b+1/g=1/0,022 +1/0,250 = 49,5 dpt.

Die zusétzliche Brechkraft mufs durch die Linse aufgebracht werden, sie erhoht ihre Brechkraft von
etwa 22 auf 26 dpt. Bei dlteren Menschen verliert die Linse an Flexibilitat, man wird »weitsichtig«, da
diese Erhohung nicht mehr moglich ist.

Bei einem Menschen, der an Kurzsichtigkeit (myopia) leidet, ist die Gesamtbrechkraft vom Auge zu hoch
(bzw. der Augapfel zu lang), so daf beim entspannten Auge das Bild vor der Netzhaut geworfen wird. Dies
bedeutet, dals entfernte Objekte nicht mehr scharf gesehen werden kénnen; andererseits wird die mindest
deutliche Sehweite si kleiner, der Mensch kann Objekte noch ndaher betrachten als ein Normalsichtiger.
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Er hat eine »eingebaute Lupe« (Korrektur: Zerstreuungslinse von typisch -1,5 bis -4,5 dpt).

Bei Weitsichtigkeit ist der Augapfel zu kurz bzw. die Brechkraft vom Auge zu gering. Der Mensch
kann auf ferne Objekte leicht akkomodieren, jedoch werden Objekte in seiner Nihe nicht mehr scharf
gesehen; die mindest deutliche Sehweite s ist groker, als beim Normalsichtigen (Korrektur: Sammellinse
von typisch 1,5 bis 3 dpt).

2.4.2 Die Lupe

Eine Lupe ist eine einfache Sammellinse von mittlerer Brennweite, typisch zwischen 20 mm und 50 mm.
Sie dient dazu, Objekte noch naher zu betrachten, als bei der deutlichen Sehweite sy, welche fiir das blofse
Auge gilt. Das Objekt wird in (oder innerhalb) der Brennebene (g < f) der Lupe gehalten. Damit sind
die durch die Lupe tretenden Lichtstrahlen parallel bzw. divergent, es wird ein virtuelles Bild hinter der
Lupe (im Unendlichen, falls g = f) erzeugt.

Das Auge kann dieses Bild im vollig entspanntem Zustand betrachten. Die effektive Vergroferung I'
der Lupe ist definiert mit Hilfe des Sehwinkels § (da kein reelles Bild entsteht, kann man die Bildgrofe B
nicht verwenden). Der Sehwinkel ist ein Maf fiir die scheinbare Grofke des Objektes bei einem bestimmten
Abstand.

Die Vergrokerung einer Lupe wird durch Vergleich des Sehwinkels 0 definiert, mit dem der Gegenstand
mit und ohne die Lupe gesehen wird. Ohne die Lupe, wenn der Gegenstand aus der mindest deutlichen
Sehweite sy betrachtet wird, ist der Sehwinkel durch tan §y ~ G/sy (G = Gegenstandsgrofe) gegeben. Mit
der Lupe wird per Konvention das Objekt in der Brennebene gehalten, so dak die durch die Lupe fallenden
Strahlen parallel sind, das Auge ist auf unendlich akkomodiert. Der Sehwinkel ist dann vergrofert, er
betrigt tand’ ~ G/ f (f = Brennweite der Lupe; siche Abb. 2.16 auf Seite 256).

Das Verhéltnis 6’/dy gibt die Vergroferung I’ a%;4§venn man davon ausgeht, dak beide Sehwinkel bei



einem kleinen Gegenstand klein sein werden, gilt als gute Ndherung tand ~ ¢, so dak

G
T — 5/ - (7) B S0
N do Q) N f
50
Die Vergrofserung ist einfach das Verhéltnis von der deutlichen Sehweite zur Brennweite der Lupe (z. B.

250 mm /50 mm = 5z fiir f = 50 mm; gilt fiir einen Gegenstand in der Brennebene der Lupe).

2.4.3 Auflésungsvermogen

Das raumliche Auflosungsvermdgen — die Fahigkeit, kleine Einzelheiten im betrachteten Gegenstand zu
unterscheiden — vom Auge und von anderen optischen Instrumenten ist beugungsbegrenzt; durch Beugung
an der Augendffnung (Pupille) erscheinen Punkte im Gegenstand als Beugungsscheibchen im Bild, die nur
voneinander unterschieden (aufgelost) werden kénnen, wenn das Beugungsmaximum vom zweiten Punkt
im 1. Minimum vom ersten Punkt liegt (oder weiter entfernt ist: Rayleigh’sches Kriterium). Fiir eine
Lichtwellenlinge von 600 nm und eine runde Pupillenoffnung vom Durchmesser 4 mm ergibt sich einen
Mindestwinkel zwischen zwei auflésbaren Punkten von 1,8 - 10~* rad, entsprechend einem Abstand auf
der Netzhaut von ca. 4 um. Der tatsdachliche Abstand der Rezeptoren liegt in dieser Grokenordnung, da
noch dichtere Bildpunkte zu keiner weiteren Verbesserung der Auflosung fithren wiirden (siche Abb. 2.17
auf Seite 257).

2.4.4 Das Mikroskop

Das Mikroskop soll eine stérkere Vergroferung liefern, als mit der Lupe allein moglich wére (siehe
Abb. 2.18 auf Seite 258). Dazu werden zwei Samﬂzllinsen verwendet: die erste (das »Objektiv«) hat



eine kurze Brennweite und wird als Projektionslinse eingesetzt, um ein vergrofertes, umgekehrtes, reelles
Zwischenbild vom Gegenstand zu werfen, wobei sich der Gegenstand zwischen der ersten und der zweiten
Brennweite befindet (siehe Seite 241, Fall 2).

Dieses Zwischenbild wird dann durch die zweite Linse (»Okular«) betrachtet, wobei diese als Lupe
benutzt wird, das Zwischenbild liegt in ihrer Brennebene. (Bei Projektionsmikroskopen wird das Zwi-
schenbild knapp aufkerhalb der Brennebene der 2. Linse gestellt, es wird wieder ein vergrofertes, reelles
Bild z. B. auf eine Photoplatte oder einen Bildschirm geworfen).

Die Gesamtvergrokerung des Mikroskops ist das Produkt der Vergroferungen der einzelnen Linsen. Die
Lage des Zwischenbildes ist durch die Konstruktion des Mikroskops (» Tubuslinge« t) festgelegt (siehe

Abb. 2.18).

Es gilt (aus dhnlichen Dreiecken):
G ZB

Jon t
wo for die Brennweite des Objektivs, t die » Tubuslange« und ZB die Grofe des Zwischenbildes sind.
Damit ist I'y = ZB/G = t/ fop. Die Vergroferung I'y des Okulars ist gegeben durch die Vergroferung
einer Lupe, ['y = 5o/ fop. Die Gesamtvergroferung ist dann I' = I'y - 'y = ts¢/ fon fox (typischer Wert:
200 - 250/(4 - 10) = 1250 x, alle Grofen in mm). Man konnte sie scheinbar beliebig grofs machen, indem
man die Brennweiten der Linsen sehr klein und die Tubusldnge des Instruments sehr grofs wahlte.

In der Praxis ist die nutzbare Vergrokerung jedoch durch die Beugung begrenzt: das Auflosungsver-
mogen des Mikroskops ist definiert als A = 1/d, d = dem kleinsten auflosbaren Abstand zwischen zwei
Punkten im Gegenstand. Dieser Abstand ist begrenzt durch die Breite der Beugungsscheibchen, wel-
che die beiden Punkte im Zwischenbild erzeugen. Anstelle des Rayleigh’schen Kriteriums (siehe oben),
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verwendet man fiir das Mikroskop das Abbe’sche Kriterium:

A

>
d_AN,

wo Ay die »numerische Apertur« des Objektivs ist:
Any = Nsine

mit N = Brechungsindex des Mediums zwischen Gegenstand und Objektiv (Verkleinerung der Wellen-
linge A im Medium mit N > 1!) und € = halber Offnungswinkel des Objektivs vom Gegenstand aus
gesehen (tane ~ R/ fon,, R = Radius des Objektivs).

Praktisch ist Ay &~ 1, so dak d > \; durch Beugung ist der kleinste auflésbare Abstand von einem
konventionellen Lichtmikroskop etwa gleich der Lichtwellenlange, typisch 600 nm.

2.4.5 Spektralapparate

Ein Spektralapparat dient dazu, Licht (oder andere Strahlung) in seine Frequenz- bzw. Wellenldngen-
komponenten zu zerlegen. Zwei gingige Methoden verwenden entweder die Dispersion bei der Brechung
(Wellenléngenabhéngigkeit des Brechungsindizes N) in einem Prismenspektrometer, oder die Wellenlén-
genabhingigkeit der Beugung in einem Gitterspektrometer. Ein Spektrometer registriert die Intensitat
als Funktion der Strahlungsfrequenz oder Wellenlénge (Spektrum); ein Spektrograph erzeugt ein Bild
des Spektrums, z. B. auf einer Photoplatte; ein Monochromator trennt eine bestimmte Frequenz- oder
Wellenldngenkomponente aus dem vorhandenen Spektrum heraus (siehe Abb. 2.19 auf Seite 259).

Die Abbildung 2.19 auf Seite 259 zeigt einen Gittermonochromator schematisch: mit Hilfe eines Re-
flektionsgitters G wird das durch den ]E)intrittsspa%lc1 GE einfallende weisse Licht in seine Spektralfarben



zerlegt, die einzeln auf den Austrittsspalt A fokussiert werden konnen. Die Auswahl der Wellenlédnge ge-
schieht durch Drehung des Gitters. Die Spektralauflosung A/d\ eines Spektralapparats bezeichnet seine
Fahigkeit, zwei benachbarte Wellenldngen (A und A 4+ d\) zu trennen; d\ ist die kleinste Wellenldngen-
differenz, die noch aufzultsen ist. Die Abbildung 2.20 auf Seite 260 zeigt die Trennung bei der 1. und der
2. Ordnung des Gitterbeugungsbildes.

Wenn wir das Rayleigh’sche Kriterium fiir die Auflosung der Hauptmaxima der beiden Wellenldngen
anwenden, erhalten wir A/d\ = mp, m = Ordnung der Maxima und p = Anzahl der Spalte oder Gitter-
striche (dies gilt fiir beliebig schmale Ein- und Austrittsspalte und N Gitterspalte pro Liangeneinheit, wo
N =1/g = p/B, g = Gitterkonstante = Spaltabstand und B = Gesamtbreite des Gitters). Man kann
die Auflosung also durch Erhéhung der Strichzahl oder durch Erh6hung der Ordnung verbessern, wobei
letzteres auf Kosten der Lichtintensitiat geht.
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Abblldung 2.8. Darstellung einer linearpolarisierten Llchtwelle dle Welle breitet sich in +z- Rlchtung aus, ihr elektrlscher Feldvektor E schvvlngt
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Abbildung 2.9. Eine zirkularpolarisierte Lichtwelle die sich in +z-Richtung ausbreitet: zwei linearpolarisierte Wellen E, und F,, mit ihren
elektrischen Feldvektoren senkrecht zueinander, haben eine relative Phasenverschiebung von Ap = —\/4. Der resultierende elektrische Feldvektor
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Abbildung 2.10. Reflexion eines Lichtstrahls
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Abbildung 2.11. Brechung eines Lichtstrahls
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Abbildung 2.12. Zwei Sammellinsen: links kommen parallele Strahlen von der Vorderseite der Linse, sie werden im hinteren Brennpunkt F’

gesammelt; rechts kommen Strahlen von einer Punktquelle am vorderen Brennpunkt F', sie werden zu Parallelstrahlen hinter der Linse gemacht
(Linse als Kondensor).
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Abbildung 2.13. Zwei Linsen hintereinander auf der gleichen optischen Achse. Von links kommende Strahlen (Pfeile) brechen an den beiden
Hauptebenen L; und Lo; dies kann als Brechung durch eine einzige, starkere Linse mit der Hauptebene H’ und Brennweite f’ aufgefalit werden.
Strahlen von rechts werden scheinbar an der Hauptebene H gebrochen
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Abbildung 2.14. Abbildung durch eine Sammellinse der Brennweite f und Brechkraft D = 1/f, mit optischer Achse O und Hauptebene H.
Im Abstand (—)g vor der Hauptebene steht ein Gegenstand der Groke G; er wird hinter der Linse als reelles Bild der Grofse B im Abstand b
abgebildet.




Abbildung 2.15. Schnitt durch ein Auge. Die Hornhaut H bildet die erste brechende Fliche; dahinter befindet sich das Kammerwasser K.
Die Offnung zur Linse L ist variabel (Pupillengréke) und begrenzt durch die Iris I. Die Linse dndert ihre Kriimmung (Akkomodation), je
nach Spannung der Ziliarmuskulatur Z. Hinter der Linse befindet sich der Glaskorper G. Die Nervenrezeptoren (Zapfen, Stibchen) sind in der
Netzhaut N angeordnet. Den Aufenkorper vom Auge bilden die Lederhaut Le und die Aderhaut A. Der Ausgang der Sehnerven befindet sich
am »blinden Fleck« B, die grokte Dichte der Zapfen in der Netzhautgruppe NG (fovea), wo ein Bild am schirfsten wahrgenommen wird
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Abbildung 2.16. Wirkungsweise einer Lupe. Der Gegenstand (Grofe (i) steht in der Brennebene der Lupe, die von ihm ausgehenden Strahlen
werden zu Parallelstrahlen gemacht. Diese werden durch das (entspannte) Auge betrachtet, wobei ein reelles Bild auf der Netzhaut entsteht. Der
Betrachter »sieht« ein virtuelles, vergrofertes Bild im Unendlichen, mit dem Sehwinkel ¢'.
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Abbildung 2.17. Auflésung von zwei Punkten im Gegenstand (Mindestsehwinkel ¢ nach dem Rayleigh’schen Kriterium). Die Punkte werden
in der Bildebene (z.B. auf der Netzhaut im Auge) jeweils als Beugungsbilder abgebildet; die Breite der Beugungsbilder hingt von der Grofe der
Offnung (Pupille, Linse) sowie von der Lichtwellenlénge A ab. Wenn die Beugungsbilder zu stark iiberlappen, »verschmelzen« die beiden Punkte

im Bild, sie konnen nicht mehr aufgelost werden. Hier ist das Beugungsmaximum vom 2. Punkt genau im 1. Minimum des Beugungsbildes vom
1. Punkt, entsprechend dem Rayleigh’schen Kriterium.



Abbildung 2.18. Mikroskop (schematisch): der Gegenstand der Grofe G liegt knapp auferhalb der 1. Brennweite der Objektivlinse Ob auf der
optischen Achse O. Die Objektivlinse wirft das Zwischenbild der Grofe Z B in der Ebene Z, welche um die Tubuslénge ¢ vom hinteren Brennpunkt

F{,, des Objektivs entfernt ist (£ ~ typ. 200 mm). Z ist gleichzeitig die Brennebene der Okularlinse Ok; diese wirkt als Lupe und wirft parallele
Tirhtatrrabhlan vrarm Zwuriarhonhild ive At1ioo doa Roatrachtore (Aiireh dia A nortiir Aan)



Abbildung 2.19. Gittermonochromator: schematische Darstellung. s und s’ sind Planspiegel, S und 5" Konkavspiegel, £ und A der Eintritts-
und Austrittsspalt, G das Beugungsgitter.
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Abbildung 2.20. Spektralauflosung eines Gittermonochromators. Die Intensititsverteilung (schematisch) von einem Beugungsgitter mit Haupt-
maxima der 0., 1. und 2. Ordnung fiir zwei benachbarte Wellenldngen.
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