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Masse mal Beschleunigung = Kraft
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v(t) =
ds

dt
,

a(t) =
dv

dt
=

d2s

dt2
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∫
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s(t) = v0t + s(0).
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s0� v0 ��� ����������� t0#

s(t) = s0 + v0(t − t0) +
a0

2
(t − t0)
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�F = G
m1 · m2
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· �r

|r|; wobei G = 6, 67 · 10−11Nm2
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	 v(t) = v0 = const#

v(t) = v0;
ds

dt
= v0 ;

/ ����#

s(t) = s(0) + v0 · (t − t0)

s(t) = s(0) + v0 t f ür t0 = 0.

v06%�������� 
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s(0)6�������	�
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	 a(t) = a0 = const#

a(t) = a0;
d2s

dt2
= a0 ;

/ ����#

s(t) = s(0) + v(0) · (t − t0) +
a0

2
· (t − t0)

2

s(t) = s(0) + v(0) · t +
a0

2
t2 für t0 = 0.
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��� ������� 
�� %���� F ����� ��� F = ma ���

[F ] = [m][a] = kg
m
s

s
= kg

m

s2
≡ Newton

����� ��� 
�� ������� 
�� ��	��� ������ Newton · Meter 1 �� 1 kgm2

s2

� ����� ������� ������ ���� �����

������� ������ �����#

1 J = 1 Nm ≡ 1 kg
m2

s2
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����� |F |, |s| ��� ���� ���� (�������� !���� 
�� (��������� ����� "	������������� ��� ��� 
�� %����6

���&������ F|| �������� ��� :������ ������� 	�� 
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���# W = �F�F�F · �s�s�s =
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W �
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9������������#

W (s0) =

∫
dW =

∫
s0

�F�F�F · d�s�s�s .
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�� ���������� !��� ��� 
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�* ����� �������� %����� ���*�� 
�� J��*�6

���K %���� FFF � ������� ���� ������� 
�� %���� FFF ���� 
������� 
�� ����� m� �����
�"��� 
����


�� ������C���� )�������� FFF = maaa �aaa = 
������������� 1 dv/d t�� ��� 
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 ����� &������� ��� %���� FFF � 0�� � ���� 
�� �
�S����������� ��	���

������	�� ���#

dW = FFF · dsss = ma ds = m

(
dv

dt

)
ds = m dv

(
ds

dt

)
= mv dv .

��� ������� ��	���� �"� ���� 
������������� +�� :���
 (v = 0) 	�� �� ����� ��
��������
������

v = v0� ��� ����	�� 
���� B���������� +�� dW #

W (0 → v0) =

∫ v0

0

dW = m

∫ v0

0

v dv =
m

2
v2

0


���&���# ��� (�
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 	�� ��� )�������
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(m/2) v2
0 ���������� ��	�� m 
�� )���������� �(�
 V !������ ���#

;N



	

���
�� ���� &

�������0���6 )

��
� E )

��� 

��� ���� ���
���
��� :�� =; ��% ��� )

��� ����
������� :�� '�
�� �v = 0� ��� +��

B������
#��������� v0 = 20 km/h �����0���
��� F�F �$��2 C�� ���������� 	���
����������
����� ������� 70 kg
2

· (5,5 m
s
)2 = 1050kg m2

s2
(J)

2@



2� 0��	
�������	������ U 
�� ������� %���� �F�F�F ����� ����� ���� )��������� �F�F�FG� ���� 
�� ��6

	����&����* ����� 
�� :4���� ��� :��������
� �� ���
 ��� ����� 
����������������	��� ���������,

�	�� 
�� /��� 
�� :4����� ��
��� ���� 
���� 
�� ��	��� �A�������	���O�� 
�� ���������� ��	��� ����

�� 
�� ���� ���&������� ��
 �&���� ���
�� ����������� ���
���


���&����#

�� ��	
�	��� U 
�� )��������� ��� 
�� ����������� , �� 
� ���
 ��� )������ 
�� ����� m �� 
��

R �� h ������	��� ��� :���������� mggg ����� ��������� ���� ����� �ggg 1 ��
	��������������

���� %��������� 
�� 
�� :����� 
�� :���������� �� 
�� ���� 
�� ��
�	��L���� ����	��� ���

������
� %���� FFF ��* ��� �������"��� �� *�� ��� mggg ����� ��� ����� ��������� ���� �	���

&������� ��� 
��������������� sss� �� 
�� %���� ���� �������� ���� � ���� ��� 
�� �������� !�����

�"� 
�� ��	��� 	�������#

W (0 → h) = Fs = mgh .

����� ��	��� ��� �� 
�� /��� h 
�� )�������� ���&�������� ��� ���� �
���� R������������� 
��

)��������� ���
�� ����
������ ���
��� !"� ��� )������ 
�� ����� ; �� 	������ 
�� R�	��	���

��� R�	�� �� h = 1�#

W = mgh = 1 kg · 9,81
m

s2
· 1 m = 9,81 kg

m2

s2
= 9,81 J .

2;
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-������ ��� �� ��� 
�� (�
������� ���� �� 	������ ������ !���� 
�� 
��� ���� ��������� :�������


�� 0������ α ���� ������ �� �� 
�� R �� h = s sin α � ���� �� 
�� :������ s ���"������� ���

)��������� ��� 
�� 5����������&������ 
�� :����������� FG|| = mg sin α� �� 
�� %���� ��������

���� � ���� ��� �"� 
�� ��	��� ������	��#

W = FG||s = mgs sin α = mgh ,

����� ��� �"� 
�� R�	�� ����� )��������� ����� R�	��	��� ���
 �� 
�� /��� 
�� !�����
�

���&������� ��
 ���� ���
�� ����������� ���
�� �	����	 ������O��

	

���
�� ����

2=



	� )������������ U ���
 ��� )�� �� ����� '4���
�� 
�� 3�����������L���� A ����� ����� P
���&�������� ��* ��	��� ��������� ���
��� �� �� �
���� A�������	�� ����� %��	���� ������ ��

���&��������� ��� ����� ������� ���� %���� F = PA ��������� ��� %��	��, 
�� ������� %����

��� %��&�������� ��* �������"��� �� *�� ����� 0��
 
�
���� 
�� %��	�� �� 
�� :������ 
s

��������
�"���� ��� 
�� ���������� ��	���#

dW = F ds = PA ds = −P dV

�� dV = A ds 
�� A��������
����� ��� �!����� · /������ ��� ������������ ����� 
�����


�* ���� %��&������� ���� A������������ 
�� A������� �dV ������+� �	�� ���� ��� ����


�� ������� 	�
������ ����� ��	��� ���� ���� ���&������� ��
 ���
��	������ ���
�� ��� 
�

���������	������� P8� 
�� )�������	��� W ������������� �"*��� ��� 
�� '�����������

�������� P ��
 V U 
�� '�����
���������� 
�� )���� U ������, ����� �&���� ����� �	�������

; �0�����������Q

2E



�� ���������� &����� U ���� ��� ����������� F	.��� ��� 
� ���� :�����	����
��� +������� ���
� ���6

����� �� ��� ����� )���������� FFF el = −Dxxx� �� xxx 
�� A����������������� ����������� ��� 
��

(�������� ��
 D ���� %�������� �J!�
�����������K� ���
� ��� ���������� xxx ��� &������� ���

������ ������
�� %���� FFF � 
�� 
�� ���������� �������� ��� 
�S���������� ��	��� �����������

�� ���� ������� :������ dxxx� ��� 
���#

dW = FFF dxxx = Dx dx

��
 
�� )�������	��� ���

W (x = 0 → x0) =

∫
dW = D

∫
x0

x dx =
1

2
D x2

0

�B������� �� �	��O�� ����� ��	��� ��� �� 
�� !�
�� ���&�������� ��� ���� 	��� ����&����� ������6

����� ���
���

2<



=� *�����
������� U ���� (��	���������� "	��������� 
���� 
�� ������� %���� F ���� �� ��� �� "	�����6


��� �� ���
 ��
�� 
����������������	��� ���� A�������	������	��� ���������� 
�� :4���� �����

��� (���� ��	��
 
�� %���� ����� ���� ������ ��
 
�� ����� ���������� ��	��� ���� ������*���� ��

0���� "	��� :�� ��� �������� ����� �� :4���� ���&������� ��
 ���� ��� �+�������
��� ���
�� ��

����������� ��	��� ���"��+�����
��� ���
���

���	����� ��� (�
������ ����� ��� �	���� �	�� ����������� 
�
��� 
�� (��	��� 
�� (�
�� ���


�� 
�
�� ��� ���*� :�	��
 �� ���� �� �� ������ 	���	� �� ������� �� ������� ��
�� �� R �� ����

�� )�������
������� ����� ��	��� ���
 ��� +�����
��� �� 
�� (��	��� �� "	�����
���

'�����	���&���# ��� ����������� R��� ������� (��	������	���� �� 
�� 
��� ����� 
�� :�� �������6


������
 
�� )���*� �� &��&��� �� ����� �4&���� ;@@ @@@ :������ &�� 9�� ��
 ������� 
�	�� ����

��	��� +�� ��� ;=@ @@@ $� 
�� ����� H@6.������� �������� ��� 
�� R��� ���� )�������	��� +�� ���


E·109 $ ��������� U 
�� �"�
� �������� �� E@@ @@@ � 0����� �E@@ 9O� �� ; @@@ � ��������	���

��� ������� ��	����&������� 	������� ��� ����� %��	������� 
�� ���� ����� 
�� ��	���� �� 
� ��� R�	6

��	���� 
����������������	��� ��
 (��	������	��� ������������� ��� (�
������ �
�� )���� ���
 
���&����


��"��
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�������������

��� ������ ��� ��� ��������� )� *�� ��� '���
��� 0�� ��	�� �������� 
�* 
�� ��	��� ���� 5����*�� *�

��� U ��� ����� +�� 
�� 
������������ �	���� 
�� A������� �	�

�	�� ���������� ��	��� ���� 
�� '�����
 
�� :4����� +����
���, 
����� '�����
 ����� 
��� ����� ����

+�� �	���� �	�

�� ��� 	���&��������� + ���� ������	����� �	 ��� 0���� ��� 
�� /���������������� 
���� ���������� ���������

����&����� ����� !�
��� 
���� ��������*���� !����� ����� )��������� �
�� 
���� 
�� ������ %���� �����

/�������� ��� ����� ������� :���� 	�� ��� ��
��������
������ v0 ��	����� ���
� U �� ��� �� .�
�� !���


�� �������� '�����
� ��� ����&������
� &�	���
	����� U 
�� ��� ��� 
����������� &����� 	���������

� ���� U ��� 
�� ��������

:�� ������� ������� B������������� ��� 
�� ��	���� 
� ��� ����� ���� +�� �	���� 
�� ��	����&����*��

�	������ ���"� ��� ��� ��������� �������	��� �� ����� '�����
 �� 	�������	��� :�� ��� 
�� ������� �������

��� 
�� ��	���� 
� �� ������ ����&������
 
�� 
��� ����� 
�� ��	��� ��	� �� +�������
��� 94&�� +��

�������#

2M



;� 
��������������� ����������� �������� ��� ���&�������� $���������
��
������� , ��� ��� ����	�� 
����

��� �	���

Ekin =
m

2
v2

�"� ���� ����� m� 
�� ���� ��� )�������
������ v 	������ ����� ��� 
�� ����� 	�� �� 
����� )�6

������
������ 	����������� ���
��

2� /���������� ������������ �������� ��� ���&�������� A�������	������	���, ��� ��� ����	�� �� 
� 
����

Epot = mgh

�"� 
�� &���������� ������� ����� )�������� 
�� ����� m �� 
�� R �� h "	�� 
�� ��
�	��L����, �
��


����

Epot =
D

2
x2

�"� 
�� ���������� ������� ����� !�
�� 
�� !�
������������ D� 
�� �� 
�� 
����� x +�� ����� (�������

���������� ���
��

=� ��� ������������ 
�� 
���� (��	������	��� ��������� ��� 
�� ������
����� ��������&����� 
���6

������������� 
�� ��� +���� ������� :�� ����� �� )�������� �� 
�� ���� ������������ �������6

������� ����� ���� ��
 +�������
�� �� ��
��� ������������� �������
��� ���
���

�� ��� 	������������� 
�* 
�� ����&���� 
�� ������� ������������� �����"����� ������� ���
�� ����

�v = 0 ����� +�� 
������4���� �	� R �� h = 0 ���� �� ;� :���� �
�� �� %����� ����� 
�� (������� �����

!�
�� ��*� ���� 
���� ���� ��������� ������� %���� +�������	����

2N



����������������

(�� ����������������		��� *-�������".���/+ ���� ��� ��� ��������������� 
�� ���� �� 
�� �����


�� ;N� $�� ���������� ���
�� �� 	������ 
�* ��� ������� ��
�� �������� ���� +��������� ����� ���

��+�������� 	��� �� ��
���� �T��+������ ������������� �����
��� ����� ���� !����������� ������#

�

�

�

�

B� ����� �	������������� :4���� ������ %����� ������ +�� �
��

���� ��*��� 	���	� 
�� :���� ����� ������������� ���������

����� ���� ����������� ������� ���
 �� 
�� 0��������� ������� 
���� 
�� ���	�������� 
�� 0���� ���

������� � ���������� 
�� ������� ����� :4����� �� +����
���� ��� ��������&���� "	��������� 0���� 
Q

���� ��� 
�� ��	���� ���� 5����*�� *�, 	��
� � ���� �� ����� -�
����� 
�� ������� �J������� �������K U�

����� :4����� 	��������� ���� ����� ��� 
�� ;� R��&����� 
�� 0���������, ���� 
��� �&�����

=@



���	����

��� /������� ��� ���� +�������������� �������� )� *�# ��� ��	� ��� ��� ������� ��	��� ��������� ���
� 0���


�� (��� �������� ���� ���� ��� ��� ������� 
�7������ ���#

P =
Wges

t0

�� Wges 
�� ������� �� 
�� '��� t0 ���������� ��	��� ���� B��� ������� ��� $?� �
�� 1���#

1 W ≡ 1
J

s
= 1

kg m2

s3

!���� 
�� (���� ��� 
�� 
�� ��	��� ��������� ���
� ����� �������� ��� �
��� ��� 
�� "	����� !����� ��* ���


�� ��������� /������� P (t) +�����
��#

P (t) =
dW

dt
,

��	�� 
�� �� 
�� '��� t0 ���������� )�������	��� 
���� B���������� "	�� 
�� '��� �� 	�������� ���#

Wges =

∫
t0

P (t) dt

��� ��������� /������� 	�� ����� 
������� ��� )�������
������ vvv� +��������� 
���� ���� %���� FFF � ���

����	�� 
����#

P (t) = FFF (t)vvv(t) .

=;



����

� �	� �	����
�
�	� �	�	����

2�$���3	
�� ,�����

��	���� 	����
 ��� 
�� ����	����� 
������
� ������� 
��� ������ ���� ������ 
�� �4����� +�� 
���6

������ ��������� ��
 ���	����
��� 
�� ����
������� 
������� 	�������	��#

9��������&�����& ��� ������+��� F	.���� ������ ����� %����� ������� 	������ �� ������ .��������� '�6

����
 
�� ����
�������� ������� ������ 
��������

�p = m · �v = const �p ist der Impuls; Einheit : kg
m

s
.

4����	���������		���

	




�

�

B� ����� �	������������� �������������� :4���� ������ %����� ���6

��� +�� �
�� ���� ��*��� 	���	� 
�� )�������&��� �A����������

����� ��������� B�&����� ���������

��
��� ������# �� ����� �	������������� :4���� ���� B�&��� ��
�� ������� ���� +��������� ���
���

=2



��� ���� 
�� B�&������������ U �������� ��� 
�� ���������������� U +�����
��� �� :��*6��


:����&������� ����� ��� �� 	�������	��� B�&������������ ��� �"� 
�� !������������ +�� (����������6

����� ��"���������	� (������� +������������� ��
 �&���� ��������� ��	������� �� ��������� /�	�� ����

��������
��
� (����� PB�&������������# A�������U B�&���"	��������� �� 0����, (�����, :� *� ��� 
��

/���������	���, ���������� ��
 ������������ :� *��Q

	

���
�� ���� &����
��� ���
� ��
�����
�� '����

==



'�������� �
��� ����������� :��*#

�������	�
������# v1 ��� ����� m1 �� �6(�������, v2 = 0 m/s ��� ����� m2�

p1 = p′1 + p′2 Impulserhaltung
1

2m1
p2

1 =
1

2m1
p′21 +

1

2m2
p′22 Energieerhaltung

⇒ p′1 = p1 − p′2
⇒ p′21 = p2

1 + p′22 − 2p1p
′
2

⇒ 1

2m1
p2

1 =
1

2m1
(p2

1 + p′22 − 2p1p2) +
1

2m2
p′22

⇒ 1

m1
p1p

′
1 = p′22 (

1

2m1
+

1

2m2
)

⇒ p′2 = p1
2m2

m1 + m2

⇒ p′1 = p1
m1 − m2

m1 + m2

=E



	

���
�� ���� 3��
� ��
�����
�� '����


�� �������� ������ m1 = m2� v2 = 0 m/s ��
 �
��� ����������� :��* ������ �������� ����#

�p1 = �p′1 + �p′2 Impulserhaltung
1

2m1
p2

1 =
1

2m1
p′21 +

1

2m2
p′22 Energieerhaltung

=<



⇒ p2
1 = p′21 + p′22 da m1 = m2

⇒ p2
1 = p′21 + p′22 + 2�p′1 • �p′2

⇒ 2�p′1 • �p′2 = 0

���� ����# :������ ���� �������� ������ �
��� ���������� ��+�� ���� +����� ������ �� 	������ ��� ���� �����

����� 0����� +�� N@ �
�� 2I@ )��
 �������
�� ������ �
�� �	�� ���� ���� ���� 
�� :�����

(�	 2���"4����	"�����		!	���


��������� ��� ���� �
�� ������� % �&�� 
�� ���� ����������
�� 	������� �� ��� �� ��� ����+��� ���

%���
�������4���� �� ������� �� 
�� 
�� )�������&��� ���� ���� ���� ������ ���� ��
�� +�� .�
��

% �&�� 
�� )�������
������ 
�� :�����&������ ����� 	����������� % �&�� �vS �	�����#

�vS =
�pges

mges
=

∑
i(mivi)∑
i(mi)

=
m1v1 + m2v2

m1 + m2

��� ���� ��� 
�� %���
���������&���� ��
� �� 
�� :�����&���� �
�� ����� 
�� % �&�� ����� ��


��
� 
�� :����&������ 	��������� �� ��
� ���� 
�� :4���� ���
�� �� 
�� ���&�"������� ���"��+��6

����� ���
��� ��
�� �vS ���
�� �� ����� )�������
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�� :���S���� 	���	�

��� �����
�� )��������
 ���
� ��� ��������
�� !��������� ��� 
�� ����� ��*���� %����� ������� ���� 
��

������ ����������� ����� �� (���� ��� ������� �����
����	 �� 
�� ���� �� ����� 
��	���������4����
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��� ������� ���� ������+ ��� ������ 
��	���������4���� ��� #��	������ ��	
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��#��� �v�v�v
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�� )�������
������ �������� 	���	��
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B� 	������������� 
������4���� ���
�� ����������� %����� 	��	�������

��� 5����� �� �������� 	������������� !�������� ������� ��� ��
	������������� � ���������� 
�� ���6

�����	������������� �� ��� 0����� ��� 
�� 
�� 5����� �� !�������� ������ ����� 
��� ���� �����������

FN 
�� ����	�� ��� 
����#

�FN = m · �g + m · �a ⇒ FN = m(g + a)

B� �	����� 	������������� !�������� ������� 
�� !������� 
�� �	�����	������������� �C� ����� ��� 
��

����������� FN #

�FN = m · �g + m · �a′ ⇒ FN = m(g − a′)
E@
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% �&�� �� 
�� (��������	������� 	���	�� ����� %���� ������ &����������#����� :���� 
�� '�����&���������

����������� ���� 
��� 	������ ���� 
�� % �&�� ���� 
�� ������ ����������� )����� ����
����� ��


������� ���� �������

��� '�����&��������� �"� ����� ������&���� �� 
�� �� %���� ��� 
�� (�
��� � 	����� ���
 ����#

�FZp = −m · �aZp = −m · [�ω × �vB] = −m
v2

B

r

�r

r

R���	�� ����� 
�� '�����&����	������������� �aZp ����� ��� %����������&���� �
���� ������&����� ��
 ��� �r

������������������ ��� (������� 
�� 
�����������
������ ��
��� ���� ������ �������
 
�� '�����&����������

��� %����	������� ���
 
�����	 
���� 
�� 0�������������
������ ω 	�������	��#

�ω(t) =
Drehwinkeländerung

Zeitänderung
=

d �φ(t)

dt

A������� 
�� ������� �� ������������������ �� ��� 
�� 0�������������
������ &�����+� +������� ��� �� 8��6

����������� �� ��� ��� ������+� ��� (��������+����� 
�� 0�������������
������ �ω ��� &������� ��� ����������
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���#����
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FFF = maaa =
dppp

dt

���� ��� ��7������ 
�� %���� ��������� ���
�� �J���� ���� ����� m ���� 
������������� a ��������

����� ��� ��� ���� %���� F ���� F = maK��

:�� ��� ���� ��S����������������� �a(t) = d2s(t)
dt2

��������� ��������� �	������� +�� F�� s�� 
�� ���� 
�������

������������ 	�������	��

��� / ������ 
�� 
����������������� �������� ��� 
���� B����������, �� ���� !����� ��� 
�� ���� �������#

;� 
�� %���� FFF ��� ������ ����� FFF 1 @� ���� ��� 
�� )�������
������ ��������� v = v0 �9��������������O��

��� 	������� ��� ������ �� �����������#

x(t) = v0 t + x(0).

��� %�������� x(0) ������������ ��� ���� B���������������������

E=



2� 
�� %����FFF ��� ��������� �� 
� ������ 
�� :����������FFFG� ���� ��� ���� 
�� 
������������� ���������

��� ��	��#
aaa =

(
FFFG

m

)
= ggg =

d2xxx

dt2

��
 ����������� B���������� ����	�#

xxx(t) =
ggg

2
t2 + vvv(0)t + xxx(0)

������� !����� R��� �������� ��� ���� B���������������������� vvv(0) ����������������
������� ��
 xxx(0)

�������������
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� :������� ����� 9�����	���� 
���� 
�� :�������� :� *�� +�� 
�����
������� 	������

��� 
�� ����������� %�������*� �� 
�� A������ �� 	�������	��#

FFF dt = dppp = d(mvvv) = m dvvv

���������, ������ )�������� ����� ���� m �������� ����� �
�� ��"� 
�� �������� A�������#∫
FFF (t) dt =

∫
dppp = ppp(t) − ppp(0)

�%�������* 1 B�&�����
������� ���� ��� �"������� ���� ��� �������� ����� 
�� ������������ 
�� %�������6

���� ��� !������� 
�� '���� FFF (t)� ������ �	�� 
�� !�������
����
 ������ ������ �����

EE
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# ��� L�����
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�� !����� �����

9���	���S+��	����� ����
�� �	� �
�� ��� 9�������� 
�� �� ����� )�������
������ 	����������� ���
�

�������������� �������
 
�� ������+��������� 
�������� E = mc2�� B� ������� !����� ��* ��� 
��

'����	���������� 
�� ����� 	��"������������ ��
�� ��� ��� �� 
�� '����	������� �����������#

FFF =
dppp

dt
=

d(mvvv)

dt
.
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�� %���� ��� 
�� ��������� ,�
����
 
�� !��������

���� (������ 
�� �������������� ����� ���
� )��� ��� 
�� )�������
������ �vA ���� ������ ����� ��� ���


	������������ ��	�� ��
��� ���� 
�� ����� 
�� (������ �� ����#

dm · �v(t)

dt
+

d �pGas

dt
= 0

m
d �v(t)

dt
+ �v

dm

dt
+ �vGas

dmGas(t)

dt
= 0

m
d �v(t)

dt
+ �v

dm

dt
− �vGas

dm

dt
= 0

m
d �v(t)

dt
+ �v

dm

dt
− (�v + �vA)

dm

dt
= 0

⇒ m
d �v(t)

dt
= �vA

dm

dt
= �FS

m
d �v(t)

dt
+ �vA

dm

dt
= �Fext ; Raketengleichung

E<
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�� (��������������� �"� ��������� ������ ���������
������ �vA 
�� 9���	�������� ����������

�������� )������������ �Fext = m�g� ������������ m0 ��
 ���������������
������ v(t = 0) = 0 m/s

������#

�v(t) = �vA · ln m0

m(t)
− gt

EH
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�� 9������������� −maaa� 
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�� 
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�
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����� %���� ��� 
�� (������� 
�� �����+�� F	.������ ������� �������
 ������ 9������� ������� ����
����
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��� 
���� 
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	��� �� 	���	��� ��� '��������������� ��� ���� ��*�� ��������� �+�� ������&���� 
�� %����	��� ����� ���

��� ����	�� 
���� #

FFF Zf = ����� · (−)'�����&����	�������������

= −maaaZp = m ω2 rrr ≡ mv2
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R��� ��� �� ����+���� ��	�� 
�� �������� )� *�� s, v, a �
�� ��� 
���������� sB� 
�����������
������ vB

	��� 
���	������������� aB ����������� ���� +������� *�� �� +�����
��# 
�������������� ϕ P��
Q�

0�������������
������ ω P��
?�Q� ����� 0�����	������������� α P��
?s2Q�

%�
���� ���� /����
��� ��� ������ /������#�����

���������	� ����
�� ���	� �����
�����

ϕ(t) � ���������� sB � ���������� �������� 
�� ���

�
���
sB = |ϕ||r| ϕ � sB/r
r � !
���� � �����"

ω(t) � ���������������������

ω � dϕ/dt
vB � �
��#���� $
������
�������"

vB = dsB/dt
|vB| � |ω||r|, ω = vB/r

�%���������& vB = ω × r�

α(t) � ��������������������

α � dω/dt � d2ϕ/dt2
aB � �
��#���� $
������
�������"

aB � dvB/dt � d2sB/dt2

����
��'������� %�� vB

|aB| � |α||r|, α = aB/r

�%���������& aB � α × r�

EM



���� ���� 1��#����	
���������� ��	� �� ���� ���������������������
��
 aZp#

aZp = |vB|dϕ

dt

�������
 
�� ����
���� *������
���
����� +�� vvvB� :�� ��� �� 
����� ����	�� 
����#

|aZp| =
v2

B

r
= ω2 r

��
 ����� ����� ��� %����������&���� ��� �aaaZp XX −rrr� 
���� J������&����K��

&�	�������		��� ' ��������# 
�� ������ ����	��$�����

��$�����	����
������ ��
 ��	�����

� ������� ����#

ω(t) = ω0;
dϕ

dt
= ω0;

/ ����#

ϕ(t) = ω0 t + ϕ(0) �
�� sB(t) = vB0 t + sB(0)

� ��������*�� 	�����������#

α(t) = α0;
d2ϕ

dt2
= α0;

/ ����#

ϕ(t) =
(α0

2

)
t2 + ω(0) t + ϕ(0)

EN
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%�
���� ���� ������ ��� B��
����� -8� ��� 9�
���
���� ������� ��� ��� ���
���� ����
���2

���	� (������ ���	� (������

��� s, ds ) ������ ϕ dϕ !
��
�� ��
��

��������������� v = ds/dt )*� ���������������������

ω = dϕ/dt

�
�*� � +*�

��������������

a = dv/dt = d2s/dt2

)*�2 ��������������������

a = dω/dt = d2ϕ/dt2

�
�*�2 � +*�2

,
��� �$�'������ ) �� �,
�����$�'������)�)���

Θ = Σ mr2

�� )2

��
�� F = ma = dp/dt - � �� )*�2 ����)�)���

M = Θα = dL/dt

-) � �� )2*�2

�.���
�#�/)���� p = mv �� )*� �����)���� L = Θω �� )2*� � -)�

0����� dW = � · d� 1 � - ) 0����� dW = � cot dϕ 1 � - )

���������� (������

Ekin = (m/2)v2

1� ���)*��2 !��
������������

Erot = (Θ/2)ω2

1 � ���)2�*�2

.�������

P = dW/dt = � · �

� � 1*� .�������

P = dW/dt = � · ω

� � 1*�

��
�������
��� D = |F/s| -*) ������#�����)�)���

D∗ = |M/ϕ|

-)

��
��
����� W = (D/2)s2 -) � 1 ��
��
����� W = (D∗/2)ϕ2 -) � 1
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���� %����6 �
�� (��������	������� ��������� ���� ��� ����������

MMM = Kraftarm × Kraft = rFrFrF

�� 
�� �����������&���� 
�� %�������� rrr �+�� 
�� ���������� �����, 
�� ������� 
�� ����������� MMM

��� �� �
�� kg m2/s2� 8� 
�� +����������� Y�������� +�� FFF ,rrr ��
 MMM �����
�"���� ��
 
�� (��������6

�	���������� +�� FFF ��
 rrr �� 	��"������������ +�����
�� ��� 
�� )��������
��� #

MMM = rrr ×FFF

��	�� CCC = AAA × BBB 	�
�����# JCCC ��� ��� A������ 
�� ��������� ��� AAA ��
 BBB ����� ��
 
�� 
�����

|C| = |A| |B| sin ϑ 	������� ��� ϑ 1 0����� �������� AAA ��
 BBBK� ��� (������� +�� MMM ��� ���� &������� ���

����������

8� ���&�������� 
������� �� )��+�����������
 
�� ��
� �� ����	������� ��
 ��������������� 
�������

�� ��������� 
�7����� ��� 
�� :�����&���� xS 
�� :4�����#
xS =

∑
i

mi · xi

mges

��� :�����&���� ��� 
�� 5����� �� 
�� 
�� )������������� 
�� ��� 
�� % �&�� ����� ��� ����������

���� �"���� ����� ��� 
�� :�����&�����	������� ���� ����� ��������������� 
��������
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9��������&�����& ��� ������+��� F	.���� ������ ����� ����������� ������� 	������ �� ������ .���������

'�����
 
�� ������� ������ ����	��������

�������&�����& ���� ��� ���������� MMM ��� ��� F	.��� ������ ������� �� ���� 0�����	�������������

ααα ���
?s2�� ���� 
�� 
�����������������

MMM = Θααα

R���	�� ��� Θ 
�� 9�������������� 
�� F	.������ ��� 
�� ��������� 
�� �	���� 
�6

���������������� ����� ���� 
�* Θ 
�� ������� Nm s2 = kg m2 ��	�� ��*� !"� ����

5��������� m �� �	����
 r +�� 
�� ��������� ����

Θ = m r2

����� 1 ������� ��� ������
�� ���������� MMM ���� ����� ��� ������ ���*��� ������������������� )�6

��������� �(���������������

MMMR = −MMM

���+�� ��� 
� )����
������ ����� R�	������	�����
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MMM = Θααα

�"� 
�� ����	������� ���� ����� ������ ��� ������C����� )�������� �"� ���� ������� 
������� 
����

26������� B���������� ��� �� ���
���

������ ��� /�������&��� ppp = mvvv 
�7������ ��� ���� 
�� ������&���#

LLL = Θωωω = mvvvB × rrr

�
�� ������ ��7������ ���� �"� ���� 5��������� m ��� ����� %����	��� +�� (�
��� rrr ��� 
�� 
�����6

������
������ vvvB�� R��� ���� �	������� ��� ��������������� 
�� ������������������
� ��� ���������� !���


�� 
����������������� �"� 
�� ����	������� ������ ���#

MMM =
dLLL

dt
.

0��
 
�� ������&��� LLL ����� )��������
�� ���
� ��� %������� 
���� ��� ���������� MMM +����
���� ��

���� 
�� -�
����� �� (������� +�� LLL ������� ��
 
���� 
�� 
����� 
�� ������&����� ��� ��� �
��

��������� �� LLL ������ ��
 ��� 
�� (������� ��
����
<I



�������

MMM = rrr ×FFF � 
�� 0������ 
����� %���� ������ 
�� %������ ��������� ��� %������������ ���� �� �"��� ����

8�%��		��� ���� ��	�� ωpωpωp ��������� ��� MMM ��
 LLL ������

MMM = ωpωpωp ×LLL ωpωpωp =
MMM
Θωωω

<M
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%�&&� 
�� (�
 ���� ������� �� ���
 
�� A��
������� 
���� 
�� ����������MMM = rrr×FGFGFG �� 8������������

��
����� ��� A��
������� ������ 
����� ������� 
���� ���� 5��������� ��� ���������� 0�������������
��6

���� ωpωpωp ���� 
��� 
�� (�
����� 
���� ���� +�� �	�� ������� ���� �������

<N
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��� +�������� %��&������ 
�� Y������������ �"��� ��� 
�� ���
���	����� ��# ��� :������� (��������� 
��

!�"���� ���� �������� �	������� 
�� ������ :������������ 	�� �����	������������ ����� (������	������� 
��

0��
� ��� 
�� :�	���&�� ��� -T����� ��F65������ ��+� 0��
� �� 9���
������	��� ������ �� 8�����6

��������

��� ����������� %��&������ �"��� 
���� 
��� ��� �������� ������
�� % �&�� ���� F���� ��
 ��� ���� �	��

	������� % �&�� ���� 0����� �	������� ���
� �:���� ���� !������������ 5��
���

H@



5�%�����	�������

��� 9�������������� Θ ����� % �&���� 
�� 
���� ��� :4���� +�� �����&������ 	�������	�� ���
�� ����

���#

Θ =
∑

i

mir
2
i


������ ��� % �&�� ����� ��� ��������� 
�������� �����&������� ���
��� ��� ���� ��������������� �����6

+���������� �� ��� 
�� :�������� 
���� B���������� �� ��������#

Θ =

∫
V olumen

r2dm


���&��� A����4���
��#

dm = 2πrhρdr h : Höhe ρ : konstante Dichte

Θ = 2πhρ

∫ R

0

r3dr = 2πR4hρ

Θ =
1

2
mR2 m : Gesamtmasse R : Radius

H;



	

���
�� ����� 	���0���� -8� �
� 9���
���������� Θ :�� :����
������� /��0���

H2



.����#

��� :����� 	����
��� 
�� %����� ��
 ����������� 
�� ������� ���� ���� ��� % �&�� �� �����
��

&�	���
 �
�� �� ����
���$�
�� 	�7�
��� R���	�� ���
��� �� ���� ����� �� ��� )������������ 
�� %�����

FFF ��
 
�� ����������� MMM � 
�� ���� ����������� �����	��#∑
i

FiFiFi = 0

∑
i

MiMiMi = 0

��� %����� ��
 ����������� �� )������������ ������ ��� 
�� % �&�� ���
� 
���� /������ ��
 �"����

+�� 
����� "	�������� ���
��� 0��
�� 
�� %����� �� ����� ���� 
�� % �&�� ����+����	�� +������� ��


����� ����� �� ���
���

0��
 
�� )������������ ���� �� 7�
�� 
������� ������

���� /������ 
�� ��� ����� )������ +�� <@@ �� 	������� ���� "	������� 
�� )������������� 
���� 
��

/������"��� ��� 
�� 
�
��� ��� /����� ������� ����� ���� )��������� ��� )������������� �� ����#

H=
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�
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F1F1F1 + F2F2F2 = FGFGFG FGFGFG : Gewichtskraft

|F1v| + |F2v| = |FGv| = |FG|
F1h = −F2h

s

|F1v| = tan α,
s

|F2v| = tan β

|F1F1F1|
|F2F2F2| =

tan β

tan α

|F1F1F1| =
|F1v|
cos α

, |F2F2F2| =
|F2v|
cos β

|F2F2F2| = FGFGFG(

tan α
tan α+tan β

cos β
)

sin α + β = sin α cos β + cos α sin β

|F2F2F2| = FG(
sin α

sin α + β
)

|F1F1F1| = FG(
sin β

sin α + β
)

HI
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R������ ������� ��� 
�� 9������	���� 
��� 
�� A���������� 
�� %����� ������ 
�� ����
������ A������6

���� 
�� R�	����������� ����

HM
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��� R���� 
�� )������������������������� ���� 
�� ������
� %���� ��� 9���� ����� )������ �&��� 	��������

���
��� ���� ��� ������� ��
� 	��� 
�� ����� !������������� �
�� ����� )��"���� �:��������� 8� 
��

:��	������ +�� )�	��
�� �� �������������� �"���� 
�� %����� ��
 ����������� ����� �� ������ ����� 
���


�� )�	��
� ����� ����� +������� �
�� ��� ����� �� ���
�
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!"� 
�� !��� 
�� ���������� R�	��� ������ ���� ��� 
�� )�������������	�
�������� ������
� %����+��6

��������� ���������# ∑
i

FiFiFi = FAFAFA + F1F1F1 + F2F2F2 = 0

⇒ FAFAFA = −(F1F1F1 + F2F2F2)∑
i

MiMiMi = r1r1r1 ×F1F1F1 + r2r2r2 ×F2F2F2 = 0

= r1F1 sin α1 − r2F2 sin α2

= r1F1 sin α2 − r2F2 sin α2 = 0

mit r1 sin α2 = b1

und r2 sin α2 = b2

⇒ b1F1 = b2F2

I;



4/��������� *�
��

I2



!"� ����� ����������� R�	����� �����#

∑
i

FiFiFi = FAFAFA + F1F1F1 + F2F2F2 = 0

∑
i

MiMiMi = r1r1r1 ×F1F1F1 + r2r2r2 ×F2F2F2 = 0

= r1F1 sin α1 − r2F2 sin α2

Kraftarme : b1 = r1 sin α1

b2 = r2 sin α2

⇒ F1b1 = F2b2

���� ���� 
�� R�	��������# F1b1 = F2b2
I=



&�� ����!���!�� 	��

IE



#	����
���$ �����
%
�&�

1�� ������ 	�
� 
�� ���#��: 
����� ��	�� ��� ����������� 
�* 
�� ������� �����
�� ��� &����� �6

����� ������ 	������ �����
������ 
�������� %����	�������� �
�� +�������
�� ����� ��� �����	�������


�� J������� % �&���K�� B� 0����������� ��� ����� ������ ��9� ���� L"������ ������� ���� ������� ��������6

���, 
�� ���*�� ��� ��
������	� !���6 	��� A��������
������� 
���� ���� ��*��� %���� ��
 ������� ����

���&�"������� !��� ��
 )� *� ���
��� ��	��
 
���� %���� ����� ���� ������ ��	�� ���
 
�� ��������
���

��	��� �:&�����	���� A��������	���� ���
�� ������������

��� 
��� +�������
���� ��������������
� 
�� ������� ������ L"����� ���� ����� ������ ���� ����������
��6

��� ������������� 	���� ����� ����������� ������ 9�	���� @�=�� ��� L"������ ����� 
�� ���� ������ '�����


%�
���� ���� 4�����
�+������� ��� �
�� B�
���+������

��������������
 !�������������� A�����������������

���� $� $�

L"���� ���� $�

���� ���� ���� ����

���
�� ��� �&���� 	���������, ������ ������� ��� 
�� ����������� 
�� ������ ������� ��� )���
�������� ��	�

�� +��� ����� 
�� A����������������#

;� ���� '������� �
�� ����������� 
�� ���
���������� ��� ����� 	��������� (�������� ������ �����

&��
������ ���� ������� �
�� :�������� ∆l ��
�� ������+� ������� ε = ∆l/l� 
�� �������,

I<



2� ��� 
���
������������ ����� ������������ ������� 
�� ���� %��&������� ∆V �������+� %��&�����6

�� ∆V/V � �������,

=� ���� :����6 �
�� :���	������ 
�� ���������� �� ����� !����� 
�� ������� ����� ��
 ���� :�������

�:���������� α� ��� !���� ���, �����

E� ��� 9������# ���� �������� 
�� ������� �� 
�� 0����� ϕ0 
���� ��� �����������

����� A������� ���
 ��������������� 
���� ������������������� 
�� ��������
�� ��������������� :��

���
 �� 
�� 9�	���� @�E ��� 
�� ������
�� :���� ����������������

IH
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���� ���� �
����
������
����

C�
���� 
���������� C���� '�
����� 9������

���������	
�	

Fn ∼ ∆l ∆V ∼ ∆P α ∼ Ftg ϕ0 ∼ M

���
����	


ε = ∆l/l ����
��:� C�
����� ∆V/V ����
��:� /��0�������� α �'�
��#������ ϕ0 �9��������

#������

���
�
����

σ = Fn/A ����
2 '0
������ P = Fn/A �C����� τ = Ftg/A �'�
���0
������ M = Ftg r �9���

������������

�������

σ = E ε �B A B�
���+������

������

∆P = −K∆V/V �/ A /��0����

����������% κ = 1/K = /���

0�������������

τ = Gα �� A '�
�������� M =
(πR4/2 l) Gϕ0

������	�������	

εQ = ∆b/b = −ε ν �ν A G�������

+

��

���
������ +#��

��
�� /����
����6 / A B$>�?�

"ν�

� A B$"�?Eν�

�������������� �������	
�	

Fel = −D∆l, D = AE/l Mtor = −D∗ ϕ0 D∗ =
(A/l)(R2/2) · G

���������� �	��
��

Eel = (V E/2)ε2

[Eel =
(

D
2

)
∆l2]

D������
����� −P∆V Eel = (D∗/2)ϕ2
0

II
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���	����� �7� ��%���

-���
����
�� /��-��

��������������
�� # ����� 2������� -�������� ���� ��
�� ���� ���2� !���������

3����)���
�� # ����� 2������� ������������

.
������

)�������
�� �
��� !���������

�)
��������� ��
��� # ����� 2������� ��������

.
������

����
��%�������� ��������� 2�� 3����)���
���

����
��� ��
�� # ����� 2������� -�������� ���

(��������� �β#4���
���

���� ����
�� ���� ���2� !���������

��
%��
�������
�� # ����� 2������� ��������#� ,
���� �5���) ����
�� ���� �
��� !���������

�
������0���
� /��-��

���'�������
�� 4��
))���
�� ��� ,
�����

0��'�������
�� 64��
))��������7 %������������ ,
����
����

��
������� ��'��� �������
�� ������ ,
����� ����� ������)���

!���������'��� �������
�� ��� ,
����� ����� ��������

$�'��������'��� �������
�� ��� ���'���� ,
��� ����� ��������������

4�
�����'��� ��'��� ��� ���� �������� �������'����
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.!�������� ��
 ���������		%��� *�7� ������+

��� /�����0�����+ +#���
�� B�

���������+��� '1��������� 3�:
��
�+�� ����:�������� '1���������

(��
����� %�� " " " �8))����� /�%
��
�2 �����
��� " " "

(������ 9�)������'� ��� 4��� 4�����
���
����

t → t + t0

.���
��)���� 9�)������'� ��� !
�)�� !
�)��
���
���� s → s + s0

�����)���� /�������� ��� !
�)�� !
�)������� ϕ → ϕ + ϕ0

����������� .
���� (�����
�����)
���� ��� ������������

:������
��

Φ → Φ + Φ0

; �$� /�������� ��� 4��� 4����)����

t → −t

6:
���'�7 �:� 63���
��8))�����7 !
�)��%������

x → −x

; �3� $�������;0����������� 6.
��������<��������7

p → p

; 3:$#/�%
��
�2 .
��������<��
���� = !
�)��%������

= 4����)����

IN



��� �������	��
�����	��

��� ������ ��	 
�	 �	����� ���
����� ����������	�� 
�	 ����������� ���� ���������� 
���� ������

������������� ��� ��	 ������ �	������������ 
� �� ���� ����� �	
���
������ ��� �	����������� �� ���

�	��������������� ��� ���������� �� ��	� ���������� ���������

�� ���� ������ ������ ����������� ����	�������� ��� ������
 	���� �	����������� ���	����� !��
 ��	 �	���"

����# ����	 �����	 
�	�� �$�	��� ���� ��� ���������� 
������� �����	����� %�� �	����������� ��� ����

��������� ���
	���
��
�������������� ��� ��	 ���������� �	���� ���	 �$�	��� ����� �����������"


&���� ��
�	����������� ���������������� !�� ���	�� ��� '�������# ��
� %�� �	����������� �����
�

��	 ����
����� ���
�
������ ���	���� ��� ���������� ���	 ������ ����
����� ��� ���� ��
��
�����

���	����

%�� (���� ���� ��	 ���� ���� ���������� �����	����� ��	� ���������������	 T �������� %�	 ���	��	�

�����	 (��� ���� ��� ������ ��� 	
����
��
�� ��� ����������� �� ��� ���)� ������������	������ ννν*

��� ��	� �� +,���� - .�	�
 ��������� /�� 0�	������ �
� ���� ��� �	���
	�1���
 ω� ��� ω = 2πν !����

�� .
 ��������#� %�� �	���
	�1���
 ������ ��
 ���� ����	� ����������� ��	 ���������� ��� ��	 �	�����"

������ ���� ���	������ ��� ���� ������
 	����� ����� �	����������� �� ��	 �	��������� �� �� �	���
��	�

��
 ���� 2���� �� ��	 ������ �� ������� ���� ��	 /���������� ��
 ��� �� ������� �����	 2���� 
� ��������

%�� ��������	� �������� ��� ��������� ��� ����	 ��	��������� ����������� ����� ��� �	���
	�1���
 ��	

���������� ������ ��� 3�������������������� ω ��	 �	����������� ��� !����� 4�������� 5�++#�
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�����	��
��� ��	 �����������
�������

���� ���������� ��������� ���� 
��� ����������� �	
7��� �����

� �� ��) ���� 	7���	������� �	�
� !
�	 '������� ���# ��	���� ���

� ���� 8	$����� ��) 0�	������ �����

%�� �����	������ ��	 �������� �	������ ��	 ���� ���
��� ����	��� ��) ��	 ��� 	7���	������� �	�
� ���

F �� ��� ������9���� ������������������ F = ma ������
��� 4���	����0 ��
�� � ���� ��	 ��� �����

0�� �����������	 ���	��� !������ ��� ��	 	7���	�������� �	�
� 
��������$���# ��� ����������	 ���	���

!��� ��� 8	$����� ����$��# �������� ���
�� !���	������
:#�

��������� ����	������ %�� 	7���	������� �	�
� ��� ��� ���������� �	�
��

FFFE = −Dxxx !.����9����� ;����
:#

����� D ��� <=���	���������> ��� x ��� 4��������� !	�����0 
�	 '�������# ����� ������
�� �� FFF = maaa =

md2xxx/dt2 ��� ��
�	��� �	����� (
D

m

)
xxx(t) +

d2xxx

dt2
= 0

%���� %�?�	��������������� !@� A	�����# ���� 
�	���� ��	�� @"������� B����	��	�� ��� �� ��	���* ��	

� ���� ��� ���	 ���
��� ��� ����	 C�	������ ����

xxx(t) = xxx0 sin[ω0 t + ϕ0]

6@



� ��� !%�� @� 4�������� ��	 �����" ���	 �������"=������� ��� �	���	������ ��	 =������� ������:#� %��

2 ���� ����$�� 
��� B����	�����������������!xxx0 - 4�
�������������� ���	 4��������* ϕ0- 4�
����"

�����#� 4�)�	��� ����$�� ��� ���� �&�������������� ��� �	����	������ ω0� ��� ��	�� ���������
��� ���

������������ �&����� !��� ��	��������� A�
������	�#� �$����� ��� �	�
���������� D ����� ��� 8	$�"

�������������� m� �������� ��	�� %������� �������������������� �	������ ��	 ��� ��� ���	���"4����


� � � �����	� ���������� %	�������������� !8�	�����������#� =����������� 3����	�$��� �� ����� �"'��	�

 �� !��"#��
� ����������

4��� ��	������� ������������ ������ ����� ���� ��� ��� ��� ����� 2 ���� 
7	 x(t) �������� �7	��* ���

��������������	��� ���� ��	�� '������ 0�	��	��� %�� ������������ ���� ���� <���$��
�> ��	�� ����

'��������	�
��

FFFR = −kvvv = −k
dxxx

dt

�� k ��� <'����������������> ��� v ��� ��������� ;�������������� ��	 ������������������� �����

!4���	� '��������	$
��� ��� ����� �����������������	���	������ ����� ���� ���� �������� ����� ��� ���	

��� ���������� =�	�#�

%�� 2 ���� xxx(t) ����$�� �����	 
��� 4�
���������������� 
���� ���	 ���� 
��$�
����� (������$�������� �

xxx(t) = x0x0x0e
(−t/τ) sin[ω1 t + ϕ0]

��� ��	 %$��
����
��� τ = 2m/k� ��� ��� ����	 ����� �	���
	�1���
 ω1� ������� ��	���

ω1 =

√
ω2

0 −
k2

4 m2
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%�� ���)� ��� =	�1���
 ��	� �� �� �������� ��� 4�������� ����� �E���������� ��� ��	 (������������ τ �

��������� �	
�	 ��������� �	
��
��
�
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3�	 � ���� �	�� =$��� ����	���������

+� 	
����
���� � �� ���� ω2
0 > k2/4m2� ��	 A�
������	 ��������� ��� ���	 !��� ����# ���$��
��

@� ���������
��� ��������� � ω2
0 = k2/4m2� ��� ���������� ����� ��� 
�������� ��� %$��
��� ���

������� ������� ��� ��� ���������� ������� �7�
���� 
7	 ��� C�	������� 0�� �������������

D� ����
����� � ω2
0 < k2/4m2� ��	 ����������� A�
������	 ���	� �������� ���� 
� ���������� �E����������


�	 '������� 
�	7�� !<�	������>#�

6G



�	�������� ������������

%�� �����	 ���	�������� ������������ ���� ����� ������������� ��� ���	 ���� %$��
��� H �� ��� ��	

A�
������	 ��	� ������ <�������)��> ��� �$�
� ���� 
	�� 0�� 
��$�
������ $�)�	�� �	$
��� �����	� B� ��	

����	 ���� ���� ������������ ���	 ���	 ������	 ���	� ���$��
�* ��	� ��������������	��� ��	� ��	��

'������ ��$� �� 3$	�� ������������ ��� ���������� ����� ����$����� 
�� �����������

��� ��������	 =��� ��� ���� ��� �	�������� ����������� ����� ���� 
&������ ��	����� �E��	�� �	�
�

��� ���������� �	��
 %$��
��� �� ;��� �$��� %���� �E��	�� �	�
� ��) ���7	���� ����� ������� �����	�

�����	���	��� ��	���� ��� ���� �� I	��
�� ���� ��������� =�	� ����� !
� �� ��� ���)�� ����	 ��������#�

������ ��� ��	 ���������� =��� ���� ��	�������� �E��	�� �	�
�� �� �� ���� �	�
� ��	 �����" ���	 �������
�	��

FFF ext = FFF 0 cos(ωextt)

����� FFF 0 ��� ��$	�� !4��������# ��	 �E��	��� �	�
� ��� ωext ��	� �	���
	�1���
 ����� ����� ���� 
	��

�$����	� �����$���� 0�� ��� A�
������	� ��	��
 ��� �	�
� ��	��� %�� �������������������� ��� ��� ����

����	� =�	�� ��� ����� 0�� 	7���	�������	 �	�
�� 8	$�������	�
�� ��� '��������	�
� ��� ����� ���	

����� �����	� ������ ��	 �E��	��� �	�
��(
D

m

)
xxx(t) +

(
k

m

)
dxxx

dt
+

d2xxx

dt2
=

(
FFF 0

m

)
cos(ωextt)
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%�� 2 ���� �����	 �������������������� ��� ������
��	��	 ��� ��� ��	 
	���� ����������� ��� ������� ���


��� 8������

+� ��� ����
����
��� ��	 A�
������	 0�	������ ��� �����	 �����
	�1���
 ω0 
� ���������* ���� ������

��� ��	 %$��
����
��� τ �� . . .

@� ��� ����������� ������� � ��	 A�
������	 �������� ��� ��	 0�� ��)�� ���	$���� =	�1���
 ωext� ���

4�������� ��� I���� ��	 ������������ �$���� 0�� ��� C�	�$����� ω0/ωext ����� 0�� ��	 %$��"


��� ���

2 ����� y = y0 sin (ωt − β)

���� y0 = F0

m
√

(ω2
0−ω2

ext)
2+4δ2ω2

ext

%$��
������������� δ = k
2m� ω0 =

√
D
m

β� I�����0�	��������� 
������� �		���	"�	�
� =!�# ��� �	
�������	 ����������� �� �����

tan β = 2δωext

ω2
0−ω2

ext
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��������� �	
�	 ��� �����
��
� ����������� �
� ��� �������� �
��� ��
�� �����
��
�
 ����������� �� ������
���
 �����
� ��� ��
����


��� �����
�
 ��� ��
�! "�� 
�������
 ��� ��
��
 #��
� ��� ���������� ���$% ���
� �����
��
� ��� ��
���� ���&% ��� ��� ��������� ��� �����
�


'���� �����! (�

 ��� �����
� ��� ��
� ����	
 ��� )���
��� ��
� ��� ����������� ��� �ω0/ωext * +�% ��� ��� ,�����
��-.�������
� �������% �� ��.�

��
� #/���
�
�-.��
0
�
�$ ��� �����
��
�! ��� �������� �����
��
� 1
��� ��
 2���	
 .�� ��� ���������
 ��� ��
�% ωext = ω1! ������ ���

�����
� ��� ��
� 
�	
 ������% �� 
���� ��� �����
��
� ������ �. �
� ��
� ����
 3��� �-� 
�
� ��� ��
��
! ��� �������� �
��� ����	
�
 �����
��

'���� ����� �
� ���������� ��� 3��� �-� ����
� ��� ��
��
% 45 ◦ .�� /���
�
�% �
� ��
� ����
 +65 ◦ �-� ���&� �����
� ��� ��
��
!

66



��������� �	

	 ��� �����
��
� ��
�� �����
��
�
 ����������� ��� )���
��� ��
� ω0 �
 �.
�
������� ��� �����
�
 ��� ��
� ω �-� ����	
����
�

�������� ������
���������
 k/
√

m D! "�� ����
�� ������
� ��	
�� ��� �����
��
� �� /���
�
����� ����
 7
�
���	
 �/���
�
����������
�8�!

"�� ���&�� ������
� ��.� �� ���
� /���
�
�-.��
0
�
� ��� �����
��
� ��
�! ��� "����� ��� /���
�
������ ���� ����
���% ��

 ��� ������
�

����
�� ����!
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������� �	�	 9������	
 ��
 ����	
����
�
 �����������
 ��	
��
��
����
���
 �:�����
�

;�0&�% )���
<

�	
���

�������
��� ���
��
��� ����
��
��� �,�
�� l�

���������� ����	�� x(t) (�
��� ϕ(t) (�
��� ϕ(t)

����

"�

����	�� sB(t)

������������� ����� �������	
� ������<�'����

F = −Dx

�������	
�� �=�����
�<�

>���
� M = −D∗ϕ

�	
��������

F = −m g sin ϕ

�
�	
� 
����<


��	
8�

�������� >���� m =���
��������
� Θ >���� m

�������� /��.�
�������

F = −kv

=�����
����.�
�

M = −k∗ϕ

/��.�
�������

F = −kv

� ���� ���

!�"������#

���������

x(t) =
x0 sin[ω0 t + ϕ0]

ϕ(t) =
ϕ0 sin[ω0 t + ξ0]

sB(t) =
s0 sin[ω0 t + ξ0] ���� ϕ(t) =
ϕ0 sin[ω0 t + ξ0] ���� sin ϕ ≈ ϕ�

��������$���%

ω0 �)���
<

��� ��
��

ω0 =
√

D
m

ω0 =
√

D∗
Θ

ω0 =
√

g
l

��������� &��$���% ω1 ω1 =√
ω2

0 − k2

4 m2

ω1 =√
ω2

0 − k∗2

4 Θ2

ω1 =√
ω2

0 − k2

4 m2
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����

��������
� ������������

3�	��� 
��� !���	 ���	# ��	�������� A�
������	�� ���������	 ���������+� ���� 
7�	�� ��� ���� ������E�

�������� ���� %���� ����������� ������������ ����� ������ ���� ���
���� =�	�� ���� ��� 	��������

4�
��������������� ���$��� ��	����

� ���� �� 4�
��� ��� ������� ��������������	��� �� ����� A�
������	 ���������	� ��	�� ���������

���� <�����������>� ��� ��������������	��� �������� 
������� 
������� ��� ���
����� A�
������	��

��� ��� ��	*

� ���� ���� A�
������	�� �� 4�
��� ��� ����	 
����� I�������
������ ����	��� ��	���� ���������

�������
����
��
��� %���� ������� ���� ���� A�
������	�� �&���	��� ��� ��	 �������� =	�1���
*

��� ����	����� =	�1���
 �����	���� ��	 ;	�������������� ����� ���� ���� A�
������	�� 
�������

�������� �� ���� ��0���� ��	��������������� ��� ���
���� A�
������	�� �� ��������� ��������"

��� �&���� !<4�
��� ��	 =	��������	���>#� � ���� ������������ �� ����� �	�� '���	���������

�����M���� �� ���� �� D�"J ��	��������������� !�
�� D�"G 
7	 �����	� �&�����#�

�� ���� 0���� ��������� 
7	 ���������� ������������ �� ��	 ����	� '�����0 ���
��� ���� ��� ���������"

��� ������	 /����7�� !CO2, NH3 ����#� ��� ��� ��	 B�
	�	��" ��� '����"�����	������� ���� ��������

��	��� � ����� 4��� ���� 3����� � ���� ��� ���������� ������������ ��������� ��	���� ����� ����

��� ��������������	��� ��	�� ���� ����� 0�� ���������	����������� A�
������	�� !��� /����� ��	 3��"

�������	������# 
�	��N��
� !����� 4��� 5�+J ��
 ����� LD#� ���������� ���������� =���	������� ����������

=����������* %	��" ��� �����	� ������������ ����� =���	��������

� �! "! �������
��� ���	
 ��
� # '�����
�������$

L+



��������� �	
�	 ���� ��� ��
�� ����� ���������� ����
��
���

L@



��������� �	
'	 >�	
�
��	
� (����


LD



��� ����	 '���� �������	 =���������� ��	��� ��� I����������� ����������	 ��	�� =���	� ���������� %����

I����������� � ���� ��	 ��� 4���� ���	 /����7�� �������� ��� =���	� 0�	� 	��	� ��� �	$
�� 
�������

��� �����	�� 8�������� %�� I�����	���� ��� �� E"'������� �����	������ ��� ��
� ����	���� ��	� ��� 4�"


���������� 5 ��� ��	 4�������� 4 ����������� O���� I����� ���� ������������ �� ����� '�������

���
7�	���

B� =���� ��	 ����������� =���	���������� �N��
� ���� ���� ����� ���������� �����������	 ��
 ��� ����"

	�� I����� 
�	��

�����������	 �		����� ��� ���������	 �����������
������� 
��� ��	 (������� ��� ��� ��� 4���������

4 �� ������0�	 '������� ��E���� ��	�� ���� I������ %�	 �����������
������ ���	 ��� ����������������

�N��
� ���� ��� ��������	 ;�������������� �� ��	 ����������� I�������������������� �$��� ��	 I�����"

	���� 
�	��

O���� ���
���� I����� 0���
7�	� ���� ��	�������� ������������������� �� ��	 (��� �� ����� '��������

(�� (�������� t10 ��� ��� I����� +5 ��� �������� ���������
������� ���� ��� ������� ����������������

��� ��� I����� 5�

%�	 ���������
������ ��� ���� ���� ��	������� �# ���#� ����� ������� 
������� ��� 	$������ ��	�"

�������� C�	���� ����� ��� ���� ��	
���	��
���� $�����

%�� 	$�������� 4������ 
����	 I������ ��� ���� �� �������� �����������
������ ��M���� ����� ���

	"�#����� %�	���� ��	 $���� ���	 $������"��� λ�

%�� (��� ��� ��� ���� ��	�� �� ��� �����������
������ 7��	 ���� 3������$��� 
� �	�����	���	�� ������

���������������	 &�

%���� ���� 
7	 ��� I�������������������� c = uϕ = λ
T = λν� ����� ν ��	 ���	��	� ��	 �����������"

����	 8 ����
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$�����' �����#���� �����	��
���

3����� ���� �������	��)�� <������������� ��� ���� ��
 ��� 3�� ������� �����>� ���� ���������� ���

�	����������� 
���� ���	 ���� 
&������� ����	��� !��������# �� ��	 (���� 3����� ���� ����� ��	 �� ��	

(���� �����	� ���� �� A	� 
&������* ��� �	��	����� ���� 7��	 ����� �	 )�	�� A	����	���� �
�� �	����� ����

�� A	����	���� ����

3�� ���� ��� ��� ������������ ����� 3����� ���� �������	� ���
���� =�	�� ���� ��� ��������
� �����

�� �� ��	�� ���� �����" ���	 �������
������� �����	����� ��	��� � ����� %�� 4	������ ��	 =�������

����$�� ���� ����� ��	 ��� ���
�
�"�������
� ��� ��� ������������� �����	� ���� ��� (	
��
�"�����

���
 ��	 3������

3����� ����� ������ ��� ������������ ���� )#���
��� A0 ��� ���� %���� ϕ0� ������ ��	�� ��� 4�"


��������������� ������� ����� 4�)�	��� ���� ��� ���	����	����	� ��	�� ���� �&�������������� ��� ��	�

(������$�������� ������ !���������������	 T �
�� =	�1���
 ν - 1/T ���	 �	����	������ ω = 2 π ν#�

3����� ���� ��)�	��� ������
������� ��	�� ���� ������ �&�������������� ��� ��	� A	�����$�������� ��"

���	���� H��	� 3������$��� λ �
��$��������� 
k = 2 π/λ�
Ψ(x, t) = A0 sin[ω t − 
k • 
x + ϕ0]

Ψ(x, t) ��	� 3�����
������� �������* ��� �����	���� ��� 4��������� ��	 3���� ��� =������� 0�� A	� x

��� (��� t� %���� =�	� ���� 
7	 ���������������� ���
���� 3������ ��� ���� �� +x"'������� ����	������

(������� ��� �&�������������� !��� 0�� /����� �������� ����� �� ��� ���� ��� 3����� ����	�����#

���� �� ���� �����	� ��
������� ��� ��� 4���	���������������������� !I��������������������# � ���	 uϕ

��	 3����� �������

uϕ = c = λ ν =
ω

k

!;	������������ ��	 3��������	�#
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3�	 ����	�������� 0�	��������� ����� ��� ������� �� �������� ��� ��� ����������� ;	 )� 
� ��	 4��"

�	�������	������� ����� ��� ��� ��� ���� ����	������

� 
���� ��� ����������� ;	 )� ����	���� 
�	 4���	������ ������ ���� �� ������������ ������ !3����	"

������� 2����������#

� ����� ��� ��	����� ��
�� ���� �� ���
��������� 3����� !������������#

� 3������ ��� ���� �� ���� !���	 ���	�	�# '�������!��# ����	����� ��� ���	��� �	�����	���	��� ���)��

�������� 3����� !2����� �������� � � #

� 3������ ��� �� ����� 
��� �����	��
��� �&���� ��������� ��� ����� ���	��� �	�����	���	��� ���)��

�������� 3����� !���������� 3����� ��
 ����	 ;���������� ���	 �� ����	 A	����
��
�#

� 3������ ��� ����� ��� 4�������� 7��	��� ������ ��� !����	���� 
�	 4���	�������	�������#� ���)��

� ��� 3�����* ��� � ���� ��	�� ������ ����	���� 
�	 4���	������ ��	�������� ��	���

� 3������ ��� ����� ��� ��	����� ���������	 4�������� ��
 �����N$���� ������� ���)�� ��
��������

!
� �� 2���������� 0�� ����	 I����1�����#

8	���0�	���� 3����� � ���� ���� ����������� ����� ��� ���)�� ��	� ����������� ;	 )� �������� �� ��	

����	 ����� !������� �� ����� � ������� '���������# ����	���� 
�	 4���	������ !��� 2����� !�����������"

������#�

4�� ��������� �� ��� 3���������	������ �� ����� /����� 
� ����	������� ���	������ ��	 ������������#

��������# ��������������� 3����� ��
 ����� ����������� ���� !;��������� ����� 4��� 5�+K ��
 ��	 
��������

LJ



�����#� 3�	 ��
������� ��� ����	������� ��� x� ��� 4����������	������� ��� ����� !����	���� 
� x# ��� z�

3�	 ������ ���� ��� C�	������ ��	 3�����
������� Ψ(x, t) ≡ z(x, t) ��	�������

%�
� ������ ��	 ��� ���� �� �������� 0���� ���	 ������ �������� ��	 2$��� dx� ��� �� ���� /���� dm = ρldx

����� !ρl - /���� �	� 2$����������� ���	 �����	� /�����������#� O���	 ������� 0�	�$�� ���� ��� ���

��	��������	 A�
������	� ��� ��	������ ��	 ��� 	7���	������� �	�
� ��
 ����� ������� ��� ���
�� ��� ��

��� ������9���� ������������������ F = ma ���� %�� 	7���	������� �	�
� �$��� 0�� ��	 (���	�
� Z

��� ��� ��	 ��� ���� ����	���� ��	�� ���	 ���� 0�� ��	 �	7����� ��� ����� �� ���������� I����� B�� ���

��������� �	
(	 ��� (���� �� "������� ��� ���������

LK



�	7����� ���� !��	���� ����#� �� 0�	��������� ��� 	7���	������� �	�
�� %�� �	7����� ��	� ��	�� ���

@� 4�������� ��	 ������	0� 
!E# ��������
�	7����� ≡ d2z

dx2
=

∂2Ψ(x, t)

∂x2

��� ����� ��� ��� 	7���	������� �	�
� FFF rü ������� ����

FFF rü = Z
∂ 2Ψ(x, t)

∂x2
dx

%�� $��
������
��
 �$�	��� ��	 3������������� ��� ��� @� 
�������� 4�������� ��	 4��������� z(t)� �� ��

a =
d2z

dt2
≡ ∂ 2Ψ(x, t)

∂t2

������
�� �� ��� ������������������� ��� m = ρl dx� �	�����

Z
∂ 2Ψ(x, t)

∂x2
dx = ρl

∂ 2Ψ(x, t)

∂t2
dx

���	� ���� �7	
�� ��� =����	� dx ��
 ������ ������ ��	 ;���������
Z

∂ 2Ψ(x, t)

∂x2
= ρl

∂ 2Ψ(x, t)

∂t2

%��� ����� ���� ��� ���������� $��������������* ��	� 2 ���� ��� ��� 3�����
������� Ψ(x, t)� %�� ���"

������� Z ��� ρl !�&��������������# ��������� ��� 4���	���������������������� uϕ�

u2
ϕ =

Z

ρl
.
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������	���� ��� ��

���
����	��

%�� ������������������ ��	 3���� ��� ��	�� 
������� %�?�	��������������� @� A	����� ������� !@"
����

4����������#�

u2
ϕ

∂ 2Ψ(x, t)

∂x2
=

∂2Ψ(x, t)

∂t2

%���� ;�������� �����	���� ��� �������� 0�� ���
����� 3������ 3�	 ������ 
��$���� 
������ ��) ����

��	�������� 3����� ��� �� +x"'������� �$�
�� ����$������ ���� 2 ���� ��	 3�������������� ���� 3�	 ������

��� C�	������ ����

Ψ(x, t) = A0 sin[ω t − kx + ϕ0]

��� ���
�� ��� �� ��� 3�������������� ���� %�
� �	������ ��	 ��� 4���������� �
��� A	� x ��� (��� t�

∂Ψ(x, t)

∂x
= −k A0 cos[ω t − kx + ϕ0]

∂2Ψ(x, t)

∂x2
= −k2 A0 sin[ω t − kx + ϕ0]

∂Ψ(x, t)

∂t
= ω A0 cos[ω t − kx + ϕ0]

∂2Ψ(x, t)

∂t2
= −ω2 A0 sin[ω t − kx + ϕ0]

������
�� �� ��� 3�������������� �	�����

−k2 u2
ϕ A0 sin[ω t − kx + ϕ0] = −ω2 A0 sin[ω t − kx + ϕ0]

LL



���	� ���� �7	
�� ��	 �����
��������� ��� 4��������� ��
 ������ �������

k2 =
ω2

u2
ϕ

���	

ω2

k2
= u2

ϕ

%����� �	������ �����	���� ���	 ����� ��	 ;	������������ ��	 3��������	��

uϕ = c = λ ν =
ω

k

!;	������������ ��	 3��������	�#

��� �	
7��� ����� ��� 3���������������
−k2 u2

ϕ A0 sin[ω t − kx + ϕ0] = −ω2 A0 sin[ω t − kx + ϕ0]

%���� ;�������� ����$�� ��	 ���� !����������# �&�������������� ��� !I�����"# ;�������������� uϕ� ���

���� 
7	 %���� 3������������

3�	 ������ ��) 
7	 ���� 4	� 0�� 3����� H 3����	������� ����������� ���������� !������"# 3������ �����	�"

���� 3������ ���� �����	������������ 3����� !'����"� '���	"� B�
	�	�������"� �������	�� 2����"� �C"2����"�

' �����" ��� ������)���� ;������	�������"3�����# H �������� ;�������� ����� ����� ��� ���
��� ��
�	�"

����� ��������� !��	�� ��� 4���	������������� ��������# ��� 4���	���������������������� uϕ ����

%���� ;�������������� uϕ �$��� �����	�� 0�� 
��� �&�������������� ��� ��� ��� !0�	����������	�# ���

<��������� ��	 '7��������	�
�> K ��� ��� <��������� ��	 8	$�����> T ������ � ����� ��� ����������

���� ��� ���� ��� (���	�
� �� ���� ��� ����� �����	� /������������ ������ �����	� ��������� ���� �� ��	

8������ 5�J ��
 ��	 �$������ ����� ��
��
7�	��

B� ����� =��� ��� ��� 4���	���������������������� ��	 3����� uϕ ������� ��	���
uϕ =

√
K

T+55



������� �	'	

�&���� <'7��������	�
�> K <8	$�����> T

����������� ���� (���	�
� Z �����	� /�����"

������ ρl

3����	������ A��	N$������������ σ �
��

�����	�	�
�

mg

C������"/����������� ρ

������������ 2�
��	��� Pκ C������"/����������� ρ

�����	����� 3�����

��
 ����� �����

�����	� ����
��$�,

2$���� 1
l C0

B������0��$�,2$���� L0
l

�����	������������ 3����� ��

C�����

�����	� =������������

��� C������� 1
ε0

����� =������������

��� C������� µ0

�����	������������ 3����� �� ��"

���
/�����

�����	� =������������

��� /������� 1
εr ε0

����� =������������

��� /������� µr µ0

+5+



!0��� ω0 =
√

D/m ��� ������������:#� %�� 3��������������� ��� ��	 ��� ��
�����	����� ������ ��� ������


�	 �������������������� ���� %$��
��� ���	 �E��	�� �	�
�� ��� ���� ������ 7��	 ��� �	��	��� ��	

3����� ���	 ��	�	 �0��� %$��
��� ���: !���������� �������� 3����� ��
 ������ 3����	������#�

+�
�	��	��� ,�� $�����' �
������ $�����

=����� ���	�	� 3��������������� �� ������ /����� ������ �� � ���� ����� ��	�� ����	��������� ����

P��	����	��� �
�� 4������� ��	 ���
����� 3��������������� ��	�������� ��	����

%� ��� 3������������� ������0� ��� ������0� 4��������� ��
������ ���� ����� 4������� 0�� ���
�����

3��������������� 
�	 C�	��$	���� ���	 ���� 4��� ������ ��	 �������� ���	 ��	 ���������� 
7�	���

%���� I�$������ ��
������� ��� ��� B���	
�	��
�	����������

���
���� 2 ������ ��	 3��������������� ��� ��	�� B���	
�	��
 ��	0�	��	�
�� ��	��� ���� �������� 3��"

���� %���� ��	��� ��	0�	��	�
��� ���� 
��� ���������� 3����� �� �������������
��	 '������� ��
�������	


����
�� ��� 
�	 P��	����	��� �������

Ψ1(x, t) = A0 sin (ωt − kx)

Ψ2(x, t) = A0 sin (ωt + kx + ϕ0)

mit sin α + sin β = 2 sin
α + β

2
cos

α − β

2

Ψ1(x, t) + Ψ2(x, t) = 2A0 sin (
ωt − kx + ωt + kx + ϕ0

2
) cos (

ωt − kx − ωt − kx − ϕ0

2
)

Ψ1(x, t) + Ψ2(x, t) = 2A0 sin (ωt +
ϕ

2
) cos (−kx − ϕ

2
)

+5@



%��� ��� ����� 
�	����	������� 3���� ���	� �� ��	 ���	����	�������� 8�	� ��� (ωt− kx) �� ��	 �����" ���

�������
������� 
����� �����$���� 0�� A	� ��������� ��� ���� 8������� �� �������	 I���� !�������	�#

��� ��	 ��	� 4�������� ��� A	�����$���� !���������	�#� %�� ����������������� !4�������� ����# ���

��� ������������$���� !4�������� ��E����# ���� �	��
���� �� ��	������ ���� ��� I��������� ��	 ������

��� �$���� 
7	 ϕ = π ��� ���7	������ (����� � ����

xK = n
λ

2

xB = (n +
1

2
)
λ

2

%���� ���� ��� ��� ��
 ����	 ������������ ����� ���	 �� ����� ������������ ���� ������

��������� �	
)	 ?
�������
����	
��
��
� ��� ���
�
��
 (����

+5D



3�	� ���� �������� 3���� �� ����� ��������� ������������� '��	 �	
���� !
��� I��N ��#� �� ��M����

���� ��� 3����������� �� ������������� ���� !I�������	��� 0�� π# ��� ��� 3���������� �� �?����

���� !���� I�������	���#� %�� 3������$��� ��	 ;	������������� ��� '��	�� !�-+# �	����� ���� ���

l = (2n − 1)λ
4 = c

4ν =� ����� � ��� '��	�$��� ����

��������� �	
*	 ���
�
��
 (���� �� ��
������ ���	
�����
�
 /�
�

+5F



3�	� ���� �������� 3���� �� ����� ���������� �?���� '��	 �	
����� �� ��M���� ���� �� ������ ������

��� '��	�� 3������$����� %�� 3������$���� ��	 ������������ ��� '��	�� ��	 2$��� � �	����� ���� 
�

λ = 2l
n = c

ν

��������� �	��	 ���
�
��
 (���� �� �@�
�
 /�
�

+5G



$������	�����' $���������
�

%�� ;��������������� ��� ��	 ���� ��� ;���������� [ω t − kz + ϕ0] ����	 3���� $���	� !��	�� 4�������

��	 ;���������� ���� t 
� �	������# ���)� &�����
��
������
���� uϕ� ��� uϕ = ω/k �
�� uϕ = λν� %���

��� ��� 4���	���������������������� ����� !�����������# ��������
�� ��	 =�	�

Ψ(z, t) = A0 cos[ωt − kz + ϕ0] .

B� ��	 ����	 ������ ������ 3�����
7�� ���� 0�	* ����������� ����� ��	 
������� ���  	����� ���	 ���	

������	 ���	��
�� 3�����
������ ���	 3������������ ���� 3������	���� �������� ��	�� P��	����	���

0�� 
��� ���	 ���	 3�����
7��� 
���
��� &���� ��� '�
����
 ���	 ������
������
��� (��)���� ��� ���"

������
�� 4�� �������� ������ ��	 
��� ��������������

ΨWP(z, t) = A0 cos[ω1t − k1z] + A0 cos[ω2t − k2z]

��	�� C�	������� ��� 4�����������
�� 
7	 �������
��������� �	������ ��	�

ΨWP(z, t) = �2A0 cos[∆ωt − ∆kz]� cos[<ω> t− <k> z]

%��� ��� ��� =�	� ����	 <Q;	��������������R> × <S������	� 3�����
�������T> ���

∆ω =
(ω1 − ω2)

2
, ∆k =

(k1 − k2)

2

���

<ω>=
(ω1 + ω2)

2
, <k>=

(k1 + k2)

2
.

+5J



%�� ;�������������� ��	 3������	����� ������� ;	�������������������� uG� �	������ ��	 ��	�� 4�������

��� 4	������� ��	 ;	�������������� ���� t� ����� ��	 ��� ;���������� 
����������

[∆ω t − ∆k z] = �������

d[∆ω t − ∆k z]

dt
= ∆ω − ∆kdz

dt
= 0

��	���

dz

dt
= uG =

∆ω

∆k
,

�� ��

uG =
dω

dk
.

%�� ��
������ 
������� ω ��� k� ���� ω(k)� ��	� *������������������ �������� ω = uϕ k� =���� uϕ -

������� ����� ��� ��� /����� ����������	��0� ω(k) ��� ���� ;�	���� ��� uG = uϕ� 4���	��
���� �����

��	�

uG =
dω

dk
= uϕ + k

(
duϕ

dk

)
. . .

B� ����� �����	��0�� /����� !
� �� 2���� �� ;��� ���	 3����	� <��	���� %����	����># ���� duϕ/dk < 0

��� uG < uϕ�

+5K



���	��	�)���*��

�����	 ����� ��	 ��	 ��	�������� ������������ ���	 3����� ���	������� ���������� ��� ��� ����	 ���
�����

�����" ���	 �������
������� �����	����� ��	��� � ����� B� ��	 ����	 ������ ������ 0���� ��	��������

C�	�$��� 0�	� ��� ����� ��	�������� �����	� ��	�� ������
��	��	� =��������� 
� �����	����� ����� ���

� ���� �	��
��� ���� $������ ��������� ��	���� ��� ��� ��	��������� I�$������� ��� ��	 �����	 ����"

������ ������

%��� ��� 0�� ��� /����������	 �� ������� 0�	 �$���	�	 (��� ��
���� ��	���� %�	 	��� ��� ������

�� ����� ��) %��� ��	�������� =�������� ���� ������	 =�	�� ��� ����� 0�� �����" ���,���	 �������"

=��������� �����	����� ��	��� �����

F (t) =
∑

A(ωi) sin(ωi t)

.��	 ��� F (t) ��� !���������# ��	�������� (���
�������� ��� ωi ���� =	�1���
�� !���� ;	���
	�1���
 ω1 ���

C���
���� ��0��#� ��� ��	�� ��� 2��M���E i ����	��	� ����� ��� A(ωi) ���� 4��������� !�� �� (������ ���

��� 3���������� ��	 ���������� =	�1���
����������� ωi �������#� ��� ��� ����� �	
�)� ��0���� =	�1��
��

!3�	�� 0�� 2��M���E i# ��� � ���� �� ��� =������� F (t) ��	
���������

%�� 4����� ��	 =	�1���
�� ωi ��� 4��������� A(ωi) 
7	 ���� !
� �� ���������# =������� F (t) �����

��� <=��	��	"(�	������>* �������	� ���� ��� ���� ��������� =������� F (t) ��	�� 3��� ��	 4���������

��� =	�1���
�� ��
����� H ���� ���)� <=��	��	"�&������>� %�	 P��	���	�? 
7	 ����� C�	
��	�� ��� ���

<=��	��	"4���&��>� %�� �	������ H �� ������ '��������� H ����� ��� ���� <=��	��	"8	���
�	�>�

%���� C�	
��	�� ���� �� ��� ���
��� @5 O��	�� H ������� �� �	�����	�� ��� ���������
$���� �����	�������

'�����	 ���� H ���	 ������� ����	���� ��� ��	��� �� ��	 ��	����	����&�� ��	 /���	�� ������� ��	���E��	�"

������ !�����	������	������ ����	������	������ ' �������	�����#� ���	 ���� �� ��	 �����	�������A ���

� ?
������ �	
��
��
��<������������� �
 >����-��
% ���
����	
� '��
����
�
�<�������������
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0�	 ����� ��� ������������ /�������B 0�	������� �� ��� �	�������� B�
�	�������� ���
��	 
� �������

4��� ����� ��	�������� =��������� G(t) � ���� �� ����&���	� ��	��� H ��	 ���� ��) ��� ����� ��	��

��� B����	�� �	���
� ��	���� ��� =	�1���
�� ��	��� ��� ���������	���� 0�	���	��

G(t) =

∫
A(ω) sin(ω t) dω �
�� A(ω) =

∫
G(t) sin(ω t) dt .

� /���
�
�<=�������
��% /0
���
<=�������
��% �������
<)������
�<=�������
��
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��	
���

%�� 4������ ��������� ��� �	
������ ��� 4���	������ 0�� ������������� %�	 ������ ��� ���� �������������

3����� ��� ���� �� ����� ����	������ /����� ����	����� !2�
�� 3����	� /����� ����#� �	 ������ ���� �����"

��	� �������� '���� ���� �� ��� �������
�������� 3���������
���� ���� /������� ��� 8��	� �������	����


7	 ��� 4�
����� 0�� ������������ �����
��� 3�� ��	���� ����	������ �$��� ��� 4���	���������������"

������� u 0�� ������������ 0�� 
��� ���������
��� ��� /������ ��� 0�� �����	 <	7���	�������� �	�
�>

!��	�� ��� ����	������������ �
�� ������
��$������� ��������# ����� 0�� �����	 8	$����� !��	�� ���

/����������� ρ ��������* 0��� ����������#�

B� /������ �� ���� ��	 ������ �	������������� ����	������ ��� ��	 ����	������������ ��)�������

u =

√
K

ρ
.

%��� ��� ��	 =��� ��� ;���� ��� =�7����������� B� ;���� �$)� ���� ��	 ����	������������ K ��� .��
� ��	

(���������������� !����� 3$	�����	� �� 4�������� +� ����� +F5# ��� =������� ��� %	���� P ����	7�����

K = Pκ S����� ���������� ��	�� ��) ��� ����������	������ �� ������� ���$�
�� ��) ���� 8����	���	"

��������� � ����� ��� !�����������#� %��� ��� κ ��	 ���������� 4���������E������ !κ � +�F 
7	 2�
�#T�

%� %����� ��� %	��� �������	 �	���	������ ����� �	���� ���� 
7	 ��� ��������������������� �� 2�
� �����

u =

√
κ
R T

M

3� R ��� <���������� ;�����������>� T ��� �������� 8����	���	 ��� M ��� /������� ��� ;���� ����

!(�������	� 
7	 2�
� ��� 20 ◦C : u = 343 m/s#�
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��� ����������	������ �� 
� �� ����� /��������� ��� ��	 ������
��$������� E ��)������� ��� ��������"

������������� ��� ������� ��	��

u =

√
E

ρ
.

B� 
����� /����� � ���� ���� �	���0�	���� ������������ ��
�	�����

%�� ;	 )�� ��� ��� <4���������> 0�� ����	 ����������� ��������� ��	��� ����� ��� ��� ������ %�����

��� /������� ��� 3���� ������� ��� ����	 =���� 0�� C�	���������� ��� C�	�7������� ������� ��	 4��"

�	�������	�������� B� ;���� ���� %	��� ��� %����� �������	 �	���	������� �� ��) ���� ����������� ����

��� %	�������� �� ������� /����� �����	����� ��	��� �����

�� ��� ��� �	
������ ����	 ����������� 0�	
��������� ������ ��	 ��� /����� ���� ����� �$��� ���

/������ !
� �� 3����	 �� ����� '��	� ���	 ���� 2�
��$��� �� ����	 A	����
��
�#� 4� ����� ���� ��	�

��	�� ����� ������ ��� ���) ��
 ��� /����� ���������� ��	 ���� ����������� �	
����� ������ ���� ��

��� /����� ��� ��	 ;�������������� u ������� ��	 �$��������� 
�	��N��
�� %�	 ������ ��	� ��� ��	

!������	��# ;�������������� v �$�	��� ��� (�������	0���� ∆t ��� ��	 �	�
� F ������� ��� �	
���� �����

��� �	�
����) F ∆t� /�� ��	 %�M������ ��� %	����� P = F/A !�	�
� �	� =�$���#� ��� ���� ��	 �	�
����)

F ∆t = A ∆P ∆t�

4�� ��	 /������� ������ ��	� ��) ��	 �	�
����) ������ ��� B�����$���	��� !�� �� /���� · ;�������"

�������# ���� %�� 0�� ��� ������ ������� /���� ��� /������ ���	$�� ∆m = ρ V = ρ A ∆x !�� ρ ���

/����������� ��� V ��� �� ��	 (��� ∆t ������� C������ ��� /������ ����� ��� ∆x = ���������"

��	���� ��	 3����� ����� u = ∆x/∆t ���	 ∆x = u∆t ����* ����� 4��� 5�@+ ��
 ��	 
�������� �����#� ���

B�����$���	��� ∆mv ��� �����

∆mv = (ρ A∆x)v = (ρ A u∆t)v

+++



��������� �	�
	

;��������
�� 0�� �	�
����) A ∆P∆t ��� ��	 B�����$���	��� �	�����

A∆P∆t = (ρAu∆t)v ���	 ∆P = ρuv !5�+#

%�� %	���$���	��� �$��� ��� ��	 C������$���	��� 7��	 ��� ����	������������ 
��������

∆P = −K
∆V

V

!5�@#

%�� C������ V � ��� �� ��	 (��� ∆t �� �������� ���� ���	$�� A∆x = Au∆t !�� ����#* ��� C���"

����������
 �� ��	 (��� ∆t ��� ��	�� ��� �������� ��� ������� �������� ∆V = −Av∆t� ������
��

�� ��� ��
������ !5�@# 
7	 ∆P �	�����

∆P =
−K (−Av∆t)

Au∆t
= K

v

u
. !5�D#

++@



%�	 C�	������ 0�� ;�� !5�D# ��� ;�� !5�+# �	���� �����

K
v

u
= ρuv

���	

u2 =
K

ρ

�� ��

u =

√
K

ρ
.

%���� ��� ��� ����� ��
������ 
7	 ��� ��������������������� u ����$�����

�������
"	�� ��� -��
�
"	��

��� /��� 
7	 ��� ��������$	�� �� ����	 ���� �	������������� ����	�������� ����������� ��� ��� +��������� ��	

3����� ��M���	� ��� ��� 0�� ��	 3���� 7��	�	����� ���������	��� �	� (��� ��� =�$��� !��� ���������������

��� ��
 ���� =�$��� A 
$���#�

I =
∆E

A ∆t
.

����	 . 	0�	� ��� ���M���� ����� ��	��� ��� ��������������$�* 0������	 ��� ��� ��� 	�� 2�����$	��

����	��������� %���� ��� ��� A�	 ���� �	�)� �&�������� ������ �� ���� 7��	 ����� ���	 �	�)�� ��	����

0�� ��������$	��� ��� ������ ��
������� /�� ��M���	� ������� ��� 2�����$	�� β ��� %�
����"2���	������

��	 ��������������$��

β = 10 log

(
I

I0

)
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!������� <%�
���� !���������#> =̂ dBA#� .��	 ��� I0 ��� ��������������$� �� ��	 . 	��������� I0 = 10−12W/m2�

%������ ��� ��� 2�����$	�� ��	 . 	�������� ������� ��	��

β = 10 log

(
I0

I0

)
= 10 log(1) = 0 dBA

��� ��� �����	
�������� IS =̂ 1W/m2 ��	��

β = 10 log 1012 = 120 dBA .

)���
����� �����
�����

P��	����	� ��� 
��� ������������ ��� ����	�����������	 =	�1���
� �� ��������� ����������� !0��� <��"

�������� ������������>#� %�� ������ 3����� ����$���� ���� �� ��� 0�	��$	��� ���� �����������* ���

� 	� ������ ��
 ��� �� ��� ��	�������� ����	��� ��	 2�����$	��� ��� �� �� ��������	 ���$�
�� �� �$��	

��� ������ =	�1���
�� 
��������	 ������� /����������� �$)� ���� ������ I�$����� ��� P��	����	��� 0��


��� �����" ���	 ������������� �����	����� !����� <3������	�����>#� �� ��) ��� �	������ ��� I	�����

����	 
������$������ 4�������� ��� ����	 <������	�� 3����> �����	����� ��	��� �����

Ψ(t) = {A0 cos [∆ω t]} cos[<w> t] .

%�� 3�����
������� Ψ ������ ���	 �������	 ��� �������	��� ���	 ��� %����� ��� /������ ��	 !���	 ��� ��	

��� (������$�������� ��	7����������� ��� A	�����$�������� ����	��� ���	 ���� ����	 $�������� ��
������#�

%�� ����������
	�1���
 ∆ω ��� ������� ��	�� ∆ω = (ω1 − ω2)/2 ��� ��	� ���	 ������ ���� ���� ���

������ 7��	����	��� =	�1���
�� ���	 ��� ������* ��� ������	� =	�1���
 < ω > ��� ��	 /�������	� ��	

7��	����	��� =	�1���
��� <w>= (ω1 + ω2)/2�

++F



 �	 .�
	�������

/������� � 	�� �� ����� =	�1���
�	���� 
������� ��� +5 .
 ��� ��� @5 �.
� ������������� ��� ����������

� ��	� =	�1���
�� ������ ���)�� < ���	�������>� ��� �	����� ���� �� ��	 2�
� ���� ���� ��
7	 ���	 ��

���������	��� /����� H 3����	 ���	 
���� /���	�� H ���	 ���	 ������	 ���� ��� � ���� ����	 �����
�

��	���� �� ���������	� ��	����	�� ����	���� ��	 /���	��� 
� �� ���� ����	���� ��� ������������ � 	"

��	�� 
� ����	������� '�N������ ��	 ���	������������� �� ����	�� ��	����	�� 
7�	� �$����� 
� ������ ���

������������ ��� 
� ����� ���� 0�	�	������ ��	��� � �����

SC�	����� ��� ���	�����������	���	 ��� ��� ���������	�T

�
������������
��� ��

��

)����#���� ����������
��

����
	�#����
����� $�����' ��
�
����� ��� )��
	��
���' ��� ����
	�#����
�����

����
	�#

%�� 
����� 3������	�� ��)�	 ������������� ��� ��	��� 0�� ������������ �������	����� ���	��������

��	��� ����� ���� ��� 2����������� ��� ���� ��������� 
7	 �����	������������ 3����� ��� ������ �����

!�������# 8��� ��� �����	������������� �����	����

B� ;�������
 
� ������������ ���� �����	������������ 3����� ����� �� ��� ����	������ /����� ��������

H ��� � ���� ���� ���� �� ����� ��	
����� C����� ����	������ ��� ���� ���� ����� �������������� �����	�

�	���0�	���� 3������ %�� <4�����������	 )��> ���� ����� ����������� ���������
��� !��� 
� �� ��	 %	���

���	 ��� %����� ��� ������������#� �����	�� ��� ��	 ���� ������� �����	����� ��� ����������� ;	 )���

������	� ��� �����	������ ��� ��� ������������ =����
++G



%�� ���������
��� ������	 =����	 ��	��� ��	 ��� ��$��	 ������	 ���������* 
��$���� 	����� �� 
� �������

��) ��� ���	��� �������	� � ����� ��� ��) ��� ���� ����������� ��
����� � ���� !���� ��� 
������$����

����� 
� �� �����
 	��� ��� �� ����	 ��	��������� 3����#�

�����	������������ 3����� ���� ����$������ ��	�������� ��� �������� ��� �����
 	����� �����	������ ���

������������ =����	�� ������ ����	���� 
��������	 ��� ����	���� 
�	 4���	�������	������� ������ !����	

������������ 3�����:#� %���� =����	 ��������� �� ��	 (��� ��� ��	 =	�1���
 ν !�
�� ��	 �	���
	�1���
 ω =

2π ν# ��� �����	����� ���� ��� =������� 0�� A	� ������� ��	 4���	�������	������� ���� ��	 3������$���

λ !�
�� 3�����
��� k = 2π/λ#�

�� ���� ��� 7������ ;	������������ ��	 3��������	��

c = λ ν =
ω

k

�� c ��� 4���	���������������������� !I��������������������# ��	 3����� ���� ��� ��� �����	�� ����

=������� ��	 ���������� ��� /�������

��� 4���	������ �� C����� ��� ��� </�����> ���� ������ C������ �� ��� ���� �����	����� ���������
�

!��� <%�	���$��������> ���	 < I�	�����0��$�> 
7	 �����	����� =����	� ������	7��� ��	�� ��� <�����	�����

=������������> ε0#� ����� ���� ����������� ���������
� !��� <I�	��������$�> 
7	 ����������� =����	�

������� ��	�� ��� �����	������� <����������� =������������> µ0#�

B� 4������� 
� ������������ 3����� !
� �� ����������# ���� ��� ��� ���	��	� ��	 ���������� ε0 ���

���� 4	� <	7���	������� �	�
����������> !
7	 �����	����� 2�������# ��� ��� ��������� µ0 ��� ���� 4	�

<8	$���������������> !
7	 ��� �������� 0�� �����	������ 2�������# ��
�������� %���� 4������� ��	���

��	 ��� ��	 �����	�
��$�����	� �����	 ��������� �� 
���� 
7	 ��� 2������������������� �� C������

c =

√
1

ε0 µ0++J



��� ��� ���� ����	��������� !����	 ��� ����"�������� ����	���������# ��� ��� ��� (�������	� @LL KL@

FGJ�@ �,� !���� ���� + /������ ��� ��������	 ��� ��	 ������ �� 2�
�#�

%���� ;�������������� ���� 
7	 ���� 4	��� 0�� �����	������������� 3����� �� C����� S�� �� 
7	 2�����

���	 ���� 
7	 '����������� /��	������� !'���	#� </��������	������>� ��
	�	���� 2���� !<3$	����	��"

����>#� ���	�0�������� 2����� ' �������	����� ��� ;������	�����T� B� /���	�� ������ ��� �����	�����"

��� ����	���"���
�M����� ���������� ��
� !��� <	�����0� I�	�����0��$�> ���	 <%������	�
��$�����������>

εr ����� ��� <	�����0� I�	��������$�> µr#� ����� ���� 7������	����� ≥ +� �� ��) ��� ���� �	������� ;�"

�������������

cM =

√
1

ε0 εr µ0 µr

������� ��� c !�� C�����# ���� %�� C�	�$����� N = c/cM ��� ���� ���� ���������
� ��	 /���	�� ��� �����

���� �	�����������E ���	 �	���
����

N =
c

cM
=

√
ε0 εr µ0 µr

ε0 µ0
=
√

εr µr ≥ 1 .

3�	 ��	��� ��� �� ��	 A���� !����� 4�������� D� ����� @D+# 0�	������ � �����
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��
�
����� ,�� ����
	�#����
������ $�����

������ ��� ���������� ��	�� ���� �������������� 0�� ��������������� ���	 ������������ ��	�� ��� ��"

������������ 0�� /���	���������� !4����� ���	 /����7��� �� ��� /�����# ���������� ������ �����	�"

����������� 3����� ��	�� ������������� �����	����� 2������� 
��������

%���� 2������� � ���� �� ���
����� 4����� �������� ���� !2������������ ��	�� �����	������� ���	"

���7��	�$��� �� 4����� ���	 /����7���#� ��� � ���� �� 
	���� '��� ���� !����������� �����	���� ��

C����� �� ����� '���	�����	 S��&��	��T ���	 �� /���	�� S����������� 2������� �� ����	 ������������T#�

��� � ���� ������ ��� 2������� �� 4�����	� ���� !�������� 0�� ;������	����� ��	�� ����� ����	�����

��	�#�

%�� �����	������������� 3����� ����	���� ����	 3��������������� ����� ��	�������� ��� ��	 
7	 ���

���������� ��	�������� ������ =7	 ��� �����	����� =��� E ������ ��� !��������������#�

∂2E

∂x2
=

(
1

c2

)
∂2E

∂t2

%�� ��������� c ��� �����	 ��� 4���	���������������������� ��	 �����	������������� 3����� �� C������

 �� ����
	�#����
����� ����
	�#

%�� �����	������������ �����	�� �	��	���� ���� 7��	 0���� ;	 )���	������� �� ν ��� λ� ��� �����	������

�� ��	 ���	��� ��	 3����� !��� �	���	������ ν ���#� ����� ��
� 4��� 5�@@ ��
 ��	 �$������ ������

%�� 4	� ��� ;	 )� ��� <3���������	���	�>� ������	 ��� 3����� �����	����� ���� ���� ���	 ����	������"

����� 
7	 ����������� '���������� ��� �	 ���� 4������ 0�� ���	�	�� �����	� /���	 2$���* 
7	 /��	�������

���� C�����	 �	� 0�� ������� �� %�	�������	* 
7	 2���� ���
���� 4���� ���	 /����7��* ��� 
7	 γ"

��	������ ���
���� 4�����	��� ;	����$�
���� ���� ���	�
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����������	
 ���
��
 �������	
��
�

�� ����� ������	
��� ���� ��� 
������� ������� ����
���� ���� ���������� 	������� ����� ��	�������

���������
������ ��� 
������� ������ ���� ������ �������	 ���������� ���������������  ��� ����� ��!�� ��"

���� ��� #������ ��� ������	
��� ��� ���$�� ������ ��"� �������	
����� ���� 
��� 
��%���������&�� ���

���� ��� ������	
��� ���� �������	 ��� �#������������!����� ���� 
���� ����������!������

'��
� ���� ����� ��� ���� ��$�	����� (���"$��� �)*���%��+�� �� $��� ��� ��������� ��� ������	
���

���  ���
 �������	���  ��  ���
 $��
� ��������	 ��� ������� �� ��� ������	
���, �� ��� ����� ����� ����

#�
���	�-"��  ��  ���
 ��� ��.����� ��� )����� %�� ������+/

 ���
 =
$��
���� �����

��	��0�1����

P =
F

A

 ���
������� 2 N/m2 ≡ 3� �3������� $���� ��� ��� ��� ������ A ��������� �������� �����
��%������

	������ ���� �4�� #��	�����/ ��� �����%���������
� ��� ��� ��� 5������1���� ���	���� ��� (�$�����

��� 6�������� $��
�� �����	� ��$� 788 888 3�� ��� ��.����� ����� ���� $������  ���
�������� ��� ���/

7 ��� = 105 3� .

'�� �%������ ��� ����� ������� ������	
���� $��� ��� #������ �9�
� 
������� ������ �
���� ���%��:

�������
���� ��� ��� �����������	 �!� ;� ����"��� ���� '��������� 	�������� �
���� ����������!������

'��
����� ������	
����� ������ ������	
������ ����� ����� ������� 5�	���������� ��� ���������, ��������:

���� !��	�� ��� ����� '��������� �4���	
���� 	�	������ �����������	���

7<8



��� �������	�
���� ����
� �����������


�����������


 �� *��$�������
 �������� ����� ��� (�$���� ��� ������	
���� $����� ���� ��� ��"%��
� ���	�� 5� ���

	�	���� ����� ��� (�$�����
����� 	������ ����� ��� ������ ��� ;��������/

∆P (h) =
mg

A
=

ρV g

A
=

ρgAh

A
= ρgh

$� ρ ��� ������������ ��� ������	
��� ��!��������  �� *��$�������
 ����	� ���� ������ ��� $���������


���� �� ��� ������	
��� ��� ��� ��� 
���� h ��� �� ��� '���/

P (h) = ρgh

��� �����������


 �� (���������
 �� ����� �������� ������	
���� ��� ��	������� �=������������  ���
� ��� ��� *���� ���

*���%������
 P0 ��� *��$�������
 P (h)/

P = P0 + P (h)

 �����  ���
 $��
� ��� 	�	������ 
���� ������� 	������ �� ��� ����� �������	������	�	 ��� ���	� ����

����� ��� ��� ���� ��� ;�������� �� �)�=������������� 3�����9��+��

7<7



��������� �	
�	 ������������ 	
 �	
�� ��
��	���	� ��� �	���� ρ

�����
��


����� ��� >���
� �� ��� ������	
��� ���� $��
� �� ������ ������� ������ ���	���� ��� *��$�������
�

��� �-�����  ���
� ��� �� ��� ������ �������  ��� ����� !� ����� ?����
����� ��� ��� >���
� ��!������

��������/ ���� (�$���� ��� 	����	�� �� ��� ������	
����  ���� ����� ����� ��� �������� FA� ��� ��� 	����� ���

(�$���� ��� �������	��� ������	
��� mv �3���!�% ��� ����������� ����� ���� 8�<@ ��� ��� ���	�����

*������

7<<



��������� �	
�	 ������������
	��� �� �	
 ������ 	
 �	
�� ��
��	���	�� ��� ����� ��
 �
��
 	�� �� ��
 ������������ ��� ������
���


��
��	���	� ������ ��� ��� ����� ��
 ���


�FA = mv · �g = ρv · �g · V
�Fres = mK · �g − mv · �g = (ρK − ρv)�g · V

 �� �������� �FA ����� �-�%��� � ��� 	����� ��� (�$�����
���� ��� ��� ��� �������	��� ������	
��� mv ·
�g ��� ��� ��� (������ ��� ��� �������� ��� �-�%��� �������	�	�  �� ������������� ����� �Fres� ���

������������ �� ��� �-�%�� �� ��� ������	
��� ���$����� ���$��� ���� ���
�� ��� ���  �0����! ��� ���

����� ��� �������	��� #������� ρv · �g · V ��� ��� ����� ��� �������	����� #������� ρK · �g · V �

7<A



���� �� ����� �����:������� �
��%������������ ������	
��� �!$� �� ����� (�� ����� ��� *��$�������


����� ���� ������ ��� $��������� 
���� !�� �� ���� ��� ������ !�������� 
��%������� ���	���� ���

$���������  ���
�, ���  ����� ����� ����� ���� !��  ��� ����� ��� ����� 
��%����������� ������ �(��

���� ������	
���� !�� �������������� B-���������/  ���
 ���  ����� ������ �9%��������� ��� $������:

��� 
���� !��  ���� ������ 
��� ��� $�����	�� ;���%��� ��� ����������� (�����	�$������ �	
��
����:

(�����	�$����� ��	������ $����� ��� '�����������

������ ��� ����������

5�� ������	
������������ ��������� ��� #������� ��� ������	
��� ������� ��� ����� C������	�� 	������

���������
������ �� �������� ��� ������	�����	�$����� ;���	� ��� ��� 
������� �� ��� >���1����� ������ ���

������ ��� ��� ����� *���� �
��������&�� ��� (�����	�$���� ��� 	���-��� 5� 
����� ���� ���� ������������	��	�

��!$� ������ W ��" 	�������� $������� �� ��� 
������� �� ��� >���1���� !� ������� ����� �%�����������

5���	�� ��� ���� 	�-"���  ���� !����!����� 5���	��� 	������ ����� ��� ����%�������� ������� ����� ��� ���

�%�!�.���� >���1���������	�� ε/

ε =
W

A

(
J

m2

)
.

 ���� �%�!�.���� >���1���������	�� ��� ���� 5�	�������� ��� ������	
��� ���� 		�� ���� ��� 	�	���������:

	����� ������� �� ��� (���!1������ *�� 
��� !� ;� ����� �������� ����� ����� ��� ��� ������	
��� �����

�����  ������	�� 	������� $������  ���� ��"� ��� ��� �-��	� ������ W � �� ��� ������ ��� ����� ��

��� ;����	 A !� ���-���� �!$� �$���$����� ��� ��!� �-��	� ������ ��� ��� ����� ��� ;����� ��� ;�	��� l

	������ ��� >���1������%�����	 σ ��!�������/

ε =
W

A
.
= σ =

F

l

(
J

m2
≡ N

m

)
.

7<@



 � ��� >���1���������	�� �� ���	����� ����	������ ��	�����	 ������ ���� ����� ������ !� ���	�-"����

������ ���� ������	
��� ��	� )�������1�����+ ��	�� *�������������

��������� �	

	 ��	��
�����
 �
� ���������
���

�
�
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����� ��� ������	
��� �� ��� (���!1���� �� �����
� ��� ����� ������� ������� ������ 
���� �� ��� ���

�������� *���
� ��� ���������
����� !$������ ��� ��	���� ������	
������������ ��� ��� ���������
������

!$������ ������	
��� ��� ��	���!����� ������� ��� ����� ���!���� ����
�� ����� �%����� ��� ��� �����

)�����!����� ������	
���+ 0 ≤ ϕ ≤ 90, ��� 
��%��� ������� ���� �-	������ ���� ������������ ������ ���


��%��� �-	������ 	���������� ������:�����!���� ������	
��� 90 > ϕ ≥ 180��

7<F



 ��� ��
���� ���� ��� ��%�����$��
��	 ��� ����� ������	
��� �� ����� ��	�� C���/

��������� �	
�	 �	� ���	����� �	
�� ��
��	���	� 	
 �	
�� $��	�������� %�����	� &�� '��� ��� ��
��	���	� ��������� ��� (����) ��

 �����

�	
� �	
����� *�������
� ��� ��� ���&	+����
 ,��
&�����
�
���	� ������
�� �����
- �	� .
���	�������
� ∆Epot ����� ��� /
����
 ���

��
��	���	� �� �	� '��� h 	� (��� 	�� ������
 ����� ∆Epot = mgh = ρV gh = ρgπr2h2 - ��� .
���	����	

 ����� �	� ���������
�
���	� 	��

∆Eobf = εAkontakt = ε2πrh- /�� ��� .
���	��	��
& ∆Epot = ∆Eobf �������
 �	�0 ρgrh = 2ε ���� h = 2ε/ρgr ���� h = 2σ/ρgr- 1��- ��	&&�2

���
-

7<G



��� ���  ���
���������	 �� >�� ; ��	��� ���� ��� ��� 
�%������ *���	�-�� �/

h =
2σ cos ϕ

rρg

h =
2σ

rρg
für ϕ = 0

7<H



�����������	
 �
�
��
 �������	
��
�

������������ !���
��
���

'�� ���������� ���� ���������� *��-���	� �� �� ��� (����$����	
��� ��� *��-���	 �� ����� 	�	������

3��
� ������ 
������� �� 6���� ��� 4���� ��"����� ���������� $�� !������� ��� *��-���	 ����� �������

������	
���� ��� ����� 
��%��������� ��� ��� ���� '��������� 1��"��

5��� $�����	� (�-"�� �� ��� *��-���	 !� �����
����������� ��� ��� #���������������
� IV/

IV =
∆V

∆t

(
m3

s

)
.

;�� ��� ������� *��-���	 ��� ��� (����$����	
����%��.� �� ����� C��� 	�������"�	� �� ������ ���� 5����

���
����� !�� *��-���	��������	� ;�� ����� C��� ��� I���������� A ��� ��� #������� $������ �� ���

4��� ∆t ����� ��� I�����������1���� ��� (����$����	
��� v 1��"�� 	�	���� �����

∆V = Av∆t,

�� �� ��� *��������
� ���

IV = Av .

 � ��� ������	
��� ��
��%�������� ��� ��� ���� �� 6���� ��� *��-���	 ����� ��!��	� ���� ����������

$���� 	��� ���� �	��
��
����
��
����� /  �� #������ ∆V � ��� �� ����� 	�	���� 4��� ����� ���� 	�	�����

I�����������1���� �� C��� 1��"�� ��" ������� 	����� ���� J �� 
��� !� ;� ����� ���� ������	
��� �� ��� C���

������1��"��� ��� �� ������� 5��� �� ��� 	������� 4��� ������1��"�� �� ��'� ��� ��� #���������������
�

������� 	������ K����� ���� ��� I�����������1���� ��� C����� �� ��" ���� ��� *��-���	�	����$����	
���

7A8



v ����%������� ������� �� IV 
������� !� ������/

A1 v1 = A2 v2 oder
v1

v2
=

A2

A1

'� ��� I���������� ��	�� $���� ��" ��� ������	
��� ��������� 1��"�� ������ ���� 8�<G��

��������� �	
�	

7A7



����
 
� ��� ���"���#

�� ��� ���-������ ������	
��� �������� �� ����� *����� ���  ���
� ��� ���� ���"� �� �=����=���������

 ���
� 5� ������� ����� ��� ��� *���%������
 ��� *��$�������
� $�� �� ��� �������� ������	
���� �������

������� ���� ����� $������� ;����	� ��� ����� ��� *��-���	 �
��������� 5���	��&� !�������
����� '��

���������� ��� 5���	�� ����� 3������������ ∆V �� !$�� ������������� *������ �7 ��� <� ��������� �����

���-������ ������	
��� �� ����� C����  �� C��� ���� ���� I�����������1���� A1 �� *����� 7 ��� A2 ��

*����� < ������  �� ������� ��� !�� ;�$�	��	 ��� #������� �� ���� *����
� ∆s1 �!$� ∆s2 �� ��� *������

��������� �	
�	

7 �!$� < 	�������� $����� ��"� ���/

∆W = F1∆s1 − F2∆s2

= P1A1∆s1 − P2A2∆s2

= P1∆V − P2∆V = (P1 − P2)∆V

7A<



 �� 5���	����0����!� ��� ����� ����� #����������	 ��������� ���,

∆E = mg(h2 − h1) +
1

2
m

(
v2

2 − v2
1

)

*��!�� $�� ��� 	��������� ������ 	����� ��� ������������� 5���	����0����! �5���	����������	&�� �� ��������

$��/

(P1 − P2)∆V = m [g (h2 − h1)] +
m

2

[(
v2

2 − v2
1

)]

����� ��� m = ρ∆V �ρ 2 �������������� ���� L�������	/[
P1 + ρgh1 +

ρ

2
v2

1

]
∆V =

[
P2 + ρgh2 +

ρ

2
v2

2

]
∆V .

 ��� ���"�� ��� (�-"�

[
P + ρgh + ρ

2v
2
]
��� ������� 
������� �$�� 
-���� ��� $���
������ 	�$������ *������

7 ��� < $�	�������/ [
P + ρgh +

ρ

2
v2

]
= konst.

 ���� (�������	 ����� ��� ��� *��! ��� 	���
����� 5� ����
� ��� 5���	����������	 ��� ��� *��-���	

���� ��� 	��� �����	 ��� ��� ��� ����������� ������ *��-���	� 5� ����	�/�

�

�

�

 ��  ���
 ����� ���-������ ������	
��� ����� ��� $��� ��� ���������

���M���� ���$���� ���-�� ��� ��	�
�����

 �� ���� 
���� �� ��� 	���
����:(�������	 ���� *���%������
� *��$�������
 ��$�� ���  ���
� ���

����� ��� *��-���	 ������ !�������
���� (ρ/2v2), ������ $��� ��������� 	������� 5��� ������ �����:

������	 ��� 	���
����:*��!�� $��� �����/�

�

�

�

 �� *���� ��� *���%������
� *��$�������
� ��� *�������
 �� �����

�������� ��������� ���-������ ������	
��� ��� 
��������
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�
� ��	�� ���"���#

C���� ������	
����� ����� ���� 4���	
��� ���� #��
������, ��� ������ ���� ����� �������	 ������ ���������

��� ������� ������� ����� '��������� 	�	�� ��� *��-���	�  ��� ����� ��� ���� )������ C�����	+�  ��

���������� ���� ��� ��� ;�$�	��	 ����� 3����� ��� ������ A %������� !� ����� (���"$��� �� ����� ������	
����

��� ������� d !�� '��� ��� 
��������� (����$����	
��� v�

��������� �	��	

 �� (����$����	
����%��.� ��� ������ ������ ���� 8�A8� ���� 	����	��� 	����������� 6������ ��� ������	
���

��$�	� ���� �� ����������� ����� ��� ��$�	��� 3����� ��� �� ���	������� ����� ��� '���� L� ���

;�$�	��	 �������� !� ��������� ��" ���� ����� F ��� ��� 3����� �� C������	 ������ (����$����	
��� v
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������	 $��
��� $����� ��� ������ C�����	 ����$�����/

F = η A
v

d
,

$���� η ���� ��������
�������� ��� �������� ������	
���� ���� �
��	�
���� ��	����  �� ������ C�����	 ���!�

;�$�	��	�����	�� �� '���� ���  �� #��
������ ��� ������	
����� ����� �� �� ��� ����	����� 
��%������

�� ���� (���� ��	�
����&��

�� ����� ������ C��� �C����� r� 6��	� l� ��� ��� (����$����	
����%��.� %�������-���	 ��-����� (�:

���$����	
��� �� ��� ������� ��� ��� #���������������
� 	��� ��� B�	��:3���������N���� (����!/

IV =
(π

8

) (
r4

l

)
(P2 − P1)

η

$���� ��� ��������: ��� 	������������ (�-"�� !�� *��-���	�$��������� RS !�������	���"� $�����


-����/

IV =
∆P

RS

��� RS =

(
8

π

) (
l

r4

)
η .

 �� ����� (�������	 ��.����� ��� ���	������� *��-���	�$��������� RS �O>��N����� (����!P ��� ���

*��-��	�� 5��� $������ ��$�����	 ��� #��
������ ��� ��� *��
��N���� (����! ��� ��� ;�$�	��	 �����


�	���-���	�� �-�%��� �C����� r� ��������� ����� �������� ������	
���/
FS = −6 π η r v .
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$��	�����	����# ���"���#

'�����	 ��� ��� *��-���	������ ���� ����	� (������	��0�/

#���������������
� IV =
∆V

∆t

�!$�

dV

dt
, $���� IV = A v .

�A =̂ I�����������1���� ��� *��-���	� v =̂ *��-���	�	����$����	
�����

!���
��
����#��
����#� ��� ��� ����������� *��-���	 ��� IV ������� 	������ �� �� Av 2 
����� #��	�-:

"����	 ��� I�����������1���� ��������	� ��� (����$����	
��� ��� ��	�
�����

%�������
����
����# &'���#
����	����#(
P + ρgh +

ρ

2
v2 = 
�����

 �� 	��� ��� ���� ������ *��-���	, ��� ������ *��-���	 ��� ��� *���� ��� *���%��:� *��$���:��� *���:

����
 !��������	�	 ��� 	�	���� ����� ����� )C�����	�����
+ PR(t)�

C���� *��-���	 ����� ������	
��� ��� #��
������ η �� ����� ������ C��� �B�	��:3���������N����� (�:

���!�/

IV =
(π

8

) (
r4

l

)
(P2 − P1)

η

���� ���	�����/ IV = ∆P/RS ��� RS =̂ *��-���	�$����������

�
� ����	�
������

7AE



'
�
#� $	��������� ��� %���
��
��	��

� 5�	���������� ��� ;����/ ρ ≈ 1,06 g/cm3, η ≈ 2,1 · 10−3 Pa · s

�  ���
�

) �=����������  ���
 ≈ 7E�8 
3� ������� B��!
��%%� �0���

) �������������  ���
 ≈ 78�F 
3� ������� B��!
��%%� !��

) ������� ����������
 ≈ <�F 
3� �6��	����������

� L����! ∆ # ≈ F8 cm3/B��!�����	� IV ≈ F8 cm3/s �3������� ≈ 7 B!�� �� �� IV ≈ 7 · 10−5 m3/s ����

��� @�< �M����

� �#������������� ��� B��!��� ∆V P ≈ 7�A QM*����	� 6������	 PH ≈ 7�A '

� 
�	�������� ≈ 7A8 
Q� ����%����� ��$� 7�DR ��� ������������� (���������!�� ���� G 888 
Q %��


�	��

���"���#��
�����	�� ��� �#�����
��
#
�
� ��� ��� 	������� ���������/ ��� ∆P ≈ 7A�8 
3��

IV ≈ 7 · 10−5 m3/s ��$�� RS = ∆P/IV ��	��� ����/

RS ≈ 1,9 · 108 Pa · s
m3

.

7AF



�� ��� �����/ RS = 8 l η/πr4 ��������
��������� ≈ 3,7 · 104Pa · s/m3, ����� ���

∆PAorta = IV · RS ≈ 2,6 3� ����� 
����&�

���

v =
IV

A
≈ 0,13

m

s

������� ��� r 2 7�A ��� l 2 8�< ���

%�������
������#

���	���� ��� 	����	��  ���
������� �� ��� ����� ��� ������� 	��"�� �������� ��� �� !������	� ��� ;���:

����
 �� ��� ���������� !� �������  �� ���������������
 �	������� !�;� ��� ����� ������	
��������:

������ $��� ���-��� ��� 
���� *��-���	�	�������� �� ��� ������	� !� �-��� ���� ����������������


	����� �=����������  ���
� ������� !�������	�%��"��� 6��	����� *��
�� ��� ���������������
� ����� !�

�-������ *��"	��������� �B��!�����	��� ��� ���� 5�������� ��� �������������  ���
� �� 
��������������

(�������� ����	����� 
=%����� '����/ 7E�8M78�F 
3� �����%����� 7<8MG8 �� B	 J ���� 5������&�

*��$�������
 �� ;���
��������/ ��� ���  ����� ρ ��$�� ��� B-�����0����!�� ��=%� B��!:��" ≈ 7�A ��

B��!:��%� ≈ 8�@ �� �������� $�� ��� ��� *��$�������
 ρgh ���� ��������� ��������/

∆P Herz − Fuss ≈ 13,5 kPa

∆P Herz − Kopf ≈ 4,2 kPa

�� �� ��� (���������
 ��� ��$�

13,0 + 13,5 = 26,5 
3� �� ��� ��"��� ���

13,0 − 4,2 = 8,8 
3� �� (����� .

7AG
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Fc =
1

4 π ε0

q1 · q2

r2

%�������2"
�
�
&

!��
� q1 ��� q2 ��
 �
��
� 0�����
� ��� r ��� ������� ����4 ��
 �������� �
� '��(� ��� 0����� - ��(
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�������
� 0����� ����� 
� ������		� 
��
 !
��
�
 �����
���
�� 
�

�
?��
�
�� ��
 ����
�� �
� 0����� �
��� @��	��� %@& ��� ��� �
?��
�� ����� ��� @��	���2"
�
�
 
�2

����
� ��� �
� A������������
 1/4 π ε0 %�
� $����� 4π !��� ��� �
��
������
� "�1��
� �
�!
��
� B

4π ��� �
� ����!���
	 �� 
��
 +����	�����&� ��
 '�������
 ��� �
� �
��

8,988 · 109 Nm2

C2

��� �
�����
� ��
 ����� �
?��
��
� �
��������
� "�C�
� '��(� (N) ��� ������� (m) ��� �
� 
	
�������
�

"�C�
 0�������
��
 (C)�

8,��
� !���
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�� �
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� 8����
� I �
?��
��4 ��
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 ����
�� �
���

��,D�
 ��� !��� �
�
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 ����
�����
 '��(�!������ 
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�
� 8��C�
 ��(
�����
�� �
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8���� I ��� ���	�� 
� ���
�
� 8������C�
� !�
 �
� 6�	��
������ IV ��
� �
�����
����� IQ �
?��
��3

I =
dq

dt
; IV =

dV

dt
; IQ =

dQ

dt
.

�
����� ��	�3 - @ � - ��4 	
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�
�
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��
 ����
�� �
� 
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� 0������ $1� ��
 0�����
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�
 %0������
���	����&3

�
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�
���
 8���
 �		
� 0�����
� �� �
� �
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 �� ���� 
!�� 0�����
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�
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� ��
� �
������
�� *
���� ���
� ��� ,���!
��
 %+/−&4
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 8���
 �
� 0�����
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��� ��������� ��
�
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�
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 ����� ��� �
� 7�������
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�������
 0����� ��� ���� 
�������	�� 3 
� ���� 
��
 �	
����
 0������ ��
 �
	�	����
����� e0�

'	
��
�
 %(�
�
& 0�����
� ��
�
� �� �
� A���� ����� ��(� ��� �
	����� ����� 
��
 �
�����
 �	
�
����	������

−e0 4 ��� +������ 
��
 ,������
 �	
�
����	������ ��
 �	
�
����	����� �
����� 1,609 · 10−19C�

�	� �
��,�
	 �
�
���
� !�� ��
 @��	���2'��(�� ��
 ��
 ���
�����
� �	������	
	�����	�� ��
 ���� �� 
��
�
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 ��
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Fc =
1

4 π ε0

q1 · q2

r2

��� r = 1�� ��
 0����� q ��� �	
��� - �	
�
����	�����F����� �� �� q = Ne0 = ν NA e0 = (m/MA)NA e0�

!� m ��
  ���
 �
� @��28�1��� ��� N ����
�� MA ��
 ��	��
  ���
 ��� @�� ν ��
  �	
��	 ��� NA ��


����	
��2G��	 �����  �� m = 2 � ��� MA = HI�JJ �F��	 
���	�
� !��

q = 3,04 · 103@

��� �����

Fc = 8,988 · 109 N m2

C2
·
(
3,04 · 103

)2

12

C2

m2
= 8,3 · 1016A !!
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A + Eion → A+ + e− ��� A+ + e− → A + EB (= −Eion) .

��
 ��
���
 EB �
��� ���� ���������
�
���
� 4 ��������
�
���
� ���� ���
� �
������ �
�  �	
�1	
� !�


AB ���� ��
 7��������� ��� 
��
� ��(�,�	���� �
� ��
�����
� ������� 
���
��
�
� %������
�������&3

AB + Edis → A+ + B− .

-=5



�������������	 'C�,
�� ��
 �
!
�	���
 0�����
� 
����	�
�� �
��
� �
	
�������
 0
��
��� �		
  
��		


���� �
�� ��
� !
���
� ���
 0
��
�� ���
�
  ��
���	�
� %"	��� '�������>
� �������
 '�����		
 !�
 A�@	&

���� �7��	����
�� ��
� ���
	
�������3 ��
 
����	�
� ��� �	����	�	 0�����
�� ��
 ����� �
!
�	��� ����

��� �
��
� 8���� 	
��
� �C��
�� ��
!����
� 	�
�
� ��
 �<�	�	
��
�� !�
 ��
 �	
�
��
 8�� "
 ��
� ��


6
��������
� "���� @�8� ��
 ����� 
��
 �
����
 ��
���

�(��� %0����� ��!������& 	
��
�� �
����� !
�2

�
� �C��
�� ���� $	1�����
��
�� !
�� ��
 �
	C��
 7��
� 
����	�
� %��	
����	:�	C����
��&� ��!�
 ������
��


"��
 %�+	���
��& �C��
� 
��
� 
	
�������
� 8���� 	
��
��

�������������

��
 �	
���������� ��� ��
 L��
�������� ��� �����2�
!
�	���
� 0�����
�� 8�	���
 ��� ��� ��� +���
� ���

0�����
� 
� ��� ���� ��� ��
 �
�
������ �
� �������2'��(� ���� �
� �������2"
�
�
 
��(����  ��

��
	
� 0�����
� ��
� ����
�
���
� 0�������
��
�	���
� !��� ��
� �
�� ���!�
���4 ��
� (1��� ��� �
�

�
���> �
� 
	
�������
� $
	�
� E 
��� ��� 
	
�������
 $
	� ��� 
��
 6
������C�
� !
	��
 ��
 ������������

��� 	��	 ����	
����� q0 
� *
�
� +���� �� ���� ������� ��
 $
	������
 ��� �
?��
�� �	� '��(�F0�����3

E(x, y, z) =
Fc(x, y, z)

q0
.

7��
 ����
�� ��� AF@ %��
� 6F�� �� �,��
�&� �	
�������
 $
	�
� ����
�
� ���� �
�����
		 !�
 '��(�
�  ��

���� ��
 ���������� ����
�� �� �
� ��� ��
 '��(�	���
� ��� 
��
� (
��
� +�	�
� ����

����
�� ��
� �����

 
��
� ��� 
��
�  
��������
��� +
� '���
����� �
����
� ��
 $
	�	���
� �� ,������
� 0�����
� ���


��
� �� �
�����
�4 0�����
� ���� ��
 M�
		
� �
� 
	
�������
� $
	�
��

-=I



��������� �	�	 ����
�
���� �������
�
������� �� �
� ����
�
����� ������� �����
	���
�� ���� �����	���
�� �
������������ ��
� ����
�
�����

����  �������	���� ��
�
 ���
�� ��� �


������
 ���� ��!�� ��� �
��
 "
� #$ %��
����2 ��� �� &�� ����
�
���� &
��� ��"�
 ��
���������
�
�

'������� 
� 	��
�� %��
��� a�� ��
� ���� 
�
 ����(��
 ��� ��
�
 �
�� �)���
�
������  ���
�
����
��

��������� �	�	 �� &�� �������� ���� �"
����� ��� *��

�� �
��� ��������� *��

����������
���+ �� ��
 (������ �
� ���
��� �
,��� ���

-
��
����

-=N



��� ���������	� ���������

��� �
�
� ��� �
����� !�
 �� �
�  
������ ���3 �����
� !�� ��
 
	
�������
 '��(� �������
�� ��� �����


��
 $
	���C�
 �
�����
�
� ���
� %
	
�������
� $
	� E&� �
������
� !�� ��� ��
 +��

���C�
 ���
�� ��!�


��
 G���������C�
 ��
���
� ���
 +���
	����� q0 �� $
	� E 
�(���� 
��
 '��(�4 �
!
���� �
� 0�����

�
�
� ��
�
 '��(� �
�C���� ��
 6
��������� ��� ���
��� !���
�� ���
�
���� ��
 0����� ���
�� �
������
�

����� !
�� ��
 ���� �� $
	��������� �
!
��� ��� ����
��
�

∆W =

∫
FFF · drrr =

∫
q0 EEE · drrr ��
�

∆W

q0
=

∫
EEE · drrr .

��
�
� 7��
���	 ��� 
� �� (1� ��� $
	� 
��
� +����	����� q1 
��
 
��(���
 $���3

E =
1

4πε0

q1

r2

rrr

r

%@��	���2$
	�& ,

���

∆W

q0
=

∫
EEE · drrr =

1

4πε0
q1

∫
dr

r2
= − 1

4πε0

q1

r
.

��
 ���
��F0����� ∆W/q0 ��� 
��  �� (1� ��
 ���
��� ��
 �
������
� !
��
� �1��
� !
�� !�� ��
 0�����

q0 
� 
��
� �	
��������
� 0����� q1 ����
!
�
�� 8�
 �
��� ��������2+��
����	� �
� +����	����� q1�

��
 ,��
���
		
 ��
���
 Epot ���
�� ���� ���1�	��� ���� ���
�4 !�� �C��
� ��
 "�C�
 Epot/q0 
�
�(�		�

�
������
�� ��
 ���
�� �
!� ��
 ��
���
 
��
� 0������ �
�
�	� ����� ��
 0�������
��
� �
��� ��� �		�
2

�
�� ��� 
	
�������
 ���	����
 ϕ� 8�
 	��� ���� ��� �
� $
	������
 E ����� 7��
������� 1�
� 
��
 8��
��



��
���
�3

∆ϕ = −
∫

EEE · drrr .

-=J



 �� ���� ��� 
	
�������
 +��
����	 ���
�� �
��
�� ��� 
��
� 6�	��
�
�� !
	��
� 
��
 �	
��
 0����� O�
�
�

	��� ��� ��
 �
��	��
�
��
 ���
�� ��

����

���
 
	
�������
 �+��
����		�������(�� �	
���� 
��
� <C�
�	�������(� �� �
�  
������ %��
�
 ���� -�-E

��( �
� (�	�
��
� 8
��
&3 
��
 +���
����
 �� �
� <C�
�	�������(� �
���
� 
��
 �
������
 ,��
���
		


��
���
 Epot� *
 ���� <C�
� 8�
 
�(���� 
��
 '��(�� ��
 ��
 ���� ���
� ��		
� 	���� *
 ���� 8�
����� �
�

���
��� ��
 <C�
��������	���
� ���� 0���
� �	
���
� <C�
� ���
 �����
 

��� ��
 *
!
�	��
 8�
����� ���

��
�(�		� ���� ��� �'������	���
�� �
� 
	
�������
� +��
����	� �
?��
�
�� ��
 �
��
� �PQ��,��
����	2

	���
�� %�
!� 2$	���
�&� ��( 
��
� PQ��,��
����		���
 ��� ��
 ,��
���
		
 ��
���
 
��
� 0����� ���������

��
 �
!
�� ���� ���
 ���
�����(!����

��
 '��(�	���
� %�� �� ��� 
	
�������
 $
	� E& 

��
� ���
� �
���
��� 
� �
� PQ��,��
����		���
�� ����

�� ��
 ��������� �� �
� ��
 �8�
������ �� ��C��
� ��� %��� ��
 ���
�� �
���	� ���� ��9���	&�

��� �C��
� ��
 ����
 �

�
���� 
!����
� +��
����	 ��� $
	� ���
��
�� �� ��� $
	� ��� �
� +��
����	


� �
�
���
�3

E(r) = − d

dr
[ϕ(r)]

%
�����
������	4 
� �� �
�� $
	� 
��
� +����	����� ��
� �����
�
� $
	� �� �������� rrr& �
!� %��
����
�2

�����	&3

E(r) = −∇ϕ(rrr) .

%∇ ��� ��
 ���1�
��� (1� 
��
 ��
����
������	
 ��	
������ ��
 �	� 6
���� �� ��
 �������� ��9���	
�

8�
����� 

����&  �� �
��� ��
� �"����
��
���	����� ��� ����
��� ����
E(r) = −���� [ϕ(rrr)] .

��
 ���� ��
 ,��
���
		
 ��
���
� ��� ��� 
	
�������
 +��
����	 �
��
� (
���
	
��
� A�		,����� ��
 ���2

��
�O���
 ��	�
� 
��
 PQ��,��
����	O���
 ��� 
��
� (��� ��
����C,O���
� 0�������
�
��
� ���
� �
�����
�

-=H



��������� �	�
	 %����� ��� �
��� .�������
���/0��
�� &
� .�������
����
�
�� ����
���� *���
� ��� ���
���� .��� h+ �����	 ��"��


�
�� �
�� ����� m ����  .��/� %���

1 
��� ��
��

���� �����
� mgh ���
�
 ����
��
� '
�
�� ��� ��2
����� �
�
���� ��
��� ��������
 �� ���

.�������
�����1 �
�� ����� "(��� ��
���� ������� '
�
�� �
���
��������� &
� .�����
�
������	
 ��
�
 ��
���� ��� ��2
����� �
�
���� ���

",���
 �

 "��������� �
�
����  �� �� "��� �
� .�������
����� �
��
�� ���������
������ &
� 34�
��
��

���
�
�� ������
�� �
�� ������ �� ���

.�������
����
�
��1 �
� ����
�
���� �������
���� ������ �� ��� .�����
�
������	
�

-==



��� �(� 
��
� +���� �� 
��
� 
	
�������
� '�
�� ��� �
� ���
 %� ���
� ��
� ��������& ��� �
���
�

��
�
� +���� �	� +��
����	2A�		,����� 7� 6����� ���� ��� �	� A�		,���� ��� +��
����	 �
� r → ∞

�
��
� %����,�:���&�

$1�  
�����
� ��� ��!
�����
� ��� ���
� ��� ��
 +��
����	���	�	�� ∆ϕ !������4 ��
�
 �
��� ���

��
 �
	
�������
 8,������� U � ��
 ����
�� ��� +��
����	 ��� 8,������ ��� R��
���
SFR0�����S� �� �� /F@

��
� /F��4 ��
 �
��� %�	� ���
	
��
�
 ����
��& ���� �6�	�� %���� ���

	�
�� ����	&3

1 V = 1
J

C
= 1

J

As

�
!� 1 J = 1 VAs .

�	
�������
 0
������ %���
��FG
��& ���� ��� ���
� �� � � /F� � 6� �

��� ������������������

��� ���
� ��� �
	���� 
��(���
� �
��,�
	 (1� $
	� ��� +��
����		���
� 	�
(
�� �
� +	���
�����
������� �
�

���
��
� �
� ��!
�����
� %�	
�������& ��� (1�  
�����
� %��
	
����
�������������
�& !������ ���� ���

���
� �
�
��� �
�
�
�� ��� ��� 
	
�������
 $
	� 
!����
� 
!
� ,���		
	
�� �
	��
�
� +	���
� �����
�

%��������
 8����
 ��� ��������& ��� ����� ��
 $	���
�	�����������
 ��( �
� +	���
� �
�
�
� ���3

E =
1

ε0

q

A
.

�
� '���
������ ��
�� �	� �0�������,
���
��� �
����� !�
 
�� �
��
� 'C�,
� ����
 �,
���
��� ���	��


�� ����
��,�
���� �
?��
�� ��� ���
� ��
 
	
�������
 '�,�
���� C3

C =
Ladung

Potentialdifferenz
=

q

U

�
!�

dq

dU-=.



%����
�� =̂ @F6 ��
� ��F6 ≡ $���� %$& R��������	�� �	�	
	�S&� ��
 +��
����	��>
�
�
 U 
!����
�

�
� +	���
� %0��
�,������& ��� �
�
�
� !�
 ��
� ����� 
�� 7��
���	 
��	��� �
� %��������
�& $
	�
�� �� ��

U =

∫
EEE · drrr = E d =

1

ε0
q

d

A

%!� d �
� +	���
��������� A ��
 +	���
�O���
 ��� Q ��
 �
�,
���
��
 0����� ����&4 ����� ��� ��
 '�,�
����

C = q/U �
�
�
� �����

C = ε0
A

d
.

�� ��� 
��	� �� 
��
 +	���
 �

��
� ��� %
���
�
��
�
�
�
 0����� O�
�� ��� �
� ���
 ����&� ��
� �
��


+	���
� ���	�
�� ��� 
���
�
��
�
�
� �
	��
� �����

�����
� !�� 
��
� 7��	���� %��
	
�������& 
!����
� ��
 +	���
�� �� !
��
� ������
 ��
� ��	
��	��


��,�	
 
�

��� �
!� ����
�����
� �� 
	
�������
� $
	�� ��
� (1��� 
� 
��
� "
�
�(
	�� ��� �
����
 $
	�

%��� ���
� ��
 8,������& !��� ���
���!����4 �� ��
��� ��
 '�,�
���� �
� '���
�������� ��� 6
���	����

�
� '�,�
����
� ��� ��
	
������� ��� ���
 ��
	
������� ��� 
��
  ��
���	��������
 �
� ��
	
���������

��
 ��
	����
 ��
	
����
�������������
� εr� $1� �
� '���
������ ��� ��
	
������� ����
��� ��� ���
�3

C = εr ε0
A

d
.

��
 �� '���
������ �
�,
���
��
 0����� ��� 
��
 ���
 ,��
���
		
 ��
���
 %��� ���� ����� ��� 
	
�������


$
	� E �,
���
�� ��
���
&� ��
�
 ���� ��� ��� �
� +��
����	��>
�
�
 ��!�
 �
� 0����� 
��
���
�3

dW = U dq = U C dU ��� Epot = ∆W =

∫
CU dU =

CU 2

2

R��
���
 �� '���
������K %����
�� FV2 = (As/V)V2 = VAs ≡ J&�S

-=T



������������
����

����������� 	
������
 ��
 ����	���� -�-- ��( �
� ������
� 8
��
 

��� 
��
 G
		
��
����� %��1�

�����U
��&4 �� #
�	��	� �& 	���� ��� ��
 '��

�������� 
��
� 8�	

� %'@	& ���
���	� �
� G
		
 ��C�
� �	� ��


���
���	� �
� G
		
 %c[KCl]innen > c[KCl]aussen&� ���
��
� ��		 ��
  
����� 
��
 �C�
�
 �����	������
��

(1� K+2'�����
� �	� (1� Cl−2�����
� �
���

� %�7��
�����	
�&�

��(����� �
� ��
�����
� "����
��
� %'��

��������������
��
�& ��>����
�� '@	 ��� ���
� ���� ���
�

%����
		
� ��� ��
��
��
� #
�,
����� T 4 +(
�	
 �� ��	�&� ��
� (1��� 
� 
��
� V�
������ �� Cl−2�����
�

���
���	� �
� G
		
 ��� ��K+2'�����
� ���
���	� �
� G
		
 B ��	� #
�	��	� �& �
����3 
�� 
	
�������
� $
	�E



��� ��� ���
� ���� ���
�� 
��
 
���,�
��
��
 
	
�������
 8,������ U %���
,��
����	& 
����
�� 
!����
�

���
� ��� ���
�� L� ��� !
��
�
 7��
� ����� ��
  
����� 
� �����,����
�
�� �1��
 
��
 ���
�� ∆W =

z e0 U �
	
���
� !
��
� %z � �
�����
�� �
� 7��
�� e0 � �	
�
����	�����&� ��
�
 ���
�� ����� ���

�
� ��
������
� ��
���
 kBT �
� ��>����
�
��
� 7��
�4 ��
 ��>����� �
�
� ���� ��	���
 (���� ��� ���� 
��

"	
����
!���� 
���	�
�� ��� %��
������
� ��
� ������	��2"	
����
!����&� ��
 "	
����
!������
�������

	���
�3

ca

ci
= e−z e0U/kB T %-�.&

R��	� �����
������
 <C�
�(���
	4 ���� 
�� ��
������
� "	
����
!���� 
!����
� 
��
� ��>�����������

%0�(���	
�1	
 ���� ��
�& ��� 
��
� 8�������� %<�����
��mgh&S� L��
��
		� 
����� %-�.& ��
 A
����W���


"	
������3

kBT ln

[
ca

ci

]
= −z e0 U ,

!
	��
 ��
 7��
����

��������
� ���
� ��� ���
� ��� �
�  
������,������ U �
�����
�� A
��
���,�	�



����
�
� ����� 
����
	���
 �����
 7��
�O1��
 %�
!���� ����� 7��
�,��,
� �� �
�  
�����&� ��
 
� 
��
�

-.E



��������� �	��	

-.-



���
(������
� P��
���� �
�  
�����,��
����	� (1��
��

������� �� ���������	�� ����

��
  ��
��
 ���� B 
	
������� �
�
�
� B ���� �� 
!
� '	���
� �
�
�	� !
��
�3 
	��	��	 ���	��	 % 
��		
�

+	���
�� �	
����	:�	C����
� � � � & ��� ���
�	�	��	 ���	��	 %�		
 ���
�
�  ��
���	�
�&�

-� �	��	��	 ���	��	 
����	� 
��
 ����
 ��
��	 �� %(���& (�
� �
!
�	���
� 0�����
� B ��
 ��	�	� 0�2

����
�

5� ���
����	� 
����	�
� �	����	�	 0�����
�� ��
 �� �
� ����
� ��
�  �	
�1	
� �
�  ��
��
 (
��2

���

�� *
���� ���
� ���� ��������,���� �
������
� !
��
� �C��
�� 8�
 ��	�
� ���
� ��,�	
� ���

��,�	���
��
� ppp = q aaa� !��
� q ��
 �
������
�
 0�������
��
 ��� a ��
 6
�����
��������
��


���� %�
� 6
���� aaa 

��� ��� �
� �
�����
� ���
 
�� ,������
� ���&

����� 
�� 
	
������������
� $
	� |E0| = |D0|/ε0 = σ0/ε0 %σ0 = (�
�
 $	���
�	�����������
& ��( 
��
�

7��	����� �� !��� 
� ����� �� 7��
�
� �
�  ��
��
 ��		������� ���
������� !�
 �
�� 0
��
�4 
� !���� ��( ��


���� �������
�
� %�
����
�
�& 0�����
� ��� ,����
�
�� ����
�����
�
 ��,�	���
��
 %����� 0������2

�
�����
���� �
!� )��
���
���� �������
�
� ��,�	
&� ��
�
 �
�
� ���� ���
���	� �
�  ��
��
 �
�
��
����

��(� 	���
� ��
� 
��
 +�	����������O���
�	�����������
 σP ��( �
� )�
�O���
� �
�  ��
��
 1�����  ��

�
?��
�� ��
 +�	��������� �
�  ��
��
 �	� "
������,�	���
�� ,�� 6�	��
�3
|P | =

∑
pi

V
=

qPL

V
=

σPAL

V
= σP

���	�� 
�� 6
�����
�����(
	� D4 A ��� ��
 $	���
 �
�  ��
��
� L ���
 ����
�

�� 
9����
�
� ��� ��
� $
	�
�3

-.5



��������� �	��	 �
� *��

����������
�� �

 �
��� &
����
�
���  ����
�� ��� 
���
������� ��
��
�� ��� ��,��� A ��� ��� &
��� L �"
�����

��� *��

��� %�	 ��� *��

�� ��5���
 �
�� �
� 	��
� ��,������������
��
� σ01 �
� ��� ����
�
���� ���� E0 ������
� &
���� ���� ������
��
 �
��

*����
��

�� ��� ��
��
�  ������
��
�
� &
���� 
�������� ��� ��
��
��1 �
� 
�������

� �� �
��� 6���7,������������
��
� σP �� ��� 6���7,����

��� &
����
�
����  
�������� �
��� �(���� ���
��
 ��� &
��� δ� 	(��
� &�� ���� E "
�� 
�������� ��� ��
��
� �������",��
1 �
� 0����

,
 ���

0�������
��� ��
��������� �����
�

-� P ��� ���
���	� �
�  ��
��
� ��� |P | = σP4

5� D 1�
��		 �	
���� ��� |D| = σ04

-.I



I� E = E0 ���
���	� �
�  ��
��
� E = Em < E0 %A����	(�		& ���
���	� �
�  ��
��


RE ����� 
��
� 8,���� �� �
� )�
�O���
 �
�  ��
��
 �� �
� 
��(���
� "
��
���
 
��
� +	���
�����
�2

������ ��� 
��
�  ��
��
���
��
 %��
	
�������& 
!����
� �
� +	���
��S

7� �		�
�
��
� ��	�

E =
(D0 − P )

ε0
=

Dm

ε0
.

���
 �	�
������
 �
����
����� ��
�
� 6������� ����
�� ��( ��
 �
������� �
� �2$
	������
 �� �
�  ��
��
3

E0

Em
= εr %
��
 ���
������	��
 G��	� �	
����	 ��	
	�������������
& .

��
 '�,�
���� 
��
� '���
�������� !
	��
�  ��
��
 �
� �
	����
� ��
	
����
�����
��	 εr 
����	�� ��� �
��
2

�
� %
���,�
��
�� �
� �
������� �
� $
	������
 E& �����3

Cm = εr C0 = ε0 εr
A

d
= ε

A

d
.

%��
 	
�
�
� �
��
� $���
	� �
	�
� (1� 
��
� +	���
�����
������ ��� +	���
�O���
 A� +	���
�������� d�

$1		(����� (1� ��
  ��
��
 � -EEX� �� �� L = d�&

��� ���
����
��
� ��
� #:,
� �
�  ��
��
3

-� ��
	
������� ��� εr > 1 ���!���
� ��� 
	
�������
 $
	� E4

5� $
���
	
������ �
���

� 
�� �,�����
� 
	
�������
� $
	� E ���
���	� ���
� W��������
� #
�,
�����W

TC 4

I� +���
	
������� ��� εr � 1� ���� $
���
	
������ �
� T > TC 4-.N



N� ��!�
 0
��
�� ��� εr → ∞4 ��
 ������
� ��� $
	� E ��		������� ���

�
� �
� 6
�����
�����,�	��������� ��� P ,��,�������	 E3 P = n α E� n � #
�	��
������
 �
� ,�	�����
�2

���
� #
�	��
�4 ��
� ��� P �
	���� ���!���� ���� ��
� �
� $
	� E �
�� ����
		 (�	�
�� �
� �
� )��
���
2

�����,�	��������� ��� P 
��
 $������� ��� E ��� T � ��
 ��� �
���
�� ��
	 �����
�� ��
� (�	�� �
� $
	� E

��� 	�������

��� ���������	� �����

����
� ���
� !�� ��������
 0�����
� �
������
�� ��
 �	� (�
�
 ��
� V�
������	�����
� �� 
��
� (
��
�

8�
		
 ���

�4 ���
� ���
� !�� �
�
�
�� ��� 
� ��(����� �
� �����
� @��	���2'��(�
 �
�� ���!�
��� ����


��
 ��C�
�
 0�������
��
 
� ��
��
� ��� �	� (�
�
 0����� 
� 
���	�
��

�
� (1� �		
�	
� ��!
�����
� !
����� !������
�
 $�		 ��� *
���� �
� �
� �
!
��
� 0�����
�� �� �� �
�


	
�������
� 8������ 7� 
��
� ���� ���
� 
	
������� �
����	
� 0
��
� 	���
� ���� �
	���� ����
 0������2

�
��
� �� �
!
���� �
�

�4 ��
 �
!
���� !��� ����� �
� 
	
�������
� 8���� I = q/t �
!� d q/d t

�
�����
�
�� �� 
9���
� ���	���
 
� 
��
� $	1�����
������C�����

��� 
	
�������
� 0
��
� ���� ���
��
��  ��
���	 �
��� !
	��
� �
!
�	���
 0�����
� 
����	�� ��
�
 ����

��
 �	
�����
� ��  
��		
� ��� <�	�	
��
��� ��
 7��
� �� �	
����	:�	C����
� ��� (
��
� 7��
�	
��
��� ���

�	
�����
� ,	�� 7��
� �� �
	��
�
� "��
� %+	���
�&�

��
�
� �� ���	���
 
�� $	1�����
������C����� �
������
� ��� �
�� 
	
�������
� 8���� ���
� 
��
�

���
������4 
�� #
�	 �
� �
!
�����
�
���
 �
� 0�����
� !��� �� 
��
 ���
����
�
 �����
!
���� ���
2

�
�
�� �� �� �� ����
� ��
�
� 
	
�������
� ���
������ R ����� ��� �
� "
��
���
 ��� ���  ��
���	
��
�2

����(�
� �
� 0
��
�� ��� ������ "
� ���� ��
 ��� ��(��
���

��
������1 ��
 �
� 8�
�� ��� ������ �����	
��	�� �
�� %������� ������9���

&��
 �
�
 �� ��� ���	

������� :��
���  ��
� 7(��
��� .��
���1 "� �
�� �
������ ���� ;
����
���1 �� �� �
�� 
����� �
������1 ����
�� 
�
�

-.J



%��� �
�� -�
�� ��� ��
�����1 '��
������� ��� <���
������� ��
�
 ��
 

�	�� =������
���� �
� ��	��������� ��� �����	������ ����	��
����1

������
 �������

�����

���
�
��� �
���������� ������ �
����
������������


�	� �
��,�
	 (1� �
� 
	
�������
� 8����F$	1�����
������C���� �
��	
���
� !�� ��� ���	��(
� 
��
� �
��	2

�
�� ����� 
��
� 8��C�����!��
������ RS ��� �
� ���	����� 
��
� '���
������� ����� 
��
� 
	
�������
�

���
������ R %RC'�
��&� 7� �
��
� $�		
� ���
� !�� 
��
� �����2���������
� 8����3 ��
 8���������
 IV

�
!� I ����� ��� �
� G
�� ��� !
�	 ��
 ���
��
��
 '��(�� %�������>
�
�
 ∆p �
!� 
	
�������
 8,������

U& �������� *
 !
��
� ���� �
� �8,
���
�� ���	

�� %��
�
 ���� -�-I ��( �
� (�	�
��
� 8
��
&�

7� �
��
� $�		
� ��	� ��� �	
���
 "
�
�
3

IV =
∆p

RS

��� I =
U

R
.

0
�
�
�
� !��� �)��W���
� "
�
�
� �� �
� �	
����
�����	
��
 �
�����4 
�� ���
������� �
� ����������

��� 8���������
 ��� 8,������ ���� �
��� ����W���
� ���
��������

��� �C��
� �� �
��
� $�		
� ��
 �

�
���� 
!����
� �
� ��
�,
���
��
�  
��
� %6�	��
� �
� $	1�2

����
��� 0�������
��
& ��� �
� ���
��
��
� '��(�� %�������>
�
�
� 
	
�������
� 8,������& 
���
�

�3

∆p = ρgh = ρg
V

A

��� U =
q

C
=

qd

ε0A
.

��
 "�C�
� ���� �� �
��
� $�		
� 
�����
� ,��,�������	� ��
 +��,�������	�������������
 
����	� �
��
2

������
 "�C�
� ���  ��
���	��������
�3

ρg

A
,

d

ε0A
.

-.H



��������� �	��	

����
�

� �� ��
 "	
������ (1� ��
 8���������
 
�����

IV =
dV

dt
= −

ρg
A

RS
V

���

I =
dq

dt
= − 1

RC
q

%���  ����

���
� �
��	��
�� ������� ��� ��� �
�,
���
��
 6�	��
� �
!� ��
 0����� ��� �
� G
�� ��2

-.=



������& L���
		
� ��
�
� "	
������
� 	�
(
��3

dV

V
= − ρg

ARS
dt ���

dq

q
= − 1

RC
dt .

7��
������� ��
�
� ��>
�
����	�	
������
� 
����� �	� 0C����
� 
��
 �9,��
����	(������� �
� G
��3

V (t) = V (0) · e−t/τs ��� q(t) = q(0) · e−t/τ

��� �
� G
����������
� τs = RSA/ρg �
!� τ = RC�

����
��
�3 �
� 
	
�������
� 8���� ���� ��� �� ����
��
� @F� ≡ ��F� � � %��,D�
&� ��
 8,������

�� ����
��
� /F�� ≡ 6 %6�	�&� �
� ���
������ �� ����
��
� 6F� ≡ )�� %���
�1�
� Ω&�  �� �
?��
��

���� ��
 
	
�������
 0
��(�����
�� L �	� '
��!
�� �
� ���
������
� R3

L =
1

R

��� �
� ����
�� -FΩ %� 8�
�
��� - 8 =̂ - Ω−1&�

�
��������� �����������

� '������>W���
 � ����
��
�
	�3 ∑
i um Kreis

Ui = 0 %��
���

���	����&

!��
�
� 8,������
� �� 8������������ ,�������
-..



� 8,������
� �� "
�
�������������� �
����� ���

� 8,������
� ��� 8����Q�
		
� �
����� 
� �
��
� �����

� '������>W���
 �'���
��
�
	�3 ∑
i am Punkt

Ii = 0 %0������
���	����&

!��
�
� 8��C�
 
�� +���� ���
�� �
������

� 8��C�
 ��� +���� ������ ,������ 
� �
��
� �����

��������
��� ����

�
� ��� ����������
���
��

� �
� �
� �
��
�����	���� ��	�3

U0 = U1 + U2 % ����
��
�
	&

���

I0 = I1 = I2 %'���
��
�
	& ;

�� ��3 �,�������,��,�������	
 "�C�
� %R, L, UQuelle& ����
�
� ���� 
��(���4 ��
� �����2 ��
� 	������2

,��,�������	
 "�C�
� %C& ����
�
� ���� �

�,����

%�
��,�
	
3 �
� "
����!��
������ ��� ��
� -EEΩ2���
������
�� ��
 �� �
��
 �
����	�
� ����� �
�����

Rges = R1 + R2 + R3 = 100 + 100 + 100 = 300 Ω4 ��
 '�,�
���� ��� 
!
� -E µ$2'���
������
� ��

�
��
 �
����� Cges = 1/[1/C1 + 1/C2]� Cges =-FR-F-E µ$ ; -F-E µ$S � J µ$�&

-.T



� �
� �
� +���		
	����	���� ��	�3

U0 = U1 = U2 % ����
��
�
	&

���

I0 = I1 + I2 %'���
��
�
	& ;

�� �� �,�������,��,�������	
 "�C�
� %R, L& ����
�
� ���� �

�,���4 ��
� �����2 ��
� 	������,��2

,�������	
 "�C�
� %C, IQuelle& ����
�
� ���� 
��(����

%�
��,�
	
3 �
� "
����!��
������ ��� 
!
� -JEΩ2���
������
�� ��
 +���		
	 �
����	�
� ����� �
2

����� Rges = 1/[1/R1 + 1/R2], Rges = 1/[1/150 + 1/150] = 75 Ω4 ��
 '�,�
���� ��� 
!
� 5E µ$2

'���
������
� �� +���		
	 �
����� Cges = C1 + C2 = 5E µ$ ; 5E µ$ � NE µ$�&

��������������� /
�
 8����Q�
		
 ��� *
�
�  
��������
�� �
���
� 
��
� 7��
�!��
�������  ��

�
������� ��� �
� 8����Q�
		
�� !�
 ���� �
� ��,D�
�
�
�� %��
 �� �
��
 �
����	�
� !
��
�&� �C�	�����

�	
�� 
� ��	�
��

�
� 8,�������Q�
		
�� ��!�
 �
� 6�	��
�
�� %��
 ,���		
	 �
����	�
� !
��
�& ��		 
� �C�	����� ����

!
��
�� ��  
�(
�	
� 
� �
�����
���

 �����
�� ��� �
���������� �������

��� 
	
�������
� 8���� ��� ��
� �������
�4 
!
� ����� �� 6
�������� ��� �
�  ��
��
� �� �
� 
� O�
���

��
 �����
 ���� �� 6�����3

� ����
,��������� %�/��	
W���
 ����
�& ��(����� �
� 
	
�������
� ���
������
� �
� 0
��
��4

-TE



��������� �	��	 ������

���� &���
������ ��� >����"
����
������ ��� ?@��,
A  ������ 0,�
����� ��
�,�
 �
�� ���������4����� ��� %�������/

�������� U0 ��� �
��� ;
����
��� Ri  ��� >����"
����
����� %� ��� �2
����� 0������ % ��� B �
!
 ��� 
� ?'������	A  "��� ��
� �
���

7
�!
� �
� ����� �������� U0+ 7
�!
 �
� �
��� I ���� ��!��1 �� ����
����
 �
�� �
� 0������������ �� ��� B�
��� IRi  �
� ��������1 �
� ��

>����"
����
��� Ri ��	,��
1 "��� ��� �
��� I ����� 
�� 7
�!
��

� 
��
 ��
�����
 ������� %)9�������� �
�������& ��(����� �
� 0������1�
�������� �� 7��
� %�	
�2

���	:�
� "�	������
�
�� +�����:���
�
&4

� ��
 ��

����� 
��
�  ���
�(
	�
� �� 
��
� ����������O���
�
� 0
��
� ��
� 8����(��
�� ���� ��

6������

��
 ����
,��������� ���
� !�� �
�
��� 
�!����4 ��
 ��� �
�
�
� ����� ��
 8���������
 I � ��
 �����


��
� ���
������ R O�
��� ��	 8,���������(�		 U �� ���
������ %0����� · +��
����	��>
�
�
FG
�� �

-T-



���
��FG
�� → ����
FG
��&3

	
�������
 0
������ = IU =

U 2

R
= I2R → dQ

dt

%����
�� 6� � /F� ≡ �� ����
,���������&�

��
 
	
������
�����
 ������� ��� ���
��� !������ (1� ��
 #
����� %@�
��
� ��� ��� ����
��
� ��� ��2

���� "�	�����& ��
� ���� (1� ��
 �����
��
 ��� ���,�:��� ��!�
 ��
 +�:���	���
 %"	
����
!���� �� �	
�2

���	:�	C����
��  
������,������
�� 0
����� ��� A
��
���,�	�
�� +�����:���
�
� 8���
������
 � � � &

��
 �

�
���� 
!����
� 8���� ���  ���
�(
	�
�� !���
 ��� ���� ���
��
 �� /���
 -.-- 
���
����

8�
 ����
�� 	
�
�	��� ��( 
��
� �
	�����������
� �>
��3 ��
 0�����������
 
��
� �	�	��	� 0�������
��
�	���

���
�� ���� �
	���� 
� �
� 
��
� ���
��
� 0�������
��
�	��� ��� ����� ���� ����� ��� �� �
� �
������
�

���� �
!
��� ��
� �
!���� 
��
 �	
��
 G����
���(� 
�� 1�	���
� @��	������(�� !
	��
 !�� �	� ����
�����


'��(� �


����
��

!��

���� � �
����
������������
"�
���������� �����

8
�
� 8�
 ��
� ����
 #��
		
 -�N ��( �
� ������
� 8
��
�

������������

/
�
 �
!
��
 0����� 
�

��� 
��
 '��(�!������ ��( 
��
 ���
�
 �
!
��
 0����� B 
����
	��� 
�� @��2

	������(� FC� ��
�
 G����
���(� ��� ��
 ����
�����
 ��
� 0��
��
���(�� 8�
 �
?��
�� ���� ��� ����
�����


'��(�(
	� B3

FL = qv × B

-T5



������� �	�	 <�����
�� ��� ��(��
���

��
������ ��� ����
�
����� �
���

@��!� ��(��
���

��
������ ����
�
����� �
���

�����1 �
���/

���!�

<������ V + <������/
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��� IV = dV/dt

'����� q+ ����
�
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���

I = dq/dt

?
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0��	
A

&�����
9����� ∆P *�
��

���
9����� ∆ϕ C

����
�
���� �������� U

?D�����A *����1 &������
� IV0+

&�����
9����� P0

�
���4�����1 �
��� I0+

�������� U0
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��� IV0 · P0 I0 · U0
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����A ��(��
���
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����1

D�������


�7,��� A :
∆P = ρgh = [ρg/A]V

0�������
��� U = q/C

Epot  ���
����� [ρgV ]h/2 = [ρgA]h2/2 = ([A/ρg]/2) ∆P 2 ����
V 2/2[A/ρg]

(C/2) U2 ���� q2/2C

?=�,���

����	
A &���� ����� B�/

�������
�����

∆P = (m/A) dv/dt =
(m/A2) dIV/dt =
[lρ/A] dIV/dt

������ U = −L dI/dt

Ekin  =�,���

� (V ρ/2)v2 = ([lρ/A]/2) I2
V (L/2) I2

;
����
��� -���� RS =
(l/A)(8π/R2); IV =
∆PR/RS

R = (l/A)ρE; I = UR/R

�/�����
���� B�������
� P0 + ρgh +
(ρ/2)v2 = ∆PR

0
�����91 �������������

U0 + q/C + LdI/dt = UR
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,
� IV C ����
�  �����
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��������

∑
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I(durch A) =

∫
K um A

H · ds

%��	�3 "���W���
� "
�
�
� q(in V) =
∫

A um V D · dA&� ��� 7��
���	 !��� 
��	��� 
��
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 $	���
 A �
�
���
�4 �
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�
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%��	� D = ε0 E4 �
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?������K&
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 µ0 % ���
�(
	���������
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K um A

E · ds = 0 .
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&3∫
K um A

H · ds = Idurch A
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� ���� M�
		
� �
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D · dA = q inV
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B · dA = 0 .
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&4

� B = B0 ���
���	� �
�  ��
��
� B = Bm �= B0 %����& ���
���	� �
�  ��
��
 %B ����� 
��
� 8,����

�� �
� )�
�O���
 �� �
� 
��(���
� "
��
���
 
��
� 	���
� 8,�	
 ��� 
��
�  ��
��
2G:	���
� ��

7��
�
�&�

�		�
�
�� ��	�
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 ��� ��������
� ����
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�� �����
�
�  �2

��
�(
	�� �� �
�	��(� ��
 7����������,������ Ui �� �
� 8,�	
 �����(C����3

Ui(t) = U0 sin[ωt + ϕ] .
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��	���2�����(C����
 8,������ �
��� ��� 
��
 �
���
	�,������� ��
 ����
�
��
 8,�	
 ��  ���
�2

(
	� 
��
� �
���
	�,��������
�
������ 8��	�
�� ��� ��
 8,������ U(t) �� 
��
� ���
������ R ��� ��

O�
�� 
�� 8���� I(t) ���� �
� )��W���
� "
�
�
�

I(t) =
U(t)

R
.

8���� ��� 8,������ 	��(
� �:������� ���
 +���
� ϕ ���� �	
���4 ��
 ���� ����� ����	��	������	�� ��


0
������� ��
 �� ���
������ �	� /��	
W���
 ����
 �
�������� !���� ��� !�
 �
�� 

��	��� ��������
�

8���� ��� +������ ��� 8���� ��� 8,������3
P (t) = U(t)I(t) = U0 sin[ωt + ϕ]

U(t)

R

= U0 sin[ωt + ϕ]
U0

R
sin[ωt + ϕ]

=
U 2

0

R
sin2[ωt + ϕ].

��
 ����	
�
 0
������ <P >� �
����
	� 1�
� 
��
 8�������!������� ��� ����

<P > =
U 2

0

R
< sin2[ωt + ϕ]>

=
U 2

0

2R

��
�

U0I0

2
,

�� �
�  ���
	!
�� < sin2 > 1�
� 
��
 ��		
 8��!������ �	
��� -F5 ���3
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 �� �
?��
�� ���
� �>
����!
��
 Ueff, Ieff (1� 8���� ��� 8,������ ��� Ueff = U0/
√

2 ��� Ieff = I0/
√

2�

�� ���

UeffIeff =
U0I0

2
= <P > .

 �����
������������*���

0��� ��� 
��
 �
���
	�,������ ��( ���	�	 8���	�
	
�
��
 !���
�� !�
 
� �� 
��
� '���
������ ��
� 
��


8,�	
� �� 	��(
� 8���� ��� 8,������ ���	�����	��

��
 8,������ �� '���
������ (1��� 
� 
��
� 0��
������ �
� ,���
��
������
� ��� �
	���� 
�� 8,��2

����� ��
� ���� ��� (1� 
��
 �����(C����
 8,������ 	
���� ����
���
�3

q(t) = CU(t) ��� I(t) =
dq

dt
= C

dU(t)

dt

= CU0
d(sin[ωt + ϕ])

dt

�� ��

I(t) = ωCU0 cos[ωt + ϕ] = ωCU0 sin
[
ωt + ϕ +

π

2

]
.

%��
 	
�
�
 "	
������ (�	�� ��� �
� ��������
������
� �

�
���� sin[α + π
2 ] = cos α�&

��� ?��
� ���
� (�	�
��
 �������
� �
� '���
������� ��( 
��
 �
���
	�,������ U(t)3

� �
� 8���� I(t) ��� ,���
��
������
� ��+π
2 �
	���� 
�� 8,������ U(t)4 ���� ��� ��
 ����	
�
 0
������

<P > �� '���
������ �
�
�
� �����3

U(t)I(t) = U0I0 < sin[ωt + ϕ] cos[ωt + ϕ]>= 0!!
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I0 = ωCU0 =
U0

Reff

��� Reff(ω) =
1

ωC
.

 �� �
��� �
� �>
����!��
������ Reff(ω) ���� �8��
��!��
������� ��
� ��	���!��
�������� �� 
� �
��


0
������ �
��������3 �
� '���
������ �,
���
�� ��� ��
���
 ��� ���� ��
 !�
�
� %-FN 8��!������ �,��
�&

(�
��
��� �C��
� 
��
 ���	���
 �
������ (1� 
��
 8,�	
 �����(1��
�3 !
�� ��
 8,�	
 
��
� �
���
	�����

������ 
�

��� ��
 �� ���
�  ���
 
�� ����
�����
� �
���
	(
	� H(t) �
!� B(t)4 ��
�
� %

��	��� �
����
�2

	���
� $	�� ����� ��
 8,�	
� B(t) · A K& ����
�
�� !�
�
��� 
��
 8,������ Ui(t)� ��
 ,��,�������	 �
�



��	���
� ��	
����� �
� $
	�
� B(t) ���3

�
� 
��
� 8,�	
 �
� 0���
 l� ��������
��	 N ��� �
� ������ r ���3

Ui(t) = −d[B(t)A]

dt

= −
d

[(
µ0 N

l

)
I(t)

(
π r2 N

)]
dt

= −
[
µ0 π r2 N 2

l

]
dI(t)

dt

= −L
dI(t)

dt
.

��
 '�������
 L = [µ0π r2 N 2/l] �
��� ��� ��
 8
	��������������� �
� 8,�	
� ��
 8,�	
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�
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Ui(t) ��(����� %�����	� ��
 8,�	
 �� ���
� 7��
�
�  ��
��
 ��� �
� �
	����
� +
��
���	�����
��	 µr� ���

��� ������� µ0 ��� +������ µ = µ0 µr �� L 
���
�

��&

8
�

� !�� (1� �
� 8���� 
��
� �
���
	����� I(t) = I0 sin[ωt+ϕ] ��� �� ?��
� !�� %���	���
 �
������

!�
 �
�� '���
������& ��� �� �
� 8,�	
� �
� 8���� �� −π
2 ,���
��
������
� ��� �
	���� 
�� 8,������

Ui(t)� ��
 0
������ ��� !�
�
� ��  ���
	 �	
��� A�		�

�
� �>
����!��
������ �
� 8,�	
 ��� �
�
�
� �����3

Reff(ω) = ωL .

'���
������ ��� 8,�	
 !���
� �	�� �
��
 �
� �
���
	�,������ �	� ��
���
�,
���
�� ��
 �
�����
�
� 8,��2

���� ��� 8���� �� �
�
�
�����
�� ��� �
��
 0
������ �
�������� !���� ��
 �>
����!��
������
 ���

�
��
� ���� (�
Q�
�
��������4 Reff �
� '���
������� !��� ��
��	���� !
�� ω → 0 �
�� %"	
����,��2

����� �
��
� 0���������������&� Reff �
� 8,�	
 �
�� �
�
� A�		� !
�� ω → 0 �
�� %��� )��W���
�

���
������&�

&�� �
��������� ������
�����

8��	�
�� ��� 
��
� '���
������ ��� 
��
 8,�	
 
�����
�� �� (1��
� ���
 �
�
�	��?�
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Q�
�
��������2

�
��
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��
� �
�����
�
���	�
�3 ��
 ���
� 
��
 �
�����
(�
Q�
�
� !� �
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����!��
������ ��9���	

%�
!� ������	� *
 ���� 8���	����& ���� ��
� �
��� ��� 
��
� 8��!�����
��3

�� 	��� ���� �� 
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� ���	���
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� ����������
� )�
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�
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�
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�

����� ω0 = 1/
√
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��
��

8
�
� 8�
 ��
� ����
 ��
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 -�H ��( �
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 -T= 
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� ��


$
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� �� $�		
 ����� ��������
� $
	�
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��
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G������� ��� ��� $�����:W���
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	� ��� !���
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��� �� ��� ����� ����� 
!��
� '�
��
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��
� 0����� 
�� �	��	���� ����
	 ���
� �C���
� !�� �
� ��
���

���	��������
 �
�	
�

� !1��
� �
�


��
� 

��	���2�
����
�	���
� $
	� ��� ��
� *
���� �
�� +���	
� �
��� �� ��
 6
����
���� �
� $
	�
� ���

���
�� �
�����
� ���� �� ��� ��
 ��
���
 ����� ��� �
� A����� 
����
�
� �1��
� ��
 7����������,������

Ui ���� ��� <�	(
 �
� G�����
������ 
!����
� +��
����	��>
�
�
 ��� 
	
�������
� $
	� �	� 7��
���	 �
�

$
	�
� �� 
��
 �
���	���
�
 '���
 ����
��1��� !
��
�3
Ui(t) =

∫
K um A

E · ds

�� ���� ��� �
� 7����������
�
�
� Ui(t) = −dΦ/dt = −d/dt(
∫

B · dA&�
∫

K um A

E · ds = − d

dt

⎛
⎝∫∫

A

B · dA

⎞
⎠

�	� 
���
 $
	��	
������ ��	�� ��� ��,,
	�
 7��
���	

���
� �
�
��
�� ��� 1�
� ��
 $	���
 A %
���
���	���
�
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������� �	�	 <�����
�� ��� ����
�
����� �

 ������
����� ���"
�������

$�01� ��������# ��%�	������ �����(�	���

2,����	��	�3 4���	� q �,��  ������ x �"�

25�%���	����01�3  ���" I = dq/dt �,� $����%�	������� v = dx/dt �"-��

25�������	���	�3 dI/dt = d2q/dt2 �,-�� a = dv/dt = d2x/dt2 (m/s2)

2�6��������	�� 7��
�3 UC = (1/C) q �8� Fel = −Dx ���

2��
�����3 9	��������
� L �8�-,�

UL = −LdI/dt = −Ld2q/dt2

����� m ����

FTr = ma = md2x/dt2

25�%���	���	�����3 "��	������� �����	�����

EB = (L/2)I2 �'�

��	������� )	�����

Ekin = (m/2)v2 �'�

2(���	������ )	�����3 ����������� �����	�����
EE = (1/2 C)q2 �'�

���������� )	�����

Eel = (D/2)x2 �'�

27�

����������%����3 ������	�����& UL − UC = 0 ����� : �������& Fel = FTr

)	������������	� EB + EE = ��	��. Ekin + Eel = ��	��.

 ��%�	��	���������	� d2q/dt2 + (1/LC)q = 0 d2x/dt2 + (D/m)x = 0

40��	� q(t) = q0 sin[ω0t + ϕ0]

"�� ω0 =
√

1/LC

x(t) = x0 sin[ω0t + ϕ0]
"�� ω0 =

√
D/m

�
"(
�	� ������. ;�������	� UR = RI <����	�����
� FR = −kv
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� 8���� Idurch A ���
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!
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$	���
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!����
� �
� '���
������,	���
� ���
�� ���� 

��	���3

∫
K um A

H · ds = Idurch A − d

dt

⎛
⎝ε0

∫∫
A

E · d bfA

⎞
⎠ .

�
� $����� ε0 ����� ��(1�� ��� ��
 ����
��
� �����
�� ��
�
� G����
�
�� !��� � �9!
		W���
� 6
�����
2

����������� �
������ 
� ��� ��
 ����
�� 
��
� 8����
� ��� �,�
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�

8����
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��
 ��
� ��� G
�����������
��&� ��
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 (�	��3

-� 7����������
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	� %$�����:W���
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∫
K um A

E · ds = − d

dt

⎛
⎝∫∫

A

B · dA

⎞
⎠ . %-�T&
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∫
K um A

H · ds = Idurch A − d

dt

⎛
⎝ε0

∫∫
A

E · dA

⎞
⎠ . %-�-E&

I� 0�����
� ���� M�
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� %"���W���
� "
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�
&3∫∫
A um V

D · dA = q in V %-�--&
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� 0�����
� % ���,�	
&3∫∫
A um V

B · dA = 0 . %-�-5&

��
�
 "	
������
� ���� (��� �:��
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� D ��� H ��!�
 E = (1/ε0)D ���
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∂2E(x, t)

∂x2
= ε0µ0

∂2E(x, t)

∂t2
,
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∂2B(x, t)

∂x2
= ε0µ0

∂2B(x, t)

∂t2
.
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2 Aufbau der Materie (I): Kernphysik

Wir beginnen mit einer sehr bekannten Gleichung:

E = mc2 .

Im Jahre 1911 entdeckte Rutherford mit Hilfe von Streuexperimenten, daß Ato-
me aus leichten, negativ geladenen Elektronen (»Atomhülle») und einem massiven,
positiv geladenen, viel kleineren Atomkern bestehen. Später stellte man fest, daß die
Atomkerne z.T. instabil sind (schon bekannte »Radioaktivität») und zwei Kernbau-
steine (positive Protonen, ungeladene Neutronen) enthalten. Der radioaktive Zerfall
findet statt, wenn ein Atomkern einen Überschuß an Masse (und daher Energie) be-
sitzt (Massenformel).

2.1 Kern-Zerfallstypen
Instabile Atomkerne zeigen drei häufige sowie einige seltenere Zerfallstypen. Die drei
häufig vorkommenden Zerfälle, bekannt seit den frühen Tagen der Untersuchung der
natürlichen Radioaktivität, sind:

1. der α-Zerfall: Zerfall eines überschweren Kerns, wobei er ein »Alphateilchen« (2
Protonen + 2 Neutronen = 4

2He-Kern) ausschleudert und dabei seine Ladung Z
um 2, seine Massenzahl A um 4 Einheiten reduziert.

2. der β-Zerfall: Zerfall eines neutronenreichen Kerns, in dem ein Neutron in ein
Elektron, ein Proton sowie ein Neutrino zerfällt. Prototyp: Zerfall des freien
Neutrons:

n→ p+ e− + ν (Halbwertszeit 10,6 min)
bzw.

60Co → 60Ni + e− + ν (5,26 Jahre)
Hierbei bleibt A gleich, Z erhöht sich um 1 Einheit.
Bei protonenreichen Kernen (künstliche Radioaktivität!) geschieht der umge-
kehrte Prozeß des Positron-Zerfalls:

22Na → 22Ne + e+ + ν (2,6 Jahre)

oder des Elektroneneinfangs :
55Fe + e− → 55Mn + ν (2,7 Jahre)

Hier bleibt A gleich, Z wird um 1 Einheit erniedrigt.

3. der γ-Zerfall: Abregung eines Kerns, der in einem hohen internen Energiezustand
ist, durch Ausstrahlung von energiereichem Licht (elektromagnetische Strahlung,
genannt Gammastrahlung). A und Z bleiben unverändert.
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2.2 Energie der Kern-Zerfälle
Woher kommt die Energie für Kern-Zerfälle?

Nach den bisherigen Überlegungen müßten alle Kerne eine ganze Zahl von Protonen
(Z) und Neutronen (N) besitzen, die Kernmasse wäre dann:

M(A,Z) = Z ·mp +N ·mn ; wobei A = Z +N .

Dies ist aber nicht der Fall – das Zusammenbinden der Z Protonen und der N Neutro-
nen geschieht mit Hilfe einer Bindungsenergie EB(A,Z). Die Kernmasse M(A,Z) ist
um die entsprechende Masse – den sogenannten Massendefekt – kleiner als die Summe
der Protonen- und Neutronen-Massen. Diese fehlende Masse erscheint nach E = mc2

als Energie in Form der (negativen) Kernbindungsenergie, die von Z und N bzw. Z
und A abhängt.

Abbildung 2.1. Kernbindungsenergie gegen Protonenzahl Z für Kerne mit der ungeraden Massen-
zahl A = 101 (oben) bzw. der geraden Massenzahl A = 100 (unten). Bei gerader Massenzahl unter-
scheiden sich die Kurven für Z, N = gerade (g,g-Kern) und Z, N = ungerade (u,u-Kern)

Für die Isotope eines gegebenen Elements hat die Bindungsenergie eine »Tal«-Form,
mit den stabilen Isotopen in der »Talsole« und den instabilen, radioaktiven Isotopen
beiderseits zu höheren Energien. Die Talsole hat eine unterschiedliche Tiefe für ver-
schiedene Elemente, so daß ein Kern (»Mutterkern«) Energie abgeben kann, in dem
er sich – z. B. durch Betazerfall, siehe Abb. ?? – in einen anderen Kern verwandelt
(»Tochterkern«).

Der Verlauf der Bindungsenergie (pro Nukleon) EB/A als Funktion der Kernmas-
senzahl A heißt »Bethe-Weizsäcker-Formel« (siehe Abb. ??). Sie sagt voraus, ob man
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2.3 Drei Gesetze der Radioaktivität 119

Energie durch Kernverschmelzung (Fusion; A < 60) oder durch Verkleinerung eines
Kerns (Kernspaltung, Alphazerfall; A > 60) gewinnen kann.

Abbildung 2.2. Bethe-Weizsäcker-Graph

2.3 Drei Gesetze der Radioaktivität
1. das Abstandsgesetz : die Zählrate aus einer radioaktiven Quelle nimmt umgekehrt

proportional zum quadratischen Abstand ab

dN
dt

(r) =
N0

r2

d. h.
Zählrate =

Quellstärke N0

(Abstand)2
.

Dies folgt daraus, daß sich die Strahlung gleichmäßig in alle Richtungen aus-
breitet und sich dabei auf eine Kugelfläche (Fläche = 4πr2) verteilt, so daß sie
entsprechend mit wachsendem Abstand r »verdünnt« wird (am besten in einer
log-log-Darstellung zu sehen).

Physik für Studierende der Biologie, Biochemie, Chemie, . . .
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2. das Zerfallsgesetz : die Zerfallsrate dN/dt (Zählrate) einer Quelle ist der jeweiligen
Menge N(t) der noch nicht zerfallenen Kerne proportional:

dN
dt

(t) = −kN(t) .

Diese Gleichung gilt für ein kurzes Zeitintervall dt. Für eine beliebige Zeit muß
man sie integrieren: ∫

dN
N

= −
∫
k dt→ ln

N(t)
N(0)

= −kt

oder
N(t) = N(0) · e−kt .

exponentielles Zerfallsgesetz! (am besten in einer log-lin-Darstellung zu sehen).

3. das Absorptionsgesetz für Gammastrahlung (gilt auch für Licht!) hat die gleiche
Form, da die in einer dünnen Schicht absorbierten Strahlung proportional der
dort vorhandenen Strahlungsmenge (Intensität) ist (x = Absorberdicke):

dN
dx

= −μN(x)

oder
N(x) = N(0) · e−μx .

(Lambert-Beer’sches Gesetz für Licht, Absorptionsgesetz für γ - Strahlung; μ
heißt »Absorptionskoeffizient«).

2.4 Wechselwirkung Strahlung-Materie
Es gibt drei Arten der Wechselwirkung energiereicher Strahlung mit Materie

elastische Streuung die Strahlung wird abgelenkt, ohne Energie an die Materie ab-
zugeben. Beispiel: Rutherford-Streuung von α-Teilchen. Sie
wird verwendet, um die mikroskopische Struktur der Materie zu
untersuchen (Röntgen-Streuung, Neutronenstreuung, usw.)

direkte Ionisation α- und β-Teilchen können atomare Elektronen aus der Atom-
hülle schlagen; sie hinterlassen geladene Atome, d. h. Ionen. Die
meisten Nachweismethoden für Strahlung basieren darauf. Die
Ionisation bildet auch die Grundlage für die biologische Wir-
kung der Strahlung (Zerstörung chemischer Bindungen durch
Ionisation benachbarter Atome).

indirekte Ionisation γ-Strahlen wechselwirken mit der Atomhülle (Photoeffekt,
Compton-Effekt) oder mit dem Kern (Paarbildung, Kern-Pho-
toeffekt) und setzen geladene Teilchen frei, die ihrerseits weite-
re Ionisation hervorrufen. Neutronen lösen Kernreaktionen aus,
die radioaktive Kerne produzieren und zu sekundärer Ionisation
führen.
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Die letzten beiden Effekte können zum Nachweis der Strahlung benutzt werden, wo-
bei der eigentliche Nachweis letztlich immer über die Ionisation abläuft. (-ausführliche
Beschreibung von Photoeffekt, Compton-Effekt, Paarbildung, Kern–Photoeffekt; Ver-
suche zum Nachweis der Strahlung: Meßgeräte, Ionisationskammer)

Physik für Studierende der Biologie, Biochemie, Chemie, . . .
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γ−Strahlen sind

elektromagnetische Strahlung oder -Wellen (wie Radiowellen, Wärmestrahlung, Licht,
UV-Strahlung...)
Sie haben drei wesentliche Eigenschaften:

1. eine hohe Energie (10 keV - GeV) (d.h. 10 000 Elektronen-Volt
bis 1 000 000 000 eV);

2. sie werden von Atomkernen emittiert, wenn diese überschüssige Energie besitzen;

3. γ-Strahlen werden als Quanten (Energiepakete) emittiert, daher zeigen sie ein
Linienspektrum (vgl. Röntgenstrahlen).

γ-Strahlungs-Spektrum: Anzahl N der γ-Strahlen/Zeit (“Zählrate”) gegen ihre Energie:

Abbildung 2.3. γ-Strahlen/Zeit oder γ-Zählrate gegen Energie. Die scharfen Linien entsprechen
γ-Quanten von den angegebenen Atomkernen.
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Strahlungsdetektoren

Gas-Ionisationsdetektoren für α-, β-, γ-, Rö-Strahlung

• Ionisationskammer

• Geiger-Müller-Zählrohre

• Proportionalzähler

Festkörper-Ionisationsdetektoren für γ-, Rö-Strahlung

• Halbleiterdetektoren

Szintillationsdetektoren für β-, γ-, Rö-Strahlung

• Flüssigkeits-Szintillatoren

• feste Szintillatoren (Na(Tl)J, Anthrazen, Kunststoff)

• Leuchtschirme

Abbildende Detektoren für α-, β-Strahlung; Ionen

• Nebelkammer

• Blasenkammer

• Funkenkammer

Film, Thermolumininesenz für alle Strahlungsarten

• Dosimeter

Neutronendetektoren für Neutronen

• Kernreaktionen, z.B.
n+ 3He→ 4He+ γ

2.5 Biologische Wirkung der Strahlung
Die verschiedenen Strahlungstypen haben unterschiedliche biologische Wirkungen; die
Wirkung beim menschlichen Körper hängt auch davon ab, ob sich die Strahlungsquelle
außerhalb oder innerhalb des Körpers befindet (Inkorporation!), sowie von der Inten-
sität und Dauer der Bestrahlung. Den Strahlungstypen wird eine »relative biologische
Wirksamkeit« (RBW) (bzw. Bewertungsfaktor q) zugeschrieben (siehe Tabelle ??).

Die biologische Wirkung bei Inkorporation (Kontamination von Atemluft oder Nah-
rung, Tracer-Diagnostik, Therapie) hängt sowohl von der physikalischen Halbwertszeit
THphys (Zeit, in der 50 % der radioaktiven Kerne zerfallen) als auch von der biologischen
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Tabelle 2.1. relative biologische Wirksamkeit von verschiedenen Strahlungsarten

Strahlungstyp RBW ≡ q

Röntgen-, γ-Strahlung 1
β-Strahlung (Elektronen) 1
langsame Neutronen 3
schnelle Neutronen 10
α-Teilchen (1 MeV) 10
Schwerionen 20

Halbwertszeit THbiol (Zeit, in der 50 % des Isotopes aus dem Körper ausgeschieden
wird) ab. Maßgebend ist die effektive Halbwertszeit:

1
THeff

=
1

THphys

+
1

THbiol

.

Häufig ist die biologische Halbwertszeit viel kürzer, jedoch nicht immer (siehe z. B.
90Sr !).

Strahlung von außerhalb des Körpers bezieht sich hauptsächlich auf γ- und Rönt-
genstrahlung, da die Teilchenstrahlungen (α, β) eine sehr kurze Reichweite haben.
Sie stammt aus natürlichen Quellen (Höhenstrahlung, Zerfall von natürlichen Isoto-
pen – 40K, 234,235,238U-,232Th-Zerfallsketten) sowie aus medizinischer Röntgendiagno-
stik (wesentliche Belastungsquelle für die Gesamtbevölkerung!) und Kerntechnologie
(wichtig für »beruflich strahlenexponierte Personen«, nicht für die Gesamtbevölkerung
außer bei »Störfällen«).

Die biologische Wirkung von Strahlung resultiert aus der Ionisierung von Atomen
und dadurch verursachte Zerstörung von chemischen Bindungen. Besonders wichtig
sind Schädigungen des genetischen Materials (DNS) der Zellen, die zu Zellverände-
rungen (Krebs) und Genschäden (Erbkrankheiten) führen kann. Verschiedene Organe
zeigen unterschiedliche Empfindlichkeiten gegenüber Strahlung; daher ist die Organ-
dosis ein wichtiges Maß für die biologische Strahlenschäden. Siehe Tabelle ?? (aus der
Strahlenschutzverordnung).

2.6 Dosimetrie

Unter »Dosimetrie« versteht man die genau definierte Bestimmung der Strahlungs-
menge (Dosis), die an einem bestimmten Ort in einer gegebenen Zeit vorherrscht bzw.
von einer Person (einem Tier, einer Pflanze, usw.) aufgenommen wird. Dazu definiert
man Einheiten, die zur Strahlungsmessung und -kontrolle dienen. Sie basieren z. T. auf
den Nachweismethoden, z. T. auf physikalischen oder biologischen Begriffen.

Die Aktivität ist eine rein physikalische Größe, die wir schon verwendet haben; sie
sagt aus, wieviele Kerne in einer Zeiteinheit (Sekunde) zerfallen. Die alte Einheit ent-
spricht der Aktivität eines Gramms vom natürlichen Radium, wie es von Marie und
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Tabelle 2.2. Wichtungsfaktoren für Organdosis

Organe und Gewebe Wichtungsfaktoren
1. Keimdrüsen 0,25
2. Brust 0,15
3. rotes Knochenmark 0,12
4. Lunge 0,12
5. Schilddrüse 0,03
6. Knochenoberfläche 0,03
7. andere Organe und Gewebea

Blase, oberer Dickdarm, unterer Dickdarm, Dünndarm,
Gehirn, Leber, Magen, Milz, Nebenniere, Niere, Bauch-
speicheldrüse, Thymus, Gebärmutter

je 0,06

a Zur Bestimmung des Beitrages der anderen Organe und Gewebe bei der Berechnung der effektiven
Dosis ist die Teilkörperdosis für jedes der 5 am stärksten strahlenexponierten anderen Organe und Ge-
webe zu ermitteln. Die Strahlenexposition der übrigen Organe und Gewebe bleibt bei der Berechnung
der effektiven Dosis unberücksichtigt

Pierre Curie zuerst chemisch getrennt wurde; die Einheit heißt »Curie« (Ci) und
beträgt

1 Ci = 3,7 · 1010 Zerfälle/Sek.

Die neue (SI) Einheit wird nach dem Entdecker der Radioaktivität, Henri Becque-
rel, genannt; sie lautet:

1 Bq = 1 Zerfall/Sek.(1s−1)

Die Aktivität kann nur indirekt mit einem geeichten Detektor in genau definierter
Geometrie gemessen werden.

Die Ionendosis I bezieht sich auf die ionisierende Wirkung der Strahlung in Luft; sie
kann mit Hilfe einer Ionisationskammer gemessen werden und ist nach dem Entdecker
der Röntgenstrahlung, Conrad Röntgen, benannt: 1 R =̂ Strahlungsmenge, die in
1 kg trockener Luft die Ladungsmenge 2,58 · 10−4 C freisetzt (entsprechend 1,6 · 1016

Elektronen). Sie ist auch eine physikalische (meßtechnische) Einheit.
Die Energiedosis gibt an, wieviel Energie von einem Kilogramm der absorbierenden

Substanz (meistens Wasser als Vergleichssubstanz) absorbiert wird:

DE =
absorbierte Strahlungsenergie

Masse des Absorbers

oder

DE =
dE
dm

Die alte Einheit ist das Rad: 1 rad =̂ 0,01 J/kg. Die neue (SI) Einheit heißt »Gray«
(Gy), mit 1 Gy =̂ 1 J/kg. Die Energiedosis beschreibt die Wirkung der Strahlung auf
Materie.
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Die Äquivalentdosis beinhaltet die biologische Wirkung der Strahlungsmenge; sie ist
proportional zur Energiedosis:

Dq = q ·DE

wo q gleich dem RBW (Bewertungsfaktor) ist. Die Einheit ist die gleiche wie für DE

(da q dimensionslos ist), erhält jedoch einen neuen Namen, »Sievert« (Sv): 1 Sv =̂ 1
J/kg. Auch hier gibt es eine ältere Einheit (entsprechend dem Rad für Energiedosis):
1 rem =̂ 0,01 Sv.

2.7 Strahlenschutz
Strahlenschutz besteht hauptsächlich in der ständigen Kontrolle der Strahlenexposition
von Menschen sowie der Verhinderung von unnötigen oder übergroßen Strahlenaufnah-
men. Die zulässigen Strahlenexpositionen sind gesetzlich festgelegt; für nicht beruflich
strahlenexponierte Personen sind sie aus der Tabelle ?? zu entnehmen.

Tabelle 2.3. zulässige Strahlenexposition (Grenzwerte) für nicht beruflich strahlenexponierte Perso-
nen

1. Effektive Dosis, Teilkörperdosis für Keimdrüsen, Gebär-
mutter, rotes Knochenmark

0,3 mSv/Jahr

2. Teilkörperdosis für alle Organe und Gewebe, soweit nicht
unter 1 oder 3 genannt

0,9 mSv/Jahr

3. Teilkörperdosis für Knochenoberfläche, Haut 1,8 mSv/Jahr
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Für beruflich strahlenexponierte Personen ist die zulässige Dosis höher (siehe Tabel-
le ??).

Tabelle 2.4. Grenzwerte für beruflich strahlenexponierte Personen [mSv/Jahr]

Grenzwerte der Körperdosis für beruflich
Körperdosis strahlenexponierte Personen im Kalenderjahr

Kategorie A Kategorie B 1/10 Kategorie A
1. Effektive Dosis, Teilköperdosis:

Keimdrüsen, Gebärmutter, rotes
Knochenmark

50 15 5

2. Teilkörperdosis:
Alle Organe und Gewebe, soweit
nicht unter 1., 3. oder 4. genannt

150 45 15

3. Teilkörperdosis:
Schilddrüse, Knochenoberfläche,
Haut, soweit nicht unter 4. genannt

300 90 30

4. Teilkörperdosis:
Hände, Unterarme, Füße, Unter-
schenkel, Knöchel, einschließlich der
dazugehörigen Haut

500 150 50
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Ein Teil der Strahlenexposition ist durch die natürliche »Hintergrundstrahlung«
bedingt (siehe Karte in Abb. ??).

Abbildung 2.4. Strahlenexposition durch natürliche Hintergrundstrahlung; alte Bundesrepublik,
mittlere Jahresdosis
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Aufbau der Materie (II): Atomphysik

2.8 Quanten

Gegen Ende des letzten Jahrhunderts tauchten einige Unstimmigkeiten in der klassi-
schen Physik auf, die ansonsten eine glänzende Beschreibung der Naturphänomene zu
geben schien:

• die Wärmestrahlung (»Schwarzkörperstrahlung«) wurde nicht richtig beschrie-
ben – klassische Gesetze (Rayleigh-Jeans, W. Wien) ergaben unendliche In-
tensitäten oder einen falschen Verlauf

• die Temperaturabhängkeiten von Wärmekapazitäten CV(T ) stimmten nicht mit
der klassischen Erwartung (z. B. CV = fR/2 für Gase) überein

• der licht-elektrische Effekt oder Photoeffekt zeigte ein unerklärliches Verhalten:
die kinetische Energie der Photoelektronen hängt nur von der Lichtfrequenz ab,
nicht von der Intensität

• die diskreten Spektrallinien der Atome konnten klassisch nicht erklärt werden.

2.8.1 Wärmestrahlung (Planck’sche Formel)

Mißt man die Spektralverteilung von Licht, das im thermischen Gleichgewicht mit
Materie bei einer Temperatur T ist, findet man eine universelle Funktion E(ν, T ). Dies
kann durch Beobachtung der Hohlraumstrahlung ermittelt werden (siehe Abb. ??).

Abbildung 2.5. Hohlraumstrahlung: ein hohler Körper wird auf eine Temperatur T geheizt. Im Kör-
perinnneren ist die Wärmestrahlung in Gleichgewicht mit den Wänden des Körpers. Diese Strahlung
nimmt eine bestimmte Energieverteilung E(ν, T ) an, die man durch Spektralanalyse messen kann,
wenn die Strahlung durch eine kleine Öffnung im Körper beobachtet wird.
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Abbildung 2.6. Spektrum der Hohlraumstrahlung: die Strahlungsintensität I gegen ihre Wellenlän-
ge λ, gemessen bei verschiedenen Temperaturen T des Hohlraumes. Bei langen Wellenlängen gehorcht
das Spektrum dem klassischen Rayleigh-Jeans-Gesetz (Strahlungsemission von schwingenden Dipo-
len). Bei kurzen Wellenlängen wird es von der Wien’schen Formel beschrieben (klassische Wärmeleh-
re), jedoch wird das Maximum von beiden nicht richtig wiedergegeben. M. Planck hat die richtige
Formel durch Annahme einer Energiequantisierung gefunden.

2.8.2 Temperaturabhängigkeit der Wärmekapazität

Nach der klassischen Wärmelehre (Gleichverteilungssatz) ist die molare Wärmekapa-
zität CV einer Substanz konstant und hat den Wert CV = fR/2, wo f die Anzahl
der Freiheitsgrade und R die molare Gaskonstante sind. In einem Festkörper ist f = 6
(drei Schwingungsrichtungen der Atome, mit je zwei Energieformen, Ekin und Epot).
Daher müßte die Wärmekapazität durch CV = 3R gegeben sein (Gesetz von Dulong
und Petit; siehe Abb. ??).

In Wirklichkeit sinkt die Wärmekapazität mit sinkender Temperatur und geht gegen
Null bei T → 0. Dies wurde durch A. Einstein und später in einem detaillierteren
Modell durch P. Debye als Folge der Energiequantisierung erklärt: bei tiefen Tem-
peraturen reicht die thermische Energie nicht aus, um alle Freiheitsgrade zu besetzen,
da sie in diskreten Paketen (Quanten) vorkommen.

2.8.3 Photoeffekt

Die Freisetzung von Ladungen aus der Materie durch Lichteinwirkung wurde von H.
Hertz beobachtet (siehe Abb. ??).

Später hat Hallwachs den Photoffekt genauer untersucht (s. Abb. ??).
Die Ergebnisse der Messungen sind in Abbildung ?? zusammengefaßt.
Diese Meßergebnisse wurden fast 20 Jahre später von Einstein erklärt: er nahm an,

daß das Licht nur in Form von diskreten Energiepaketen (Quanten) mit der Materie
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Abbildung 2.7. Wärmekapazität CV eines Festkörpers als Funktion der Temperatur. Der klassische
Wert wäre konstant bei 3R; experimentell sinkt jedoch die Wärmekapazität mit sinkender Temperatur.
Dies wurde durch Einstein und Debye mit einer Quantenhypothese erklärt (Kurven).

Abbildung 2.8. Photoeffekt: eine geladene Metallplatte ist mit einem Elektrometer verbunden und
wird mit Licht bestrahlt. Ist die Platte negativ geladen, so entlädt sich das Elektrometer schnell
(links); ist sie jedoch positiv geladen, bleibt das Elektrometer bei Lichteinstrahlung geladen (rechts).
Dies zeigt, daß das Licht die Freisetzung von negativen Ladungen bewirkt; später wurden sie als
Elektronen identifiziert.

wechselwirken kann.
Die Energie eines Quants ist proportional der Lichtfrequenz ν, aber eine bestimm-

te Minimalenergie (»Austrittsarbeit« Eϕ) ist nötig, um ein Elektron aus dem Metall
der Photokathode freizusetzen. Dies erklärt die Grenzfrequenz νGrenz [Teilbild a)].
Oberhalb von νGrenz bekommen die Photoelektronen eine zusätzliche kinetische Ener-
gie Ekin nach der Beziehung Ekin = hν − Eϕ. Die Gegenspannung UMin, die gerade
ausreicht, um den Photostrom zu unterdrücken, entspricht dieser kinetischen Ener-
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Abbildung 2.9. Apparatur zur quantitativen Messung des Photoeffektes (Hallwachs, 1888): Licht
einer bekannten Frequenz und Intensität fällt auf einer Photokathode (negativgeladene Metallplatte).
Die freigesetzten Elektronen werden von einer Anode aufgesammelt durch eine Spannung U und
produzieren einen Strom I im externen Kreis, welcher durch ein Mikroampèremeter gemessen wird.
Die Anodenspannung U kann durch ein Potentiometer (links) geregelt werden.

gie: eUMin = Ekin (elektrische Arbeit = Ladung · Potentialdifferenz). Die Frequenz-
abhängigkeit von UMin ist daher gegeben durch UMin = (h/e)ν − Eϕ/e, d. h. linear
mit Steigung h/e [Teilbild c)]. Der Sättigungsstrom IS wird erreicht, wenn alle Pho-
toelektronen eingesammelt werden, er entspricht der Gesamtanzahl der freigesetzten
Elektronen [Teilbild b)].

Diese Zahl steigt proportional der Lichtintensität (Anzahl der Lichtquanten pro
Zeit, welche die Photokathode erreichen), da jedes Quant ein Elektron freisetzen kann
[Teilbild d)].

2.8.4 Atomspektren

Ab Mitte des 19. Jahrhunderts wurden Messungen der Atomspektren vorgenom-
men, d. h. der Frequenz- oder Wellenlängenabhängigkeit der Lichtintensität, die von
energetisch-angeregten Atomen ausgestrahlt wird. Es wurde beobachtet (Fraunho-
fer, Bunsen), daß nur bestimmte, diskrete Frequenzen in den Spektren von einzelnen
Atomtypen zu sehen sind, die sogenannten Spektrallinien, die zunächst unerklärt blie-
ben.

Etwa 1910 ergab sich eine weitere Komplikation: nach dem Rutherford-Modell des
Atoms kreisen die Elektronen um den winzigen, positiv-geladenen Atomkern. Nach
der klassischen Elektrodynamik müßten diese kreisenden Elektronen (beschleunigte
Ladungen!) kontinuierlich Strahlung abgeben und in den Kern fallen. Atome sind je-
doch über Jahrtausende stabil, außerdem strahlen sie, wenn sie energetisch angeregt
werden, nicht kontinuierliches Licht sondern ein Linienspektrum ab. Im Falle des ein-
fachsten Atoms, des Wasserstoffs, konnte man die Lage der Spektrallinien durch eine
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Abbildung 2.10. Ergebnisse der Messung des Photoeffektes: der Photostrom als Funktion der Licht-
frequenz ν (Teilbild a), oben links) zeigt einen Grenzwert; unterhalb der Grenzfrequenz νGrenz bleibt
der Strom gleich Null, oberhalb dieser Frequenz steigt er an und erreicht einen Sättigungswert bei
hohen Frequenzen. Im Teilbild b) (oben rechts) ist die Abhängigkeit des Photostromes von der An-
odenspannung U gezeigt: bei einer Gegenspannung UMax wird der Strom vollständig unterdrückt.
Mit steigender positiver Spannung steigt der Strom bis zu einem Sättigungswert IS an. Die Spannung
UMax ist ein Maß für die kinetische Energie der freigesetzten Elektronen. Teilbild c) (unten links)
zeigt die Abhängigkeit des Schwellenwerts UMax von der Lichtfrequenz: UMax (und damit die kineti-
sche Energie Ekin der Photoelektronen) steigt linear mit der Lichtfrequenz oberhalb des Grenzwerts
νGrenz an, die Steigung der Geraden beträgt h/e (h = Planck’sches Wirkungsquantum, e = Ele-
mentarladung). Im Teilbild d) (unten rechts) ist die Abhängigkeit des Sättigungsstromes IS von der
Lichtintensität gezeigt: der Strom IS (die Anzahl der Photoelektronen pro Zeit) steigt proportional
der Lichtintensität (Lichtenergie pro Zeit und Fläche) an.

einfache Formel angeben (Balmer-Formel):

ν = RH

{
1
n′2 − 1

n2

}
.

Hier ist ν die Frequenz einer Spektrallinie, RH eine Naturkonstante (die Rydberg-
Konstante), n′ und n sind ganze Zahlen (n′ < n). Es ergeben sich Serien von Linien,
entsprechend dem Wert von n′ (siehe Abb. ??).

Bohr versuchte, dies mit einem halb-klassischen Modell (siehe Abb. ??) zu erklären.
Er behandelte die Elektronen mit den Kepler’schen Gesetzen der Planetenbewegung,
setzte aber die Stabilität gewisser Bahnen voraus .

Er konnte damit die Spektren von Wasserstoff und anderen Atomen gut erklären, und
den Wert der Rydberg-Konstante sehr genau errechnen, jedoch blieb die Begründung
seiner Postulate aus.

Diese Widersprüche mit der klassischen Physik konnten also durch eine Quantisie-
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Abbildung 2.11. Wasserstoffspektrum: die Balmer-Serie (entsprechend n′ = 2 in der Balmer-Formel;
hier sind die Linien als Funktion der Wellenlänge λ aufgetragen. Werte von n = 3 bis n = ∞ geben
die Linien Hα, Hβ , . . . H∞. Oberhalb von H∞ (»Seriengrenze«) gibt es keine Linien mehr.

Abbildung 2.12. Bohr’sches Modell des Wasserstoff-Atoms. Die Elektronenbahnen um den Atom-
kern (Punkt in der Bildmitte) sind durch ihre Quantenzahl n gekennzeichnet; diese bestimmt die
Energie sowie den Drehimpuls des Elektrons auf seiner Bahn. Die Spektralserien entsprechen Über-
gängen des Elektrons zwischen verschiedenen Bahnen; die Seriengrenze ist erreicht, wenn das Elektron
gerade nicht mehr im Atom gebunden ist (Ionisationsenergie). Ein Größenmaßstab ist angegeben: die
niedrigste Bahn hat einen Radius von ca. 0,05 nm (1. Bohr’scher Radius)

rung der Energie erklärt werden: Licht erscheint beispielsweise als Quanten bei der
Wechselwirkung mit Materie, welche einzeln wirken, wie Teilchen, und eine Quanten-
energie

E = hν

besitzen. G.N. Lewis nannte diese »Lichtteilchen« später Photonen. Die Proportiona-
litätskonstante h ist das »Planck’sche Wirkungsquantum«, schon aus der Beschreibung
der Wärmestrahlung bekannt.
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Später wurde in der modernen Quantenmechanik (Heisenberg, Schrödinger,
Born, Dirac u.a.) ein selbstkonsistentes Bild der Quantisierung in Atomen gefun-
den. Sie basierte auf dem Welle-Teilchen-Dualismus (de Broglie); demnach haben
nicht nur Wellen (Licht) einen Teilchencharakter (als Photonen), sondern auch mikro-
skopische Teilchen (z. B. Elektronen) haben einen Wellencharakter. Ihre Frequenz und
Wellenlänge werden durch die de Broglie-Relationen gegeben:

E = hν ; p =
h

λ

wobei E die Teilchenenergie und p sein Impuls sind. Diese Materiewellen zeigen ty-
pische Wellenerscheinungen (Beugung, Interferenz von Elektronen, Neutronen, selbst
Atomen).

Eine weitere Eigenschaft der Materiewellen, die aus ihrer Wellennatur folgt, ist die
Unschärfe von Energie und Zeit bzw. von Impuls und Ort. Diese Unschärfe ist bei klas-
sischen Wellen gänzlich normal, erschien aber bei Teilchen zunächst sehr ungewöhlich.
Sie besagt, daß bei gleichzeitiger Bestimmung vom Ort und Impuls eines Teilchens,
beide Größen mit einer Unschärfe Δx,Δp behaftet sind, wobei das Produkt der beiden
Unschärfen einen Minimalwert hat:

ΔxΔp ≥ h

4π
.

Dies führt zu einer Lokalisierungsenergie der Elektronen: ihr Gesamtimpuls p kann
nicht kleiner als die Impulsunschärfe Δp werden, ihre kinetische Energie ist daher
gegeben durch

E =
m

2
v2 ≡ p2

2m
≥ (Δp)2

2m
≥ h2

[32 πm(Δx)2]
.

Das heißt, wenn man ein Elektron in einen kleinen Bereich Δx »einzusperren« versucht,
daß seine Energie stark ansteigt. Diese Lokalisierungsenergie kommt zu den klassischen
kinetischen und potentiellen Energien im Atom hinzu: sie verhindert, daß das Elektron
in den Kern fällt. Sie ist auch bei der chemischen Bindung (»Delokalisierung«) wichtig.

2.9 Röntgenstrahlung

Die Röntgenstrahlung entsteht bei der Beschleunigung von Elektronen. Dies kann in-
nerhalb eines Atoms passieren (Übergänge von Elektronen zwischen inneren Ener-
gieschalen in schweren Atomen: charakteristische Röntgenlinien). Es kann auch durch
Abbremsen von schnellen, energiereichen Elektronen durch Materie geschehen (Brems-
strahlung). Im Labor und im Krankenhaus werden Röntgenstrahlen in einer Röntgen-
röhre erzeugt (siehe Abb. ??), wobei beide Prozesse stattfinden.

Das Spektrum der Röntgenstrahlung aus einer solchen Röhre ist die Überlagerung
eines kontinuierlichen Spektrums (Bremsstrahlung; siehe Abb. ??) mit einem Linien-
spektrum (dem charakteristischen Röntgenspektrum, Linienenergien typisch für das
verwendete Anodenmaterial).
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Abbildung 2.13. Röntgenröhre: eine geheizte Kathode (links) emittiert Elektronen durch thermische
Emission. Diese werden durch eine hohe Anodenspannung zur Anode hin beschleunigt; dort werden
sie beim Auftreffen stark gebremst und geben energiereiche Strahlung (Bremsstrahlung) ab (Maxi-
malenergie = eUA, UA =̂ Anodenspannung, e = Elektronenladung). Durch Stoßanregung der Atome
in der Anode erzeugen sie auch »Löcher« in den inneren Atomschalen, die durch andere Elektronen
unter Abgabe der Spektrallinien (charakteristische Röntgenstrahlen) wieder gefüllt werden.

Abbildung 2.14. Bremsstrahlungs-Spektren: Röntgen-Intensität gegen Wellenlänge für Strahlung
aus einer Wolfram-Anode bei verschiedenen Anodenspannungen. Die maximale Energie (minimale
Wellenlänge) im Spektrum hängt von der Anodenspannung UA ab, nach UA = hc/eλMin (Energie-
erhaltung); auch die Gesamtintensität im Röntgenspektrum steigt mit steigender Anodenspannung.
Hier sind die verwendeten Anodenspannungen noch nicht hoch genug, um die charakteristischen Rönt-
genlinien vom Wolfram-Anodenmaterial anzuregen.
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Außer in der medizinischen Diagnostik und Therapie werden Röntgenstrahlen für
die Materialprüfung und -Untersuchung, insbesondere für Röntgenbeugung zur Struk-
turuntersuchung von Kristallgittern und Molekülen eingesetzt. Moderne bildgebende
Methoden spielen eine wichtige Rolle in Diagnostik und Materialprüfung.

Abbildung 2.15. Das Röntgen-Spektrum aus einer Rh/Ru-Anode bei verschiedenen Anodenspan-
nungen. In diesem Fall sind die Anodenspannungen genügend hoch, um Innerschalen-Anregungen im
Anodenmaterial zu erzeugen; dadurch entstehen die charakteristischen Röntgenlinien von Ru und Rh
(α, β, γ-Linien), überlagert mit dem kontinuierlichen Bremsspektrum. Bei 23,2 kV reicht die Anoden-
spannung zur Linienanregung noch nicht aus, nur das Bremsspektrum ist zu sehen.
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3 Wärmelehre

3.1 Temperatur

In der Wärmelehre brauchen wir, zusätzlich zu den drei mechanischen Grö-
ßen/Einheiten Länge (Meter), Zeit (Sekunde) und Masse (Kilogramm), auch zwei wei-
tere: die Temperatur (»Potentialgröße der Wärme«) sowie die Stoffmenge (Molzahl n
oder ν, siehe Seite ??). Wir beginnen mit einer kurzen Chronik der Temperatur:

Tabelle 3.1. Chronik der Temperatur

1700-1720 Newton und Fahrenheit überlegen sich, wie man ei-
ne Temperaturskala festlegen kann. Fahrenheit setzt den
Siedepunkt von Wasser tsp = 212 ◦F und den Eispunkt
tEp = 32 ◦F, so daß der Lebensbereich der Menschen etwa
von 0 ◦F bis 100 ◦F reicht.

1702 Amontons stellt fest, daß der Druck eines Gases mit der
Temperatur steigt. Bei ca. t = −240 ◦ ginge der Druck
gegen Null (absoluter Nullpunkt!).

1738 Bernoulli findet, daß die Temperatur in einem Gas mit
dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit der Gasteil-
chen wächst: Anfang der kinetischen Gastheorie.

1742 Celsius definiert eine Temperaturskala, wonach tSp =
100 ◦C und tEp = 0 ◦C sind (moderne Celsiusskala).

1848 Kelvin stellt fest, daß der absolute Nullpunkt tnp =
−273,15 ◦C beträgt (durch Messungen an idealen Gasen).
Dies definiert die absolute oder Kelvinskala: T = 0 K ent-
spricht t = −273,15 ◦C, 1 K = 1 ◦C.

1908 Heike Kammerlingh Onnes verflüssigt zum ersten
Mal Helium (TSp = 4,2 K): Beginn der Tieftemperatur-
physik.

1911 Kammerlingh Onnes entdeckt die Supraleitung von
Quecksilber: elektrischer Strom fließt ohne Widerstand.

3.2 Wärmemessungen

Der Wärmeinhalt eines Körpers ist eine eindeutige Funktion seiner Temperatur (dies
läßt sich für ein ideales Gas relativ einfach aus der Mechanik sowie der Gasgleichung
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ableiten: kinetische Gastheorie). Die Proportionalitätskonstante zwischen Wärmemen-
ge ΔQ und Temperaturänderung ΔT heißt »Wärmekapazität« und ist eine Eigenschaft
des Materials:

C =
ΔQ
ΔT

(
Einheit:

J
K

)
.

Die so definierte Wärmekapazität gilt für einen bestimmten Körper. Man definiert auch
die sog. spezifische Wärmekapazität cm, die auf ein Gramm der Substanz bezogen ist:

cm =
C

m

(m = Masse des Körpers in g; Einheit: J/g K) sowie die molare Wärmekapazität CM,
die für ein Mol der Substanz gilt:

CM =
C

ν

(ν = Molzahl, Einheit von CM =̂ J/Mol K).
Messung der Wärmekapazität bzw. einer definierten Wärmemenge heißt »Kalorime-

trie«. Sie wird mit Hilfe eines Kalorimeters durchgeführt, eines Behälters, der möglichst
gut von der Umgebung isoliert ist und eine wohlbekannte eigene Wärmekapazität hat.
Probe und Kalorimeter werden mit einer bekannten Wärmemenge erwärmt (elektrisch,
mittels Reibung, oder aus einer chemischen Reaktion) und die Temperaturerhöhung
gemessen.

Alternativ dazu wird die Probe, bei einer bekannten Anfangstemperatur, mit einer
Vergleichssubstanz bei einer anderen Ausgangstemperatur in Gleichgewicht gebracht
und die Endtemperatur gemessen (Mischkalorimeter; Vergleichssubstanz häufig Was-
ser). (CV und CP von Gasen s. unten)

3.3 Gase

Im Gegensatz zu Flüssigkeiten haben Gase keine Volumenelastizität. Sie ändern ihr
Volumen (fast) beliebig, je nach äußerem Druck und Temperatur.

Bei gegebener Temperatur hat man folgendes Verhalten beobachtet: Druck und Vo-
lumen sind einander umgekehrt proportional, d. h. das Produkt PV bleibt konstant:

PV = konst. (bei konstanter T) .

Dies nennt man das Gesetz von Boyle-Mariotte; strenggenommen gilt es nur für
»ideale« Gase.

Aufgrund dieses Gesetzes ist die Dichte eines Gases nicht – wie bei Flüssigkeiten –
konstant, sondern proportional dem wirkenden Druck. Eine weitere Konsequenz da-
von ist, daß der Schweredruck nicht mit wachsender Tiefe linear ansteigt, sondern
exponentiell, da die Dichte des Gases zunimmt und die Masse der darüberliegenden
Schichten daher immer mehr ansteigt mit wachsender Tiefe. [barometrische Höhenfor-
mel: P (h) = P0 e

−h/H0 , P0 = Druck am Boden, P (h)= Druck in der Höhe h, H0 =
Skalenhöhe =̂ Funktion von T, g, ρ].
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Außer dem Druck und dem Volumen ist eine dritte Größe für den Zustand eines Ga-
ses wichtig, nämlich die Temperatur. Die Temperatur spielt in der klassischen Mechanik
keine Rolle, ist aber eine anschauliche Größe aufgrund des menschlichen Empfindungs-
vermögens dafür. Eine verwandte Größe ist die Wärmemenge, die als mikroskopische
Bewegungsenergie der Materieteilchen angesehen werden kann und daher die Einheit
[J] besitzt, wie die Energie und die Arbeit. Als makroskopische Größe ist die Wärme
allerdings nicht eine Zustandsgröße, sondern – wie die Arbeit auch – eine Prozeßgröße.

3.3.1 Temperaturabhängigkeiten

Eine ganze Reihe physikalischer, chemischer, und biologischer Meßgrößen und Prozesse
hängen von der Temperatur ab. Im Prinzip kann jede solche Meßgröße benutzt werden,
um eine Temperaturskala festzulegen. In erster Linie verwendet man die Volumenaus-
dehnung eines (idealen) Gases dazu, nach den Gesetzen von Gay-Lussac:

V (T ) = αT (P = konst.)

und
P (T ) = βT (V = konst.) .

Die praktische Temperaturskala wird durch zwei Fixpunkte definiert, und zwar sind
dies der Gefrierpunkt sowie der Siedepunkt von reinem Wasser bei Normaldruck. Die
Celsiusskala setzt den Gefrierpunkt gleich 0 ◦C, den Siedepunkt gleich 100 ◦C, und teilt
die dazwischenliegenden Temperaturen in 100 gleiche Einheiten (»Grad Celsius«). Die
absolute Temperaturskala geht von der selben Einheit aus, nennt sie aber »1 Kelvin«
und setzt den Nullpunkt dort an, wo ein ideales Gas nach Gay-Lussac »verschwin-
den« würde, d. h. wo P (T ) = 0 wird. Dieser absoluter Nullpunkt liegt bei −273,15 ◦C
aufgrund des Koeffizienten β, der den Wert 1/273,15 pro ◦C hat.

3.3.2 Das allgemeine Gasgesetz

Die Kombination der beiden Gesetze von Gay-Lussac mit dem Gesetz von Boyle-
Mariotte gibt den Zusammenhang der drei Zustandsgrößen Druck, Volumen, und
Temperatur für ein ideales Gas, die sog. allgemeine Gasgleichung :

PV = K0T

(K0 eine Konstante, proportional der Gasmenge). Die Konstante K0 teilt man übli-
cherweise in einen Faktor ν, der die Stoffmenge (Molzahl) angibt, sowie einen Faktor
R, die allgemeine Gaskonstante, die als Naturkonstante die Proportionalität zwischen
Energie (PV , Volumenarbeit zum »Zusammensetzen« des Gases) und Temperatur
angibt. Sie hat die Einheit

[R] =
J

Mol Kelvin
und den Wert 8.314 J/mol K . Damit ergibt sich die übliche Schreibweise der Gasglei-
chung:

PV = ν RT
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wobei der Druck in N/m2, das Volumen in m3, und die Temperatur in K gemessen
werden.

Andere Meßmethoden für die Temperatur (Thermometrie) basieren auf mechani-
schen (Längen- oder Volumenausdehnung), elektrischen (Änderung des elektrischen
Widerstandes, Thermospannung) oder optischen (Wärmestrahlung) Eigenschaften der
Materie.

3.3.3 Ideales Gas

Wir haben gesehen, daß ein sogenanntes »ideales Gas« durch die Zustandsgleichung

PV = νRT (3.1)

beschrieben wird; wir wollen nun verstehen, welcher physikalische Hintergrund zu die-
ser Gleichung führt und wie man ein Gas mikroskopisch vorzustellen hat. Wir betrach-
ten ein ein-atomiges Gas (d. h. hier: ein Gas, das aus nur einem Atom besteht!!). Es
befindet sich in einem Behälter des Volumens V (V = Endfläche A · Länge l) und
bewegt sich in Längs-(+y)-Richtung mit der Geschwindigkeit +vy auf eine Wand zu:
Erreicht das Atom die Endwand, so stößt es elastisch mit der Wand und wird »re-

Abbildung 3.1.

flektiert«, bewegt sich also nach dem Stoß in −y-Richtung mit der Geschwindigkeit
−vy. Dabei bleibt seine kinetische Energie konstant, der Impuls ändert sich jedoch um
den Betrag Δpy = 2mvy, wo m die Masse des Atoms ist (dies ist der auf die rechte
Wand übertragene Impuls). Nach der Zeit Δt = 2l/vy kehrt das Atom, das inzwischen
von der gegenüberliegenden (linken) Wand nochmals reflektiert wurde, wieder an die
rechte Wand zurück und der Vorgang wiederholt sich; d. h. es wird ständig Impuls an
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die Wand übertragen, wobei

Δpy

Δt
=

2mvy

2 l
vy

=
mv2

y

l
.

Nach Newton ist aber eine zeitliche Impulsänderung gleich einer Kraft,

Δpy

Δt
= Fy ;

die wiederholten Stöße des Atoms mit der Wand erzeugen eine Kraft Fy auf die
Endwand (nach außen). Dies ist der Ursprung des Gasdrucks P , wobei Druck =
Kraft/Fläche:

P =
Fy

A
=
mv2

y

lA
=
mv2

y

V
.

Wir erhalten also für das Produkt PV :

PV = mv2
y = 2Ekin,y .

In einem wirklichen Gas haben die Atome Geschwindigkeiten nicht nur bei einem
festen Wert ±vy; die Geschwindigkeiten sind vielmehr verteilt über die Raumrichtun-
gen x, y, z und über einen großen Bereich von Geschwindigkeitsbeträgen (Maxwell-
Boltzmann-Verteilung). Außerdem hat ein wirkliches Gas viele Atome (Anzahl
N = ν NA, mit ν = Molzahl und NA = Avogadro’scher Zahl).

Wir müssen daher die rechte Seite der obigen Gleichung mit N multiplizieren und
Ekin,y durch die gesamte mittlere kinetische Energie <Ekin> ersetzen.

Da alle Raumrichtungen äquivalent sind, verteilt sich die Energie gleichmäßig über
die drei Richtungen (»Gleichverteilungssatz«): es gilt

<Ekin>=<Ekin,x> + <Ekin,y> + <Ekin,z>

und
<Ekin,x>=<Ekin,y>=<Ekin,z>

d. h.
<Ekin>=

m

2
<v2>= 3 <Ekin,y> .

(<v2>= mittlere quadratische Geschwindigkeit aller N Gasatome). Wir haben dann
schließlich für PV in einem wirklichen Gas:

PV =
2
3
N <Ekin>=

2
3
U (3.2)

wobei U = N <Ekin > die innere Energie (gesamte kinetische Energie aller Atome)
des Gases ist. Der Faktor 3 kommt von den 3 Raumrichtungen der Bewegung; er heißt
»Anzahl der Freiheitsgrade« f . Für molekulare Gase mit inneren Freiheitsgraden (Ro-
tation, Schwingungen) wird f > 3. Wir sehen, daß das Produkt PV proportional der
inneren Energie des Gases und daher ein Maß für seine Gesamtenergie ist. Gleichung
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(??) verbindet die makroskopische Größe PV mit der mikroskopischen Größe <Ekin>.
Setzen wir nun die Gasgleichung (??) für PV ein, so erhalten wir

ν RT =
2
f
N <Ekin>

oder
<Ekin>=

f

2
R

NA
T =

f

2
kT

wo k = R/NA =̂ Gaskonstante/Teilchen als »Boltzmann-Konstante« bekannt ist
und wir uns auf ein Mol des Gases (N = NA, ν = 1) festgelegt haben. Die Gasteilchen
haben eine mittlere kinetische Energie von kT/2 pro Freiheitsgrad. Die innere Energie
des Gases/Mol (ν = 1) ist dann:

U ≡ N <Ekin>= NA
f

2
k T =

f

2
RT .

Sie hängt nur von der Temperatur T ab.

3.3.4 Erster Hauptsatz der Wärmelehre

Eine Änderung der inneren Energie kann nach dem 1. Hauptsatz der Wärmelehre
durch Arbeit, durch Wärmeaustausch, oder durch beides produziert werden:

dU = δQ+ δW = δQ− PdV .

(δW für ein Gas =̂ Volumenarbeit = −PdV ).
Die molare Wärmekapazität CV (bei konstantem Volumen, dV = 0) des idealen

Gases ist gegeben durch

CV =
dQ
dT

(V = konst.) =
dU
dT

=
f

2
R .

Die molare Wärmekapazität bei konstantem Druck, CP, ist größer, da Arbeit gegen
die Außenwelt (Ausdehnung des Gases bei konstantem Druck P ) geleistet werden muß:

CP =
dU
dT

+
PdV
dT

=
fR

2
+
P (RdT )
PdT

=
fR

2
+R

(wobei für dV die Gasgleichung benutzt wurde); d. h. es gilt

CP = CV +R .

3.4 Entropie
Der Begriff »Entropie« geht auf den französischen Ingenieur S. Carnot sowie den
deutschen Physiker R. Clausius zurück. Sie untersuchten den Wirkungsgrad von
Wärmekraftmaschinen (z. B. Dampfmaschinen) und erfanden dabei ein Maß für die
»Güte« eines Wärmebades (z. B. Dampfkessel). Wenn eine Wärmemenge ΔQ bei einer
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festen Temperatur T reversibel übertragen wird, lautet dieses Maß (»Entropieände-
rung ΔS«):

ΔS =
ΔQrev

T
.

Dabei ist »reversibel« ein Idealitätsbegriff, wie » reibungsfrei« in der Mechanik –
er bedeutet, der Vorgang läuft immer fast bei Gleichgewicht und könnte jederzeit
umgekehrt werden. Bei nicht-reversiblen Vorgängen (die Regel in der realen Welt)
lautet die Formel:

ΔS ≥ ΔQrev

T

d. h. die Entropie bleibt entweder gleich (bei reversiblen, adiabatischen Vorgängen)
oder sie nimmt zu.

3.4.1 Zweiter Hauptsatz der Wärmelehre

Dies ist der Inhalt des 2. Hauptsatzes der Wärmelehre:

�

�



Die Entropie in einem abgeschlossenen System bleibt entweder
gleich (wenn alle ablaufenden Prozesse reversibel sind) oder sie
nimmt zu.

Die Entropie ist eine thermodynamische Zustandsfunktion und hat die Einheit

[S] =
[Q]

[Mol] [T]
=

J
mol K

(wie eine Wärmekapazität).
Später hat L. Boltzmann eine statistische Interpretation der Entropie einge-

führt: sie verbindet die Entropieänderung ΔS mit der relativen Wahrscheinlichkeit
der Anfangs- und Endzustände, und zwar logarithmisch (da sich Wahrscheinlichkeiten
multiplikativ, Entropien aber additiv kombinieren):

ΔS1→2 = −R ln
[
w1

w2

]
.

Die Entropie ist demnach ein Maß für die Wahrscheinlichkeit des Zustands, oder aber
auch ein Maß für die Ordnung des Zustands (da geordnete Zustände weniger wahr-
scheinlich sind).

Eine noch allgemeinere Interpretation kam in den 30er Jahren aus der Informati-
onstheorie (Shannon, Jaynes). Dort ist die Entropie ein Maß für den (fehlenden)
Informationsgehalt einer Messung; die Entropie SM einer Messung M mit möglichen
Meßwerten m, die mit Wahrscheinlichkeit wm beobachtet werden, ist gegeben durch:

SM = −R
∑
m

wm ln[wm] .

Sie gibt also die Unsicherheit oder fehlende Information des Zustands an.
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3.4.2 Beispiele für Entropieänderungen

Beispiel: adiabatische Ausdehnung des idealen Gases
Wir berechnen zunächst die molare Entropie eines idealen Gases. Umschreiben des 1.
Hauptsatzes (für ein Gas) ergibt:

δQ = dU + PdV

und damit

dS =
δQ

T
=

dU
T

+
PdV
T

.

Einsetzen des gaskinetischen Ausdrucks dU = f/2RdT sowie Verwendung der allge-
meinen Gasgleichung für P, P = RT/V , ergibt:

dS =
f

2
R

dT
T

+R
dV
V

=
f

2
Rd ln[T ] +Rd ln[V ] .

Die Entropieänderung ΔS1→2 bei der Zustandsänderung von Zustand 1 zu Zustand 2
(mit T = T1 bzw. T2, V = V1 bzw. V2) erhalten wir durch Integrieren:

ΔS1→2 = R

{
f

2
ln

[
T2

T1

]
+ ln

[
V2

V1

]}
. (3.3)

Wir betrachten nun zwei solcher Prozesse: die reversible und die irreversible Aus-
dehnung eines idealen Gases, ohne Wärmeaustausch mit der Umgebung (adiabatische
Prozesse), siehe Tabelle ??.

(Tafelbild: zwei Kästchen je mit Volumen V , mit je 1 Mol eines idealen Gases in der linken Hälfte
(Volumen V1 = V/2) bei der Temperatur T1. Beide Kästchen sind wärmeisoliert, beide enthalten
Vakuum in der rechten Hälfte. Eines hat als Trennwand eine Berstscheibe, das andere hat einen
reibungsfrei verschiebbaren Kolben. Platzen der Berstscheibe erlaubt irreversible Ausdehnung des
Gases, langsames Herauslassen des Kolbens gegen äußere Kraft erlaubt reversible Ausdehnung.)

Tabelle 3.2.

Größe reversible Ausdehnung irreversible Ausdehnung

Arbeit δW = −PdV = 0 (keine Arbeit gegen Vakuum!)

Wärme δQ = 0 (adiabatisch!) = 0 (adiabatisch!)

Energie dU = −PdV ; T sinkt → T2!a = 0 ; T bleibt konstant bei T1!

Entropie dS = δQrev/T = 0 dS > δQ/T > 0!b

a T2 berechnen durch Einsetzen von dU = f/2 R dT und P dV = R T dV/V , dann Integration zwischen
V1 und 2V1 = V entspr. T1 und T2.

b ΔS berechnen mit Gl. (??), oder mit der Boltzmann-Formel, oder durch Erwärmen des Zustandes
nach der reversiblen Ausdehnung auf die Temperatur T1.
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3.4.3 Einzelprozesse

Wir betrachten Prozesse in einem idealen Gas, wobei die Zustandsgrößen P, V,
und/oder T sich bei Konstanthaltung einer externen Bedingung ändern.

1. Der isotherme Prozess: die Temperatur T wird konstantgehalten. Es gilt das
Gesetz von Boyle-Mariotte, PV = konst. = RT (1 Mol). Eine Arbeit wird
geleistet, δW = −PdV . Integration zwischen dem Anfangs- und dem Endvolu-
men ergibt

ΔW = −RT ln
[
VA

VB

]
.

Um T konstant zu halten, muß eine Wärmemenge ΔQ übertragen werden; da
aber ΔU = 0 (T konstant!), ist ΔQ = −ΔW = RT ln[VA/VB]. Bei einem rever-
siblen Prozess ist dann die Entropieänderung gegeben durch

ΔS =
ΔQ
T

= R ln
[
VA

VB

]

(bei konstanter T ).

2. Der isobare Prozess: der Druck P wird konstantgehalten. Die Arbeit ist dann
einfach ΔW = −PΔV . Die übertragene Wärmemenge ist gegeben durch δQ =
CPdT , die Änderung der inneren Energie durch dU = CVdT . Beispiel : CP-
Messung. Der 1. Hauptsatz ist mit dem 1. Gay-Lussac’schen Gesetz identisch:

RdT = PdV (P = konst.) .

3. Der isochore Prozess: das Volumen V wird konstantgehalten. Hier wird keine
Arbeit geleistet, der 1. Hauptsatz lautet einfach dU = δQ, oder CV = dU/dT (=
f/2R beim idealen Gas). Beispiel: CV-Messung. Das 2. Gay-Lussac’sche Gesetz
gilt: dU = f/2RdT = f/2V dP (V = konst.).

4. Adiabatische Prozesse: es wird keine Wärme übertragen, δQ = 0. Hier ist die
Ausführung des Prozesses (reversibel/irreversibel) entscheidend; beim reversiblen
adiabatischen Prozess ist die Entropie konstant, dS = 0, aber die innere Energie
U ändert sich (dU = δW ). Beim vollständig irreversiblen Prozess gibt es immer
eine Entropieproduktion, dS > 0, jedoch keine Arbeit, U und T bleiben dann
konstant.

3.4.4 Kreisprozesse

Kreisprozesse sind (z. T. idealisierte) thermodynamische Zyklen, bestehend aus meh-
reren Einzelprozessen, die zum Ausgangszustand zurückführen.

Der Carnot’sche Kreisprozess hat den höchsten Wirkungsgrad. Er besteht aus zwei
Isothermen (T = konst.) und zwei Adiabaten (δQ = 0). Die Einzelprozesse werden
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vollständig reversibel durchgeführt. Als Arbeitssubstanz nimmt man sinnvollerweise
ein Mol eines idealen Gases (nicht nötig, aber zweckmäßig, da die Zustandsgleichung
einfach und exakt bekannt ist: die allgemeine Gasgleichung: PV = RT ).

Die »Carnotmaschine« läßt sich in einem P-V-Diagramm darstellen; die Nettoarbeit
ist dann die Fläche innerhalb der geschlossenen Kurve, die von den beiden Isothermen
(rot, blau) und den beiden Adiabaten (grün) eingegrenzt wird (da δW = −PdV ).
Man kann auch ein entsprechendes T-S-Diagramm zeichnen, die Nettowärme ist hier
gegeben durch die eingeschlossene Fläche (da δQ = TdS).

Bei der Carnotmaschine hat das T-S-Diagramm die einfache Form eines Rechtecks
(T = konst. bei den Isothermen, S = konst. bei den Adiabaten). Die Form des P-
V-Diagramms ist durch die Gasgesetze gegeben (PV = konst. bei den Isothermen,
PV κ = konst. bei den Adiabaten, wo κ =̂ Adiabatenexponent (f + 2)/f wobei f =
Anzahl der Freiheitsgrade):

Abbildung 3.2. P − V −Diagramm Abbildung 3.3. T − S−Diagramm

Bei den Isothermen (z. B. isotherme Ausdehnung des idealen Gases vom Anfangs-
zustand [PA, VA] bis zum Zwischenzustand [PB, VB] mit T = T1 = konst., wo-
bei PAVA = PBVB) gelten folgende Bedingungen:

dU = 0 (innere Energie =
f

2
RT = konst.)

und
δW = −δQ = −PdV = −RT dV

V
.

Bei den Adiabaten (z. B. adiabatische Ausdehnung des idealen Gases vom Zustand
[PB, VB] bei T = T1 zum Zustand [PC, VC] bei T = T2, mit T1 > T2) gilt:

δQ = 0, δW = dU =
f

2
RdT .

Integration der Gleichungen δW = dU für die Adiabaten zeigt, daß ΔWBC = −ΔWDA

(da ΔT umgekehrt gleich ist für beide), sowie daß

VA

VD
=
VB

VC
(3.4)
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gelten muß. Damit folgt für die Arbeiten bei den Isothermen:

ΔWAB

T1
=

−ΔWCD

T2
(3.5)

und daraus −ΔQAB

T1
=

−ΔQ1

T1
=

ΔQCD

T2
=

ΔQ2

T2
. (3.6)

ΔQ1 ist hier die im 1. Einzelprozess (der isothermen Ausdehnung bei T1) aufgenom-
mene Wärme, ΔQ2 die im 3. Einzelprozess (der isothermen Kompression bei T2) ab-
gegebene Wärme (»Abwärme«). Die innere Energie ändert sich nach einem gesamten
Zyklus nicht (ΔUAB = ΔUCD = 0 und ΔUBC = −ΔUDA – dies muß so sein, da die
Energie eine Zustandsfunktion ist!).

Eine weitere Größe, der Quotient ΔQ/T , ändert sich auch nicht – sie ist Null bei
den Adiabaten und umgekehrt gleich bei den Isothermen (s.o.). Sie ist daher auch eine
Zustandsfunktion und wird Entropie S genannt. Es gilt:

ΔS =
ΔQrev

T
(bei reversiblen Prozessen) .

Für den Wirkungsgrad η des gesamten Zyklus haben wir

η =
[netto geleistete Arbeit]
[aufgenommene Wärme]

(die Abwärme zählt nicht, da sie im Prozess nicht weiter genutzt werden kann). Somit
ist

η =
[ΔWCD + ΔWAB]

ΔQ1
=

[ΔQ1 + ΔQ2]
ΔQ1

(3.7)

oder, aufgrund von (??) auf Seite ??,

η =
[T1 − T2]

T1
.

Dieser Wirkungsgrad ist immer ≤ 1, er kann nur 1 werden (100 % der Wärme in Arbeit
umgewandelt), wenn T2 = 0 (absoluter Nullpunkt!).

3.5 Entropie und freie Energien

Weitere Beispiele für Entropieänderungen
Wir haben als Beispiel einer Entropieänderung die Ausdehnung eines idealen Gases
betrachtet und dabei gesehen, daß man die Entropieänderung bei der adiabatischen,
irreversiblen Ausdehnung mit Hilfe der Boltzmann-Formel als Funktion der relativen
Wahrscheinlichkeit bzw. der Unordnung – in diesem Falle einfach proportional dem
Volumen des jeweiligen Zustandes – angeben kann:

ΔS = ν R ln
[
V2

V1

]
.
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Man kann sich einen Behälter vom Volumen 2V0 vorstellen, durch eine verschiebba-
re Trennwand in zwei Hälften getrennt. Falls jede Hälfte das gleiche Gas bei gleicher
Temperatur und gleichem Druck enthält, dann ändert sich gar nichts, wenn die Trenn-
wand entfernt wird – es findet zwar eine Durchmischung der Teilchen statt, diese ist
aber nicht nachweisbar, da sie alle gleich sind. Sind jedoch zwei verschiedene Gase in
beiden Hälften (z. B. N2,O2), findet bei Entfernung der Trennwand eine echte Durch-
mischung statt; die Unordnung (und daher die Entropie) steigt. Das Gas in jeder Hälfte
erfährt eine Verdopplung des ihm verfügbaren Volumens. Wenn jede Hälfte ein Mol
des jeweiligen Gases enthält, ist die gesamte Entropieänderung gleich

ΔS = 2R ln[2] .

Dies nennt man Mischungsentropie.

3.5.1 Weitere Zustandsgrößen

Es ist oft nützlich, außer der inneren Energie U und der Entropie S einige weitere
Zustandsfunktionen zu definieren. Die innere Energie ist die passende Größe, um den
Energiegehalt eines Systems bei Prozessen mit konstantem Volumen anzugeben, da

dU = δQ− PdV,

d. h. bei V = konst. gilt dU = δQ; so z. B. läßt sich für die Wärmekapazität CV

schreiben: CV = δQ/dT (V = konst.) oder CV = dU/dT .
Wenn aber der Druck P konstant gehalten wird (häufige Bedingung bei chemischen

Reaktionen), dann ist eine neue Größe eher passend – die Enthalpie oder »freie Wär-
me«:

H = U + PV bzw. dH = dU + PdV + V dP .

Damit ist
dH = (δQ− PdV ) + PdV + V dP = δQ+ V dP ,

d. h.
dH = δQ (wenn P = konst.) .

Für die entsprechende Wärmekapazität CP haben wir dann:

CP =
δQ

dT
(P = konst.) oder CP =

dH
dT

.

Nun stellen wir die Frage: »Welche Prozesse laufen spontan ab?« Wir wissen, daß
alle Systeme den Zustand niedrigster Energie anstreben; ein Stein rollt spontan bergab,
bis er aufgehalten wird oder in der Talsole zur Ruhe kommt: d. h. die Energie wird
minimiert. Gleichzeitig streben aber alle Systeme den Zustand maximaler Entropie an
– die Unordnung nimmt spontan zu. Zur Beantwortung der obigen Frage müssen wir
beide Größen, Energie und Entropie, kombinieren. Bei konstantem Volumen ist U die
passende Energiegröße, und wir bilden die Kombination

A = U − TS oder dA = dU − TdS − SdT .
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Diese Zustandsfunktion nennt sich »freie Arbeit« oder Helmholtz’sche freie Energie.
Bei gegebener Temperatur T gilt dA = dU −TdS. Ein Prozess läuft nur dann spontan
ab (bei Temperatur T und konstantem Volumen), wenn dA < 0. Dies kann geschehen,
indem das System Energie an die Umgebung abgibt (d U < 0), (Beispiel: reversible
adiabatische Expansion des idealen Gases) oder indem es seine Entropie erhöht (dS >
0) (Beispiel: irreversible Expansion des idealen Gases), oder beides. Wenn beide Terme
unterschiedliche Vorzeichen haben, kommt es darauf an, welcher Term größer ist (z. B.
Energieerniedrigung bei gleichzeitiger Entropieerniedrigung, dU < 0, dS < 0).

Für Prozesse bei konstantem Druck benutzt man statt U die Enthalpie H :

G = H − TS oder dG = dH − TdS − SdT .

Die Funktion G ist auch eine Zustandsfunktion, genannt »freie Enthalpie« oder
Gibbs’sche freie Energie. Bei gegebener Temperatur T und konstantem Druck läuft
ein Prozess nur dann spontan ab, wenn die freie Energie G dabei erniedrigt wird,
dG < 0. Dies kann auch entweder durch Enthalpieerniedrigung (dH < 0, Wärme
wird freigesetzt), durch Entropieerhöhung (dS > 0), beides, oder durch Überwiegen
des negativen Termes wenn beide in Konkurrenz treten. Gleichgewichtsbedingung: G
bzw. A minimal (dann läuft keine Änderung des Zustandes spontan ab!) (Beispiel:
Lösungswärme)

3.5.2 Phasenübergänge

Die übliche Materie kommt in drei Aggregatzuständen vor: gasförmig, flüssig, und fest.
Die letzten beiden werden »kondensierte Phasen« genannt. Übergänge zwischen diesen
Zuständen heißen »Phasenübergänge«; sie sind:

• Kondensieren (gasförmig → flüssig oder fest),

• Verdampfen (Flüssigkeit → Gas),

• Gefrieren oder Erstarren (Flüssigkeit → fest),

• Schmelzen (fest → flüssig) sowie

• Sublimieren (fest → gasförmig).

Weitere Phasenübergänge finden zwischen strukturellen Phasen (verschiedene Kristall-
strukturen innerhalb einer kondensierten Phase, z. B. Diamant → Graphit, normal-
flüssig → supraflüssig) bzw. zwischen magnetischen oder elektronischen Zuständen
statt (paramagnetisch → ferromagnetisch, normalleitend → supraleitend).

Um Phasenübergänge zu verstehen, nehmen wir als Beispiel das Kondensieren eines
Gases zur Flüssigkeit. Dies geschieht nicht beim idealen Gas; das ideale Gas hat weder
Eigenvolumen noch Wechselwirkungskräfte zwischen seinen Teilchen, die Zustands-
gleichung sagt voraus, daß es bei größer werdendem Druck und tieferen Temperaturen
nur allmählich »verschwindet«. Ein reales Gas hat dagegen ein Eigenvolumen und
intermolekulare Kräfte (Kohäsionskräfte, meistens elektrische, sogenannte Van-der-
Waals-Kräfte).
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3.5.3 Das reale Gas

Wirkliche Gase bestehen aus Atomen oder Molekülen, die nicht Massenpunkte sind,
sondern ein Eigenvolumen haben (Kovolumen b pro Mol); sie üben auch (anziehende)
Wechselwirkungskräfte aufeinander aus, welche die mittlere Gasdichte und damit den
Gasdruck erhöhen (Binnendruck a/V2

m). Somit lautet die Zustandsgleichung (»Van
der Waals-Gleichung«): (

P +
a

V 2
m

)
(Vm − b) = RT

für ein Mol des realen Gases. (Der Faktor V 2
m im Nenner des »Binnendrucks« stammt

aus der Dichteabhängigkeit der Energie des realen Gases aufgrund der Wechselwir-
kungskräfte zwischen den Teilchen. Hier ist a eine Stoffkonstante mit der Einheit
Pa m6).

Dieses Gas zeigt einen Phasenübergang (Kondensieren zur flüssigen Phase). Die
Isotherme dieser Gleichung sind bei hohen Temperaturen ähnlich denen der idea-
len Gasgleichung. Bei tieferen Temperaturen zeigen sie erst einen und dann zwei
Wendepunkte– dies bezeichnet den Bereich des Kondensierens. Dabei bleibt der Druck
konstant (Dampfdruck), das Volumen verringert sich um einen Faktor von ca. 1000.
Die Entropie und die Energie des Gases nehmen beim Kondensieren ab, letztere um
einen relativ großen Betrag (die latente Wärme oder Kondensationswärme).

Wenn sich ein reales Gas durch einen Drossel von einem Bereich höheren Drucks P1

in einen Bereich niedrigeren Drucks P2 ausdehnt (ohne externe Arbeitsleistung!), dann
kann es sich infolge der »internen Arbeit« (Arbeit gegen die Anziehungskräfte im Gas)
abkühlen. Dies heißt Joule-Thompson-Effekt, und kann zur Kühlung verwendet werden
(Linde-Verfahren zur Luftverflüssigung; siehe Abb. ??.)

Diese Methode hat einen begrenzteren Temperaturbereich und niedrigeren Wir-
kungsgrad als die Expansionsmaschine (Carnot-Maschine), ist aber leichter zu reali-
sieren (Beispiel: CO2-Schnee). Hier wächst wieder die Unordnung (Entropie), sie wird
nur teilweise von der Temperaturabnahme kompensiert.

Trägt man den Druck gegen T auf, so erscheinen die Phasengrenzen als Kurven,
man nennt dies ein Phasendiagramm (siehe Abb. ??). Die höchste Temperatur, bei
der Kondensieren noch möglich ist, heißt »kritischer Punkt«; die Temperatur wo die
gasförmige, die flüssige und die feste Phase alle koexistieren heißt »Tripelpunkt«. (Ta-
felbild, Versuche)

3.6 Transportphänomene
Transportphänomene bezeichnet eine Reihe von Prozessen, in denen eine Größe in-
nerhalb der Materie bewegt wird. Ursache der Bewegung ist eine Nicht-Homogenität
(meistens von der transportierten Größe selbst) innerhalb der Materie. Der Transport
wird durch die thermische Bewegung der Atome oder Moleküle der Materie ermöglicht.

Gemeinsam haben alle Transportphänomene die Existenz einer Stromstärke, wel-
che die pro Zeiteinheit transportierte Menge beschreibt, eine Materialkonstante, die
die Transportgeschwindigkeit (meist als Funktion der Temperatur) angibt, sowie eine
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152 3 Wärmelehre

Abbildung 3.4. P -V -Diagramm eines Van-der-Waals-Gases. Oberhalb der rot-gelben Linie verhält
sich das Gas wie ein ideales Gas. K bezeichnet den kritischen Punkt: unterhalb der entsprechenden
Temperatur beginnt das Gas zu kondensieren. Im Bereich der grün-gestrichelten Linien (Koexistenz-
gebiet) existieren Gas und Flüssigkeit nebeneinander beim konstanten Dampfdruck (blaue Linien).
Der kritische Druck Pk und das kritische Molvolumen Vmk sind angegeben

Transportgleichung (Differentialgleichung), die den Zusammenhang zwischen Strom-
stärke, Materialkonstante und Inhomogenität (Gradient) beschreibt.

Als Beispiele nehmen wir den Transport der Wärme (Wärmeleitung), der Materie
(Diffusion), des Impulses (viskose Strömung) sowie der elektrischen Ladung (elektrische
Leitung); A ist hier die Querschnittsfläche der Materie (siehe Tabelle auf Seite ??).

Die Materialkonstanten können mit Hilfe der mikroskopischen Größen v (Teilchenge-
schwindigkeit), n (Teilchendichte), l (mittlere freie Weglänge) und m (Teilchenmasse)
ausgedrückt werden:

λ =
f

6
k n <v> l D =

1
3
v l n

η =
1
3
nmv l und σ =

2n e2o l
m v

wobei k die Boltzmann-konstante, e0 die Elementarladung, und f die Anzahl der
Freiheitsgrade sind; die Ladungsdichte der freien Ladungsträger ist ρe = e0 n.
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Abbildung 3.5. Joule-Thompson-Effekt. Das reale Gas strömt bei dem hohen konstanten Druck P1

von der linken Kammer durch den Drossel in die rechte Kammer (niedriger konstanter Druck P2), es
kühlt sich dabei ggf. ab. Die Enthalpie bleibt konstant in diesem Prozess.

Abbildung 3.6. Phasendiagramm für CO2. Der Punkt, wo alle drei Phasen koexistieren, heißt »Tri-
pelpunkt« Tr; der Punkt, oberhalb dessen kein Kondensieren mehr möglich ist, heißt »kritischer
Punkt« K. Bei Normaldruck (1 bar) existiert CO2 nur in der Gasphase oder als Festkörper.



Tabelle 3.3.

Prozeß Stromgröße Materialkonstante Transportgleichung

Wärmeleitung Wärmemenge Q;
Wärmestrom
IQ = dQ/dt

Wärmeleitfähigkeit
λ (J/ms K)

IQ = −AλdT/dx

Diffusion Konzentration n;
Materiestrom
In = dn/dt

Diffusions-
konstante
D (1/ms)

In = −AD dn/dx

Strömung Impuls p;
Impulsstrom
dp/dt = −FR

(Reibungskraft)

Viskosität
η (Ns/m2)

FR =
−Aη dv0/dx

elektrische
Stromleitung

elektrische
Ladung q (As);
elektrischer
Strom I = dq/dt

elektrische Leit-
fähigkeit
σ (A/Vm)

I = −Aσ dU/dx
(U = Spannung)
(V)
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