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Mathematik Entdecken 1 — Hausaufgabe 7

LOSUNGEN

Aufgabe 1. 2 Punkte

1. Man zeige, dass fiir alle n € N die Zahlen 5n + 3 und 8n + 5 teilerfremd sind.

2. Es seien a,b € N5y zwei unterschiedliche Primzahlen. Man bestimme ggT(a+ b, a —b).

Lésung zu Ubung 1.

1. Sein € N beliebig. Wir verwenden die Umkehrung des Lemma von Bézout fir ggT=1: Wenn
es \, p € Z gibt, sodass AN(bn + 3) + pu(8n +5) =1, dann sind 5n + 3 und 8n + 5 teilerfremd.

(Strategie- Erklirung: Damit das fiir alle n gilt, versuchen sollte das Ziel sein A\(5n)+u(8n) =
0, also dass 5\ + 8 = 0. Das wird von A = —8 und u =5 erfillt. ).
Wir haben
—8(5n+3) +5(8n+5) = —40n — 24 + 40n + 25 =1,
also ggT(5n +3,8n+5) = 1.
2. Seid=ggT(a+b,a—0b). Es folgt also, dass

d | (a+b)+(a—0b)=2a wund
d | (a+0b)—(a—10)=20b.

Weil a,b > 2 und prim sind, sind beide ungerade. Also a + b und a — b sind gerade und somit
ist 2 ein gemeinsamer Teiler. Also aus (ggT2) folgt 2|d. Also d = 2d'. Dann folgt aus 2d’ | 2a
und 2d'|2b, dass d'|a und d'|b. Das impliziert, dass d'| ggT(a,b) =1, also d = 1. (Der ggT
von a und b ist 1, weil a und b verschiedene Primzahlen sind.) Also

geT(a+b,a—b) =2.

Aufgabe 2. 2 Punkte

Es seien a, b, c € Z. Man zeige, dass die Gleichung ax 4+ by = ¢ genau dann mindestens eine
Losung (z,y) € Z? hat, wenn ggT(a,b) | c.



Lésung zu Ubung 2.

Sei d = ggT(a,b).

Sei x,y € Z eine Lisung der Gleichung. Weil d|a und d|b, folgt es, dass d|ax + by = c.

Sei d = ggT(a,b). Aus dem Lemma von Bézout existieren A\, u € Z, sodass Aa+ ub = d. Weil d|c,
existiert ein k € Z, sodass ¢ = dk. Es gilt dann fir x = kX und y = ku, dass

azr + by = akX + bk = k(aX + bu) = kd = c.

Zusatzaufgabe 3.
Essein € Nygund A C{1,2,...,2n} mit A =n+ 1.
1. Man zeige, dass es zwei teilerfremde Zahlen in A gibt.

2. Man zeige, dass es a,b € A mit a|b gibt.

Lésung zu Ubung 3.

1. Weil es n+1 Zahlen zwischen 1 und 2n sind, muss es auch mindestens zwei geben mit Abstand
1. Also a und a + 1. Dann ist ggT(a,a+ 1) = 1.

2. Sei A={ai,...,ant1}. Wir schreiben jedes a; € A als
a; = 2kz - my;

mit m; ungerade. Wir haben also {my,...,mu41} € {2k—1 : k =1,...,n}. Weil die
Menge auf der rechten Seite n Elementen hat, folgt aus dem Schubfach-Prinzip, dass es i,j mit
m; =m; gibt. Also, wenn k; < kj, dann a;|a;, und sonst a; | a;.



