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Die Antworten sind stets zu begriinden, inklusiv Beispiele.

Aufgabe 1. 3 Punkte

Seien K ein Korper mit char K # 2 und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei
¢ :V xV — K eine alternierende Bilinearform.

1. Man zeige, dass wenn (v, w) # 0, dann V' = Spang{v,w} ® (SpanK{U, w})t.
2. Man zeige, dass wenn v ¢ V1, dann existiert w € V mit ¢(v,w) = 1.

3. Man zeige (durch vollstdndige Induktion nach dimg V'), dass es eine Basis B von V.
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(So eine Basis heifit symplektische Basis und spielt die analoge Rolle der Orthogo-
nalbasen fiir symmetrische Bilinearformen.)

Aufgabe 2. 1 Punkt
Man finde V4, V_, Vj wie in dem Tragheitssatz II von Sylvester fiir die Matrix
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Total: 4 Punkte



Zusatzaufgaben

Diese Aufgaben werden weder bewertet noch miissen sie abgegeben werden.
Sie werden in den Tutorien besprochen und sind fiir die Klausurvorbereitung sehr empfohlen.

Zusatzaufgabe* 3.

Man zeige oder man widerlege:

Eine symmetrische Matriz A € MatY™(R) ist genau dann positiv definit, wenn sie nur positive
reelle Eigenwerte hat.

Hinweis 1: Versuchen Sie nur mit den Instrumenten die bis jetzt eingefiihrt wurden.

Hinweis 2: Man darf annehmen, dass x4 in Linearfaktoren in R[x] zerfillt.

Zusatzaufgabe 4.

Sei W ein K-Vektorraum, W* dessen Dualraum und sei V= W & W*. Man definiert die
Bilinearform w : V x V' — K durch

w((wl,ﬁl), (U)Q,EQ)) = Eg(wl) — El(wg).

1. Man zeige, dass w nicht ausgeartet ist.

2. Man zeige umgekehrt, dass jede alternierende nicht ausgeartete Bilinearform ¢ auf V'
so entsteht. Das heifit, es existiert ein K-Vektorraum W, sodass V ~ W @& W* und ¢
unter diesem Isomorphismus der obigen Form w enspricht.

3. Ist W im obigen Punkt eindeutig bestimmt?

Hinweis: Man wihle eine Basis von V = W @ W* und man beschreibe w durch eine Matrix.

Zusatzaufgabe 5.

1. Man gebe jeweils ein Beispiel einer nicht ausgearteter alternierender und einer sym-
metrischen Bilinearform ¢ : V x V — K und einem Unterraum U C V, sodass
¢ly : U x U — K ausgeartet ist.

2. Sei K=Rund ¢ : VxV — R eine positiv definite stymmetrische Bilinearform. Man
zeige, dass ¢|y : U x U — K fiir keinen Unterraum U C V' ausgeartet sein kein.

Zusatzaufgabe 6.
Sei ¢ : V xV — K eine nicht ausgeartete alternierende Bilinearform auf dem K-Vektorraum
V. Ein K-Untervektorraum U heifit isotrop, falls ¢(uy,us) = 0 fiir alle uj,ug € U.

1. Man finde eine dquivalente Beschreibung der Isotropie von U, die als Beziehung zwi-
schen U und U~ ausgedriickt werden kann.

2. Man zeige, dass die Dimension isotroper Unterrdume hochstens % -dimg V ist.

3. Isotrope Unterrdume mit dimg U = % -dimg V heiflen maximal (oder Lagrange). Man
zeige, dass es solche Unterrdume fiir alle nicht ausgeartete alternierende Bilinearformen
gibt.



