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Die Antworten sind stets zu begriinden, inklusiv Beispiele.

Aufgabe 1. 2 Punkte

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg(V), das heiit f: V — V ist
K-linear. Mit f? bezeichnet man f o f.

1. Man zeige, dass Bild f? C Bild f und Ker f C Ker f2.
2. Man zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind
(a) Bild f2 = Bild f.
(b) Ker f = Ker f2.
(c) Bild f nKer f = 0.
(d) V =Bild f @ Ker f.

Aufgabe 2. 2 Punkte
Sei U = Spang{(1,1,1)} Cg R3. Bezeichne fiir (z,y,2) € R? die Restklasse modulo U mit

[z,y, 2] == (x,y,2) + U € V/U.

1. Man zeige, dass die Vektoren [2,1,1],[1,2,1],[1,1,2] € V/U linear abhéngig sind.
2. Man finde eine Basis von V/U.
3. Man gebe ein Beispiel einer injektiven K-linearen Abbildung f : V/U — R*.

Total: 4 Punkte

Zusatzaufgaben auf der Riickseite



Zusatzaufgaben

Diese Aufgaben werden weder bewertet noch miissen sie abgegeben werden.
Sie werden in den Tutorien besprochen und sind fiir die Klausurvorbereitung sehr empfohlen.

Zusatzaufgabe 3.

Sei V ein K-Vektorraum und seien Uy, Us Cg V' zwei K-Unterrdume. Man zeige, dass
1. (U1 4+ Us)/Uy ~ Uy /(U NU).
2. (U1 ®Us)/(UyNUy) =~ Uy + Us.
3. Uy ® Uy =V <= die kanonische Abbildung Uy — V/U; ist ein Isomoprphismus.

(Die “kanonische” Abbildung ist die Verkniipfung der kanonischen Inklusion Uy — V'
und der kanonischen Projektion V- — V/U.)

Zusatzaufgabe 4.
Welche der folgenden Teilmengen des R-Vektorraumes Abb(N,R) = J] -y R sind R-UVR?
Fiir die die Untervektorrdume sind, bestimmen Sie die Dimension.
W1 = {(an)nen | ant1 > an, ¥V n € N}
Wa = {(an)
W3 = {(an)nen | @nt1 = an + an—1, ¥ n € Nug}.
Wy(a) :={(an)nen | limy o0 anp = a} fiir ein fixiertes a € R.

neN | any1 < ap, Vn € N}

L

Zusatzaufgabe 5.

Sei V' ein K-Vektorraum und B C V eine Teilmenge von V. Bezeichne ¢ : B — V die
kanonische Inklusion?, also +(b) = b fiir alle b € B. Man beweise, dass B eine Basis von V ist,
wenn und nur wenn folgende Eigenschaft gilt:

Fiir alle K-Vektorridume W und fiir jede Abbildung f : B — W existiert eine eindeutige
K-lineare Abbildung ¢ : V. — W mit ¢ o+ = f. Das heifit, sodass folgendes Diagramm

kommutativ ist:

L>W

| <

Zusatzaufgabe 6.
Gibt es R-lineare Abbildungen f : R? — R? mit
1. Ker(f) = Spang{(1,1,1),(1,2,3)} und Bild(f) = R??
2. Ker(f) = Spang{(1,1,1),(1,2,3)} und Bild(f) = Spang {(2, —7)}?

#Da B nur eine Menge ist, hat es nicht Sinn iiber die K-Linearitit von ¢ zu sprechen. Genauso ist f : B — M
nur eine Abbildung zwischen Mengen.



Zusatzaufgabe 7.

Sei V' = R[z] der R-Vektorraum der Polynome in einer Variable x mit reellen Koeffizienten. Ein
Polynom ist gerade wenn f(x) = f(—x). Ein Polynom ist ungerade wenn f(—z) = —f(z).
Sei G:={f € Rlz|] : fist gerade} und U :={f € R[z] : f ist ungerade}.

1. Zeigen Sie, dass G und U R-Untervektorrdume von V sind.

2. Zeigen Sie, dass V=G o U.

Zusatzaufgabe 8.

Sei (Vy,)nen eine Familie von R-Vektorrdumen mir V;, = R fiir alle n € N. Fiir jedes n € N sei
fn = idr : R — R die identische Abbildung von R nach R.

Seien p, : [[,en Vo — Vi die kanonischen Projektionen und i, : V,, — @,y Va die
kanonischen Inklusionen.
1. Bestimmen Sie die eindeutige Abbildung f : R — [[,cy Vo mit p, o f = f;, fiir alle
n € N aus Satz4.7.

2. Bestimmen Sie die eindeutige Abbildung g : @,y Vn — R mit g o i, = f,, fiir alle
n € N aus Satz4.8.



