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L Ö S U N G E N

Aufgabe 1. 2 Punkte

Sei E = {e1, e2} die Standardbasis des R-Vektorraumes R2 und B = {e1 + e2, e1 − e2} ⊆ R2

eine weitere Basis. Bestimmen Sie die zugeordneten Matrizen ME
E (f) und MB

B (f) für folgende
Endomorphismen f von R2:

1. f = fλ : R2 −→ R2 mit fλ(x, y) = λ · (x, y), für λ ∈ R.
2. f ist die Spiegelung an der x-Achse.

3. f : R2 −→ R2 gegeben durch f(x, y) := (x+ y, y).

Lösung zu Übung 1.

Bezeichne mit b1 = e1 + e2 und b2 = e1 − e2.

1. Es gilt fλ(ei) = λ · ei und fλ(bi) = λ · bi. Also in beiden Fällen gilt:

ME
E (fλ) = MB

B (fλ) =

(
λ 0
0 λ

)
.

2. Für die Spiegelung an der x-Achse haben wir:

f(e1) = e1 = 1 · e1 + 0 · e2
f(e2) = −e2 = 0 · e1 + (−1) · e2

f(b1) = e1 − e2 = 0 · b1 + 1 · b2
f(b2) = e1 + e2 = 1 · b1 + 0 · b2.

Es gilt also

ME
E (f) =

(
1 0
0 −1

)
MB

B (f) =

(
0 1
1 0

)
.



3. Für diese Abbildung haben wir:

f(e1) = e1 = 1 · e1 + 0 · e2
f(e2) = (1, 1) = 1 · e1 + 1 · e2

f(b1) = (2, 1) = 3
2 · b1 + 1

2 · b2
f(b2) = (0,−1) = − 1

2 · b1 + 1
2 · b2.

Es gilt also

ME
E (f) =

(
1 1
0 1

)
MB

B (f) =

(
3
2 − 1

2

1
2

1
2

)
.

Aufgabe 2. 2 Punkte

Seien U = SpanQ{(−4, 2, 1)} und V = {(x, y, z) ∈ Q3 : x+ y+ z = 0} zwei Q-UVR von Q3.

1. Wie erkennt man am schnellsten, dass U und V komplementär zueinander sind?

2. Man gebe eine Basis B für V an. Wie erkennt man an {(−4, 2, 1)} und B, dass U und
V komplementär zueinander sind?

3. Sei p : Q3 = U ⊕ V −→ V die kanonische Projektion auf V entlang U :

p(u+ v) := v.

Man berechne die Darstellungsbatrix ME
B(p), wobei E = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) die

Standardbasis von Q3 bezeichnet.

4. Man setze B′ = {(−4, 2, 1)} ∪B als Basis von Q3, wobei B die Basis aus Punkt 2 ist,
und man berechne MB′

B (p).

Lösung zu Übung 2.

1. Da sich dimU = 1 und dimV = 2 zu dimQ3 = 3 aufaddieren, muss nur U ∩ V = {0}
nachgegeprüft werden. Wegen dimU = 1 ist das äquivalent zu U ̸⊆ V , d.h. wir müssen nur
(−4) + 2 + 1 ̸= 0 nachprüfen.

2. Wir wählen B = {(1, 0,−1), (0, 1,−1)} – die Komplementarität folgt dann, weil

B′ := {(−4, 2, 1), (1, 0,−1), (0, 1,−1)}

eine Basis von Q3 ist.

3. Um pV zu berechnen, müssen die Argumente aus Q3, also hier die drei Einheitsvektoren ei in
eine Summe aus U - und V Vektoren zerlegt werden. Das ergibt sich am einfachsten durch die
Anwendung der linearen Abbildung f(x, y, z) := x+y+z auf die ei. Da das Ergebnis hier immer
1 ist, und da auch f(−4, 2, 1) = 1 (also (f(−(4, 2, 1)) = −1) erhalten wir die Zerlegungen

ei = −(−4, 2, 1) + ((−4, 2, 1) + ei) .

Zur Bestimmung der Matrix müssen nun die hinteren Summanden (aus V ) als B-Linearkombination
dargestellt werden. Die Koeffizienten erkennt man bei unserem speziellen B jeweils an den ers-
ten beiden Einträgen, z.B.:

(−4, 2, 1) + e1 = (−3, 2, 1) = −3(1, 0,−1) + 2(0, 1,−1)
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Damit ergibt sich ME
B(pV ) =

(
−3 −4 −4
2 3 2

)
. Das konkrete Resultat hängt natürlich von der

Wahl von B ab.

4. B′ teilt sich auf in eine (die gegebene) U -Basis und die V -Basis B. Unter pV wird der erste Teil

auf 0 abgebildet; der zweite Teil wird unverändert übernommen. Also MB
B′(pV ) =

(
0 1 0
0 0 1

)
.

Das ist von der Wahl von B (und sogar von V ) unabhängig.
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