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Die Antworten sind stets zu begründen, inklusiv Beispiele.

L Ö S U N G E N

Aufgabe 1. 2 Punkte

Seien U1, U2 und U3 drei K-Untervektorräume eines K-Vektorraumes V mit der Eigenschaft
U1 ⊆ U3. Man zeige, dass

(U1 + U2) ∩ U3 = U1 + (U2 ∩ U3).

Lösung zu Übung 1.

Wir zeigen die doppelte Inklusion.

⊆ Sei v = v1 + v2 ∈ (U1 + U2) ∩ U3 mit v1 ∈ U1 und v2 ∈ U2. Weil v1 ∈ U1 ⊆ U3und v ∈ U3, folgt

dass v2 = v − v1 ∈ U3, also v2 ∈ U2 ∩ U3. Also v ∈ U1 + (U2 ∩ U3).

⊇ Sei v = v1 + v2 mit v1 ∈ U1 und v2 ∈ U2 ∩U3 ⊆ U2. Also v ∈ U1 +U2 und, weil v1 ∈ U1 ⊆ U3, gilt

auch v ∈ U3. Also v ∈ (U1 + U2) ∩ U3.

Aufgabe 2. 2 Punkte

Man bestimme eine Basis des Lösungsraumes des homogenen linearen Gleichungssystems
A · x = 0, wobei

A =


1 −1 1 −1
1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1

 ∈ Mat4(R).

Lösung zu Übung 2.

Die RZSF von A ist


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

, also

L(A |0) = {(−t3,−t4, t3, t4) : t3, t4 ∈ R}
= {t3(−1, 0, 1, 0) + t4(0,−1, 0, 1) : t3, t4 ∈ R}
= SpanR{(−1, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1)}.



Also B = {(−1, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1)} ist ein Erzeugendensystem von L(A |0). Um zu zeigen, dass B
eine Basis ist, müssen wir noch zeigen, dass es linear unabhängig ist. Das gilt weil:

λ1(−1, 0, 1, 0) + λ2(0,−1, 0, 1) = (0, 0, 0, 0) ⇒ (−λ1,−λ2, λ1, λ2) = (0, 0, 0, 0) ⇒ λ1 = λ2 = 0.
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