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LOSUNGEN

Aufgabe 1 20 Punkte

a.

(2 P) Geben Sie die Definition von linearer Abbildung an.
Es seien K ein Korper, V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V — W ist

eine (K-)lineare Abbildung, wenn

flog+wva) = f(v1)+ f(ve) Vo, v €V und
fA-v) = X f(v) VAeK und VvelV.

. (3 ) Ziegen Sie, dass der Kern einer linearer Abbildung ein Untervektorraum ist.

Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung. Der Kern von f ist definiert als
Kerf={veV : f(v)=0}

Weil f K-linear ist, folgt es, dass f(0) = 0. Also Ker f # (). Es reicht also zu zeigen, dass
jede lineare Kombination zweier beliebigen Vektoren aus Ker f wieder in Ker f liegt. Seien
also u1,us € Ker f und A, Ao € K beliebig. Es gilt:

f()\1u1 + )\QUQ) = )\1f<u,1) + )\2f<u2) =A-04+2X-0=0,

wobei die erste Gleichheit wegen der Linearitdt von f gilt, die zweite, weil u; € Ker f,
und die dritte weil X\ -0 = 0 fiir alle A € K gilt. Also A\juy + Asus € Ker f, und somit ist
Ker f Cx V bewiesen.

. (5 ) Geben Sie den Kern der linearen Abbildung fa : R? — R3 in parametrischer Form

an, wobei
1 2 3
A= 2 1 2| €Mats(R)
-1 1 1
und fa(x) =A-x.

"
Wir miissen die Menge Ker f4 = {(z,y,2) € R® : A. [y | = 0} in parametrischer
z



Form beschreiben. Das heifft, wir miissen die Losungsmenge des homogenen linearen Glei-
chungssystems A - x = 0 bestimmen. Wir berechnen dafiir die RZSF von A:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 1 2 — 0 -3 —4 — 0 -3 —4 —
-1 11 0o 3 4 0 0 0
12 3 1 0 1/3
— 0 1 4/3 — 0 1 43
0 0 O 0 0 0
Es folgt also, dass wir die dritte Variable als Parameter setzten kénnen und bekommen:

Ker f = {(~1/3-t,—4/3-t,t) : t€R}.

Sei K ein beliebiger Korper und sei M die Menge

M:{AEMatQ(K) : ((1) é)-A:A-((l) (1))}

. (4 ) Zeigen Sie, dass M ein K-Untervektorraum von Maty(K) ist.

Genau wie in der Losung von Punkt b, zeigen wir M # () und Ajv; + Agvy € M fiir alle
/\1,)\2 S K, Al,AQ e M.

0 1
Sei A1, As € M. Es gilt also fiir ¢ € {1,2}:

0 1 0 1
(1 o) 2= i)

Seien A1, Ao € K, beliebig. Es gilt dann:

0 1 0 1 0 1
<1 0>'()\1-A1—|—)\2'A2) = )\1'(1 0>'A1+)\2'<1 0>'A2

0 1 0 1
- )\1-A1-<1 0>+A2.A2-(1 0)

0 1
= ()\1'141'—1-)\2'142)'(1 0)-

Erstmals gilt: Is = <1 0> €M, weil X - I =1,- X =X fiir alle X € M. Also M # ().

Also MA] + M Ay € M.

Variante 1: Man merkt, dass wenn A = <CCL Z), dann gilt
0 1\ (a b N c d
10 c d)  \a b
a b . 0 1 N b a
c d 10/  \d c



AlsoM:{<Z Z) cb=c undazd}z{(Z Z) : a,b € K}. Kann man analog

zeigen, dass jede lineare Kombination zweier solchen Matrizen wieder eine solche Matrix
ist.

Variante 2: Man zeigt, dass die Abbildung f : Mate(K) — Maty(K), gegeben durch

0 1 01
=1 o) 441 o)
eine K-lineare Abbildung ist. Dann ist M = Ker f, also nach Punkt b ein K-UVR.

. (6 P) Zeigen Sie, dass folgende Teilmenge von M eine Gruppe zusammen mit der Matrix
Multiplikation bildet:

G:Mm{(z :g)eMatg(K) : :U;éj:y}.

a b

Wir haben in Variante 1 gesehen, dass M = {( b a) : a,be K} Also

G:{<Z Z) : a,be K und a # +b}.

Wir miissen als erstes iiberpriifen, dass die Matrixmultiplikation eine innere Verkniipfung
auf G definiert: G x G — G. Das heifit, dass X - Y € G fiir alle X, Y € G.
Seien X,Y € G beliebig. Es folgt es existieren a, b, c,d € K mit a # +b und ¢ # +d, mit

a b c d . )
X = (b a) und Y = (d c>' Es gilt dann:

_fa b c d\ _[(ac+bd ad+ bec
X'Y_<b a>'<d c>_(bc+ad bd+ac)

Wir miissen noch zeigen, dass ac+bd # +ad+bc. Oder, dquivalent dazu, ac+bd—ad—bc # 0
und ac + bd 4 ad + be # 0. Es gilt

ac+bd—ad—bc = (a—0b)(c—d)
ac+bd+ad+bc = (a+b)(c+d).
Also, weil a —b # 0 # a+b und ¢ — d # 0 # c+d, haben wir die erwiinschte Ungleichheit.

Wir miissen noch die Assoziativitéat iiberpriifen, ein neutrales Element finden und die
Invertierbarkeit (in G!) jedes Elements zeigen.

Assoziativitét: Diese wird von der Assoziativitiat der Multiplikation der Matrizen geerbt.

Neutralelement: Fiir ¢ = 1 und b = 0 bekommen wir Io = (1) (i € (. Das ist das
neutrale Element der Matrixmultiplikation, also auch das neutrale Element in G.

a b

Invertierbarkeit: Sei X = <b a> € G beliebig. Das heifit, a # +b. Wir suchen X! =



<§ i) € G (also mit ¢ # +d), sodass X - X' = X1 . X = I,

Wie findet man X ~!'? Man kann das Gleichungssystem mit Unbekannten ¢ und d, das aus
X - X! = I, folgt, 16sen. Oder man kann auch aus

Cy—1_ [ac+bd ad+bc) _
XX (cb—i—da bd + ac =D

merken, dass wir ¢-b+d-a = 0 brauchen. Eine einfache Wahl wire also d = —b und ¢ = a.
Mit dieser Wahl bekommt man:

6O - (0" )

Aus a # +b folgt a®> — b* = (a — b)(a + b) # 0. Wir konnen also X ~! so definieren:

1 a —b
X't=—— :
a? — b? (—b a)
Wichtiger Hinweis zur Strategie in der Klausur: Man muss nicht begriinden wie
man X ' gefunden hat, man muss nur zeigen, dass es das Inverse von X ist.

Durch direktes rechnen wie in (1) zeigt man, dass X ! das gesuchte inverse Element ist.
Also (G, -) ist eine Gruppe.



