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Lineare Algebra 1 — Hausaufgabe 3

LOSUNGEN

Aufgabe 1. 2 Punkte
Man zeige oder man widerlege:

Fir alle Mengen A und fiir alle Familien von Mengen (B;)icr gilt:
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Lésung zu Ubung 1.

Die Aussage ist wahr. Wir zeigen direkt, dass fir beliebige Mengen A und B; ein Element genau dann
in der linken Seite der Gleichheit liegt, wenn es in der rechten Seite liegt.

x e A\ <Uic1 B;) & zv€A und Vielygilte ¢ X
& Vielgiltee A und x ¢ B;
& Viel giltx € A\ B;
& we(ies A\ Bi).
Aufgabe 2. 2 Punkte

Sei f: A — B eine Abbildung und seien X,Y C A zwei Teilmengen.
1. Man zeige, dass f(X UY) = f(X)U f(Y).
2. Man zeige, dass f(X NY) C f(X)N f(Y).

3. Man zeige, dass f genau dann injektiv ist, wenn

FXNY)=fX)NfY) VX,YCA

Lésung zu Ubung 2.



1.

Es seib € f(XUY). Es existiert also a € X UY, sodass f(a) = b. Dassa € X UY,
bedeutet a € X odera €Y.

Wenn a € X, dann gilt b= f(a) € f(X) C f(X)
Wenn a €Y, dann gilt b= f(a) € f(V) C

In beiden Fillen gilt also b e f(X)U f(Y).
Esseibe f(X)U f(Y). Es gilt also b € f(X) oder b e f(Y). Das heifst per Definition
(Elx € X, sodass f(x) = b) oder (Hx €Y, sodass f(x) = b)

Das bedeutet, es existiert ein x € X UY, sodass b= f(x), alsobe f(XUY).

Seib e f(XNY). Es existiert also a € XNY mit f(a) =b. Weila € X, folgt b= f(a) € f(X)
und, weil a €Y, folgt b= f(a) € f(Y). Alsobe f(X)N f(Y).
Sei [ injektiv und sei b € f(X)N f(Y). Es gilt also

be f(X) und be f(Y)

Es existiert also ein x € X mit b= f(x) und es existiert einy € Y mit b= f(y). Also

Aus der Injektivitit folgt aber x =y, und somit x € X NY. Also b= f(x) € f(XNY).

Es seien x,y mit f(x) = f(y) =: b. Wir definieren die Mengen X := {x} und Y := {y}.
Es gilt nach Voraussetzung, dass

fXNY) =fX)nfy)
Weil f(x) = f(y) = b gilt, haben wir f(X) = f(Y) = {b}. Also
FXAY) = F(X) N F(V) = {b} 0 {b} = (b} £0.

Das heifit, dass X NY # (). Weil es Mengen mit einem Element sind, muss also X =Y gelten.
Also {x} = {y} und somit x = y.

Wir haben somit gezeigt, dass f(x) = f(y) = = =y. Also f ist injektiv.



