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Lineare Gleichungssysteme

Man finde alle x, y, z, w € R, sodass

x—=2y+2w+1 = 0
z4+2(x+w)—4y+1 = 2
3(x —2y) —(4w + 2)
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Lineare Gleichungssysteme

Man finde alle x, y, z, w € R, sodass

1 x4+(-2)-y+0-z4+2-w=-1
2. x+(—-4)-y+1l-z+2-w=1
3-x+(-6)-y+1-z+4-w=0

(1) = (A | g) € Mats 5(R)
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Lineare Gleichungssysteme

Man finde alle x = (x,y,z, w) € R*, sodass

A-x=b



Lineare Gleichungssysteme

Man finde L(A|b)={xeR*|A-x=b} CR*
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Matrizen

m,n € Nyg R = kommutativer Ring mit 1 aijc€R
(a,-d-) =A¢€ Matmx,,(R)

A:{l,....m} x{1,....n} — R.
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m,n € Nyg R = kommutativer Ring mit 1 aijc€R
a1 ... din
am,1 . am,n
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Matrizen

m, n € Ny R = kommutativer Ring mit 1
a1 ... aun
am1 .- Amn
i = Zeilenindex J = Spaltenindex.

Der Typ der Matrix:  (m,n) oder mxn

ajj € R



Matrizen

m,n € Nyg R = kommutativer Ring mit 1 aijc€R

il .- din

dm1 -+ dmpn

Fiir A = (a;) € Mat»(R) und B = (b;) € Mat, o(S) gilt:

A=B&m=pundn=qg und R=S5 und aj =b; VY i,j.



Matrizen

Eine Zeilenmatrix ist eine 1 x n Matrix.

(0 0 5 11—/ = ei”)



Matrizen

Eine Zeilenmatrix ist eine 1 x n Matrix.
005 1—i = ei”)

Eine Spaltenmatrix ist eine m x 1 Matrix.
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Teilmatrizen

di1 d12 ad13 4d14 4di15 die
dr1 d22 a3 424 ds a2
a31 4d32 433 4d34 4a3s5 436
d41 4842 443 d44 4da45 446
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Teilmatrizen

di1 d12 ad13 4d14 4di15 die
dr1 d22 a3 424 ds a2
a31 4d32 433 4d34 4a3s5 436
d41 4842 443 d44 4da45 446

I C{1,...,m}und J C {1,..., n} definieren die Teilmatrix Al .

Alixs = (3if) e jes € Matnxn(R)



Zeilen und Spalten
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Zeilen und Spalten

a1 d12 413 d14 415 die
a1 d22 423 dx4 a5 a6
431 432 433 da34 435 4d36
441 d42 443 d44 445 446
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Zeilen und Spalten

a1 d12 413 di4 4a15 die
a1 d22 423 dxa4 a5 a6
431 432 433 d34 435 4d36
441 d42 4843 d44 445 446

) ) )



Zeilen und Spalten

a1 d12 413 d14 415 die
a1 a2 423 dax4 d2s5 a6
431 432 433 4da34 435 4a36
441 d42 443 d44 445 4d46

) ) ) B



Zeilen und Spalten

a1 d12 413 d14 415 die
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Zeilen und Spalten

a1 d12 413 d14 415 die
a1 d22 423 dx4 a5 a6
431 432 433 4da34 435 4d36
441 d42 443 d44 445 446
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Zeilen und Spalten

a1 d12 413 d14 415 die
a1 d22 423 dx4 a5 a6
431 432 433 4da34 435 4d36
441 d42 443 d44 445 446

) )

i-te Zeile von A:  Zy=(ai1 ... ain)

Bezeichungen: 4Z:, AZ;, Z#, Zi(A)

Analog fiir Spalten.
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Blockdarstellung




Blockdarstellung

Erweiterung einer (m x n)—Matrix A durch eine m-Spalte b:

a1 ai,n bl
(Alb) =

am1i --- amn | bm

)
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Transponierung

Al=\""""""|=| 4| ... |Z

(m x n)—Matrix A= (a;) ~ (nx m)—Matrix A":= (a;).



Transponierung
Al=""|=| 2| ... |z

(m x n)—Matrix A= (a;) ~ (nx m)—Matrix A":= (a;).
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Matrixaddition

+ : Matpxa(R) X Matyxa(R) — Matyxa(R)
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Matrixaddition

Matmxn(R) X Matmxn(R) — Matm,xn(R)

b11 . bln

b21 R b2n
+ . .

bmi ... bmn
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Matrixaddition

: Matmxn(R) X Matyxn(R) — Matm,xn(R)

b11 Ce bln ail + b11

by ... bo a» + b1
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bml N bmn am + bml

ain + bln
an + b2n

amn + bmn



Matrixaddition

+ : Matpxa(R) X Matyxa(R) — Matyxa(R)

a1l N din b11
dani e aznp b21
+
ami e dmn bml
Satz

(Matxn(R),+) ist eine abelsche Gruppe.
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am1 + bml
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Matrixaddition

+ : Matpxa(R) X Matyxa(R) — Matyxa(R)

a1l N din b11
dani e aznp b21
+
ami e dmn bml
Satz

(Matxn(R),+) ist eine abelsche Gruppe.

> Assoziativitdt und Kommutativitit geerbt von (R, +).
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an + b2n

amn + bmn

» Neutrales Element: die Nullmatrix 0 = 0,,«,, - alle Eintrdge sind 0.



Matrixaddition

+ : Matpxa(R) X Matyxa(R) — Matyxa(R)

a1l N din b11
dani e aznp b21
+
ami e dmn bml
Satz

(Matxn(R),+) ist eine abelsche Gruppe.

> Assoziativitdt und Kommutativitit geerbt von (R, +).

a1 + b1
as1 + b1

am1 + bml

ain + bln
an + b2n

amn + bmn

» Neutrales Element: die Nullmatrix 0 = 0,,«,, - alle Eintrdge sind 0.

» A= (aj) hat ein inverses Element: —A = (—aj;).



Skalarmultiplikation

-1 R X Matgxn(R) — Matnxn(R)
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ani

am1

Skalarmultiplikation

-t R x Matmxn(R) — Matmxn(R)

di2 ... din A- dil A i)
ano . azn A doi A dano
am2 ... 3mn Acami A ame

)\'81,,
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Skalarmultiplikation

aiz
an2

am2

-1 R X Matpyn(R) — Mat,xn(R)

ain A-ain A-an
azn A-axp  A-ax
Amn A am1 A am?2

/\'31,,
/\'32,,

A amn



Skalarmultiplikation

-1 R X Matgxn(R) — Matnxn(R)

a1l di2 ... din A- dil A di2 ... A din
ani ano . don A ani A- ano . A- daon
ami @m2 ---  amn Aami Aame ... A:amn

5. (123 _ (3 6 9
456 — \12 15 18)°



Matrixmultiplikation

A-B ist definiert nur wenn #{Spalten von A} = #{Zeilen von B}.



Matrixmultiplikation

A-B ist definiert nur wenn #{Spalten von A} = #{Zeilen von B}.
: Maty,un(R) x Matnyxp(R) — Matyyp(R) m,n,p € Nyg



Matrixmultiplikation

A-B ist definiert nur wenn #{Spalten von A} = #{Zeilen von B}.
: Mat;,xn(R) X Matax,(R) — Mat,,»»(R) m,n,p € Nyg



Matrixmultiplikation

A-B ist definiert nur wenn #{Spalten von A} = #{Zeilen von B}.
: Matpmxn(R) X Mat,xp(R) — Matyyp(R) m,n,p € Nyg
a ... ain b1 ... b1p Z::l aubia ... Z::l alkka
al1 e azn b21 e bzp 22:1 aZkbkl . ZZ:I a2kbkp
amil . amn b,,]_ e b,,p

n n
Zk:1 amkbii ... Zk:1 amkbkp



A-B

ami

Matrixmultiplikation

ist definiert nur wenn #{Spalten von A} = #{Zeilen von B}.

ain b11

azn b21

dmn bnl
Z - S = (21

b1p
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z0) -
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Sn

: Matpmxn(R) X Mat,xp(R) — Matyyp(R) m,n,p € Nyg
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A-B

Matrixmultiplikation

ist definiert nur wenn #{Spalten von A} = #{Zeilen von B}.

: Matpxn(R) X Matyyp(R) — Matpyp(R)
4 215
2> 2251
S| S Sp = .
Z. ZnS1
S1
Z-S= (21 Zn) = (2151 +

Sn

m,n,p & I\I>0

ZiS: ... ZiS,

Z>5, . Zzsp

ZnS: ... ZuS,
Tt + Znsn)



Matrixmultiplikation

Assoziativitat

Wenn A € Maty,xn(R), B € Mat,,(R), C € Matyxq4(R), dann

A(BC)=(AB)C = | Y aubuc

i=1l...m
j=1...

Q



Matrixmultiplikation

Assoziativitat
Wenn A € Maty,xn(R), B € Mat,,(R), C € Matyxq4(R), dann

A(BC)=(AB)C = | Y aubuc

i....n i1
i=1l...m
P j=1...

Q

Kommutativitat
Allgemein (m # p) kann man lber Kommutativitat nicht sprechen, weil
AB definiert ist, aber BA nicht.
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Quadratische Matrizen

Mat,(R):= Mat,x,(R).
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Quadratische Matrizen

Mat,(R):= Mat,x,(R).
Matrixmultiplikation = assoziative innere Verkniipfung auf Mat,(R)

Neutrales Element: die (n x n)-Einheitsmatrix (oder Identitdtsmatrix)

100 .. 0
010 0
=10 01 0
000 1

Kommutativitat:



Quadratische Matrizen

Mat,(R):= Mat,x,(R).
Matrixmultiplikation = assoziative innere Verkniipfung auf Mat,(R)

Neutrales Element: die (n x n)-Einheitsmatrix (oder Identitdtsmatrix)

100 ... O
010 ... 0
I, = 0 01 ... O
0 00 ... 1

Kommutativitdt: Wenn 1 # 0 in R und n > 1, dann nicht kommutativ.
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Quadratische Matrizen

Satz
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Quadratische Matrizen

Satz
(Mat,(R), +, ) ist ein nicht-kommutativer Ring.

» Wir miissen nur noch die Distributivitit zeigen:

[(ai) + (b))l (i) = (Xk=i(aix + bix)ek)
= (X1 (aike) + D1 (bick))

= (ay)(cy) + (by)(cy)-



Quadratische Matrizen

Satz
(Mat,(R), +, ) ist ein nicht-kommutativer Ring.

» Wir miissen nur noch die Distributivitit zeigen:

[(ai) + (b))l (i) = (Xk=i(aix + bix)ek)
= (X1 (aike) + D1 (bick))

= (ay)(cy) + (by)(cy)-

Analog A-(B+C)=A-B+A-C.
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Die allgemeine lineare Gruppe

Die multiplikative Gruppe der invertierbaren quadratischen Matrizen:
GL,(R) := {A € Mat,(R) : IA™! € Mat,(R), sodass A'A= AA"! = [,}.
Wenn n > 1, dann ist diese Gruppe nicht kommutativ.

Uns wird insbesondere der Fall, wenn R = K ein Korper ist, interessieren.



