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KLAUSUR 2

MUSTERLOSUNG

Hier finden Sie eine ausfehrliche Musterlosung
der Klausur

.
Fur manche Aufgaben habe ich

auch auf alternative Lsungswege hingewiesen.

Die presentierten Lsungen sind nicht die einzigen

mglichen und dienen auch nicht als Korrektur schema
.
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Aufgabel.
a . Eine Abbildung f : A-B ist genau

dann inverterbar

wenn es eine Abbildung f : B-A gibt , sodan :

fof" = idy und f "of = idA .

3
. IneN

,
sodan UmeM gilt h(m) # n.

C. Eine Abbildung ist inverterbar wenn und nur wenn sie
bijektiv ist. Die Mengen 7/607 und T4/x T/15 bin e

beide endlich und geichmachtig von Kardinalitat 60.

Also f= inverterbarEf= injektiv .

beien talgo , [b]s e /607 ,
sodan f([aT60) = f([33s0).

Das heit ([a]
,,
[a]
+
) = ([b]s

.

[b] +) ,
also dan

[a]s = [b]
,
und [a]

p
= [b]15 -

Per Definition also : 41a-b and 151a-b .

Weil ggT(4 , 15) = 1 folgt daraus, dan 60 (a-b.

also [a]go = [3360 und somit ist f injektiv .



d. Fir 2x2 Matrizen gibt es folgende moglichen RZSF :

(80% (8) (88) mitaer , (f)
-Mo eM -Matt EM2

Die Aussage ist falsch :

Mz enthalt eine einzige Matrix in RESF : (%8) .

e Sei S : Matz (IR) I definiert durch (d) = a+b+ c +d.
Es gilt fur all AeMatz(R) : A-Mscal

Also AnB () S(A) = S(B) -

Reflexivitat : AnA A-Matz() ,
weil SEA) :SIA)

Symmelie : AnB => S(A) = S(B) = S(B)=S(A)=BwA .
Transitivitt : Wenn AuB und But

,
dann S(A)= S(B) = S()

.

Also AnC .

f . Die Abbildung S aus Punkt e. ist ein Gruppenhomomoplismus
zwischen (Matz(IR) ,+ und (IR

,
+ )

,
weil

5(A + B) = S((ai +(bij)) = S((aijtbij)= laijtbit
=Eaij + Ebij = S(A) + 5 ..

i

,j=

Wir zeigen zu erst
,
dam [A] + [B]:= [A +B]_ wohl

definiert ist : Dafur muss man zeigen ,
dan

wenn Art und Buts'
,
dann gilt A+B ~A +B'

.

Seien Aut' und BrB!
.
Also S(A) : S(A) und S(B) =S(B)

.

Also SCA + B) = S(A) + S(B) = S(A) +S/B) = S(A' +B)



Also A + B ~A + B'.

Wir haben dan :

(Gr1) ([A]+ [ B]n) + [c]n = [(a+B) + c) = (A + (B+c)] = [a]
n

+ ([B]n + [c]1)
↓ [A]

_,
[B]
_,

[C]
_

E Matz(IR)n

CGv2) [0]_ ist das neutrale Element weil V [A]
_
E Matz(e)/ gilt :

[A]n + [O]w = [A + 0]
-
= [A]n = [0 +A]

-

= [0] n + [A]r.

(Gr3) Fur alle [A]
_ EMatz(RI/ ist - [A]n = [A] weil :

[A]n + [A]n = [A-A]n = [0] - = EA]+ [A]

Also Mat
, (1)/ ist eine Gruppe

Alternativ : AnB ( S(A) = S(B) ( S(A-B) = 0 Es A - B - Mo .

Es gilt auch Mo = Kers also Mo ist eine Untergruppe der abelschen
Gruppe Mata(IR)

.

Somit ist Matz(R/ = Matz (IR) Kers
die/

Faktorgruppe



AufgabeVein IK-Vektorraum und seien Eve
.. Urb =V eine liner

unabhangige Teilmenge und (wi ..., umCV ein Erzugenden System von V.
Es gilt : (i) rim und

(i) Bis auf Permutation von Swe
., umb gilt :

& We ... Yo ,write ... him 3 .

b. Uz[Us (Un + Val 1Uz = (nCVj) + (VanUs)

""Sei ve(UtValNUs. Also reU
,
+Va undere Us.

Es existieren also MEU , und -Us mit ~ = un 42 EVz .

weil UseUzEU
, folgt aus M + use Us ,

dan eneUz .

Also M
, EUUs und entUzNUz .

Somit gilt v= e, + U , - (UnlUs) + (Uz1U3) .

""Sei ve(VinUs) + (UanUs)
.

Es existieren also

wee UlUz und Wat Valus mit zwsturz .

Alsov-w , +w, U+ Uz und ,
weil w ,Us auch with Us .

Also we (n + VanUs .

c . Wir betrachten Untervektorraume des RR-Vektorraumen = 12.

sei Un = Span(1,0) , Un : Span (0 ,
1) und Us = Span ,p

(1
. 1) .

Es gilt dann : U , +Us : Span,[(1 , 0) , 10,1) = 12
.

UnlUz = 0 = UzlUs ,

weil ((1,d
.
Co
, 13

,
(1 , 0) , (1 .13

,
(0

,
1
,
31 ,13 C

.
u . sind.

Also (Un + Wal &Uz = (R MUz = Us+ 0 = 0 + 0 = (U , 1Uj) + (UNUs) .



d
. V ist die Lsungsmenge des homogenes LG)

Un + M2 - My-Kn = 0 ,
also dimqV = 3

.

Es reicht also zu zeigen ,
dan ~ ,Vis EV und

linear unabhangig sind.

Es gilt 1 + 0 = 1 + 0
,
also UneV

0 + 1 : 0 + 1
,
also UzEV

1 + 0 = 0 + 1
,
also UseV .

Wir bestimmen den Rang der Matix mit Zeilen v.. s
:

101 O I O 1 O

1) ( ( Diese ist schon in
C 10 - O 101 (

10 O 1
O 0 - 11 ESF

,

also der Rang
ist 3 .

Also un .Usus sind 3 L . u . Vektoren im 3-dim UR U
,
und

somit eine Basis davon .

e . Man merkt
,
dan ~

=
Un + (i) va und

,
dan

We = V+ +V -

Also
,
die einzige Chance ist (V

..
V
,
w
= 3 .

Es gilt Us = ~+ i . Ws ,
also use SpankV wal

Somit gift V =Span, ~, 3 E Span /..K ,whe V.

Also Seiz ,S ist ein Erzeugendsystem des 3-dim . VR .

U,

und somit eine Basis davon .

ernative Algorithmisch : Wir berechnen eine ZSF von (veluelwelwelws) :
O 1 O·dgi" ia F O i 1 s

I· ( # - i 1 (o 0 O O o 00 -i
8

O O O O ④



Die Stuffe sind also 1, und 5 ,
also Su

, s ,Wil ist eine Basi .

f . Sei B-4We ...Wit und ButSw ... und .
(Weil beide

Baser von W sind
,

haben sie dieselbe Kardinalitt)
.

Sei WEB,, beliebig . Weil jede Teilmenge einer linear
unabhangigen Menge selber linear unabhangig ist , folgt,
dan B , ' V,

linear unabha
ugig ist
.

Aus dem Erganzungseatz folgt , dans es eine
Permutation von (w, .... Wn] gibt , sodas

Span,, We ... E
.. Un , unde W

.

D . h
.,
J Wj - By ,

Sodan Span, (B, drib) udar;b =W .

Weil das E.S . (Bi (wis) ukwin Elemente hat ,

ist es eine Basis von W.



Aufgabe
a .

Es seien Vund W zwei IK-Vektorraume.

Eine Abbildung f: V ~W heitt Homomorphismus
von KK-Vektorraumen Joder : ist IK-linear) wenn

·f(x2) = 1 . f(v) * elK
,
Fue U

· F(ute) = f(u)+ f(e) FreV .

(Alternative : F(x+ x,) = Tiffe) +xf(v) Free V

-x.ze .

b. Die Dimension des Lsungsrau ist n-r

Sei A . = 0 das homogene LGS ,
mit At Matmin (IK) und

rang A = r .

Begrundung : Es gilt :-

--

rang
A = zS - rang A = # Stufen in RESFA .

Dem Lsungsverfahren nach
, gibt es einen Ik-VB Som.

zwischen(27-t und L(A(x)
,
also dimf(A(x) = n-r .

Begrndung2 : Betrachte fa : "-> Im
, fa() = A .x .

Es gilt [(A(x) =Ker fa und
rang t

= dim
p
Bild fa

Nach dem Dimensionssatz gilt :

n = dim
,1"-dimKerfat dim Bild fo

Also dim[CA(x) = dimp Kerfa = n-dimBildfa = Mr



c . Seienn = 2
,
A = )") ,

B = wirz mit

= (0)v = (i) .

B ist eine Basie von I
,
weil die zwei Vektoren

linear unabhangig sind.
Es gilt also fir alle ~= (4) ,

dam

fa(i) = (ii) (i) = (ing) .
Also fa(r) = ( I = 0-, + 1 . Uz

fa(val = (8) = 0 . W, + 0 .vn .

Also MP(fA) = (08) + L : i)
e. Es seien W

,
ureR beliebig.

Es gilt laut Voraussetzung . /A(+will = Iwll

Also auch Ifftwill = luturl .
Weiterhin :

litwell" = [viu
, viw) = <v

,
v + 2/vn) + <ww)

= 112 + 2 <5 ,w + lol
.

Weil fa Linear ist
, gilt fafrtut =fal + fall

Also11 fa(WowIll= 1) faCrll + 2 (faft , falw) + IfACIP.



Aus folgt dann :

lIfaGtIP + 2<faft ,falw))+ "fatwll= IW 2<W,w) + urip .

weil nach Vorausetzung Ifafull = Rall und IfahrII :Hut
konnen wir Kirfen und auch durch 2 teilen und

bekommen <falt , falct) = <0 ,
w)

.

f- Die Spalten von A sind fale , ... falent ,

wobei ei die Standard basis ist

Also A = (feil ... / feal) undA)
Dann

,
wenn A - At: (Xijlij-1...., gilt

xij = <fleil , flej)>.

Aus If() = Hull Punkt . folgt :

< fleil , flei)) = Lei , est =fijk ,
Also (xij) = In und Sommit A . A - In.


