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Vorwort

Der vorliegende Text ist ein Skript zur Vorlesupgunktionentheorie®, die ich an der
Freien Universitat Berlin im Sommersemester 2008 und imi@ersemester 2012 ge-
halten habe. Er enthalt eine Einfuhrung in die Theori@harpher Funktionen bis zum
Residuensatz.

Wir beginnen mit einer ausfuhrlichen Darstellung der kéerpn Zahlen. Dabei wird
auch auf die historischen Wurzeln in der Losungstheogelaiaischer Gleichungen und
die Interpretation in der euklidischen Geometrie eingggan

Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit der Theorie komptePotenzreihen. Um sie
zu behandeln, missen wir Konvergenz fur komplexe FolgehReihen erklaren. Die-
se Begrife sind direkteUbertragungen aus der reellen Analysis. Wir nutzen an diese
Stelle die Gelegenheit, diese zentralen Konzepte der Arsabusfuhrlich zu wiederho-
len. Mit Hilfe von Potenzreihen kdnnen wir einige wichtigemplexe Funktionen wie
die Exponential-, die Sinus und die Kosinusfunktion defiee Im spateren Verlauf der
Vorlesung wird sich zeigen, dass jede holomorphe Funkbkalldurch eine Potenzreihe
gegeben ist. Damit spielen Potenzreihen in der komplexeatyais eine besondere Rolle.
Sie schlagen die wichtige Briicke zur Algebra.

Im dritten Kapitel wird der Begff der komplexen Oterenzierbarkeit eingefiuihrt. Er
ergibt sich durch eine formaldbertragung des entsprechenden Begfiir reelle Funk-
tionen einer Veranderlichen. Fur holomorphe Funktiqgragso Funktionen, die auf einer
nichtleeren éfenen Teilmenge der komplexen Zahlen definiert und in jedesr iAunk-
te komplex diferenzierbar sind, ergeben sich allerdings erstaunlichedBrankungen.
Das zeigt sich zunachst daran, dass viele einfache Fungktiovie etwa die komplexe
Konjugation nirgends komplex fiierenzierbar sind, und wird spater durch die Cauchy—
Riemann-Diterentialgleichungen prazisiert. Sie charakterisierepedigen reell dte-
renzierbaren Funktioneh: U — C, U c C offen, die holomorph sind. Zum Abschluss
des Kapitels gehen wir auf geometrische Aspekte der Théot@morpher Funktionen
ein.

Das vierte Kapitel ist der wichtigste Teil der Vorlesung.\i@sd erklart, wie man ho-
lomorphe Funktionen langs (stickweise glatter) Wegegneren kann. Der erste Haupt-
satz ist der Cauchy-Integralsatz. Er liefert das Verschesnvon Integralen holomorpher
Funktionen auf gewissen Gebieten entlang geschlossernge Wel damit die Existenz
von Stammfunktionen. Der zweite Hauptsatz ist die Cauchggralformel. Qualitativ
zeigt sie, dass die Werte einer holomorphen Funktion, dieirier dfenen Umgebung
einer abgeschlossenen Kreisschdibe C erklart ist, im InnererD dieser Kreisscheibe
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durch die Werte auf dem RadD festgelegt sind. Mit diesen Satzen leiten wir die bemer-
kenswerten Eigenschaften holomorpher Funktionen, zéBEdistenz von Potenzreihen-
entwicklungen, Gebietstreue und das Maximumprinzip, aip.b&schlie3en das Kapitel
mit Anwendungen auf die Geometrie der oberen Halbebene emn@lidheitskreisscheibe.

Im funften Kapitel untersuchen wir holomorphe Funktionerder Umgebung von
Definitionslucken. Als Hilfsmittel steht dabei die Entwiang holomorpher Funktionen
auf punktierten Kreisscheiben oder allgemeiner auf Kieggrebieten in eine sogenann-
ten Laurentreihe zur Verfugung. Laurentreihen mit Enkivingspunkta € C enthalten
dabei auch negative Potenzem-(a) ™, k € N. Es gibt drei Typen von Singularitaten, die
hebbaren, die Polstellen und die wesentlichen. Sie lasskrdarch ihr Werteverhalten
und die Gestalt ihrer Laurentreihen unterscheiden. Hotphm® Funktion, deren Men-
ge von Definitionsliicken diskret im Definitionsbereichglieind die keine wesentlichen
Singularitaten aufweisen, nennt man meromorphe Fundtiom der Funktionentheorie
einer Veranderlichen kann man meromorphe Funktionenatsriorphe Funktionen mit
Werten inC = C U {co} ansehen. Die Meng€ kann mit der Struktur einer komple-
xen Mannigfaltigkeit versehen werden. Man spricht von @éenannschen Zahlenkugel.
Schlief3lich kann man holomorphe Funktionen auf der riersalinen Zahlenkugel unter-
suchen.

Der Text endet mit einem Kapitel zum Residuensatz. Der Resishtz ist die all-
gemeinste Integralformel, die im vorliegenden Skript kesen wird. Das Integral einer
meromorphen Funktion mit endlich vielen Polstellen erglaimes stiickweise stetigffé-
renzierbaren Wegs, der keine der Polstellefittrvird durch die Umlaufzahlen des Wegs
um die Polstellen und die Residuen der Funktion in den Rigetedies sind die Koé-
zienten der Potenz ! in der entsprechenden Laurentreihe, ausgewertet. Difaltigen
Anwendungen dieses Satzes schlie3en Berechnungen gesvigsalicher und uneigent-
licher Integrale reeller Funktionen Uber reelle Inteleain.

Ich danke Frau Anna Wil3dorf und Herrn Nikolai Beck fur dierBhsicht des Manu-
skripts und zahlreiche Korrekturen. Die biographischeg#@ben zu den Mathematiker-
Innen stammen aus Mirebia. Das Skript basiert hauptsachlich auf den Biichern [3] und
[11]. Weiter Vorlagen sind [1], [2] und [10].

Alexander Schmitt
Berlin, im Oktober 2012



Die komplexen Zahlen

Der Aufbau des Zahlsystems, ausgehend von den natirlichielenN, Uber die ganzen
und rationalen Zahled bzw. Q bis zum KorperR der reellen Zahlen wird z.B. in [13],
Kapitel 1, erklart. Wie schon erwahnt iBtein Korper, d.h. auR haben wir eine Addi-
tion +: R x R — R und eine Multiplikation: R x R — R, so dass die in Definition
[.2.2 aufgelisteten Axiome gelten. Zudem istnit einer Anordnung<* versehen ([13],
Definition 1.6.3). Die charakteristische Eigenschaft woist, bzgl. dieser Anordnung
ordnungsvollstandig zu sein ([13], Definition 1.6.10 und Satz 1.7.6). Weiter hatbgr
auf R denAbsolutbetrag | - |: R — R.o. Auch hier haben wir einen Vollstandigkeitsbe-
griff: Jede Cauchy-Folgey)«.n von reellen Zahlen konvergiert ([13], Satz 2.3.12). Die
beiden erwahnten \Vollstandigkeitsbdtgisind im Wesentlichen aquivalent ([13], S. 88).
Mit dem zweiten Vollstandigkeitsbedfkonnen wir die reelle Analysis wie z.B. in [13],
[14] und [15] erlautert entwickeln.

Im nachsten Schritt mochten wir den Korgeder reellen Zahlen zum Korpér der
komplexen Zahlen erweitern. Was ist der Grund fur diesdmie In R existiert keine
Zahlxmit x> = —1. Wahrscheinlich hat jede Leserin und jeder Leser schanaligehort,
dass es irC eine Zahli mit i> = —1 gibt. Allerdings ist die Erweiterung voR nachC
nicht ganz verlustfrei: Der Korpet lasst sichicht anordnen (Aufgabe 1.2.9). Hat man
eine Anordnung, so kann man von positiven Zahlen spreches sthd diejenigen Zahlen
amita> 0. Von Null verschiedene Quadrate sind dabei immer pogit®]( Eigenschaft
1.6.4, vi). Folglich waren-1 und 1 in einem angeordneten Korper der komplexen Zahlen
positiv. Dann ware aber auch9 1 + (-1) positiv ([13], Definition 1.6.3 (01)). Da das
nicht geht, kann es auf keine Anordnung geben.

.1 Cardanos Losungsformel

Die Notwendigkeit fur die Einfuhrung der komplexen Zahleegt in der Theorie der al-
gebraischen Gleichungen begriindet. Wir erinnern zwtaehden Fall der quadratischen
Gleichungen. Dazu seiene R* := R\ {0} undb, c € R. Die quadratische Gleichung

axX +bx+c=0 (1.1)
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lasst die Losungen
-b+ Vb? - 4ac
2a
zu. Bei der Interpretation von (1.2) spielffenbar dieDiskriminante

X, = (1.2)

b’ - 4ace R
eine grol3e Rolle:

b? —4ac> 0: (l.1) hat zwei verschiedene reelle Losungen;

sie sind durch (1.2) gegeben
b? —4ac=0: (l.1) hat eine reelle Losung; sie ist durch (1.2) gegeben
b? —4ac< 0: (I.1) hat keine reelle Losung.

.1.1 Beispiel.Fur die Gleichung? + x + 1 = 0 hat die Diskriminante den Wert-14 =
-3 < 0. Diese Gleichung besitzt keine reelle Losung.

In der Theorie der quadratischen Gleichungseehen” wir schon die komplexen Zah-
len, namlich als Wurzeln negativer reeller Zahlen. Allegs benotigen wir sie fur eine
zufriedenstellende Theorie quadratischer Gleichungemt hi

Bei kubischen Gleichungensieht es etwas anders aus. guj € R untersuchen wir
die Gleichung

x*-3p-x-2q=0. (1.3)

Nach dem Zwischenwertsatz der Analysis ([13], FolgerulgZ23 besitzt Gleichung (1.3)
immer eine reelle Losung.

Cardané (bekannt durch die Kardanwelle) stellte 1545 folgende Fdrauf: Glei-
chung (1.3) wird durch

x:f/q+ WJFVQ—W (1.4)

gelost.

1.1.2 Vorsicht. An dieser Stelle mussen wir aufpassen, was wir genau mariésn Wur-
zel meinen. Jede reelle Zahl besitzt genau eine dritte Wueen die FunktiorR — R,

X — X3, ist bijektiv ([13], Beispiel 3.3.15, v). Jede von Null vehsedene komplexe
Zahl hat aber genau drei dritte Wurzeln (vgl. Beispiel 1.6ii} Die dritten Wurzeln in
(1.4) mussen dabegigeeignet‘ gewahlt werdehDie Details werden in Aufgabe 1.2.8 be-
sprochen.

1.1.3 Beispiele.i) Wir untersuchen die Gleichung — 6x — 6 = 0. Hier gilt p = 2 und
g = 3. Formel (1.4) ergibt die Losung

X= 3+ V8-B+3- Vo-8= VA+ 2

In der Schule werden sie deswegen bei dieser Gelegenhainazht eingefiihrt.
2Gerolamo Cardano (1501 - 1576), Arzt, Philosoph, Matheteatind Humanist der Renaissance.
3Was,geeignet‘ bedeutet, wird mit Hilfe einer Nebenbedinguriigjsiert.
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An dieser Stelle konnen wir didibliche” reelle dritte Wurzel nehmen. Wir machen die
Probe:

¥ = 4+3VE 2+3Va- N2 +2
= 6+3-(V32+ V16)
= 6+6-(V4+V2)
= 6+6x

i) Jetzt schauen wir uns die Gleichurgj— 15x — 4 = 0 an. Wir haberp = 5,q = 2.
Nach (1.4) ist

X= 2+ VA— 125+ \2- VA—125= \2+11. V-1+ y2- 11 V-1

eine Losung. Hier tauchen Quadratwurzeln aus negativaledaalso komplexe Zahlen,
auf. In der Tat fuhren gewisse Wahlen der dritten Wurzeldenureellen Losung = 4 (s.
Aufgabe 1.2.8).

Beispiel 1.1.3, ii), zeigt, dass die Losungstheorie kaber Gleichungen nicht mehr
im Rahmen der reellen Zahlen entwickelt werden kann. Obwuaritiur die reelle Losung
X = 4 bestimmen wollen, tauchen in den Zwischenschritten kergZahlen auf. Diese
Beobachtung gilt als einer der Urspriinge komplexer Zafjed], Abschnitt 1.1.2).

1.2 Der Korper der komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt werden wir die mathematisch genaue tokitson des Korpers der
komplexen Zahlei® vornehmen. Als Vorbereitung listen wir zwei Eigenschatef die
der gesuchte Korpet aufweisen sollte:

* Er sollte den Korper der reellen Zahlen enthalterg; C.
* Die Zahl-1 sollte eine Wurzel habedj € C : i? = -1.
Sind diese Eigenschaften erfullt, dann gibt e€ iBahlen der Form
a+b-i, abeR,
und wir finden folgende Rechenregeln:
* Ya,b,ccdeR:(a+b-i)+(c+d-i)=(@+c)+(b+d)-i.

* Ya,b,ccdeR:(a+b-i)-(c+d-i)=(ac—bd) + (ad+ bo) -i.

Konstruktion

Die zugrundeliegende Menge sei

C:=R*={(ab)labeR}.
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[.2.1 Definition. Es seien

+.CxC — C
(& b),(c,d)) — (a+cb+d).

und

CxC — C
((a,b),(c,d) — (ac-bd,ad+ bo).

1.2.2 Satz. Das Tupel(C, +, -) ist ein Korper, d.h. es gelten folgende Regeln:
i) Assoziativgesetz€ir komplexe Zahlenz,z’ € C gilt

z+2)+Z'=z+(Z+2')

und
(z-2)-Z7=z-(Z-2")

i) Kommutativgesetzd=ur komplexe Zahlen z € C hat man

z2+Z=7Z+72

und
z2-Z=7 -2

iii) DistributivgesetzFur komplexe Zahlen z,z’ € C gilt
z-(Z+Z))=z2-Z+z2-Z.
iv) Existenz neutraler ElementeEs existieren ein Element € C mit
VzeC: z+0=z2=0+2z
und ein Element € C mit
VzeC: z-1=z=1-2

v) Existenz inverser Element&u jeder komplexen Zahle C existiert eine komplexe
Zahl-z e C, sodass #(-2) = (-2+z = O, und zu jeder komplexen ZahézC* := C\{O}
gibt es eine komplexe Zahf'ze Cmitz-z1=z1.z=1.

Beweis.Die Punkte i) - iii) sind leicht nachzurechnen. Wir fuhreleslfur Behauptung
iii) vor. Dazu schreiben wir

z=(ab), zZ=(@,0), zZ/=(@",b") mit aba,b,a’,b’eR.
Somit gilt
z-(Z+2)

(ab)-(@+a’,b+b")
(a-@+a’)-b-(b+b"),a-(b+b")+b-(@ +a”’))
(@a-a+a-a’-b-b-b-b,a-b’+a-b”"+b-a +b-a")
(a-a-b-b,a-b+b-a)+(a-a’-b-b’",a-b”"+b-a")
(a,b)-(a',b) +(ab)-(a’,b")

z-Z+z2-Z.
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Bei diesen Rechnungen haben wir uns natirlich der Koxparee im KorperR der reel-
len Zahlen bedient.

iv) Wir setzenO := (0,0) undl = (1, 0). Offenbar istD ein neutrales Element fur die
Addition, und fura, b € R hat man

(& b)-(1,0) = (a b).

V) Furz = (a,b) € C sei-z= —(a,b) := (—a, —Db). Dies ist das Inverse zzibzgl. der
Addition ,,+“. Gilt weiter z# 0, so seli

1. 1. a -b
z =@b)= (a2+ b2’ a2 + bz)'

Man berechnet

a-a _b-(—b) a-(=b) b-a
a2+b? a?+b?2’az+b?2 az+b?

@) @~ J-ao

so dasg ! invers zuz bzgl. der Multiplikation, - ist. O
[.2.3 Bemerkungen) Die Abbildung

t:R — C
a — (a0

ist ein (injektiver) Korperhomomorphismdsl.h.
* Ya,be R:(a+b) =ua) + «(b).
* Ya,be R:¢(a-b) =a) - u(b).
* (1) = 1.
Damit gilt insbesondere
* 1(0) = O.
*x Yae R: ((-a) = —(a).
* Yae R*:(a?t) =(a)™.

i) Es gilt (0,1)- (0,1) = (-1, 0).
Auf Grund dieser Bemerkung tifen wir folgende Vereinbarung:
Schreibweise.i) Fur a € R bezeichnen wir das Elemerat, Q) € C ebenfalls mia. Damit

haben wir 0= © und 1= 1.
ii) Es seii := (0, 1). Gelegentlich wird auch= V-1 geschrieben.

4Kodrperhomomorphismen sind immer injektiv. Warum?
SDies ist etwas missbrauchlich, weill natirlich zwei Quadratwurzeln it hat, und zwar und —i.
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1.2.4 Bemerkungen) Jede komplexe Zaldt € C lasst sich auf eindeutige Weise in der
Forma+ b-imita,b € R schreiben.
if) Durch

RxC — C
a2 — a-z
wird C zu einemR-Vektorraum, und
Yy R? — C
(a,b) — a+b-i

ist ein Isomorphismus voR-Vektorraumen. Damit konnen wir die Addition von komple-
xen Zahlen graphisch veranschaulichen:

l=a+Db-i

~

E=c+d-i

i) Es seienK ein Korper, demR enthalt und in dem ein Elemehte K mit 12 = -1
existiert. Man Uiberlegt sich, dass durch

p:C — K
a+b-i — a+b-lI

ein Korperhomomorphismus gegeben ist. Entwedes &h Isomorphismus, oder es gilt
dimg(K) = co.

Das folgt, weilC algebraisch abgeschlossen®ifier KorperC ist also — bis auf kanoni-
sche Identifikationen — die einzige Moglichkeit,so zu erweitern, dass in der Erweite-
rung eine Wurzel aus1 existiert und die Erweiterung ais-Vektorraum endlichdimen-
sional ist.

1.2.5 AufgabgRechnen mit komplexen Zahler$chreiben Sie die folgenden komplexen
Zahlen in der Forna + bi.

) % i) if;‘: ii) (“2‘@) nen,
@L+i)® L+ (L-i)

Vo Va-rtasy

63, Satz IV.5.11.
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[.2.6 AufgabegEine Teilmengen der komplexen Eben&s seienw; = 1 - 2i, w, =
5—(3/2)i undz:= 1+ V3i. Zeichnen Sie das Parallelogranthe C, das vorw; undw;
aufgespannt wird, sowie

z-P:={z-wlweP}.

1.2.7 AufgabgQuadratische Gleichungen tiber den komplexen ZahEsseiera, b € C
komplexeZahlen. Zeigen Sie, dass die Gleichung

Z+az+b=0

Losungen inC hat. (Insbesondere besitzt also jede komplexe Zahl eing&juGeben
Sie eine Formel fur die Losungen an.

[.2.8 Aufgabg(Cardanos LosungsformelWir wollen in dieser Aufgabe Cardanos Zu-
gang zur Losung einer Gleichung der Form

X2+a-X2+b-X+c=0, abceR,

Uber den reellen Zahlen erlautern.
i) Zeigen Sie, dass man den Ausdru¢k+ a- X2 + b - X + ¢ durch eine Substitution
der FormX = x—d, d € R, in einen Ausdruck der Form

X+ ax+p

uberfuhren kann.
Wir missen nun Losungen einer Gleichung der Form

() xX*-3p-x-29=0, p,geR,

verstehen.

ii) Es seiens, t zwei komplexe Zahlen, so das$+ t3 = 2q und st = p. Zeigen Sie,
dass die komplexe Zahl= s+t Gleichung ¢) 16st. Uberpriifen Sie damit die Richtigkeit
der Losungsformel (1.4).

iii) Wir nehmenp # 0 an. Benutzen Sie die Gleichungsh+ t3 = 2qundst= p, um
eine quadratische Gleichung férzu erhalten, und berechnen Sie darsusnds. Gehen
Sie analog fut vor. Leiten Sie die Formel von Cardano ab.

iv) In Beispiel 1.1.3, i), wurde die Gleichung® — 15x — 4 = 0 betrachtet. Geben Sie
komplexe Zahlers = a+b-i,t=c+d-imits*=2+11-i,t3=2-11-iunds+t = 4 an.

[.2.9 Aufgabei) Eine Anordnung eines Korpersikt eine Teilmeng® c k (=Menge der
positiven Zahlen), so dass folgende Eigenschaften gelten:

e Fir jede Zahk € k gilt genau eine der folgenden Aussagen:& e P, ii) a = 0,
oder iii)a € P.

e Firje zwei Zahlera,b e kgilt: a,be P= a+be Punda-be P.

BemerkungDie Angabe vorP ist aquivalent zur Angabe der Relatioa™mita< b ;e
b—a e P, a, b € k. Der Korper der reellen Zahlen ist durch die Memye= {a€ R|a > 0}
angeordnet.

Zeigen Sie, dass der Korper der komplexen Zakkne Anordnung besitzt.
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1.3 Komplexe Zahlen und Matrizen
Esseiz=a+b-i e C eine komplexe Zahk, b € R. Die Multiplikation

z_.C — C
W +— Z-W

mit z ist ein R-linearer Endomorphismus d&sVektorraumsC. Wir berechnen die Dar-
stellungsmatrix ([17], Anmerkung 10.5; [18}14) dieser linearen Abbildung bzgl. der
R-Basis (1i) von C. Wir haben

z-1l=a+b-i und z-i=-b+a-i.

(572

Somit ist
die gesuchte Darstellungsmatrix.

e {(5 2o )

in dem,, +* die Matrixaddition und,, - die Matrixmultiplikation sind, ist ein Korper mit

Neutralelementen
00 10
o-(39) wa =} 9)

1.3.1 Satz. i) Das Tupel

ii) Die Abbildung

p:C — K

. a -b
a+b-i +— (b a)

ist ein Isomorphismus von Korpern.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den vorangehendéra@gungen und wird
der Leserin bzw. dem Leser dlbung Uiberlassen.

.4 Komplexe Konjugation und Betrag

1.4.1 Definition. Es seiz=a+ b-i eine komplexe Zahl mia, b € R.
i) Die Zahl
Re@ :=a

hei3t deRealteilvon zund die Zahl
Im(2) :=b
derImaginarteilvon z.

8



I.4. Komplexe Konjugation und Betrag

i) Man nenntz rein imaginar wennz # 0 und Reg) = 0 gilt.
iii) Die konjugiert komplexe ZalWon zist durch

z:=a-Db-i
gegeben. Die Abbildung

- C — C

Z — Z
ist diekomplexe Konjugatian

1.4.2 BemerkungGeometrisch ist die komplexe Konjugation @&piegelung an der re-
ellen Achse

b=Im@}|---—-----—————— z=a+b-i
; a=Re@

i = Re@)

b=Im@) f--------————2 'zza_b |

1.4.3 Eigenschaften.i) Fur jede komplexe Zahlz C haben Wirz = z.
i) Die komplexe Konjugation € — C ist einKdrperautomorphismusi.e.

1=1 VYw,zeC: W+Z=W+Z W-Z=W-Z

Insbesondere ist die komplexe Konjugation eétrakneare Abbildung, d.h. fur alle & R
und ze C gilt

a-z=a-z2

iii) Fur jede komplexe Zahle C gilt
Re@ =Re@®, Im@=-Im(2, z+z=2-Re@, z-z=2-Im(2)-i.
iv) Fur jede komplexe Zahle C gilt
z=7 < Im2=0 < zeR,

d.h.
R={zeClz=2}={zeC|Im(2 =0}.

V) Fur jede komplexe Zahle C gilt

Z-Ze Ryp:={aeR|la=0}.



Kapitel I. Die komplexen Zahlen

Beweis.Die Aussagen i), iii), iv) sind sofort klar. Punkt ii) siehtam folgendermalf3en ein:
Esseiew=a+b-iundz=c+d-imitab,c,de R. Dann gilt

+z = a+b-i+c+d-i
@+c)+((+d)-i
@+c)—(b+d)-i
(@a-b-i)+(c-d-i)
= W+72Z

und

=
N
I

(ac—bd) + (ad+ bo) - i

(ac—bd) - (ad+ bo) - i
(ac—(-b)-(-d)) +(a- (-d)+ (-b) - ¢) -1
= (a-b-i)-(c—-d-i)

= W-2

V) Es seien wiedez = a+b-i € Cmita,b € R. Dann giltz = a-b-i und
z-72=a%+b% O

1.4.4 AufgabgEine Teilmenge der komplexen Eben&kizzieren Sie die folgenden Teil-
mengen der komplexen Ebene.

S, {zec|Im(1-i)-2 =0}

Sz

{zec|rRe(*7)<0f. abec.bro

1.4.5 Definition. Der Betragder komplexen Zaht € C ist

1zl == VZ-Z € Rso.
1.4.6 BemerkungUnter der Identifikation

R? — C
(ab) — a+b-i

stimmt der komplexe Betrag mit dewuklidischen Norm Uiberein. Dies ist die Ubliche
Abstandsfunktion auk? (s. [14], Abschnitt 1.1).

1.4.7 Eigenschaften.i) Fur eine reelle Zahl & R c C stimmt der oben definierte Betrag
mit dem Ublichen Betrag13], Definition1.6.5 tUberein.

i) Fur jede komplexe Zahlg C gilt genau dannz = 0, wenn z= 0.

iii) Fur komplexe Zahlen yz € C hat manw - Z = |w| - |Z.

iv) Es gilt dieDreiecksungleichung

Yw,ze C. [wW+Z<wW+1Z.

10



|.5. Polarkoordinaten

Beweis.i) Fur a € R haben wiral = Va2. Dies ista, wenna > 0, und—a, wenna < 0.
Die Aussagen ii) und iv) sind aus der euklidischen Geoméigieannt ([14], Definition
1.2.1 und Beispiel 1.2.4, i). Teil iii) folgt ausv- 22 = W-2) - (W-2) =W-2-W-Z =
W-W-z-Z=|wW?- |z O

1.4.8 BemerkungFurz e C* ergibt sich fur die inverse Zahl

1.4.9 AufgabgDer komplexe Betrag)i) Skizzieren Sie die folgende Teilmenge der kom-
plexen Zahlen:

{zec|iBz-1+il<2}.

ii) Beweisen Sie did.agrangesché Identitat :
n 2 n n
Dlzw| = (ZIZFJ-(ZIV\AIZJ—( > 1z W -z 'V_Vilz].
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n
(Es folgt dieCauchy?-~SchwarZ-Ungleichung

le W 2 < (Zl] |z|2) : (Zl] |wi|2) )

1.4.10 AufgabéAutomorphismen vort). Es sek: C — C ein Automorphismus, so dass
t(a) = afur allea € R gilt. Zeigen Sie, dassdie Identitat oder die komplexe Konjugation
Ist.

.5 Polarkoordinaten

Die Menge

S = {zeﬂ:||z|:1}
{z:a+b-ie<[|\/a2+b2:1}
{z:a+b~ie<l:|a2+b2:1}

ist der Einheitskreis.

"Joseph-Louis de Lagrange (eigentlich Giuseppe Lodovigpdragia; 1736 - 1813), italienischer Ma-
thematiker und Astronom.

8Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), franzosischer Mathiker.

9Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), deutscher Mathleenati

11



Kapitel I. Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1

S={zec|ld=1)={z=a+b-icCla+p?=1]

Fur eine Zahk € C mit |7 = 1 wie in der Zeichnung gilt also
Z = CoSfp) + sin(p) - i.
1.5.1 Lemma. Die Abbildung

R — S

@ > COSfp) + sin(p) - i
ist surjektiv, und es gilt
Yo, " e R: alp)=aly) & TkezZ: ¢ =¢+2k-m.
1.5.2 Beobachtung.Fur eine komplexe Zahlz C* gilt

Z
— e S,
¥4

Aus dem Lemma und der Beobachtung ergibt sich der

1.5.3 Satz. Die Abbildung

B:RsoXR — C
(r,p) +— r-(cosf) +sinp)-i)

ist surjektiv. Fur(r, ¢), (r', ¢’) € Rso X R gilt

Bre)=p(",¢) = r=r'=0
oder r=r"#0 und JkezZ: ¢ =¢+2k-n.

1.5.4 BemerkungFurr € Ryo, ¢ € Rundz = B(r,¢) gilt r = |2.
1.5.5 Definition. Es seierz € C* eine komplexe Zahl. Eine reelle Zaple R mit
B2, ¢) =z

heil3t €in) Argumentvon z.
Schreibweisey = Arg(2).1°

10Djes ist eine missbrauchliche Schreibweise. Arg ist k&aektion aufC*.

12



|.5. Polarkoordinaten

[.5.6 BemerkungEs seierz € C* und¢ € R. Nach Satz 1.5.3 gilt fur all& € z, dassy
genau dann ein Argument vamst, wenng + 2Kk eins ist. Es seiehc R ein halbdtenes
Intervall der Lange 2, z.B. (-, n] oder [Q 27). Dann besitzt jede nichtverschwindende
komplexe Zahk € C* genau ein Argument im Intervalll

[.5.7 Definition. Gemal Bemerkung I.5.6 konnen wir die Funktion
Arg: C* — (-n,n]

definieren, die einer von Null verschiedenen komplexen zahlC* ihr eindeutig be-
stimmtes Argumenim Intervall ( — mr,x] zuordnet. Sie heil3t détauptzweig des Argu-
ments

1.5.8 BemerkungGelegentlich werden wir den Hauptzweig des Arguments anfiie-
heitskreisS! = {ze€ C||Z = 1} ¢ C* einschranken und ihn dann immer noch Hauptzweig
des Arguments nennen.

[.5.9 Erinnerung.Die Additionstheoremefir Kosinus und Sinus ([13], Satz 4.8.8) besa-
gen, dass fup, ¢’ € R folgende Identitaten gelten:

COSfp) - cosf’) — sin(p) - sin(y’)
COSfp) - sin(y’) + sin(p) - cosg’).

cosfp + ¢')
sin(p + ¢’)

Die Formeln in den Additionstheoremen erinnern an die Fofamelie Multiplikation
komplexer Zahlen. In der Tat gilt fur

z=|Z-(cosf) +sin(p) - 1), Z =|Z|-(cosg’) + sin(’) - i),

dass
z-Z
= 14-1Z]- ((cos(o) - cosf’) — sin(p) - sin(y’)) + (cosf) - sinp’) + sin(p) - cosg’)) - i)
= |z-Z|-(cosfp + ¢’) + sin(p + ¢’) - i). (1.5)

Diese Formel fur die Multiplikation komplexer Zahlen kien wir kurz wie folgt schrei-
ben:

*x |z-Z|=|4-1Z|.
*x Arg(z- Z) = Arg(2) + Arg(2).
Anders gesagt

Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre 8gérimultipliziert
und ihre Argumente addiert
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Kapitel I. Die komplexen Zahlen

)

—
=

a

.6 Einheitswurzeln

Wie schon angekindigt, werden wir im Verlauf der Vorlesbeweisen, dass der Korper
der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen istddds jedes nicht konstante kom-
plexe Polynom in einer Variablen eine Nullstelle hat. Insgie Abschnitt illustrieren wir
diese Tatsache fur das Polynom

xX'-1, n>1

Die Beschreibung seiner Nullstellen lasst sich leicht deis Rechenregeln des letzten
Abschnitts gewinnen.

1.6.1 Definition. i) Die Potenzereiner komplexen Zatd € C werden wie iblich rekursiv

definiert: 1
=1 =z7"1=z..... z zZ":==, neN.
S——— Zn

nx
i)Esseine Z.g:={kez|k>0}={123,...}. Eine komplexe Zah{ ist einen-te
Einheitswurzelwenn” = 1 gilt. Damit ist

pni={leC|" =1}
die Menge der n-ten Einheitswurzeln
1.6.2 BemerkungFur ¢ € uy gilt
" = 1" =11 =1,

so dasg dem Einheitskrei§ angehort.

Auf Grund der Bemerkung und der Berechnungen in Abschaitst.bereits anschau-
lich klar, dass dien-ten Einheitswurzeln die Ecken des regelmaligdfcks auf dem
Einheitskreis sind:

14



1.6. Einheitswurzeln

()

4

Diese Anschauung lasst sich leicht in Formeln giel3en.

[.6.3 Satz. Fur die Menge der n-ten Einheitswurzeln gilt

o)

Insbesondere giltu, = n, d.h. das Polynom™- 1 hat genau n komplexe Nullstelléh.

2
,un:{{v,n::COS(v v:O,...,n—l}.

Der folgende Satz ergibt sich durch eine leichte Induktigs @.5).

1.6.4 Satz(Euler!? de Moivré®). Fir eine positive natiirliche Zahl & Z., und einen
Winkely € R hat man

(cosfp) + sinfp) - )" = cosfr- @) +sin(n - ¢) - i.

Beweis von Satiz6.3. Nach Bemerkung 1.6.2 und Lemma 1.5.1 gibt es einen Wigkel
R, so dasg = cosfp) + sin(p) - i. Der Satz von Euler und de Moivre zeigt, dassleinz
mit

n-g=2k-n

existiert. Somit istp ist von der Form R- 7/n mit k € Z. Wir schreiberk = | - n + v mit
ve{0,...,n—=1}. Damit haben wip = 2| - 7 + 2v - 7/nund

{=4n

Man beachte
2v-m

€[0,2r), ve{0,...,n-1},
so dass (vgl. Bemerkung 1.5.6)
Vv, v2€{0,...,n=1}: {n=4n &= vi=va
Damit schlieRen wir &, = n. |

[.6.5 Beispielei) py = {1}, up = {+1}.
i) g = {£1, +i }.

"n R hat es nur die Nullstelle 1, wenmungerade ist, und die Nullstellesi, wennn gerade ist.
12| eonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker undRér.
3Abraham de Moivre (1667 - 1754), franzosischer Matheneatik
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Kapitel I. Die komplexen Zahlen

iii) Wir behaupten

1 V3 .
ygz{l,—§i7-l}.
Dazu berechnenwirflf =a+b-ieC,abeR,
(@a+b-i)*=(@-3a-b%+ (3% b-b’)-i.
Die Zahl( ist genau dann eine dritte Einheitswurzel, wenn
a-3a-b’=1 und I -b-b=0

gelten. Wir haben also
b=0 und a=1

oder
) . 1
3.a2=0% ie. b=+V3.-a und a®-9a°=-8a=1 ie a= -5
i) Far jedesn € Z.¢ gilt 1 € u, und

VieC: (eun & (€.

.7 Winkeltreue Abbildungen

Die komplexen Zahlen haben auch eine schone Interpratatider Sprache der linearen
Transformationen der ZahlenebeRe(vgl. Abschnitt 1.3). Diese Interpretation erlautern
wir zum Abschluss dieses Kapitels.

1.7.1 Definition. i) Fur zwei komplexe Zahlew, z € C definieren wir dasSkalarprodukt
(w,2) := Refw - 2).
i) FUr w, z e C* ist derWinkely € [0, 7] zwischen w und durch

(w2
" w12

0sf)

definiert*

14Der Winkelr erscheint, wena = A - wmit 1 € C* gilt.

16



I.7. Winkeltreue Abbildungen

iii) Eine R-lineare Abbildung.: C — C heil3twinkeltrey wenn sie injektiv ist und

furallew,ze C*
(LW, L@) _ w2
ILwW)| - |L@| w12

gilt.?

[.7.2 Bemerkungi) Fur komplexe Zahlenv = a+b-iundz=c+d-i,ab,c,d € R,
erhalten wir

(w,z) = ac+ bd.

aus
w-Zz=(a+b-i)-(c-d-i)=ac+bd+ (bc—ad)-i.

Somit stimmt(-, -y mit dem Standardskalarprodukt arf tiberein.
i) Fur z e C gilt Re(@ = Re(@ nach Eigenschatft 1.4.3, iii). Wir folgern

Yw,ze C: (W,2)=Refw-2) =ReWw-2 =(zw).

Der Winkel zwischerw und zist alsonicht orientiert. (Deshalb kbnnen wir auch festle-
gen, dass der Winkel im Intervall [@] liegen soll.)

[.7.3 Satz. Fur eineR-lineare Abbildung L. C — C sind folgende Aussagen aquivalent:
i) L ist winkeltreu.
i) Es gibt eine komplexe Zahl#10, so dass

VzeC: L(@=u-z

oder
YzeC: L@ =u-z

iii) Es gibt eine Zahl € R., SO dass
Yw,ze C: (L(w),L(2) =s (W, 2.
Beweis.,i)=ii)‘. Sei u = L(1). Es giltu # 0, weil L injektiv ist. Damit kbnnen wir

L(i
Vi= LO)
u
5Man beachte, dass die Injektivitat benotigt wird, um desiigung zu formulieren.

17
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setzen. Die Winkeltreue vdnimpliziert
0=,1) = {(L(i), L(1)) = (u-v,uy = |u® - Ref).
Die Bedingung ist genau dann erfullt, wenn
ve(R-i)\{0}, d.h. IreR*: v=r-i.
Dal eineR-lineare Abbildungist, giltflz=a+b-ie Cmita,be R:
Lz =a-L(1)+b-L()=a-u+b-u-r-i=u-(a+b-r-i).

Weiter berechnen wir
(L(1),L(D) = u?-a

und folgern
la+b-il-u?-a=12-11-{L(1), L))

Mit Hilfe der Winkeltreue vorL formen wir diesen Ausdruck um zu
IL@|- L) - L2 =lu-la+b-r-il-|u-a
Fur jede komplexe Zald= a+ b - i mit a # 0 finden wir somit
a+b-ij=la+r-b-i.
Damit ergibt sichr = 1. Weiter erkennen wir

r=1 = VzeC: L@=u-(@a+b-i)=u-z
r=-1 = VzeC: L(@=u-(@a-b-i)=u-z

»1)==iii)*. Wir nehmen zunachst an, dass eine komplexe 4akl C* existiert, so
dassL(2) = u-z ze €, und definierers := |u|*> > 0. Flrw, z € C ergibt sich

(LwW),L(®)) =(u-w,u-2)=Re@u-w-T-2) =u-TU-ReWw-2) = |u?- (W, 2) = s- (W, 2.

Jetzt setzen wir voraus, dass eine komplexe ZiahlC* existiert, so das&(z) = u- z
z e C, und definieren wie zuvas := |u)?> > 0. Es folgt

(L(w),L(2)) =s-Refw-2) =s-Rew-2) =s-(w, 2.

»iiil) =i)". Die vorausgesetzte Bedingung zeigt insbesondlef@®| = +/s- |2 # O,
ze C*. Daher istL injektiv. Weiter git

L .
wwzecr: LWLL@) o s-wz  _ wz)
LW L@~ Vs - Vs3I
Die AbbildungL ist also winkeltreu. ]
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I.7. Winkeltreue Abbildungen

[.7.4 BemerkungSeienu € C, ¢ = Arg(u) € [0, 2r). Die AbbildungL: C — C,z+—
u -z, ist dann die Drehung um den Winkglgefolgt von der Streckung um den Faktor
lul.*® Man spricht von eineDrehstreckung. Diese Beschreibung erkennt man auch gut
an der Matrixbeschreibung komplexer Zahlen in Satz 1.3gL (6], S. 28t).

Die AbbildungL: C — C, z+— u-Z ist die Spiegelung an der reellen Achse gefolgt
von der Drehung um den Winkel gefolgt von der Streckung um den Faktof. Dies
ist die Spiegelung an der Gerade, die mit der reellen AcheéMakel ¢/2 einschliel3t,
gefolgt von der Streckung um den Fakpgr(vgl. [16], S. 30).

1.7.5 Aufgab&Winkeltreue Abbildungen)i) Eine lineare Abbildung: R? — R? heisst
orientierungstreywenn die darstellende Matrix van(bzgl. einer beliebigen Basis) po-
sitive Determinante hat. Welches sind @kdinearen Abbildunger — C, die sowohl
orientierungstreu als auch winkeltreu sind?

i) Es seienv e C* eine komplexe Zahl und

L:={2-v]|1eR}
die Gerade durch 0 und Geben Sie eine komplexe Zahlan, so dass

C — C
Z — W-Z

die Spiegelung mit Spiegelachkdeschreibt.

18Man kann auch erst strecken und dann drehen.
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Potenzreihen

Potenzreihen sind wir bereits in der reellen Analysis bage({13], Abschnitt 3.8). Sie
konnen zur Definition unendlich oft flerenzierbarer Funktionen herangezogen werden.
Unter den so definierten Funktionen finden sich so wichtigedi@ Exponentialfunktion,
der Sinus und der Kosinus. Umgekehrt definieren dieres Intervall c R, eineunend-

lich oft di fferenzierbarereelle Funktionf : | — R und ein Punka < | die Taylorreihée

mit Entwicklungspunkt.allerdings kann der Konvergenzradius der Taylorreihe seih.
Es gibt auch Beispiele, in denen die durch die Taylorrdihgx) definierte Funktionf
nicht mit f Ubereinstimmt ([13], Beispiel 5.7.12, ).

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Theorie der kompleRotenzreihen. Mit ih-
nen werden wir die komplexe Exponentialfunktion, den kaewph Sinus und den kom-
plexen Kosinus erklaren. In Kapitel IV wird sich zeigensdalie oben geschilderten Pa-
thologien fur holomorphe Funktionen nicht auftaucheur.jEde dfene Teilmengé c C,
jede holomorphe Funktioh: U — C und jeden Entwicklungspunkt e U gibt es ein
e > 0, so dass die TaylorreihE; 4(2) auf der Kreisscheib8(a, ) gegenf konvergiert.
Daher kommt den Potenzreihen, anders als in der reellenysisain der Funktionen-
theorie eine herausgehobene Stellung zu.

II.L1 Folgen und Konvergenz

Die Betragsfunktion- |: € — Ry hat dieselben formalen Eigenschaften wie der reelle
Absolutbetrag - |: R — R.o. Daher lassen sich die grundlegenden Definitionen und
Eigenschaften fur Folgen und Reihen komplexer Zahlen wiegellen formulieren und
beweisen (s. [13], Kapitel 2). Dies wollen wir im Folgenden.t

'Brook Taylor (1685 - 1731), britischer Mathematiker.
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Kapitel Il. Potenzreihen

[1.1.1 Definition. Es seien %),y €ine Folge von komplexen Zahlen uade C. Wir
sagen, dass die Folge J,.n gegen a konvergiertvenn gilt:

Ye>0dnpe NVn>ny: |z,—a <e.

Schreibweisea = lim z,.

n—oo

11.1.2 Bemerkungeni) Furae C unde > 0 sei
B(a, &) = {ze Cllz-a <e}

die ofene Kreisscheibe vom Radigsim a.

Z
)
° N zf.To .
Zy o 00 Z
Zn0+1. 2.2 3
A

Eine Folge %)y komplexer Zahlen konvergiert genau dann gegewenn fur jedes
e > 0 alle bis auf endlich viele Folgenglieder in der Kreissbledd(a, ) liegen.
i) Eine konvergente Folge().y ist beschrankt, d.h. es gibt eine positive reelle Zahl
C € R.o, SO dass
YneN: |z]|<C.

In der Tat gibt es eimg € N, so das$z, — al < 1 furn > ng gilt. Wir kbnnen also
C:=max |z, ..., |Z-1l. @ } + 1
wahlen.
[1.1.3 Satz. Es seien(w,)nen UNd(Z,)nen ZWel konvergente Folgen komplexer Zahlen und

a=Ilimw, und b= Ilim z,.

n—oo n—oo

i) Die Folge(w, + z,)nen kOnvergiert, und es gilt
r!i_r)rgo(wn +2,)=a+bh.
i) Die Folge(w, - Z,)nen KONvergiert mit
rI}i_r)rgo(wn -Zy) =a-b.

Insbesondere konvergigi - z,)nn fur jede komplexe Zahl w C gegen w b.
iii) Gilt weiter z # Ofur alle ne N und b# 0, dann konvergiert die Folg@V,/Zn)nen
gegen
lim %o _ 2
n—oo 7, b
iv) Die Folge(|z,|)nen konvergiert gegeral.
v) Die Folge(z,)nn konvergiert gegea.
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II.1. Folgen und Konvergenz

Beweis.Die Punkte i) - iii) beweist man wie in der reellen Analysi4J], Satz 2.2.16).
Wir zeigen zur lllustration ii). Gegeben sei> 0. Gemall Bemerkung I1.1.2, ii), wahlen
wir eine positive Konstant€ € R.q, so dass

YneN: |w,|<C
Sei weitemy € N, so dass

und |zn—b|<L

Yyn>ng: |w,-—al 5 C

«— &
2- (bl + 1)

Dann finden wir fim > ng

Wh-Zn—Wh-b+w,-b—a-bj

IWhl - 2o = bl + |b] - [w, — &
E E

2727
iv) Dies folgt sofort aus der Dreiecksungleichung

W, -z, —a- bl

IA

A

E.

YneN: |izl-la| <z -al.
V) Hier benutzen wir
YneN: [z-a=z-38=[z-a.

Die benutzte Gleichheit| = |£], ¢ € C, ergibt sich dabei unmittelbar aus Definition
1.4.5. O

[1.1.4 Folgerung. Es seienz,)n €ine Folge komplexer Zahlen uncecC. Weiter seien
Xy = Re@), yn :=Im(z,), ne N, a:= Re(c) und b:= Im(c). Folgende Bedingungen sind
aquivalent:

i) Die Folge(z,)nen konvergiert gegen c.

i) Die Folge(x,)nen konvergiert gegen a und die Fol¢g,)..n gegen b.

[1.1.5 BemerkungDiese Aussage drickt die Konvergenz von Folgen komplegéteh
durch die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen aus. Diepeathiende Aussage in der
reellen Analysis ist [14], Satz 2.1.3.

Beweis von Folgerunii.1.4. ,i)=ii)*. Nach dem Satz konvergiert die Folge (s. Eigen-
schaft 1.4.3, iii)

(Xn::_ZL'(Zn+7n))

neN

gegen
a—} (c+70)
-2
und
_ 1 (20— Z)
= 2 o neN
gegen
b= 1 (c-7)
2 '
“il) <i)“. Die Folge (X, + Yn - )nen konvergiert nach Satz 11.1.3, i) und ii), gegen
a+b-i=c. O
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Kapitel Il. Potenzreihen

I1.1.6 BemerkungMan kann die obige Folgerung auch aus der Tatsache abldass,

max{ IRew)
fur jede komplexe Zahw € C gilt (vgl. [14], Beweis von Satz 2.1.3).

Im(w)|} < W < [Re@)| + [Im(w)|

b

Wie zu Beginn von Kapitel | erwahnt ist die Vollstandigkder reellen Zahlen eine
wichtige Voraussetzung fur die Analysis. Mit Hilfe von lgefrung 11.1.4 kdnnen wir dar-
aus ableiten, dass auch der Korgeder komplexen Zahlen vollstandig bzgl. des Betrags
|- |ist.

11.1.7 Definition. Eine Folge &,)..n komplexer Zahlen ist ein€auchyfolgewenn gilt
VYe>0dng e NVmn>ng: |z,—2Zn <e.

Der Vorteil des Konzepts der Cauchyfolge ist, dass die aglgege Bedingung nur die
Folgenglieder beinhaltet.

11.1.8 Satz. Der KorperC der komplexen Zahlen ist vollstandig, d.h. fur jede Figkcn
komplexer Zahlen sind aquivalent:

i) Die Folge(z,)nen konvergiert.

i) Die Folge(z,)nen ist eine Cauchyfolge.
Beweis.,i)=ii)‘. Es seia := lim z, der Grenzwert der Folge. Z&1> 0 existiert dann

Nn—oo

einng € N mit

Yn>ng: |zn—a|<g.

Demnach finden wir fum,n > ng

& E
Izq—zm|=|zn—a+a—zm|slzn—a|+|zm—a|<§+§:g,

“iiy =i)*. Das Ergebnis ist fur die reellen Zahlen bekannt ([133mma 2.3.11 und
Satz 2.3.12). Wegen Folgerung I1.1.4 reicht es zu zeigess de Folgen (R&())nen und
(Im(z,))nen Cauchyfolgen sind. Das folgt aus den Abschatzungen

|Re@)-Re@)| = |Re@-a)| <|z.—al, [Im(z)-Im(@)| = |Im(z.-a)| < |z.—-al, neN,
die bereits in Bemerkung Il.1.6 angegeben wurden. O

11.1.9 Aufgaben(Konvergente Folgen)Es seizy = ag + bp - i eine komplexe Zahl. Wir
definieren die Folgez{)nen rekursiv tiber

1
zn+1::§-(zn+z;1), nen.

i) Es seiag # 0. Zeigen Sie, dass die Folgg ..n konvergiert und

lim z, =

Nn—oo

1, fallsag>0
-1, fallsayg <0

gilt.
il) Was passiert fuey = 0? (Ist die Folge dann immer definiert?)
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1.2 Unendliche Reihen

[1.2.1 Definitionen. Es sei &,)nn €ine Folge komplexer Zahlen.
i) Die Folge der Partialsummender dieunendliche Reiheu (z,)nn ISt die Folge

(S)nen Mt

sn::zn:zk, neN.
k=0

Schreibweise.z Z.
k=0
i) Die unendliche Reihe}; z heildstkonvergentwenn die Folges,)n..n konvergiert.
k=0
In diesem Fall bezeichnet man den Grenzwert sinebenfalls mit, z..

n—oo k=0
[1.2.2 BemerkungDas Cauchykriterium fur Reihenfus dem Konvergenzkriterium von

Cauchy (Satz 11.1.8) folgt, dass eine unendliche Réoha( genau dann konvergiert, wenn

es zu jedenz > 0 einnyg € N mit

Yyn>m>ng: <e&

gibt. Insbesondere isk{)..n €ineNullfolge, i.e. eine konvergente Folge mit Grenzwert
Null.

[1.2.3 Beispiel(Die geometrische ReiheYu einer komplexen Zald # 1 betrachten wir
die Folge ")nen. FUrn e N haben wir

n 1— 1
S”:ZZk: 1-z°

k=0

Flrze C mit|z < 1 konvergiert die Reihe, und ihr Grenzwert ist

Flrze Cmit|z > 1 gilt|2"| > 1, n € N. Damit ist die FolgeZ")y keine Nullfolge, und
die Reihe divergiert nach Bemerkung 11.2.2.

[1.2.4 Definition. Eine unendliche Reihé z. komplexer Zahlen isabsolut konvergent
k=0

wenn die unendliche Reihg |z] reeller Zahlen konvergiert. Falls die Reil& z kon-
k=0 k=0
vergiert aber nicht absolut konvergiert, dann isttselingt konvergent

[1.2.5 Lemma. Eine absolut konvergente Reilioea( komplexer Zahlen konvergiert.
k=0
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Beweis.Wir benutzen das Cauchykriterium aus Bemerkung I1.2.2ei$dazue > 0 und
Ny € N, so dass

n
Yn>m>ng: Z |z| < e.

k=m+1
Wegen der Dreiecksungleichung gilt
n
E

k=m+1

< Zn: |z < €.

k=m+1

Yn>m>ng:

Folglich konvergiert}; z. O
k=0
Absolut konvergente Reihen erfillen eine starke Form desikutativgesetzes.

I1.2.6 Definition. Eine unendliche Reihé w ist eineUmordnungder unendlichen Rei-
k=0

he i Z,, wenn es eine bijektive Abbildung: N — N mit
k=0

YNeN: Wy=2Zyp
gibt.
[1.2.7 Satz (Umordnungssatz)Es seien}. z eineabsolutkonvergente unendliche Reihe
k=0

und i Wi eine Umordnung dieser Reihe. Dann konvergi,gﬂwk gegen den Wert der
k=0 k=0

unendlichen Reihé Z.
k=0

Beweis.Es seisder Grenzwert der Folges{)nen,

&::Zn:zk, neN,
k=0

der Partialsummen. Weiter seien

n
tn = ZWk, ne [N,
k=0

und
o.N— N

eine bijektive Abbildung, fur die
Wh = Z;n), NEN,

gilt.
Seiene > 0 undng € N eine natirliche Zahl, so dass

= E E
vn>ng: Z'Zk|<§ und [s, -8 < 3.

k=np+1

26



[1.2. Unendliche Reihen

Dabei beachte man

k;.;l = (2 ad) - (kzc; |zk|)‘.

Wir wahlenn; € N mit der Eigenschaft

{o7H0), ...c (o) } {0, ... 1},

d.h.
{0,...,ng} € {0 (0),...,0(ny) }.
Dann gil?
- E
NN - Sel< Y 2l < 5.
k:no+l
Damit folgt
£ &
Yn>n: |tn_5|:|tn_sno+$1o_5|§|tn_sno|+|s_$1o|<E"‘E:S-
Dies zeigt
Zwk =limt,=s= > 2z,
k=0 e k=0
also die behauptete Konvergenz. O

[1.2.8 Definition. Es seien}, wx und } z zwei unendliche Reihen komplexer Zahlen.
k=0 k=0

Ihr Cauchyprodukist die unendliche Reihé Vi mit
k=0

Vn1=§W|-Zn-|= va-zm, nen.

l+m=n

[1.2.9 Satz. Wenn die unendlichen Reihe% Wi und i z absolutkonvergieren, dann
k=0 k=0
konvergiert ihr Cauchyprodukt ebenfalls absolut.

Beweis.Es seii Vi das Cauchyprodukt der angegebenen Reihen. Fun all® gilt

Z;IVKI < Z;Z;IWH |zl < (Z; |Wk|) - [Z; |Zk|) < [2 |Wk|) - [; |Zk|]- (1.1)

Da die Folge §,)nen reeller Zahlen mit

n
$i= ) Ml nen,
k=0

monoton wachsend und auf Grund von (11.1) nach oben beskhist, konvergiert sie
nach [13], Satz 2.3.2. O

2Diese Betrachtung zeigt nicht, dasgdn gegens,, konvergiert, weilng von & abhangt.
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Eine ausfuhrliche Diskussion absolut und bedingt kormetgr Reihen reeller Zahlen
mit Gegenbeispielen zu den Satzen 11.2.7 und 11.2.9 figimgt konvergente Reihen istin
den Abschnitten 2.8 und 2.9 von [13] enthalten.

11.2.10 AufgabgDas CauchyproduktEs selenZ a, and Z b zwei absolut konvergente
k=0

unendliche Reihen komplexer Zahlen uEdck mit ¢, := Z a - b, n e N, ihr Cauchy-

Ye=(a) (30

k=0 k=0

produkt. Zeigen Sie, dass

fur die Werte dieser Reihen gilt.

1.3 Potenzreihen

11.3.1 Definition. Es seien &)..n €ine Folge komplexer Zahlen,e C eine komplexe
Zahl undz eine Unbestimmte. Der Ausdruck

iak-(z—c)" (11.2)
k=0

steht fur die Folgef)n.n der polynomialen Funktionen
ph: C — C

l — Zak-(g—c)k, nen,
kco

und heil3formale Potenzreihenit Kogffizienten(a,)n.n Und Entwicklungspunkt.c

Die Schreibweise in (11.2) erinnert uns daran, was wir miefdareinen machen moch-
ten, namlich komplexwertige Funktionen auf Teilmengenkidenplexen Ebene beschrei-
ben. Zunachst konnen wir bei gegebener Potenzreihe webgaem Entwicklungspunkt
cwie in (11.2) fur jede komplexe Zahf € C die unendliche Reihe

iak-(é—C)k
k=0

bilden? Die erste Frage, die sich stellt, ist, wann diese Reihe koiee.

11.3.2 Definition. Es selz ay- (z— )X eine formale Potenzreihe mit Kfizienten &,)nen
k=0

und Entwicklungspunkt. Ihre Konvergenzmengst

K := {g € 0:‘ Zak (¢ - o)X konvergiert}.
ko0

3Als Folge von Partialsummen geschrieben ist digé/))nen -
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Zu einer formalen Potenzreihe gehort damit die komplekgeiFunktion

K — C
(o > a9k
k=0

11.3.3 Frage. Wie sieht die Konvergenzmendeaus?

11.3.4 BemerkungEs seienl c R ein dfenes Intervall und: | — R eine reellwerti-
ge Funktion. Wir nennefh reell analytisch wenn f unendlich oft ditferenzierbar ist und
die TaylorreiheT¢ von f in jedem Punkt € | positiven Konvergenzradius hat und
auf dem Intervalll N (c — ¢,¢ + &) gegenf konvergiert. Dies ist die starkste fbgren-
zierbarkeitsbedingung, der wir in der reellen Analysisdmget sind (s. [13], Abschnitt
4.8).

Komplexwertige Funktionen auffienen Teilmengen der komplexen Ebene verhalten
sich vollkommen anders. Hier sind die Bedingunglealomorph” und,analytisch* aqui-
valent (s. Satz 111.3.14 und Satz IV.6.8). Potenzreihed gim Wesentlichen algebraische
Objekte. Dadurch, dass sich jede holomorphe Funktion liokaine Potenzreihe entwi-
ckeln lasst, sind in der Theorie komplexer Funktionen Algaund Analysis eng verzahnt.
Das hat bei der Entwicklung der modernen komplexen Anakgsie bedeutende Rolle
gespielt.

Addition und Multiplikation von Funktionen haben ihre Geg#icke in der Sprache
der formalen Potenzreihen:

[1.3.5 Definition. Es seierc € C eine komplexe Zahl,ay)nen Und On)nen Folgen kom-
plexer Zahlen und

Zak-(z—c)" und Z:bk-(z—c)k
kc0 k=0

die zugehorigen formalen Potenzreihen mit Entwicklungpc. Ihre Summast die for-
male Potenzreihe

D (@+b)- (z-0f
k=0

mit Entwicklungspunkt und Kodfizienten &, + bp)nen Und ihrProduktdie formale Po-

tenzreihe N
Z dy - (z— )
k=0

mit Entwicklungspunkt und Kosfizienten
n
dn ::Zak-bn_k, nen.
k=0

[1.3.6 BemerkungDie obige Definition des Produkts macht die Definition desdbgu
produkts fur Reihen (Definition 11.2.8) verstandlich&wei Potenzreihen werden multi-
pliziert, indem das Distributivgesetz und die Rechenregel

VimeN: (z-¢ - (@z-¢"=(z-¢'m
fur die Unbestimmte benutzt werden und dann nach den Potenzerevarsortiert wird.
Dies entspricht der bekannten Multiplikation fur Polyr®iiil 3], Bemerkung 3.6.2, i).
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Der folgende Satz gibt eine wichtige Antwort auf Frage 8:3.

11.3.7 Satz (Abelsches KonvergenzlemaEs seieni ay - (z— o)X eine formale Potenz-
k=0
reihe und/y, ¢ € C zwei komplexe Zahlen.
i) Gelten/p € K und|¢ —¢| < |p—cl|, dann konvergiert die Reihg ay- (£ —c)k absolut.
k=0
Insbesondere gilf € K.
i) Fallsy ¢ Kund|Z —c| > |{o — ¢l, so gilt¢ ¢ K.
Beweis.Wir beobachten zunachst, dass es genigt, die AussageeriiEntwicklungs-
punktc = 0 zu beweisen. Ferner folgt ii) unmittelbar aus i).
Da die unendliche Reihg ak[('j konvergiert, gibt es nach Bemerkung 11.1.2, ii), eine
k=0

KonstanteC € R.o mit
YneN: l|an-4l<C

Weiter seien

|§| <1 und M:; ¢

2ol T1- q

Wir weisen die Konvergenz der Reil} |a,-¢| mit dem Cauchykriterium aus Bemerkung
k=0

gq:= € R.o.

I1.2.2 nach. Dazu geben wir uns eine positive reelle Zakl 0 vor und wahlemy € N
mit der Eigenschaft
M-g©t < e

Jetzt haben wir

m+1 n+1
qg -9

m+1 no+1
kZ|ak§|—Z|ak{0 |§|k CZq 14 <M- g™ <M-q¥?t <¢
=m+1 k=m+1 k=m+1
fur n > m> nyg. Damit konvergierti ay - /¥ absolut. O
k=0

In den folgenden Betrachtungen beschranken wir uns auidla Potenzreihen mit
Entwicklungspunkt 0. Alle Aussagen und Beweise lassen githittelbar auf formale
Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt iberrag

[1.3.8 Definition. Es seiio] a, - Z* eine formale Potenzreihe mit Kizienten &,)nen Und

k=0
Entwicklungspunkt 0. Die Zahl

0 :=sufl{l € Rxol|{ € K}
ist derKonvergenzradiuder Reihe.

Mit dem abelschen Konvergenzlemma 11.3.7 schlie3en wir

11.3.9 Folgerung. Fur die Konvergenzmenge K der formalen Potenzréohak - Z gilt
k=0

B(0,0) c K c B(0, o).

4Niels Henrik Abel (1802 - 1829), norwegischer Mathematiker
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Zu der Konvergenz auf der Menge

S:=B(0,0)\ B(0,0) ={¢ e C|lI = o] (11.3)

haben wir keine allgemeingiltige Aussage gemacht. Dgefndlen Beispiele zeigen, dass
die Konvergenz auf dem Rar®lsehr unterschiedlich ausfallen kann.

[1.3.10 Beispielei) Wir betrachten die formale Potenzreihe

ek
S

T
IR

Wir wissen bereits, dass die Reihe

INgk
X||_\

k=1
konvergiert ([13], Folgerung 2.7.5). Damit konvergiere d?eiheio] a - M furallel e
k=0

B(0, 1) absolut. Insbesondere gilt> 1. FurZ € C mit || > 1 folgt aus [13], Aufgabe
6.15.2, b), dass
21"

lim 2= =
n—oo n2

Folglich divergiert die Reihé a - ¥, und wir schlieRep = 1. Insgesamt haben wir
k=0

o=1 und ScK

gezeigt.
i) Fur die geometrische Reihe

>
k=0
gilt ebenfallsp = 1: Fur¢ € C mit |£] > 1 ist ((")nen keine Nullfolge. Deshalb diver-
giert 3 /%, und es gilto < 1. Auf der anderen Seite haben wir bereits in Beispiel 11.2.3
k=0

Uberprift, dass die Reih% Z&fr |2] < 1 konvergent ist und den Grenzwert
k=0
= 1
k _
E: ;= 1= (1.4)

k=0

hat. Daran sehen wir < 1. Man beachte, dass
SNK=2.

Gleichung (11.4) ist ein typisches Beispiel fur die Potexkenentwicklung einer holo-
morphen Funktion.
i) Die logarithmische Reiheist®

= v
(_ 1)k+1 L=
20

5Sie ergibt sich durch Taylorentwicklung des natirlichesgarithmus im Punkt 1 ([13], Beispiel
5.7.17).
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Fur/ = 1 haben wir die Reihe

B i (-1)
k=1 k
Dies ist diealternierende harmonische Reihe Sie konvergiert nach dem Leibnizkrite-

riumé ([13], Satz 2.7.8). Wir folgerp > 1.
An der Stellez = —1 ergibt sich die Reihe

Die harmonische Reihei 1/k divergiert ([13], Beispiel 2.3.13). Wir erkennernx< 1.
k=1

Zusammengenommen haben wir
o=1 und 2CcSNKgS

nachgewiesen.

[1.3.11 BemerkungFur Literaturhinweise zum Konvergenzverhalten einemialen Po-
tenzreihe auf dem Rarfslveweisen wir auf [11], S. 85.

11.3.12 Aufgaben(Die logarithmische Reihe)i) Es sei @,)n.n €ine monoton fallende
Nullfolge reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass die Potenzreihe

fur alleze C mit|z < 1 undz # 1 konvergiert. (Gegenbeispiel far= 17?)
Hinweis. Untersuchen Sie die Konvergenz der Potenzreihe £1- Y a - Z mit dem
k=0

Cauchykriterium.
i) Benutzen Sie i), um zu zeigen, dass die logarithmischbdie

s
DT

k=1
furalleze € mit |7 < 1 undz # —-1(!) konvergiert.

[1.3.13 Lemma. Es sei(an)nen €inenach unten beschranktéolgereeller Zahlen. Dann
existiert der Grenzwert
lim sud ax|k > n}. (11.5)
n—oo

Beweis.Die Folge (supax | k > n})ney ist offenbar monoton fallend. Nach Voraussetzung
ist sie nach unten beschrankt. Sie konvergiert folgliath{d 3], Satz 2.3.2. O

11.3.14 Definition. In der Situation von Lemma 11.3.13 heif3t der Grenzwert irb{lder
Limes superioder Folge @n)nen-
Schreibweise.lim ap.

Nn—oo

5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), deutscher PhilpepMathematiker uvm.
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11.3.15 Aufgabe.Es sei &,).n €ine konvergente Folge von komplexen Zahlen. Zeigen
Sie, dass L

lim |a,| = lim |a,|.

nN—oo nN—oo

11.3.16 Satz(Cauchy—Hadamafyl Es seii ay- Z eine formale Potenzreihe mit Entwick-
k=0
lungspunk®. Dann gilt fir inren Konvergenzradius die Identftat

1 — .
= = lim {a.

%

Beweis.Wir setzen 1

im el
i) Es sei¢ € C eine komplexe Zahl miZ| < a. Wir fixieren eine reelle Zahi mit
|| < r < a sowie eine naturliche Zalmb, fur die

n 1
Yn>ng: Alanl < -

a .

gilt. Dann haben wir auch
1
Yn>ny: J|ag <—

rn

vnxng: Ian~§”|:|an~r”|~(|§|) s(@) :

r r

und folglich

Nun gilt
q: 1,

so dass die Konvergenz der geometrischen Reihe und dasavitgokriterium ([13], Satz

:@<
r

2.10.1) die Konvergenz der Reih% la-2¥| implizieren. Es folgt die Konvergenz der Rei-

k:no
he i la - £¥|, d.h. die absolute Konvergenz der Reﬁeak-{k. Aus diesen Betrachtungen
k=0 k=0
ergibt sicha < .
i) Jetzt seieny € C eine komplexe Zahl miZ| > « undr € R eine reelle Zahl mit

|| > r > a. Die Definition des Limes superior zeigt, dass es eine unamTeilmenge
S c N geben muss, so dass

YneS: %< \"/m d.h. r—ln<|an|.
Damit erkennen wir weiter
Vnes: Ian~§”|:|an|~|{|”>r—1n~r”:l.
Die Folge &, e ist also keine Nullfolge. Nach Bemerkung 11.2.2 divergigig¢ Reihe
io] a - X Es folgto < a, so dass wir insgesamt= « und damit die behauptete Formel

k=0
von Cauchy—Hadamard nachgewiesen haben. |

7Jacques Salomon Hadamard (1865 - 1963), franzosischéekhatiker.
8In dieser Formel werden die Vereinbarunggf £ o und 1/co = 0 verwendet.
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Die Formel von Cauchy—Hadamard lasst sich auf jede Pagreeanwenden. Aller-
dings sind dien-ten Wurzeln und der Limes superior im Allgemeinen schlexzhbe-
rechnen. Zum Glick gibt es unter geeigneten Voraussetzymie von wichtigen Reihen
erfullt werden, einfachere Formeln fur den Konvergedars.

11.3.17 Satz. Es seii ay - Z* eine formale Potenzreihe mit Entwicklungspubkind Kon-
k=0
vergenzradiug. Wenn die Folg€|a,|/|an.1/)nen definiert is? und konvergiert® dann gilt

- Jal
= lim .
€7 s Janl

Beweis.Wir gehen wie beim Beweis des Satzes von Cauchy—Hadamarthdsetzen

i) Wir schauen uns zunachst eine komplexe Zakd C mit |{| < a an, wahlen da-
zu eine reelle Zaht mit |/] < r < @ und suchen uns eine natirliche Zalmit der
Eigenschatft

|an|

Yyn>ny: <
|an+1|

(11.6)

aus. Es sei
B:=lay - "

Behauptung. Fir jede natirliche Zahl e ng gilt |a, - r"| < B.

Dies weisen wir mittels vollstandiger Induktion tlbenach. Der Falhg ist durch die
Definition vonB abgedeckt. Fiuin > ng folgt aus (11.6)

|an| > |an+l| T

Mit der Induktionsvoraussetzung ergibt sich nun
B2 [an- " = lag| - 1" > [agal - 1™ = [an,y - 1™,

Unter Verwendung der Behauptung erhalten wir weiter
n n
n=no: |an-§”l=lan-r”|'(g) < B‘(g) .
Da
A
;

q: 1,

schliel3en wir wie im Beweis von Satz 11.3.16, dass die Réha;(-gk absolut konvergiert
k=0

und folglicha < o qilt.

%Dazu muss, # 0,n > 1, gelten.
OHjer ist auch die Konvergenz gegen den Grenzwegeman [13], Definition 2.4.1, eingeschlossen.
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i) Hier seien € C eine komplexe Zahl mitr < ||, r € R eine reelle Zahl mit
a <r < |Zlundng € N eine naturliche Zahl, so dass

|ay|
|an+1|

yn>nyg: r>

Wieder sei
B:=lay - "l

Diesmal folgt
Yyn>ng: Ja,-r" > B.

Dann gilt aber auch
yn=no: fan- "= lanl- ¢ > fanl - 1" =lan 17 > B,

so dass die Folge{ - {M)nen keine Nullfolge ist und die Reihéo] a - X nach Bemerkung

k=0
[1.2.2 divergent ist. Es folgd < a. Die Teile i) und ii) ergeben zusammen wie behauptet
die Gleichung = a. |

[1.3.18 BeispielDie binomische Reihe)Es seix € R eine reelle Zahl. Fur jede naturliche
Zahln € N gilt der binomische Lehrsatz([13], Satz 1.7.19)

(L+X"= Zn: (E) XK
kc0

Sei allgemeiner € R. Die Taylorentwicklung der Funktion-(, 1) — R, X +— (1+X)”,
wird mit Hilfe verallgemeinerter Binomialkdgzienten ([13], Definition 5.7.13) beschrie-
ben. Diese lassen sich auch fur komplexe Zahlen erklaren:

Definition. Es seiv € C eine komplexe Zahl.

i) Man setzt
4
=1
o

PN v =)=kt 1) v-l+l
Vk>1: (k)_ " _D —

i) Die binomische ReiheumExponenter ist

b,(2) = i (E) K

k=0

und

Bemerkungeni) Die obigen Binomialko&izienten genugen folgender Rekursionsvor-

schrift ‘
4 V — 4
vkeN: (k+1):m'(k)'

if) FUr positive naturliche Zahlek, n > 1 hat man
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Fury = -1 ergibt sich z.B.
. -1 _ k
YkeN: (k)_( 1)
und

b.A(2) = ) (-2
k=0

FurZ e Cmit|¢] < 1 qgilt
k
Z( o) = 1+{.

Die binomische Reihe ist genau dann endlich, d.h. alle Higmadlich viele Kodfizi-
enten sind null, wenm eine naturliche Zahl ist. Fire N ist

ba(2) = Z (E) L

k=0

ein Polynom und hat als formale Potenzreihe den Konvergenmo = . In den ver-
bleibenden Fallen gilt:

Behauptung. Fur v € €\ N hat die binomische Reihg() den Konvergenzradiys= 1.

Es seia, := (;) n € N. Die Voraussetzung ¢ N garantiert

YneN: an:(:]);to.

Weiter gilt nach der obigen Bemerkung

n+1 1+12
YneN: Bl _ | B Al L
ENTIN EY Ry |1—g
Es folgt
lim Bl _ =1
N—oo |an+l|

Die Behauptung zum Konvergenzradius ergibt sich somit ais 1£3.17.

Wir werden weiter unten Potenzfunktionen im Komplexen tsuehen (Abschnitt
[1.7). Damit lasst sich auch im Komplexen die binomischéheels Reihenentwicklung
einer Funktion affassen. Dies ist Gegenstand der Formel von Nettta@xbel ([11], S.
115).

11.3.19 Aufgaber{(Das Cauchyprodukt)) Es selenZ a, - Zund Z by - Z zwei Potenz-
reihen mit Konvergenzrad@q undp,. Was konnen Sie Uber den Konvergenzradius des
Cauchyproduktsz Cc - Zaussagen?

i) Es selenu undv zwei komplexe Zahlen. Beweisen Sie folgende Formel fur die
binomischen Reihen:

by(2) - bu(2 = bu(2, 124 <1

11Sjr Isaac Newton (1643 - 1727), englischer Physiker, Matitéear, Astronom, Alchemist, Philosoph
und Verwaltungsbeamter, Mitbegriinder der Infinitesimehnung.
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II.4. Die Exponentialfunktion

11.3.20 AufgabenDer Konvergenzradius)) Berechnen Sie den Konvergenzradius der

Potenzreihe ,
2 (k= 4\
D (_k ) -

k=1
i) Bestimmen Sie den Konvergenzradius von

N Q@'

PR E .Z und 2]“@ pal

II.4 Die Exponentialfunktion

[1.4.1 Satz. Fur jede komplexe Zaldl € C konvergiert die Reihe

gk
| %

il
o

absolut, d.h. die formale Potenzreihe

il
o

gk
N

hat unendlichen Konvergenzradius.

Beweis.Wir wenden Satz 11.3.17 an. Hier gilt

1
YneN: a,=—#0,

n!
so dass "
n
YnelN: 2l _ (n+ ) + 1
|an+l| n!
Somit haben wir
lim 221 _ lim o+ 1= oo,
n—oo0 |an+1 n—o0
und der gesuchte Konvergenzradius ist unendlich. m|

[1.4.2 Definitionen. i) Die formale Potenzreihef Z¢/k! wird die Exponentialreinege-
k=0
nannt.

i) Die Funktion
exp:€C — C
V&
{ — EXp@—kZ:k—
=0
ist die Exponentialfunktion
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11.4.3 Satz (Funktionalgleichung der Exponentialfunktiomjur je zwei komplexe Zahlen
{, & € Cistdie Gleichung

expE + &) = exp() - expg)
erfullt.

Beweis.Die RelhenZ 2%/ und Z £X/k! konvergieren absolut. Gemal Satz 11.2.9 und
Aufgabe 11.2.10 konnen wir den Wert des Produkts

&K (&
225
uber das Cauchyprodukt (Definition 11.2.8) der beteiligReihen berechnen, d.h. exjp{
expg) ist der Wert der unendlichen Reihe
k

SRS AT AR e R < RN
ZZI' (k—1)! Z;E Z()g'fklzé JIZ! '

k=0 1=0

Bei der letzten Umformung haben wir die binomische FormEBJ[ Satz 1.7.19) einge-
setzt. An dieser Beschreibung erkennt man, dass die fregReihe den Wert ex¢ &)
hat. O

11.4.4 Folgerung. Fur jede komplexe Zall € C gilt:

exp@) #0 und exp(A) = o)’

Beweis.Man hat
1 = exp(0)= exp@d — ) = exp@l) - expEA1).
Daraus liest man alle Behauptungen ab. O

1.5 Die eulerschen Formeln

[1.5.1 Satz. Die beiden formalen Potenzreihen

+1 Z?k
Z(_ )y (2k i und Z( U @

mit Entwicklungspunkd haben den Konvergenzradigs= .

Beweis.Wir fuhren den Beweis fur die erste Reihe. Es&eiC. Dann gilt

2n+1
Il 116

Z @k+ 1)1 Z T < exetid)

fur jede natirliche Zahh € N. Das Majorantenkriterium ([13], Satz 2.10.1) zeigt die
Konvergenz der Reih& [¢/%*1/(2k + 1)! und damit die absolute Konvergenz der Reihe
k=0

(1) 2242k + D)L, o
k=0
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11.5.2 Definitionen. i) Die Reihe 3" (—1)¢- 2+1/(2k+ 1)! ist die Sinusreihaind die Funk-
k=0
tion

sini:C — C
§2k+l

¢ = kZ(;(_l)k'(zku)!

die Sinusfunktion
ii) Die Reihe Y (-1)¢ - 22/(2K)! ist die Kosinusreihaund die Funktion
k=0

cos:C — C

g §2k
{ ;0(—1)k- &

die Kosinusfunktion
[1.5.3 BemerkungDie Sinusreihe entalt nur ungerade Potenzena/@raraus folgert man
YleC: sin(=¢) =-sin().

Ebenso ergibt sich
YleC: cosEL) =cos()

aus der Tatsache, dass in der Kosinusreihe nur gerade Boteorzz vorkommen.

[1.5.4 Satz (Eulerformel) Fur jede komplexe Zaldl € C gilt
exp( - ) = cos) +1i - sinE).
Beweis.Die Potenzen der komplexen Zaldehen folgendermal3en aus
i = (=)
i = (-1)", neN.
Damit gilt

2n+1 (l . é,)k 2n+1 ik . é,k é/2k+1

_ n é/Zk . n
=2 ‘kzzc;(‘l)k'm“';(_l)k'(2k+1)!

k=0 ! k=0

fur jede naturliche Zahh € N. Wir schliel3en

2n+1 4.
o0i-0 = 1n 300
_” év o n év2k+l
- {3 )i (S )
= cos) +i-sin().
Dies ist die Eulerformel. O
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Dieser Satz stellt den wesentlichen Unterschied zwiscleenegllen und komplexen
Theorie der Exponential-, Sinus- und Kosinusreihe dart Eis Hilfe der komplexen
Zahli kdnnen wir die Sinus- und Kosinusreihe zur Exponentiadiombinieren. In der
komplexen Analysis kbnnen wir die Exponential-, Sinusd U€osinusfunktion elegant
gemeinsam behandeln.

Zunachst illustrieren wir, wie man mit Hilfe der Funktidgkeichung der Exponenti-
alfunktion und der obigen Eulerformel die Additionstheneefur denreellen Sinus und
Kosinus herleiten kann. Dazu seigny € R zweireelle Zahlen. Dann gilt

expli - (¢ +¢))

exp( - ¢) - exp( - ¢)

= (cosf) +1i-sin(p)) - (cos@) + i -sin@))
(cosfp) - cosg) — sin(yp) - sin)) +

i - (sin(p) - cosy) + cosfp) - sin()).

COSfp + ¥) +1 - Sin(p + ¥)

Durch Vergleich von Real- und Imaginarteil der ersten wetdten komplexen Zahl ergibt
sich

COSfp) - cosfy) — sin(p) - siny)
sin(p) - cos{) + cosfp) - sin).

COSfp + ¥)
sin(p + ¥)

Diese Formeln gelten aber auch fur komplexe Zahlen:

[1.5.5 Satz (Additionstheoreme fiir die komplexe Sinus- und Kosinaktion). Es seien
£, & € C komplexeZahlen. Dann gilt

cos() - cosg) — sin() - sin)
sin() - cosg) + cos() - sin).

cos( + &)
sin( + &)

Beweis.Wir zuvor berechnet man

cos( +&)+i-sinE +&) = (cosg)-cosg)—sin()-sinE))+i-(sinE)-cosg) +cosg)-sin()).
(11.7)

Hier sind alle beteiligten Zahlen im Allgemeinen komplexy.des handelt sich bei den
angegebenen Formeln nicht um die Zerlegung einer kompl&aéhin Real- und Ima-
ginarteil. Zur Vollendung des Arguments benotigen wireeweitere Formel. Diese erhal-
ten wir, indem wir in (1.7) die Zahler-¢ und-¢ einsetzen:

Cost-¢ — &) +i-sin(-{-¢) = (cosE{) - cost¢) —sin(=¢) - sin(=£)) +
i - (sin(={) - cosE€) + cosEL) - sin(=£)).

Mit Bemerkung 11.5.3 wird daraus

cos( +&)—i-sinE +¢&) = (cosg)-cosg)—sin()-sinE))—i-(sin)-cosg) +cosg)-sin)).

(11.8)
Addition von (11.7) und (11.8) fuhrt auf das erste Additistheorem, die Bferenz (11.7) -
(11.8) auf das zweite. |
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Die folgenden Formeln driicken die Sinus- und Kosinusfiomktiurch die Exponen-
tialfunktion aus:

[1.5.6 Satz (Eulerformeln) Fur jede komplexe Zalfl € € hat man
. 1 :

sing) = 5 - (exp( - ¢) -~ expt-i - )

cos()

Beweis.Diese Formeln erhalt man aus defffierenz bzw. Summe der Gleichungen

> (exp(- ) + expi - 2).

exp(-Z) = cosg)+i-sinE)
expli-¢) = cosEl) +i-sin(=¢) = cosg) —i - sing),
die sich aus der Eulerformel 11.5.4 und Bemerkung 11.5.36rn. m]

Diese Formeln erinnern an weitere Funktionen, die in ddlere@nalysis ([13], Auf-
gabe 6.12.2) betrachtet werden:

[1.5.7 Definitionen (Hyperbelfunktionen)i) Die Funktion
sinh:C — C
1
5 (expE) - exp(-))

ist derSinus hyperbolicus
i) Die Funktion
cosh:C

{ —

- (expg) + exp(=0))

NI A

heiRtKosinus hyperbolicus

[1.5.8 Folgerung. Fur jede komplexe Zaldl hat man

sinh¢) = i—l-sin(l-gf),

sin@) = i—l-sinhd-g“)
und

cosh¢) = cos{-),

cos¢) = cosh(-?).

Wir erkennen, wig komplex® z.B. die komplexe Kosinusfunktion ist: Sie verteum-
ter anderem die sehr verschiedenen reellen Funktionenmmbsash. Die erste erhalten
wir durch Einschrankung der komplexen Kosinusfunktiohche reelle Achse, die zweite
durch Einschrankung auf die imaginare Achse. Schliel}d@nnen wir die komplexe Ex-
ponentialfunktion aus der Sinus- und Kosinusfunktion auén. Dies hat Uiberraschende
Konsequenzen, die die komplexe Exponentialfunktion varrekedlen unterscheiden.
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Die Periodizitat der Exponentialfunktion

Es seik € Z eine ganze Zahl. Mit der Eulerformel 11.5.4 finden wir
exp( - 2k-m) =cos(X-n)+i-sin(X-n) =1 (1.9)
Die Exponentialfunktion ist somit, anders als im Reell@icht injektiv . Genauer gilt:
11.5.9 Satz. Es seiernt, ¢ € C zwei komplexe Zahlen. Dann hat man:
expl) =exp¢) = IkezZ: &¢=(C+k-2n-i.

Beweis. Schritt 1. Wir zeigen die Aussage zunachst = 0. Nach (11.9) missen wir
verstehen, fur welche komplexe Zahler C

exp¢) =1

gilt. Dazu schreiben wi¢ = a+ b-i mita, b € R. Die Gleichung

1 = expl) =exp@+b-i)=-exp@)-exp(-b)=exp@) - (cosp) +i-sinp))
= (exp@) - cosp)) + (expf@) - sin(o)) - i
zeigt
1 = exp@)-cosp) (11.20)
0 = exp@ -sinpb). (1.11)
Mit

YaeR: exp@ >0

folgt aus (11.11)
sinb)=0, d.h. dkezZ: b=k-m

Daraus leiten wir
cosp) € {1}

ab, so dass sich mit (11.10)
cosp)=1, dh. Fkez: b=2k-n, und expf)=1 d.h. a=0,
ergibt.

Schritt 2. Mit der Funktionalgleichung 11.4.3 der Exponentialfurddiund Folgerung
I1.4.4 erkennen wir

Vi ,EeC: expl) =exp€) = 1=exp)- exp§) = exp€ - ).
Nach Schritt 1 gilt
dkez: &-¢=k-2r-i, dh. Fkez: E=C+k-2r-i.
Damit ist der Satz gezeigt. O

Die Exponentialfunktion ist alsperiodisch mit Periode 2r - i.
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11.6. Der Hauptzweig des Logarithmus

[1.5.10 Folgerung. Fur eine komplexe Zaldl € C gilt:
sinQ) =0 < dkez: ¢(=k-m,

1
cos¢) =0 < dkez: §:(k+ E)-T(.
Beweis. Wir beweisen die Aussage fur die Kosinusfunktion. Die Geing

1 .
0= cosg) = 5 - (exp( - ¢) + exp(-i - £))
ist aquivalent zu

exp( - {) = —exp(-i - £) = exp(-i - m) - exp(-i - §) = exp(—i - (1 + 7)),

d.h.
expi - (20 +n)) =1.

Nach Satz 11.5.9 lasst sich diese Aussage umformen zu
dkez: (2+n)-i=(K-2n)-I.
Dies ist dfenbar die Behauptung. O

Alle Nullstellen der komplexen Sinus- bzw. Kosinusfunktgind somit reell.

[1.5.11 BemerkungMit der Eulerformel 11.5.4 und der Kenntnis dezellen trigonome-
trischen Funktionen lasst sich die komplexe Exponentidfion gut untersuchen. Man
kann die Theorie aber auch weitgehend ohne die Eulerfornekbie trigonometrischen
Funktionen entwickeln. Insbesondere kann man so zeigen:

» Die Exponentialfunktion exp€ — C bildet C surjektiv aufC* ab.

* Es gibt eine eindeutig bestimnpesitive reelleZahl 7, so dass

(CeClexpl)=1)={k-Zx-ilkez).

Damit ergibt sich insbesondere eine neue Definition derdedilz. Wir verweisen dazu
auf [11], Kapitel 5,§2.

[1.5.12 AufgabdEine trigonometrische FormelBeweisen Sie mit Hilfe der Eulerformel:

1 sin((n +3)- z)

n
1
;cos@z)_§+§- sin(%-z) , 2¢2r-Z, neN.

1.6 Der Hauptzweig des Logarithmus

Es sei
S={¢eC|-n<Im()<n}
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Mit der Eulerformel 11.5.4, der Funktionalgleichung 1134und Satz 1.5.3 zeigt man:
11.6.1 Satz. Die komplexe Exponentialfunktiexp: C — C bildet S bijektiv aufC* ab.
Es folgt unmittelbar:
11.6.2 Satz. Es gibt genau eine Funktion
Log: C* — C,
die folgende Bedingungen erfullt:
*x ¥ e C* :expllog(d)) = <.
* ¥ e C* :Ilm(Log(?)) € (-, x].

11.6.3 Definition. Die Funktion Log aus Satz 11.6.2 heif3t ddauptzweig des Logarith-
mus

11.6.4 Bemerkungeni) Fur komplexe Zahleg € C* und¢ € C gilt nach Satz 11.5.9
exp¢)=¢ < dkez: &=Llog)+k-2n-i.
i) Fur einepositive reelleZahl x € R gilt*?
Log(x) = In(X).
iii) Mit dem Hauptzweig des Arguments (Definition 1.5.7)tgil

Yze C*: Log(@ =In(2) +i-Arg(2.

1.7 Potenzfunktionen

Wir kdnnen die Definition der Potenzfunktionen aus dereselnalysis ([13], Definition
3.8.16) formal ibernehmen:

?Hier sei In dernatiirliche Logarithmus, der in [13], Definition 3.8.14, definiert und dort mit log
bezeichnet wird. Wir verwenden die Bezeichnung In zur breessgnterscheidung.
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[1.7.1 Definition. Es seien’ € C* undb € C komplexe Zahlen. Es wird

° = exp(b - Log()))
gesetzt.

[1.7.2 BemerkungEs seiery € C*, b € C komplexe Zahlen un#l € Z eine ganze Zabhl.
Nach Bemerkung 11.6.4, i), gilt

exp(Log@) +k-2r-i) =¢.

Damit kann die Zahl
expb- (Log(¢) + k- 21 - 1))

mit demselben Recht wie die in Definition 11.7.1 definierter Sich beanspruchen, die
Potenz® zu sein. Wenn
b-k¢z,

dann gilt
expb-Log()) # explb- (Log(l) + k- 27 -i)) = expb- Log(()) - expl - k- 2r - i)

nach Satz 11.5.9. Die moglichen Werte der Potghzind somit die Elemente der Menge

{exp(b- Log)) - expl- k- 2 -i)| ke Z}.

Dies isti.A. eine unendliche Menge. Die in Definition 1. §&trafene Wahl ist also nur
eine mehr oder weniger willkiirliche Festlegung der Pdiemiion  — /®.

[1.7.3 Beispiel.i) Es seiery’ € C* undn > 0. Dien-ten Wurzeln aug bilden die Menge

{exp(% . Log(g))~exp(lﬁ<~2n-i)’ke Z}.

Sie enthaltn Elemente. (FUZ = 1 hatten wir das bereits in Abschnitt 1.6 illustriert.)
Offenbar gibt es i.A. keine natirliche Wahl firr diete WurzelZ*". Die in Definition
[1.7.1 getrdfene ist nur eine mogliche.

ii) Wir berechnen die Poterizmit Definition 11.7.1 und Bemerkung 11.6.4, iii). Es gilt

il=1 und Argf) = g
Somit haben wir
. . . . T v/
i' = exp(l An(@)+i-i- 5) = exp(—é) =0,207879 - - .

Dies ist insbesondere eine reelle Zahl. Diese iiberrasieh€atsache wurde_ bereits von
Euler im Jahr 1746 beobachtet (s. [11], S. 115). Alle mdgic Werte furi' sind die
Elemente der Menge

{exp(—%—k-&):exp(—@)'kez}.

Sie sind samtlich reell.
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11.7.4 Warnung. Da es keine kanonische Poteffz¢ € C*, b € C, gibt, verlieren einige
der Rechenregeln, an die man fur die reelle Potenzfunkf@vohnt ist, ihre Gultigkeit.
So ist etwa die Identitat

(€-¢P=¢-¢% (et beg
i.A. falsch. Wir betrachten dafur
1
=0 =-1 =z
=0 und b >
Mit
|-1=1 und ArgEl)=nx
liefert Definition 11.7.1
(-1)% = exp(i - f) .y
> .
Wegen Bemerkung 11.6.4, ii), haben wir weiter

(“1)- ()2 =18 =1#-1=i-i=(-1)} - (-1)%.

S

Abbildung II.1: Der Graph der mehrdeutigen Argumentfuokti

I1.7.5 Bemerkungeni) Fur positive reelleZahlena;, a, € R.g und eine komplexe Zahl
b € C findet man allerdings

(a13,)° = exp(bin(asap)) = ex{b(In(ay) + In(az))) = exp(bin(ay)) exp(bin(ay)) = abad.

if) Man kann die Intuition fur die Argument-, Logarithmusad Potenzfunktionen da-
durch verbessern oder erganzen, dass man sjenalsrdeutige Funktionen* ansieht. Als
solche ordnen sie jeder nichtverschwindenden komplexdh idaht einen eindeutigen
Wert sondern eine Menge von moglichen Werten zu. In einkg@len ist es moglich, sich
diese mehrdeutigen Funktionen mit Hilfe eines Graphen ransgehaulichen (s. Beispiel
11.7.6).
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11.7.6 Beispiele.i) Der Graph des Arguments auf dem Definitionsbereich
sti= {ze Clld = 1}
ist die Menge (s. Abbildung I1.1)
I={( ¢ eS'xR|Z=expl-¢)} cS'xRc R
if) Fur n > 1 betrachten wir die Menge
IF={({.8eC|{=¢)c’
Die Menge B
r:=I'n(C*xC)

ist der Graph der mehrdeutigerten Wurzelfunktion. Fuin = 2 ergibt sich das folgende
Bild:

Die Uberschneidung ist dabei ein Artefakt der Abbildungifheines Objekts im vierdi-
mensionalen Raum.

11.7.7 Ubung. Zeichnen Sie in Abbildung 1.1 den Graphen des HauptzweggsAtgu-
ments ein.

[1.7.8 BemerkungWarum beobachten wir diese Phanomene nicht fur reell&tianmen
einer Variablen? Als motivierendes Beispiel betrachtardwa Wurzelfunktion. Auch hier
kdnnen wir

I'r ={(xy) e R%|x=Vy?}cCR?

und
F[R :f[Rﬂ([R*X[R)

betrachten. Dabei zerfalliz in zwei disjunkte Teile, die unter der Projektidihy — R
jeweils bijektiv auf das fiene Intervall (Qco) abgebildet werden, und wir kdbnnen einen
dieser Teile als Graph einer Funktion im Ublichen Sinnélesd
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Der Graphl™ aus Beispiel 11.7.6, i), istusammenhangendEr kann nur,mit Gewalt* in
zwei Teile zerschnitten werden, von denen sich jeder jektf C* abbildet.
Die richtige Formalisierung und Erklarung geschieht im @epologie ([9], Kapitel
6-8): Wir haben
R* = (—o0,0) LI (O, ).

Das Intervall (Qoo) ist zusammenziehbay d.h. es lasst sich stetig in einen Punkt de-
formieren. Aus diesem Grund hat, (0) keine interessanteldberlagerungenund auch
keine topologisch interessantenFunktionsgraphen. Die topologischen Rausteund

C* sind nicht zusammenziehbar. Sie habenFliedamentalgruppe Z. Deshalb gibt es
interessanté&lberlagerungen, die wir als Graphen interessanter metiggeFunktionen
ansehen konnen. Abbildung I1.1 zeigt z.B. digiverselle Uberlagerung von S*.

11.7.9 Aufgaber(Logarithmus und Potenzeni) Es sei

Log:C* — C
z — Log(2

der Hauptzweig des Logarithmus. Geben Sie eine Formel fur
Logw-2), w,zeC",
an. Unter welchen Bedingungenarundz ausC* gilt folglich
Log(w- 2) = Log(w) + Log(2)?

Geben Sie Beispiele fiw undzausC* an, fur die diese Gleichung verletzt ist.
i) Th. Clausen® stellt in Band 2 des Journals fur die reine und angewandtbéaa-
tik** aus dem Jahr 1827 auf Seite 286f folgende Aufgabe:

13Thomas Clausen (1801- 1885), danischer Astronom und Maitiker.

YDiese Zeitschrift ist die alteste noch erscheinende nmadtische Zeitschrift und genieBt heu-
te noch hohes Ansehen. Dijantiken" Bande dieser Zeitschrift kbnnen Heitp://gdz.sub.uni-
goettingen.de/ angesehen werden.
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“Wenn edie Basis der hyperbolischen Logarithmermen halben Kreisumfang, umcki-
ne positive oder negative ganze Zahl bedeuten, so ist belcner™ V-1 = 1, g2 V-1 =
e folglich auche*2w V=17 — @ = g+ V-1-4x’ Dg gpherel*4 V-1 = e st, so wilrde
daraus folgene™*™** = 1, welches absurd ist. Nachzuweisen, wo in der Herleituagei
Resultats gefehlt ist.”

Losen Sie diese Aufgabe. Welches Gesetz fur die Expaad@ntktion wurde falschli-
cherweise angewendet und kann daher nicht gelten?
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Holomorphe Funktionen

Im letzten Kapitel haben wir uns davon uUberzeugt, dass demgvertrechnung fur den
Korper der komplexen Zahlen zusammen mit seinem Absdiagéhnlich funktioniert
wie fur den Korper der reellen Zahlen mit seinem Absoltdge Daher konnen wir die
Definitionen der Stetigkeit und der fPerenzierbarkeit aus der Analysis | fur komplexwer-
tige Funktionen, die auf einer Teilmenge der komplexen Elagfiniert sind, Uberneh-
men. Allgemeiner lassen sich Stetigkeit undiBienzierbarkeit so auf jedemormierten
Korper erklaren. Die GesetzmalRigkeiten fur Stetigkeit unéf@enzierbarkeit, die nur
auf den Grenzwertsatzen beruhen, Uibertragen sich weibaittsamt Beweisen auf die
komplexe Situation.

Komplexwertige Funktionen, die auf eineffenenTeilmenge vorC definiert sind und
in jedem Punkt dieserftenen Menge dierenzierbar sind, werddmlomorph genannt.
Die algebraische Struktur der komplexen Zahlen schlagtisi der Theorie der holomor-
phen Funktionen nieder und sorgt dafur, dass sich dieseveahder Theorie der reell
differenzierbaren Funktionen unterscheidet. Um dies zueden, vergleichen wir den
Begriff der Holomorphie mit dem der reellen flérenzierbarkeit von Abbildungen von
offenen Teilmengen voR? nachR?. Es stellt sich heraus, dass holomorphe Funktionen
als diejenigen reell dierenzierbaren Funktionen gekennzeichnet werden konineeden
Cauchy—Riemann-Dfferentialgleichungengeniigen. Daraus kann man bereits wichtige
Informationen Giber holomorphe Funktionen gewinnen.

Weiter werden wir digviobiustransformationen als Beispiele fur holomorphe Funk-
tionen von einem geometrischen Standpunkt genauer iesgiEi

1.1 Stetigkeit

[11.1.1 Definitionen. Es seierD c C eine Teilmengef: D — C eine Funktion und
aeD.
i) Die Funktion f ist stetig in ac D, wenn
lim f(z)) = f(a).
n—oo
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Kapitel Ill. Holomorphe Funktionen

fur jede Folge £,)nn VOon komplexen Zahlen mi, € D, n € N, und limz, = aqgilt.

Nn—oo

i) Die Funktion f ist stetig wenn sie in jedem Punkte D stetig ist.
[11.1.2 BemerkungDie Funktionf ist genau dann stetig @ wenn sie das-6-Kriterium
Ve>0d5>0vzeD: [z-a<s = |[f@-f(@)|<e
erfullt (vgl. [13], Satz 3.4.8; [14], Satz 3.3.1).
Aus den Rechenregeln fur Grenzwerte (Satz 11.1.3) ergslmmfolgende

I11.1.3 Eigenschaften. i) Seien Dc C, f,g: D — C zwei Funktionen, & D undA € C.
Wenn f und g stetig in a sind, dann sind auch folgende Funétigtetig in a:

f+g.D — C

z — f(2+92,
A-f:D — C

z — A-1(2,
f-g0D — C

z — 1(2-9(2.

i) Seien Dc C, f: D — C eine Funktion und & D. Wenn {2) # Ofuralle ze D
giltund f in a stetig ist, dann ist auch die Funktion

— D — C
1

— —

2

N

stetig in a.
iii) Seien Dc C, f: D — C eine Funktion, & D und

¢p:D — RcC

z — Rg1(2),
y:D — RcC
z — Im(f(2).

Dann gilt
YzeD: (2@ =¢(2@+y(2-I,

und f ist genau dann stetig in a, weprundy stetig in a sind.

Ferner gilt:

l11.1.4 Lemma. EsseienDD’ c C, f: D — C, g: D’ — C Funktionen und & D, so
dass

f(D) cD.
Wenn f inaund g in (@) stetig sind, dannistg f: D — C stetig in a.
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lll.1. Stetigkeit

[11.1.5 Beispiele.i) Die Betragsfunktion
|-]:C — R
zZ — |2

ist stetig. In der Tat gilt

VzeC: |24= vRe@?+Im(2)2,
so dasd als Verkettung stetiger Funktionen stetig ist.
i) FUr ay, ..., a, € C ist diepolynomiale Funktion
p:C — C
Z — a+a-Z+--+a,-2"
stetig.
iii) Die Exponentialfunktion expC — C ist stetig. Fuiz=a+ b-i gilt
exp@+ b-i) = exp@) - (cosp) +i - sin()).
Damit finden wir

Yze C: Reexp@)=-exp@)-cosp) und Imexp@) = exp@) - sinD).

Folglich sind der Real- und Imaginarteil von exp stetigcN&igenschatft 111.1.3, iii), ist
exp stetig.

iv) Die Funktionen sincos:C — C sind stetig. Das folgt aus den Eulerformeln (Satz
11.5.6)

sin@ = %-(exp@z)—exp(—iz))

cos@) = }-(eprz)+exp(—iz)),

2
Eigenschaft 111.1.3 und Lemma lll.1.4.
[11.1.6 Aufgabe(Hauptzweig des Arguments und des Logarithm&s seien
Arg: C* — C
bzw.
Log: C* — C

der Hauptzweig des Arguments bzw. des Logarithmus. In vesldPunkten sind diese
Funktionen stetig?

[11.1.7 Aufgaben(Logarithmus und Wurzel)i) Zeigen Sie, dass es keistetigeFunktion
I:C*— C

mit exp((2)) = zfur alle z € C* geben kann.Hinweis. Vergleichen Sid mit dem
Hauptzweig des Logarithmus.)
i) Beweisen Sie auch, dass es keine stetige Funktion

f.C*—C*
mit (f(2))? = zfur allez e €* gibt.
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Kapitel Ill. Holomorphe Funktionen

Umkehrfunktionen

Es seienD c C und f: D — C eineinjektive Abbildung. Dann gibt es genau eine
Funktion
f1: f(D) — C

mit
vzeD: fXf(@)=z und Ywe f(D): f(fw))=w.

[11.1.8 Definition. Die Funktionf1 ist die Umkehrfunktion von .f

[11.1.9 Warnung. Wenn die Funktionf: D — C stetig und injektiv ist, dann ist die
Umkehrfunktionf~*: f(D) — C nicht zwangslaufigstetig.

[11.1.10 Beispiele.i) Wir betrachten den Hauptzweig des Arguments (Definiti&na)
Arg: St — C

aufSt:={zeCl|lz =1}

Lemma. Die FunktionArg ist in (-1) € St nicht stetig.

Beweis.Es qilt Arg(-1) = n. Wir verwenden die Folgez(),.y mit
1\ .
Zy = exp((—n + ﬁ) . |), n>1

. 1
im -7+ == —n,
n

n—oo

Offenbar haben wir

so dass
lim z, = expln-i) = -1.
N—ooo

Weiter gilt
Arg ex;:((—n+})-i) :—n+} n>1
n n’ -

Schliel3lich ergibt sich
. . 1
lim Arg(z,) = lim —n + -=-7 # = Arg(-1).
Nn—oco n—oo

Dies zeigt die Behauptung. |

if) Der Hauptzweig des Logarithmus Log>* — C istin keinem Punkt der negativen
reellen AchseR_o = { X € R| x < 0} stetig. In der Tat gilt

Log(2 =In(|Z) + i - Arg (|—§|)

fur ze C*. Damit leiten wir das Ergebnis aus Teil i) ab.
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[1l.2. Einige Begrite aus der Topologie

111.2 Einige Begriffe aus der Topologie
Wir betrachten den Vektorrau®" mit dereuklidischen Norm
I-1' R" — R0
(X1, o0y Xn) > X+ .+ X2
Dies enthalt den Spezialfall mit dem Betrag - | (Bemerkung 1.4.6).
[11.2.1 Definition. i) Furae R"undr > 0O ist
Bar) = {xe R"|[Ix - all < r}

deroffene Ballmit Mittelpunkt avom Radius t

i) Eine TeilmengdJ c R" heil3toffen, wenn es zu jedem Punéte U eine > 0 gibt,
so das$B(a, &) c U.

iii) Eine TeilmengeA c R" ist abgeschlossenvennU = R" \ A offen ist.

[11.2.2 Lemma. Fur eine Teilmenge A R" sind aquivalent:
i) Aistabgeschlossen.
i) Fur jedekonvergenteolge (z,)nen In R" Mit z, € A, ne N, gilt

limz, e A

Nn—oo

Beweis.[14], Satz 2.1.4. O

[11.2.3 Definition. Eine MengeA c R" heilstkompakt wenn es fir jede Familie)ic,
von dofenen MengetJ; c R", i € |, mit

AcUu

eineendliche Teilmengelp c | mit

AcC UU,

ielg
gibt.
[11.2.4 Satz. Fur eine Teilmenge A R" sind aquivalent:
i) Aist kompakt.
i) Aistabschlossen und beschrankt.

i) Jede Folggz,)n Mit Z, € A, Nne N, besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. es gibt
eine Folge(k,)nen VOn natirlichen Zahlen mit k < kn,1, N € N, so dass die Folge
(Z«,)nen konvergiert und ihr Grenzwert in A liegt.

Beweis.[14], Satz 2.2.12 und Satz 2.2.14. |
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Kapitel Ill. Holomorphe Funktionen

[11.2.5 Satz. Es seien Ac R™ eine kompakte Teilmenge und A — R" eine stetige
Abbildung! Dann ist f(A) c R" ebenfalls kompakt.

Beweis.[14], Satz 3.4.1. O

[11.2.6 Folgerung. Es seien Ac R" eine kompakte Teilmenge und A — R eine stetige
Funktion. Dann nimmt f ein Minimum und ein Maximum an.

Beweis.[14], Folgerung 3.4.2. |

111.2.7 Beispiel. Der Hauptzweig Arg S! — C ist nicht stetig: Das Bild vorA ist das
nichtkompakte Intervall (-, r].

[11.2.8 Folgerung. Es seien Ac R™ eine kompakte Teilmenge und A — R" eine stetige
und injektive Abbildung. Dann ist die Umkehrfunktiort f f (A) — R™ auch stetig.

Beweis.Es ist zu zeigen, dass fiir jed&ene Teilmengé&) c A das Urbild f~1)~1(U)
vonU unter der Umkehrabbildunfy* offen ist ([14], Aufgabe A.4.1). Jetzt gilt aber

(FH)7(U) = f(U).

Das Komplement vori(U) in f(A) ist f(A\U). DaA\U abgeschlossen und als Teilmenge
der kompakten Meng@& damit kompakt ist ([14], Satz 2.2.11), i${A \ U) nach Satz
[11.2.5 abgeschlossen. Folglich is{U) offen. O

111.3 Di fferenzierbarkeit
[11.3.1 Definition. Es seienD c C eine Teilmenge uné € D. Wir nennena einen
Haufungspunkvon D, wenn gilt
Ye>0: (D\{a)nB(ae) # 2,
d.h. fur allee > 0 existierteize Dmit0 < [z—a| < &.

[11.3.2 Beispiel.i) WennU c C offen ist, dann ist jeder Punkte U ein Haufungspunkt
vonU.
i) Jeder Punkh € R c C ist ein Haufungspunkt voR.

111.3.3 Definitionen. i) Es seierD c C eine Teilmengea € D ein Haufungspunkt und
g: D\ {a} — C eine Funktion. Wir sagen, dass derenzwert

lim g(2)
Z—a
existiert wenn es eine komplexe Zalhk C gibt, so dass
lim g(z,) = |
Nn—oco
fur jede Folge £,)new Mit z, € D\ {a}, n € N, und® lim z, = agilt.
Schreibweiselim g(2) = I.
Z—a

i) Es seienD c C eine Teilmengef: D — C eine Funktion unda € D. Die
Funktion f ist in a (kompleX differenzierbay wenn gilt:

LStetigkeit wird wie in Definition 111.1.1 definiert (s. [14Definition 3.1.1).
2Diese Bedingung kann man nur formulieren, wergin Haufungspunkt vom ist.
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[11.3. Differenzierbarkeit

* aist ein Haufungspunkt voD,

* lim M existiert.
zZ—a

f(z) f(a)

Schreibweisef’(a) := lim —————— 2
Die Zahl f'(a) ist dleAbIeltungvon fina

[11.3.4 Bemerkungeni) Die obige Bedingung der komplexenfBerenzierbarkeit in einem
Punkta € A benotigt die Korperstruktur der komplexen ZahlenEs muss durclz — a
geteilt werden. FUD c C, eine Funktionf: D — C unda € D haben wir zwei Dffe-
renzierbarkeitsbedte, und zwar den der reellenfBérenzierbarkeit einer Abbildung von
einer Teilmengd c R? nachR? ([14], Definition 6.1.1) und den der komplexenfi2-
renzierbarkeit aus Definition 111.3.3. Der erste bedeuwassf in a durch eineR-lineare
Abbildung approximiert werden kann, der zweite, daskirch eineC-lineare Abbildung
angenahert werden kann. In Abschnitt 1.7 haben widlmearen Abbildungen unter den
R-linearen charakterisiert. Diese Charakterisierungtzdss komplexe Bierenzierbar-
keit wesentlich restriktiver ist als reelle fierenzierbarkeit (s. Beispiel 111.3.5, iii).

i) Die Definition der Diterenzierbarkeit macht in jedem normierten Korper Sinn. Ne
ben R, |-[) und (C, |-|) sind die KorperQy, |-|p) der p-adischen Zahlen p eine Primzabhl,
wichtige Beispiele fur normierte Korper. Elemente derdysis fur diese Korper werden
in [7] vorgestellt.

[11.3.5 Beispiele.i) Es seieh € Cund f: C — C, z+— 4, die zugehodrigdonstante
Funktion. Diese Funktion ist in jedem Punkte C differenzierbar mit Ableitung 0. In
der Tat gilt (f(2) — f(a))/(z—a) = (1 - 12)/(z—a) = O fur jeden Punkz € C \ {a}.

i) Die identische Abbildung f: C — C, z + z ist in jedem Punkt € C diffe-
renzierbar mit Ableitung 1. Das ergibt sich aus der Tatsaghass ((2) — f(a))/(z— a) =
(z—a)/(z—a) = 1 fur jeden Punkz e C \ {a} gilt.

i) Die komplexe Konjugationf: C — C, z + Z, ist in keinem Punkta € C
differenzierbar. Dazu betrachten wir dieflerenzenquotienten fir die beiden Folgen

1 i
(a+—) und (a+—) ,
N/n>1 N/n>1

die gegera konvergieren. Wir berechnen

1
f(a+ ﬁ)- f(a) %
lim 1 = lmT=1
‘n n
| .
f(a+ —)- f(a) !
lim n = lim =" =_1
n—oo | n—ooo |
n n

Dieses Ergebnis mag auf den ersten Blick Uberraschenémwidumal die komplexe
Konjugation, als Abbildung vo®? nachR? aufgefasst, unendlich oft fierenzierbar ist
(d.h.k-mal stetig diferenzierbar im Sinne von [14], Bemerkung 10.2.4, fur jddesN).

57



Kapitel Ill. Holomorphe Funktionen

An dieser Stelle manifestiert sich zum ersten Mal der KbpeWir erkennen die reell
zweidimensionale Struktur: Wir nahern uns einmal in Ricigt der reellen und einmal in
Richtung der imaginaren Achse an den Puamkin. Die algebraische Struktur vanlie-
fert verschiedene Werte fur dieRéchtungsableitungen Wir werden spater die genauen
Vertraglichkeitsbedingungen fur die partiellen Ablgigen, die Diferenzierbarkeit for-
dert, alsCauchy—Riemann-Diferentialgleichungenfesthalten.

111.3.6 Aufgaber(Komplexe Dtterenzierbarkeit)i) Es seif : C — C eine Funktion, die
in jedem Punkt komplex tlierenzierbar ist. Ferner gelf€C) c R. Zeigen Sie, das$
konstant ist.

i) Es seienD c R(!) und f: D — C. Wir schreibenf(x) = u(X) + v(x) - i mit
u,v: D — R. Zeigen Sie, dass in einem Punkta € D genau dann (komplex) fieren-
zierbar ist, wenm undv in a (reell) differenzierbar sind.

[11.3.7 Lemma. Es seien Dc C eine Teilmenge, fD — C eine komplexwertige Funk-
tion und ae D ein Haufungspunkt. Wenn f in afiirenzierbar ist, dann ist f in a auch
stetig.

Beweis.Es sei &,)nn €ine Folge inD mit lim z, = a. Entweder gibt es eimg € N

Nn—oo

mit z, = a fur allen > ny oder die Folgenglieder, die sich vanunterscheiden, bilden
eine Teilfolge &, )new (im Sinne von [13], Definition 2.3.6). Im ersten Fall gilfenbar
lim f(z,) = f(a). Im zweiten Fall haben wir

N—o0

lim f(z,) = f(a < Ilim f(z,)= f(a).
Daher durfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheitiussetzen, dass

YneN: z,#a

Unter dieser Voraussetzung haben wir
f(z,) - f(a)

N: f = (zh - f
vne (20) 2 _a (zo—a) + f(a),
so dass
lim f(z)) = f'(@)- (a—a) + f(a) = f(a).
n—oo
Damit ist die Stetigkeitsbedingung aus Definition [II.1riiét. |

Ableitungsregeln

[11.3.8 Satz. Gegeben seien eine Teilmenge D C, Funktionen fg: D — C, ein
Haufungspunkt & D sowie eine komplexe Zahle C.

i) Wenn f in a dfferenzierbar ist, dann ist auch die Funktian f: D — C, z+—
A- 1(2), in a differenzierbar mit

(- f)Y(@) =1 ().

i) Sind f und g in a dferenzierbar, dann ist auch die Funktion+fg: D — Cina
differenzierbar und hat die Ableitung

(f+9)(@ = f'(a +g(a.
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[11.3. Differenzierbarkeit

i) Falls f und g in a dfferenzierbar sind, dann ist auch-§j: D — C in a differen-
zierbar mit Ableitung

(f-gy@=f(@- 9@+ f(a- g

iv) Gilt f(2) # Ofur alle ze D und ist f in a diferenzierbar mit f(a) # 0O, so ist die
Funktionl/f: D — C, z+— 1/1(2), in a differenzierbar und hat die Ableitung

1\, @)

()@=

Beweis. Teil i) und ii) folgen unmittelbar aus den Grenzwertsatteh.3. Fur Teil iii)
schreiben wir

f2-92-f@-9@="12 92-f@ 92+ f(@ 92-f@- 9@, zeD.
Damit berechnen wir

i 1292~ f@ 9@ _ EL“a((f(z) - (@) 9@ , 1@ (9@ - g(a)))

- e z-a z-a
_ (Ziﬁaf(z) f()) mg(z)”(a).(m%g(a))
= (@) 9@+ (@) g

Neben der Diferenzierbarkeit vorf und g in a haben wir bei der letzten Umformung
verwendet, dasgin a stetig ist (Lemma [11.3.7).
iv) Fur z e D haben wir
1 1 f@-1(2
f f@ f(@@-f(@)

und schliel3en
1 1

2 f@ _|{, 1 - f@-f@)_ 1 ,
m—7a ‘('z'inaf(z).f(a)) ('z'ina =2 | T @)
Dabei geht wieder ein, dagsan der Stelle auch stetig ist (Lemma 111.3.7). O

[11.3.9 Satz (Kettenregel) Es seien DE c C Teilmengen, fD — C,g: E — C
komplexwertige Funktionen undeaD ein Haufungspunkt. Wenn(D®) c E gilt, f in a
und g in f(a) differenzierbar sind, dannistgf: D — C in a differenzierbar und hat
dort die Ableitung

(9o ) (@) = f'(a) - g'(f(a)).

Beweis. Wir erklaren die Hilfsfunktion

rre — C
9(2 — g(f(a)
7 — {z——f(a)’ fa”SZ;tf(a) '
g(f(a)), fallsz= f(a)

Sie hat folgende Eigenschaften:
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* Die Funktionr ist in f(a) stetig.

* Yze E:9(2 - g(f(@) =r(2 - (z- f(a)).
Daraus resultiert

9(f@) -9(f(@) _r(f@)-(f@ - f(&)

z-a z-a » zeDAa,
und
f —qg(f
im ST ZITE) _ im (1)) - 1/@) = r(f(@) - /(@) = 1@ - g (F (@)
Dies ist die Kettenregel. |

Holomorphe Funktionen

[11.3.10 Definition. Es seierlJ c C eineoffeneTeilmenge,f: U — C eine komplex-
wertige Funktion uné € U.

i) Wir nennenf holomorph wennf in jedem Punkb € U differenzierbar ist.

if) Die Funktion f ist holomorph in a wenn es eire > 0 gibt, so dass die Ein-
schrankundfiga, : B(a, ) — C, z+— f(2), holomorph ist.

[11.3.11 Beispiele.i) Es seiery, ..., a, € C. Die zugehoriggolynomiale Funktion
p:C — C
Z — ag+a-zZ+---+ay-2"

ist holomorph. Dies folgt aus den Ableitungsregeln 111.8r&1 Beispiel 111.3.5, i) und ii).
Fur die Ableitung gilt

VzeC: pP@=ay+2-a-z+---+n-a,-2""%

ii) Es seienay, ..., am, bo, ..., b, € C, so dasd; # O fur mindestens eif € {0, ...,n}.
Wir definieren
U:={zeClby+by-z+---+b,-Z"#0}.

(Das Komplemenc \ U besteht aus hochsten$unkten.) Digationale Funktion

E:U—><l:
q

Qp+a-Z+---+ay-2"
bo+by-z+---+by- 2

ist holomorph.
[11.3.12 Aufgabe.Es sei

f:C — C
Z=X+Y-i — XV +x- Y.

Weisen Sie nach, dagsggenau dannia € C komplex diterenzierbar ist, wena € RUR-i
gilt. Gibt es eine ene Teilmeng® c C, so dasdy holomorph ist?
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Potenzreihen

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass eine Potenzreih#dest dfenen Kreisscheibe,
die durch ihren Konvergenzradius bestimmt ist, eine holgie Funktion definiert. Es
seien als@ € C, (a,)nen €ine Folge komplexer Zahlen und

iak~(z—0)k
k=0

die entsprechende formale Potenzreihe mit Entwicklungisippa Die Reihe habe den
Konvergenzradiug > O.

[11.3.13 Satz. Es sei(b,)nn die Folge mit
b,:=(n+1)-a,1, NEeN.
Die formale Potenzreihe
Z b - (z— ©)*
k=0
hat ebenfalls den Konvergenzradius

Beweis.Es seip’ der Konvergenzradius der Reil% b - (z— ). Nach dem Satz von
k=0
Cauchy—Hadamard 11.3.16 gilt

1 -— 5 -/ n n
— = I[Qo‘/m: rIgzlo(\/n+1- \/lan+l|)-

Q n
Es gilt
. n . 1
lim Vn+ 1= Ilim exp(ﬁ “In(n+ 1)) =1,
Nn—oo n—oo
well

||mM:

Nn—oo

Da weiterVn+ 1 > 0,n > 1, haben wir

1 —
~ =1im Vlanl.

o

0.

Man beachte, dagg der Konvergenzradius der Reihe

3 a2 o
k=0

ist. Es sek € C eine komplexe Zahl miz - ¢| < o’. Fur allen € N gilt

n+1 n

D 3 Z-0f=a0+(z-0) ) & (2-0f
k=0 k=0
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Wir schlieRen, dass die unendliche Reﬁeak - (z - ©)X konvergiert und deshally < o
k=0

gilt.
Jetzt sei umgekeh#t € C eine komplexe Zahl mit & |z— ¢| < o. Firn € N finden
wir
n+1

Zak+1-(2—0)k= i-(Zak-(Z—C)"—ao).
k=0 2-C \{3

Wir folgern die Konvergenz der Reihﬁ a1 - (Z— ¥ undo’ > o. Insgesamt haben wir
k=0

die postulierte Gleichheit’ = o bewiesen. |
[11.3.14 Satz. In der obigen Situation sei

f:B(c,o) — C
z —> Zak-(z—c)k.
k=0
Diese Funktion ist holomorph, und es gilt
Vze B(c,0): f'(2= Zk- ac- (z— o).
k=1

Insbesondere ist die Funktion

f’:B(c,o) — C
z — (2

holomorph.

Die Ableitungsregel fur Polynome (Beispiel 111.3.11,ubértragt sich also auf durch
Potenzreihen definierte Funktionen. Eine solche Funksbpunktweiser Grenzwert ei-
ner Folge polynomialer Funktionen. Der obige Satz machtitseime Aussage Uber die
Vertauschbarkeit zweier Grenzprozesse, und zwar desjendsgr bei der Bildung voh
verwendet wird, und desjenigen, der in der Definition dereftbihg steck.

Beweis von Sat#l.3.14. Mitder Kettenregel (Satz 111.3.9), angewandt aufB(0, o) —

C,z+— Y a-Z, undy: C — C,z+— z—c, Uberprifen wir, dass es geniigt, die Aussage
k=0
fur c = 0 zu beweisen.

FiUrn € N definieren wir
n
S = ) a-Z

=0

iaklk.
k=n+1

~

(2

Mit Hilfe von Satz 111.3.13 erklaren wir

g: B0,0) — C
Z — Z k-a -2t
k=1
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[11.3. Differenzierbarkeit

Es ist nun Folgendes zu verifizieren: Fur einen Pumkt B(0, 0), eine reelle Zahl
r € R mit
W <r<p

und eine Folgez))nn in B(0,r) \ {w} mit

fim 2, = w
gilt f f
)
Dazu schreiben wir
T =100 gy = (S )+ (5 - g + =l
(111.1)

fur m,n € N und geben uns eine positive reelle Zahi 0 vor.
Zunachst bemerken wir, dass der zweite Summand nichtiverN abhangt. Da die
Folge E,(W))men gegeng(w) konvergiert, kdbnnen wir einen Indew, € N finden, so dass

Ym>me: |snw) - gw)| < g

Der entscheidende Schritt besteht nun darin, den letztem Tieabhangig vonn
abzuschatzen. Es seiemn € N. Dann haben wir

rm(zn)_rm(w): 1 iak(zﬁ—V\lk)Z iakZﬁ_Wk

W A ] k=m+1 oW

Flurk,ne N gilt

‘Zjn__mvc =22 W 2 WP W <k

wegenw| < r und|z,| < r. Daher

YymneN :

Zy— W

Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert gegen Null, deegenr < o konvergiert

die ReiheY k- a - r*"* nach dem abelschen Konvergenzlemma 11.3.7 absolut. Deshal
k=1
konnen wirm, > my so wahlen, dass

(nzn) = ToW)] _ &

Ym>mVvne N : .
= Zn— W 3

Diese Abschatzung ist in der Tat unabhangig manN.
Jetzt fixieren wir eine naturliche Zal > my. Die polynomiale Funktiorsy ist
holomorph (Beispiel 111.3.11, i). Es existiert ein Indexe N mit

Sm(zn) — sm(w)

Yn>ng: 2w

— su(w)

<£
3
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Gleichung (l11.1) zeigt schlief3lich

f(z) - f(w)

Yn>ng: Z — W

-gw)| < e.
Damit ist der Beweis beendet. O
[11.3.15 Folgerung. Die Funktionen
exp sin, cos:C — C
sind holomorph, und fur die Ableitungen gilt:
Vze C: exp(2 =exp@, sin(2 =cosk), cos(z) =-sin@.
Beweis.Die Holomorphie ergibt sich direkt aus Satz 111.3.14, und Ableitungen ermit-

teln wir durch gliedweise Dierentiation der entsprechenden Potenzreihe. Essséi
Mit der Exponentialreihe (Definition 11.4.2, i) berechneirw

Sk, S AT S
expf(z):;H-zk :;(k_l)!:;ﬁzexp(z).

Fur die Sinusreihe aus Definition 11.5.2, i), ergibt sich

2k+1 - pi
sin'(2) = Z( 1)< D) = kzz(;(_l)k. 20 - cosg).

Fur die in Definition 11.5.2, ii), eingefuhrte Kosinushe finden wir schlief3lich

. Z2k+1 .
Coé@-Z( 1) W' Z( DN (2k D! Z(‘ ) kol - Sn@-

Damit sind alle behaupteten Formeln fur die Ableitungbarpriift. O

Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen

Wir inspizieren die folgende Lage: Es seidyV c C offene Teilmengen unfl: U — C
undg: V — C komplexwertige Funktionen, so dass

* f(U)cV,
* YVzeU:g(f(2)) =z

[11.3.16 Satz. Es sei ac U ein Punkt, so dass f in a stetig ist, g ifaj differenzierbar
und d(f(a)) # 0. Dannist f in a dfferenzierbar mit Ableitung

1
g(f(a)

f/(a) =
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[11.3. Differenzierbarkeit

Beweis.Es sei &,)nen €ine Folge inJ \ {a} mit

limz, =a.

Nn—oo

Wegen
o(f(z) =z #a=9(f(a))
gilt auch
f(z)) # f(@, neN. (11.2)
Die Folge (f(z,)nen liegt somitinV \ {f(a)}. Auf Grund der vorausgesetzten Stetigkeit
von f in agilt
lim f(z) = f(a).

Die Differenzierbarkeit vog in f(a) liefert

n-a o of@)-gf@) _ oo

M) @ e T - (@

Auf Grund von (111.2) undg'(f(a)) # O sind die Voraussetzungen von Satz 11.1.3, iii),
erfullt, so dass

e zo—a g(f(a)
folgt. O

Die Funktion
Log: C\ Ry — C

ist stetig (Aufgabe 111.1.6), und fur die Exponentialfuidn exp: C — C gilt
Vze C: exp(d=exp@ #0

nach Folgerung I11.3.15 und 11.4.4. Wir kdnnen Satz Il1.8.aufU := C \ R, f := Log,
V := Cundg := exp anwenden.

[11.3.17 Folgerung. Die Einschrankung
Log: C\ R — C

des Hauptzweigs des Logarithmus auf djeme MengeC \ R ist holomorph.

Gebiete

[11.3.18 Definitionen. i) Es seiD c C eine Teilmenge. EitWegin D ist eine stetige
Abbildung
y:[abl —C
mit
y([a b]) ¢ D.
Dabei sinda, b € R reelle Zahlen mit < b.
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i) Es seiy: [a,b] — C ein Weg. Seiné&purist die Teilmenge

Spurfy) :=y([a,b]) = {¥(t) It [a,b] } c C.

iii) Eine TeilmengeD c C ist wegzusammenhangenslenn es zu je zwei Punkten
w,ze D einen Wegy: [a, b] — Cin D mit

y@=w und y(b) =z

gibt.
iv) Eine TeilmengeG c C darf sichGebietnennen, wenn sie nichtleerffen und
wegzusammenhangend ist.

111.3.19 Beispiel(Kreiswege) Es seiera € C eine komplexe Zahl und > 0 ein Radius.
Dazu definieren wir deKreisweg

v(a,r):[0,2r] — C
o > a+r-exp(- ).

y(a,r)

[11.3.20 BemerkungWir werden in Definition 1V.7.3 einen weiteren Zusammenhsng
begritf kennenlernen. Fur Gebiete ist er aquivalent zum Wegzosarhang (Folgerung
IV.7.5 und Aufgabe 1V.7.6).

Die folgende Aufgabe zeigt, dass jed€ame MengdJ c C auf kanonische Weise als
disjunkte Vereinigung von Gebieten geschrieben werden kaih.

U= |_|Gi, G; c C ein Gebietj € I.

iel

Die Indexmengé ist dabei endlich oder abzahlbar. Fur eine komplexe Rankt: U —
Cund Indizes, j € | miti # j ist das Verhalten voif aufG; vollig unabhangig vom dem
Verhalten aufG;. Daher macht es beim Studium holomorpher Funktionen Sioh,asif
Gebiete als Definitionsbereiche zu beschranken.

[11.3.21 AufgabenZusammenhangskomponenten)Zu zeigen: Es seie® undG’ Ge-
biete in der komplexen Ebene. Dann®U G’ genau dann ein Gebiet, we@M G’ # @.

i) Es seiU c C eine dfene Teilmenge. EinBusammenhangskomponente vorstJ
eine zusammenhangende Teilmenge U, die maximal bzgl. Inklusion unter den zu-
sammenhangenden Teilmengen brst, d.h. furV c V’ ¢ U mit V' zusammenhangend
gilt V = V'. Zeigen Sie:
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[11.3. Differenzierbarkeit

1. Eine Zusammenhangskomponente bist offen.

2. Fur zwei Zusammenhangskomponente’ vonU gilt V = V' oderV NV’ = @.
(Die MengeU ist also die disjunkte Vereinigung ihrer Zusammenhanggammen-
ten.)

iii) Weisen Sie nach, dass eindgfene Teilmenge vorC hochstens abzahlbar viele
Zusammenhangskomponenten hat. Geben Sie ein Beispmhiidiene Teilmenge von
C mit abzahlbar unendlich vielen Zusammenhangskomponente

[11.3.22 AufgabenGebiete) i) Es seiG c C ein Gebiet. Zeigen Sie, dass es zu je zwei
Punktenw,z € G einenstiickweise glattenWeg y: [a,b] — G mit y(a) = w und
y(b) = zgibt.

i) Es seienG c C ein Gebiet undy, ..., Z,, € G. Weisen Sie nach, dass auch

G\{z,...,zZn}

ein Gebiet ist.
iii) Welche der folgenden Teilmengen vansind Gebiete? Begriinden Sie lhre Ant-
wort und skizzieren Sie die jeweiligen Teilmengen.

=

. {ze <1:||z2—3|<1}.

N

ze C||IZ2-1<3}.

w

3
. {zecl:“|zz|—3|<1}.
4.

ze <E|z+|z|¢0}.

ol

.A\B,A::{z:x+y-ie<[:‘(0<x< DA(O<y< 1)},

- : 1 1
B::U{z:x+y-|ec‘x:ﬁ/\0<ys 5}'

n=2

Charakterisierung konstanter Funktionen

[11.3.23 Satz. Es seien G- C ein Gebietund f: G — C eine komplexwertige Funktion.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

i) Die Funktion f ist konstant.

i) Die Funktion f ist holomorph, und fur alleeG gilt f'(z) = 0.

[11.3.24 Bemerkungln der reellen Analysis kann man die entsprechende Aussageim
aus dem Mittelwertsatz ableiten ([13], Folgerung 4.3.5 413d7). Der Mittelwertsatz gilt
in der komplexen Analysis nicht. Man betrachte z.B. die Ehguaialfunktion exp C —
C. Hier gilt

exp(0)=exp(2r-i) aber Vze C: expg(2) =exp@ #O0.

Auf Grund dieser Bemerkung besteht die Strategie des olBgereises darin, sich
auf die reelle Situation zuriickzuziehen.
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Beweis vorll.3.23. Wir fixieren einen Punktly € G und miissen zeigen, dass

f(v) = f(uo)
fur jeden anderen Punkte G gilt. Dazu wahlen wir einen Weg
v:[ab] — C
in G mit
v(@ =uy und y(b)=w.
Die Funktionf oy: [a,b] — C ist nun auf einem reellen Intervall definiert (vgl. Aufgabe
111.3.6, ii). Allerdings ist der Wegy nur stetig, so dass wir nicht schlieRen kdnnen, dass
f o y differenzierbar ist. Um das Argument zu beenden, missen vwgezedass wir
v differenzierbar wahlen konnen. Dafur geben wir eine topstdge Begriindung (vgl.

Aufgabe I11.3.22, i).
Schritt 1. Die MengeA := C \ G ist abgeschlossen. Es sei

d(,A): C — R
Z — inf{lz—a||aeA}

die Funktion, die den Abstand Zumisst. Sie ist stetig ([14], Lemma 3.3.3). Daher nimmt
die stetige Funktion

[a,b] — R
t — d(y(t),A

auf dem kompakten Intervall ein postives Minimdman. Somit gilt

Spur) c | | BO/(1).6) < G.

te[a,b]

Da Spurf) nach Satz 111.2.5 kompakt ist, kbnnen wie N und Parametdt, ..., t, € [a, D]
finden, so dass

n

y([abl) ¢ ) Bot). o).

i=1
Dabei konnen wir

B(y(t,),5) N B()/(t|+1),5) * O, i = 1,...n-1,

voraussetzen.
Schritt 2. Nach Schritt 1 kdbnnen wir uns auf den Fall= B(ug, §) und

v:[0,1] — C
t — (L-t)-U+t-v

beschranken. Es sei
g:=foy:[0,1] — C.
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lll.4. Die Cauchy—Riemann-erentialgleichungen

Wir schreiben

gt) = o) +y(®) -1 mit o) = Re(g(t)), w(t) =Im(g(t)), te[0,1].
Firs,t € [0,1] mit s # t haben wir
gt —-o(s)  f((A-)-u+t-v)-f(1-9 -U+s-V) . (s—t)-u+({t-9-v

t-s (s—t)-Ug+(t—9 -V t—s
f(L-t)-up+t-v)—f((1L-9) - -Up+S-V)

(s—=t)-up+(t-9)-v - (V= W).
Somit folgt
lﬂ% =f((1-9 -U+5S-V) (V- U

fur s € [0, 1]. Die Funktionery: [0,1] — C bzw. ¢, ¢ : [0,1] — R sind komplex bzw.
reell differenzierbar, und es gilt

¢'(t)=0=y'(t), te[0,1].
Nach [13], Folgerung 4.3.7, sindundy und damit aucly konstant, und es ergibt sich
f(v) = 9(1) = 9(0) = f(uo)

wie behauptet. O

l1.4 Die Cauchy—Riemann-Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden wir reelle und komplexé&®ienzierbarkeit miteinander ver-
gleichen und komplex tlierenzierbare Funktionen als reelffdrenzierbare Funktionen
kennzeichnen, die gewisseffrentialgleichungen, die sogenann@uchy—Riemann-
Differentialgleichungen erfullen.

Wir betrachten dazu ein Gebiét c C, eine komplexwertige Funktioh: G — C
unda € G, so dasd in a komplex diferenzierbar ist. Wir schreiben

f(2 = u(xy) +Vv(xy) i
mit
uixy) =Regf(2) und v(xy)=Im(f(2), XxYyeR,z=x+y-ieG.  (lll.3)

[11.4.1 Schreibweise. Es seienG c C ein Gebiet.a € Gundg: G\ {a} — C eine
komplexwertige Funktion. D& offen ist, gibt es ei > 0, so dass

Yte(-e,e): a+teG und a+t-ieG.

Fur eine komplexe Zahlschreiben wir

limg@+h)y=1 bzw. Ilimgla+h-i)=I,
% e

wenn
limg(a+t) =1 bzw. limgla+t,-i)=I

fur jede Folget)nn reeller Zahlen mita+t, € Gbzw.a+t,-i € G, n € N, gilt.
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Die komplexe Differenzierbarkeitim=b+c-i, b, c € R, zeigt

_f(+h e - fb+c-i)

f'@ = i
i h
_ lim u(b + h,c) — u(b, ¢ i lm v(b + h, c) — v(b, c)’
e h - h
f hy-i)— f y
t(a) = ”hrp (b+ (c+ )i .|z] (b+c-i)
h—0
_ lim u(b,c+_h) —u(b,c) i lm v(b,c+.h) —v(b, c)
e i-h - i-h
_ ”hrp v(b,c+ hr)] —v(b,c) L lLT u(b, c+ hr)] — u(b, c).

h—-0 h—0

Wir erkennen:

* uundv sind ina partiell differenzierbar.
ou ov ou ov
* a_x(b’ c) = @(b, c) und @(b, C) = _a_x(b’ C).

111.4.2 Definition. Die Gleichungen in der zweiten Zeile heiR8auchy—Riemar¥Dif-
ferentialgleichungen

Wir erinnern nun an einige Konzepte aus der Analysis reé&lletktionen mehrerer Ver-
anderlicher, die wir auf eine Funktion G — C, G c C ein Gebiet, spezialisieren:

[11.4.3 Erinnerungen.Es seienG c C ein Gebiet,f: G — C eine komplexwertige
Funktion unda € G.

i) Wir sagen, das$ in a € G reell differenzierbarist, wenn es ein&-lineare Abbil-
dungT.f: C — C gibt,* so dass

i 1f(2 - f(a) - Taf(z—a)| o
z-a |z— 4

i) Die lineare AbbildungT,f ist durch die in i) genannte Bedingung eindeutig be-
stimmt (s. [14], Bemerkung 6.1.2, i), oder 6.1.4, i). SiedasDifferentialvon f in a.

iii) Die Funktion f ist genau dann i reell differenzierbar, wenn es eiielineare
AbbildungT,f: C — C und eine Funktiom: G — C gibt, die ina stetig mitr(a) = 0
ist, so dass

YzeG: f(@=f@+T.f(z—a)+r(2-(z-a).

Man konsultiere dazu [14], Definition 6.1.1 und Bemerkun 3. iii).

3Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), deutsclah&mmatiker.
4Auch hier benotigen wir, dasd c € eineoffeneTeilmenge ist: Wir benutzen die Tatsache, dass wir
C alsTangentialraum vonG in a ansehen konnen (vgl. [14], Definition 11.4.1, b).
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lll.4. Die Cauchy—Riemann-erentialgleichungen

iv) Wir schreibenf (2) = u(x,y) + v(x,y) - i wie in (111.3). Bzgl. derR-Basis (1i) von
C wird das DiferentialT,f durch dieJacobimatrix®

ou ou

a_x(a) @(a)

Nay Xa)

0X oy
dargestellt.

[11.4.4 Satz. Es seien Gc C ein Gebiet, f G — C eine komplexwertige Funktion und
a € G. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

i) Die Funktion f istin a komplex glerenzierbar.

i) Die Funktion f istin a reell dferenzierbar, und das Berential T,f: C — Cist
C-linear.

i) Die Funktion f istin a reell dferenzierbar, und in der Notation von Erinnerung
[11.4.3, iv), gilt

ou ov ov ou
@ = a/(a) und ==(a) = —@(a)-

Beweis. ,.i)=ii)*. Wenn f in akomplex diferenzierbar ist mit Ableitund’(a), dann gilt

0-im Q1@ () [Q-T@-T@ -a
z—a Z—a z—a Z—a

Dies zeigt, das$ in a reell differenzierbar ist mit Ableitung

To.f:C — C
w — f'(@- w.

Dies ist eineC-lineare Abbildung.
S1)=1)". Wenn T, f C-linear ist, dann gilt

Ywe C:  Taf(w) =w-Ty(l),
d.h.T,f ist die Multiplikation mit der komplexen Zahl, f(1). Die Gleichung

0 iim 1f(2 - f(a) - Taf(z— )| i f(zi: f(a)

z—a |z— al z—a a B Taf (1)

zeigt, dasd in a komplex diterenzierbar mit Ableitund’(a) = T,f(1) ist.
i) <iii)*. Eine R-lineare Abbildund-: € — C ist genau dang-linear, wenn

Ywe C: L(w)=w-L(1),

d.h. wennL die Multiplikation mit der komplexen ZaHhlL(1) ist. Schreiben wit (1) =
a+B-imita,B € R, dann ist diese Bedingung aquivalent dazu, dalssgl. derR-Basis
(1,1) von C durch die Matrix
a B
(5 %)

SCarl Gustav Jacob Jacobi (eigentlich Jacques Simon; 18881)1deutscher Mathematiker.
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dargestellt wird. Wir wenden died¢berlegung auT, f und die Jacobimatrix aus Bemer-
kung I11.4.10 an. Sie zeigt somit, daggf genau danit-linear ist, wenn

ou ov ou ov
a_x(a) = @(a) und @(a) = _a_x(a)

gilt. O

In den folgenden Unterabschnitten werden wir die Cauchgriann-Diferential-
gleichungen mit Hilfe von Oterentialoperatoren, die besser an die komplexen Variablen
angepasst sind, umformulieren.

Uber lineare Abbildungen

Es sei
L:C—C

eineR-lineare Abbildung. Wir wollen diese lineare Abbildung auf zwei Wenszerlegen.
Die erste Zerlegung ergibt sich direkt aus &ekinearitat:

[11.4.5 Beobachtung. Yw € C : L(w) = L(1) - Refw) + L(i) - Im(w).
[11.4.6 Definition. Die R-lineare Abbildung-: C — C istkomplex antilinear, wenn
YaweC: L(-w)=4a-Lw).
[11.4.7 BemerkungEs seiL: C — C eine komplex antilineare Abbildung. Die Formel
YweC: Lw) =w-L(1)

zeigt, dass. die komplexe Konjugation gefolgt von der Multiplikationtdier komplexen
ZahlL(1) ist.

EineR-lineare Abbildung-: C — C kdnnen wir in eineC-lineare und eine komplex
antilineare Abbildung zerlegen: Dazu schreiben wir mitdgigchatft 1.4.3, iii),

W= %-(W+v_v)+%-(w—v_v): %-(W+v_v)—(12-(w—v_v))-i — Re(W)+ Im(w)-i, we C.

Wir setzen dies in Beobachtung 111.4.5 ein:

Lw) = L(1) Re@)+ L(i) - Imw)
_ %-L(l)-(w+v_v—12-L(i)-(W—v_v)

(% (L@ -i- L(i))) W+ (% (L@ +i- L(i))) ‘W, weC.
[11.4.8 Beobachtung. Fur eineR-lineare Abbildung L € — C gilt

YweC: Lw)=Il-w+l,-w
mit

(L@ +i - LG)).

NI =
NI =

(L) -i-L() und b:=

|]_ =
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Anwendung auf differenzierbare Funktionen

Es seienG c C ein Gebiet,f: G — C eine komplexwertige Funktion una € G.
Wir nehmen an, daskin a reell differenzierbar ist und schreib@pf: C — C fur das
Differential vonf in a.

[11.4.9 Definition. Wir setzen
of of .
&(a) =T,f(1) und a—y(a) = Taf(i).
[11.4.10 BemerkungWir verwenden die Notation aus Erinnerung 111.4.3, iv). ¥igvor

festgestellt wird dieR-lineare AbbildungT,f bzgl. derR-Basis (1i) von C durch die
Jacobimatrix

ou ou
6—)((3) a/(a)
Nay Yy
oX ay
dargestellt. Wir schliel3en
of ou ov ) of ou ov .
&(a) = a—x(a) + a—x(a) -i und a—y(a) = El(a) + @(a) .

[11.4.11 Definition. Es seien, |, die Zahlen aus Beobachtung 111.4.8 fur dtelineare
AbbildungT,f: € — C. Man definiere

of of
E(a) =1, und E(a) =1,

[11.4.12 BemerkungMit der Definition vonl, undl, in Beobachtung 111.4.8 finden wir

of 1 (af . of
503 (@1 50
Hnd of 1 (of ot
5@ =3 (@5 @)
Wir schreiben kurz
o _1(9 ;9
oz 2 \ox ay
o 1(a . 9
— = Z|=+i-=].
0z 2 (ax 6y)

[11.4.13 Definition. Die Differentialoperatoren

0 0
a_Z und 8_2

werdenWirtingerableitungefgenannt.

Swilhelm Wirtinger (1865 - 1945), dsterreichischer Matraiker.
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Setzen wir weiter die Formeln aus Bemerkung I11.4.1248f0zundaf /dz ein, dann
ergibt sich

H@ = 3 (G Sai)- 5 (@ @)
_ % %(a)+g—;(a))+%-(%’((a)—%(a))~i

RO = 3 (G g@-i) 5 (e F@
_ % %(a)—g—;(a))+%-(g—\;(a)+g—;(a))~i.

Daraus folgern wir:

[11.4.14 Lemma. Es seien Gc C ein Gebiet, & G und f: G — C eine in a reell djfe-
renzierbare komplexwertige Funktion. Die Cauchy—RierA@ifferentialgleichungen

ou ov ou ov
6—)((3) = @(a) und al(a) = —6—)((3)
sind &quivalent zu der Bedingung
ﬂ(a) =0
oz 7
[11.4.15 Aufgaber(Cauchy—Riemann-Merentialgleichungen)) Es sei

f:-Cc — C

, {exp(—%), z#0
0, z=0

Uberpriifen Sie, daskdie Cauchy-Riemann-Herentialgleichungen in jedem Purke
C erfullt, in jedem Punkia € C* komplex diferenzierbar ist, jedoch in @ C nicht
komplex diferenzierbar ist.

i) Man schreibe die folgenden Funktiondn C — C in der Formu(z) + v(2) - i,
ze C, mitu,v: C — R und entscheide, wo sie reell bzw. komplegelienzierbar sind.

a)f(2:=z-2z b)f(2:= z-Z, c) f(2) := Re(),
d) f(2) :=sin@, e)f(2:=coshf), f)f(@D:=2+z

1.5 Konforme Abbildungen

In Abschnitt 1.7 haben wir die komplexen Zahlen in der euklithen Geometrie verankert.
Diese Ergebnisse wollen wir nun verwenden, um eine weitbegd&kterisierung gewisser
holomorpher Funktionen anzugeben.

[11.5.1 Definition. Es seiend c C eineoffene Teilmenge undf: U — C einereell
differenzierbare Funktion.
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i) Die Funktionf ist lokal konform wenn das OterentialT,f in jedem Punkf € U
orientierungs- und winkeltrétst.
i) Wir sagen, dasg$ konformist, wennf lokal konform und injektiv ist.

Lokale Konformitat ist eine lokale Eigenschaft, d.h. samk in einer kleinen Umge-
bung eines Punkts tUberprift werden. Dagegen ist Kontétnso wie Injektivitat, eine
globale Eigenschaft, d.h. wir miissen die Funktion auf demzgn Definitionsbereich
kennen.

Die Diskussion in Abschnitt 1.7 hat ergeben, dass @&rmeare Abbildund.: C —

C genau dann orientierungs- und winkeltreu ist, wenn sie didtipikation mit einer
nichtverschwindenen komplexen Zah& C* ist. Es folgt:

[11.5.2 Satz. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge und:fU — C eine reell diferen-
zierbare Funktion. Dann sind folgende Aussagen aquivtalen

i) Die Funktion f ist lokal konform.

i) Die Funktion f ist holomorph, und fiir jeden Punkt &J gilt f/(2) # 0.

Geometrie holomorpher Abbildungen

Wenn eine Abbildung lokal konform ist, dann ist sie infiniteal eine Drehstreckung.
Dies kann man benutzen, um das lokale Verhalten zu verstéfiewollen die Bedingung
der lokalen Konformitat noch auf geometrische Weise fdrenen und ein Verfahren zur
Veranschaulichung lokal konformer Abbildungen besprache

Wir betrachten einen Weg

v:[a,b] — C

und setzen
o(t) == Re(y(t)) und y(t) :=Im(y(t)), tel[ab].

Nach Aufgabe 111.3.6, ii), stimmen reelle und komplexdtBienzierbarkeit fiy Uberein,
undvy ist genau dann (komplex) fierenzierbar, wenp undy differenzierbar sind (im
Sinne der Analysis I).

Wenny differenzierbar ist, dann gilt fur die Ableitung

YO =¢®+i-¢'t), telab].
[11.5.3 AnschauungFurtg € [a, b] ist die Gerade
T:={y(to) +1-¥' (o) |1 e R}

die Tangentean den Punkj(ty) der Kurve Spury).

’‘GemaR Definition 1.7.1, iii), ist eine winkeltreue Abbildg invertierbar. Fallsf sogarstetig diffe-
renzierbar ist, dann garantiert die Bedingung, dagsinvertierbar ist, das$ in einer Umgebung voa
umkehrbar ist ([14], Satz 10.2.1 und 10.28¥% U. Wir werden weiter unten sehen (Satz I1V.5.6), dass jede
holomorphe Funktion stetig fierenzierbar ist.
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Es seierlJ c C eine dfene Teilmengef: U — C eine holomorphe Funktion und
v:[a b] — C ein Weg mit Spurf) c U. Dann ist der Weg

foy:[ab] — C
t — (1)

ebenfalls diterenzierbar, und es gilt

vtelabl: (foy)(t)= (1) . (I11.4)

[11.5.4 Definition. Fir abgeschlossene und beschrankte Interiatler, differenzierbare
Wegey;: |i — C und Punktg; € I;,i = 1,2, mit

yi(t) = y2(tz) =1 ¢ und yy(t1) # 0 # y5(t2)
ist derSchnittwinkelp € [0, ] von y; undvy, im Punktc durch die Formel

(71(ta), v5(t2))

cosk) = )"1(t1)| . Vé(t2)|

bestimmt.

[11.5.5 Bemerkung.Durch die Nummerierung;,y, konnen wir dem Schnittwinkep
einenDrehsinn zuordnen.

Seien in der Situation von Definition 111.5.4 weiter c C eine dfene Teilmenge und
f: U — C eine lokal konforme Funktion, so daggl;) c U, i = 1,2. Dann schneiden
sich die Wegef o y; und f o y, im Punkt f (c) ebenfalls im Winkelp, und der Drehsinn
bleibt erhalten (Abbildung I11.2).

Zur Veranschaulichung einer lokal konformen Funktiontké@mwir folgendes Verfah-
ren anwenden: Wir zeichnen geeignete Scharfarénzierbarer Wege in der komplexen
Ebene ein und betrachten die Bilder dieser Scharen untérodi@morphen Abbildung.
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0 \72

Abbildung III.1: Der Schnittwinkel zweier Wege

Pra)

Y2

Abbildung I1.2: Ausschnitt aus dem Bild der Wege aus Abbiid Ill.1 unter einer lokal
konformen, aber nicht injektiven holomorphen Abbilduihg

111.5.6 Beispiele.i) Es seif: €* — C, z+—— 72. Wegenf’(2) = 2z # 0,z € C*, ist f
lokal konform. Man beachte, dagsnicht injektiv und damit auch nicht konform ist.
Fur reelle Zahlerx,y € R gilt

fX+y-)=X -y +2-X-y-I.

Mit
UuR? — R
(X’y) L X2_y2,
VR — R
(Xy) — 2-x-y
haben wir

YXYER, z=X+Yy-1#0: f(X+y-i)=u(xy)+v(Xy)-i.

Wir beschreiben jetzt die Bilder untdrvon Geraden, die parallel zur reellen oder zur
imaginaren Achse sind.
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Wir untersuchen zunachst eine Gerddealie parallel zur reellen Achse ist. Es gibt
somit eine komplexe Zalyy € C mit

L={X+Yo-i|xXeR}

Fallsyy = 0, dann ist das Bild voh die Halbgerad&.q der positiven reellen Zahlen.
Furyp # 0 kbnnen wir

x= YY) iy = VYO’ ¥

2 Yo 4.yz -

schreiben. Die Geradewird also auf eine nach rechts dgiiete Parabel abgebildet.
Fur eine zur imaginaren Achse parallele Gerhdgbt es eine komplexe Zab mit

L={X+y-ilyeR}

Im Fall X, = 0 wird L auf die Halbgerad®&_., der negativen reellen Zahlen abgebildet,
andernfalls auf eine nach links gétete Parabel. )

=4
Yo Yo = +3
4
3 yO_iz
2
1 Yo==1
0
=0
Ad 11121372 =0 Yo
—2 Xo==+1
-3
—4 Xg = £2
Xo = 3
Xo = +4
i) Es sei
f:Cc\{0,z1} — C
z L z+l
—_ = —].
2 z
Man beachte 1 1
Yze C\{0,+1}: f(D==-=—==0.

Folglichistf lokal konform. Die Abbildungf ist allerdings nicht injektiv und damit nicht
konform.

Um die Geometrie vorf zu beschreiben, verwenden weolarkoordinaten ([14],
Beispiel 3.2.4, iv):

Yr € Roo, ¢ € [0, 2n), r-(cosk) +sin(p) -i) e C\{0,£1}: (2 =u(r,p)+V(r,p)-i
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mit

u(r, ¢) . (r + %) - COS(p),

-(r - %) - sin(p).

Es seien (< rg < 1 eine reelle Zahl un& der Kreis vom Radius, mit Mittelpunkt
0. Die Gleichung

v(r, ¢)

Nl NI

Wo9)? | Viro. )

R |

zeigt, dasK auf eine Ellipse mit den Brennpunkteri und den Halbachsen Q) - (ro —
(1/ro)) und (2/2) - (ro + (1/ro)) abgebildet wird (vgl. [8], Abschnitt 7.5.1).
Es seienpg € (0, 7) \ {n/2} sowie

=1 ¢e€el0,2n),

lo :=C0Sfpo) und & := sin(po).
Wir beobachten
ur, ¢o)®  V(r. @) _
6 &

Daraus folgern wir, dass die Gerade

Yr >0: 1.

L:={A-(lo+é-i)|1€R]}

durch den Ursprung auf eine Hyperbel mit den Brennpunlkierabgebildet wird (vgl.
[8], Abschnitt 7.5.2). Fuky = 0, 9o = 7 bzw. ¢ = /2 erhalt man die Halbgerade
R.1, R<; bzw. die imaginare Achse. Dies zeigt insbesondere, dassitBeginkel in den
Punkten, in deneih nicht lokal konform ist, nicht erhalten bleiben.

S
NN
B
o
Il
i3
wIN

ozi? QDOZ

&
2
NIx
wlx

Fur weitere lllustrationen verweisen wir auf [10], Kapize
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Kapitel Ill. Holomorphe Funktionen

[11.5.7 Aufgaber(Die Geometrie der Exponentialfunktion)ir betrachten expC — C.
i) Bestimmen Sie das Bild unter exp des Gebietes

G:={zeC|Im(2 <0}.

il) Bestimmen Sie die Bilder unter exp der Geradejrdie parallel zur reellen oder
imaginaren Achse verlaufen. Fertigen Sie eine Skizze dazu
iii) Diskutieren Sie auch das Bild einer beliebigen reel&eraden

L, ={1-20|1€R}, ZeC,

durch den Ursprung.

1.6 M Obiustransformationen

[11.6.1 Definition. Es seierG, H c C Gebiete.

i) Eine Abbildungf: G — H ist biholomorph wenn die komplexwertige Funktion
f: G — H c C holomorph ist und es eine holomorphe FunktgonH — C gibt, so
dass

* Ywe G:(go f)(w) =w.
* g(H) cGundVYze H: (foQ)(2 =z

i) Die GebieteG und H sind biholomorph aquivalentwenn es eine biholomorphe
Abbildung f: G — H gibt.

Biholomorph aquivalente Gebiete sind vom Standpunkt deikEonentheorie unun-
terscheidbar, d.h. vermoge einer biholomorphen AbbigdéinG — H zwischen Ge-
bietenG und H kdonnen die komplexwertigen Funktionen &sfmit denjenigen autH
identifiziert werden und alle Aussagen uber Holomorphie Fanktionen aut in Aus-
sagen Uber Holomorphie von Funktionen &lfibersetzt werden. Dies werden wir nun
an Beispielen illustrieren.

l11.6.2 Aufgabe.Es seierJ c C eine dfene Teilmenge unél: U — C einestetigekom-
plexwertige Funktion. Wir sagen, dasffenist, wennf (V) fur jede dfene Teilmenge
V c U offen ist. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen aquivalent sind

* Die Funktionf ist injektiv und dfen.

* Die Abbildungf: U — f(U) isteinHomodomorphismus d.h. es gibt einstetige
Abbildungg: f(U) — U, so dassdo f)(w) = w,w € U, und (f o g)(2) = z
ze f(U).

111.6.3 Bemerkung.Es seienG c C ein Gebiet undf: G — C eine nichtkonstante
holomorphe Abbildung. Das Bild(G) ist offenbar wieder wegzusammenhangend. Wir
zeigen weiter unten (Satz 1V.8.1), dassine dfene Abbildung ist und folglicti (G) auch
offen ist. Die Funktionf sei injektiv. Aufgabe 111.6.2 impliziert, dasé™: f(G) — G
stetig ist, und aus Satz 111.3.16 folgern wir, dafs3 auch holomorph ist. Somit ist eine
holomorphe Abbildung : G — H zwischen Gebieten genau dann biholomorph, wenn
sie bijektiv ist.
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I11.6. Mobiustransformationen

111.6.4 Definition. Es sei

A:(‘z‘ g)el\/lz(c)

eine komplexe (% 2)-Matrix mitc # 0 oderd # 0.
* Fallsc = 0 ist die zuA gehodrigeModbiustransformatiofidie holomorphe Abbildung

hA: C — C
a-z+»b
d

Z —

* Fallsc # 0 ist die zuA gehdrigeMobiustransformatiowlie holomorphe Abbildung

[11.6.5 Eigenschaften. Es seien
ab a b
A_(C d) und A(—(C, d’)

komplexg2 x 2)-Matrizen mit c+ 0 oder d# O bzw. ¢ # Ooderd # O.

i) Die Abbildung R ist genau dann konstant, welet(A) = 0 gilt. WennDet(A) # O,
dann ist h lokal konform.

i) Es gilt genau dann A(2) = z fur alle ze C mitc-z+d # 0, wenn b= ¢ = Ound
a=d # 0.Indiesem Fall ist j: C — C die identische Abbildung.

iii) Es sei ze C ein Punkt mit

c-z+d #0 und chy(@+d=0.

Dann gilt
hA(hA/ (Z)) = hA.A/(Z).
iv) Falls Det(A) # Ound X = A1, dann ist

d d’
hA: C\ {—E} — C\ {—g}

eine biholomorphe Abbildung mit inverser Abbildung h

Beweis.i) Wegen €, d) # (0, 0) gilt genau dann Def) = 0, wenn es eine komplexe Zahl
A € C gibt, so dassg, b) = 1 - (c, d). Auf der anderen Seite haben wir

a-z+»b
c-z+d

YzeC,c-z+d#0: ha(® = — a-z+b=AaA-c-z+a-d.

Diese Bedingung soll fur unendlich viele komplexe Zahlefiild werden. Das ist nur
moglich, wenn &, b) = 1 - (c,d).

8August Ferdinand Mobius (1790 - 1868), deutscher Mathieratind Astronom.
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Kapitel Ill. Holomorphe Funktionen

Schliel3lich gilt
h,(Z)_a-(c-z+d)—c-(a-z+b)_a-d—b-c_ Det(A)
A (c-z+d)? (c-z+d)2  (c-z+d)?

Somit impliziert Det@) # 0, dasdh, lokal konform ist.
i) Hier haben wir

a-z+b

=7z < a-z+b=c-Z+d-z
c-z+d

VzeC,c-z+d#0: ha(2=

Auch diese Bedingung soll wieder fur unendlich viele koexgl Zahlen gelten. Daher
mussa = d undb = 0 = c gelten. Weger = 0 isth, auf ganzC definiert.
iii) Wir berechnen

a-z+b

o va P
hA(hA’(Z)) = a/_z+b/
c-——— +d
c-z+d
a-(@-z+b)+b-(¢-z+d)
_ c-z+d
Cc-@-z+b)+d-(¢-z+d)
c-z+d
_ (@a+b-¢)-z+(@-b+b-d)
 (c-a+d-¢)-z+(c-by+d-d)
= hA.A/(Z).
iv) Es gilt
1 d -b . C a
r _ a1 . = ’_
A=A Dam (—c a)’ e = ey ¢ = Dy
Somit haben wir
C'hA/(Z)+d:C'ﬂ+d:C-ﬂ+d: DEt(A) = 1 .
c-z+d —-C-Z+a —-Cc-z+a C-z+d
Damitisthp fUralleze C mitc¢ - z+ d’ # 0 definiert. O
[11.6.6 Beispiel.Die Matrix
01
10
fuhrt auf die Abbildung
f:c* — C
Z —

E.
Dies ist die komplexe Konjugation gefolgt von der Inversam Einheitskreis (s. [14],
Beispiel 3.2.4, iii). Wir haben

YzeC*: (fof)(=2z
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Die Abbildungf bildet somitC* biholomorph aufC* ab.
Die offenebzw. abgeschlossene Einheitskreisschedbelefiniert als

D = {zeC||z|<1}
bzw. D := {zeG:||z|§1}.
Weiter sei
D* := D\ {0}.

Die Abbildung f bildet D* biholomorph aufC \ D ab und umgekehrt. Das Gebiet ist
dabei beschrankt und das Gehiet D unbeschrankt.

[11.6.7 Aufgabeg(Inversion) Es sei
f.¢" —

Z — -,
V4

Bestimmen und skizzieren Sie die Bilder unteder Geraden i, die parallel zur reellen
oder imaginaren Achse verlaufen.

[11.6.8 AufgabenMobiustransformationen und Kreise}s seien

ab
A:(C d)eGLz(C), c#0,

und f := ha.
i) Wir betrachten die Funktioneh, f,, f3, f4, die auf ihrem jeweiligen Definitionsbe-
reich wie folgt gegeben sind:

fi(2) = zl+ g

f,(2) = ~

(@) = _adC—2 bc
f4a(2) = z+ 2.

Zeigen Sie
f = f40 f30 f20 f]_.

Erlautern Sie kurz die Geometrie der Abbildungenf,, fs, fs.
i) SchlieBen, dass eine Mobiustransformation Kreise kugiise (oder in Ausnah-
mefallen auf Geraden) abbildet. (Vorsicht bei der Invangi— 1/z.)

Die Cayley-Abbildung

Wir setzen
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Es gilt
DetC)=2i =DetC’) und C-C'=C'-C=2-E,.
Es folgt
1
cl==.C. 1.5
> (H1.5)
Somit

Ywe C\{1l}: (hcohc)W)=w und VzeC\{-i}: (hcohc)(2 =2z

Damit ist
he: C\ {-i} — C\ {1}

eine biholomorphe Abbildung.

111.6.9 Definition. i) Die Abbildunghc heiRtCayleyabbildung
i) Das Gebiet
H:={zeC|Im(2) > 0}

ist dieobere Halbebene

111.6.10 Satz. Fur jede komplexe Zahlz H aus der oberen Halbebene gilt
hc(2) € D

und

xc:H — D

z—i
h -
z — he(2 —
ist biholomorph.
Beweis.Fur eine komplexe Zald # i haben wir
2 zZ—-1 zZ+i z-z+i-(z-2+1
Ihc@| ==— 2—-= _.(_ )+1
zZ+i z—-i z-z+i-(z-2+1
Damit berechnen wir
2i-(z-2 4-1m(2)

1- |hc(2)|2 =

z-2+i-(2—z)+1: z-Z+2-Im(2 + 1

Das zeigt
VzeC\{-i}: Im@>0 = |c@| <1l

Sei umgekehrz # 1. Dann

i (. 1+z . 1+7Z
Im(he(2)) = _E.(| 1_2_(_0.?2)
3 1 1+z+1+2
- 2 \1-z 1-72
B 1-17?
11—z

9Arthur Cayley (1821 - 1895), englischer Mathematiker.
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Wir folgern
VzeC\{1}: |1Z<1 = Im(hc(2)>0.

Damit ist

z+1

h/ :.'
z — ho(2 I—z+1

definiert, und wegerht: o he)(w) = w, w e C\ {-i}, (hcohc')(2) = z,ze C\ {1}, sindyc
undyc : D — H zueinander invers. O

[11.6.11 Satz. Die Abbildung

qg:C — C
Z — —Z2
bildet die obere Halbeberia bijektiv aufC~ := C \ R ab.
Beweis. Schritt 1. Flrc € C mit —¢? € R<, alsoc? € Ry, folgtc € R. WegenHNR = @
folgt q(H) c C".

Schritt 2. Fir komplexe Zahlen,, ¢, € € mit ¢ = ¢3 gilt ¢; = £¢,. Wenncy, ¢, beide
der oberen Halbebene entstammen, dann folgt-ta)(= —Im(c;) < 0 und-c, ¢ H. In
diesem Fall impliziert? = c3, dassc; = c,. Daher isty, injektiv.

Schritt 3. Es seierw € €~ und¢ € C eine komplexe Zahl mig? = —w. Wie in Schritt

1 gesehen folgt ¢ R. Somit haben wir In§) > 0 oder Im{cC) > 0. Es gibt folglich eine
komplexe Zaht € H mit g(c) = w. O

[11.6.12 Folgerung. Die Abbildung
y:D — C
zZ — il 2
z-1
ist holomorph und bijektiv.

[11.6.13 BemerkungWie in Bemerkung 111.6.3 folgt, dass

p:H — C
Z|—>—Z2

und
y:D — C
(z+ 1)2
zZ — |[—=
z-1
biholomorph sind.
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Automorphismen der oberen Halbebene und der Einheitskreischeibe
111.6.14 Definition. Es seiG ein Gebiet. Seindutomorphismengrupptist

Aut(G) ={ f: G — G| f ist biholomorpHh.

Wir wollen jetzt die Elemente von SI[R) als Automorphismen der oberen Halbebene
interpretieren.
[11.6.15 Satz. Es sei
_(* B
A_( y s )eSLZ([R).
Dann gilt
ha(H) C H,

und

xa-H — H
a-z2+p
v-Z+0

zZ — ha(® =

ist eine biholomorphe Abbildung.

Beweis.Zunachst bemerken wir, dass guz+ 4§ = 0 folgt, dass eine reelle Zahl ist. Da
die obere Halbebene keine reelle Zahl enthalf)isiuf ganzH definiert. Es sez € H.

hA(Z)_m: a.z+,8_a.2+/3 3 (@-6-8-7) (z-2) Detga)=1 7_7

y-Z+6 y-Z+6 ly -2+ 62 ly -z+ 62
Wir erkennen . m@
[ — z
Im(ha(2) = 3 (ha(@ — ha(2) = b2+ F
und somit
ha(H) c H.
Ebenso gilt
ha-1(H) C H.
Deshalb isfa biholomorph mit inverser Abbildunga-:. ]

[11.6.16 Folgerung. Die Abbildung

SL(R) —> Aut(H)
A > XA

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern

(o v}

10Dje Multiplikation ist durch die Verkniipfung von Abbildgen, das Neutralelement durch die iden-
tische Abbildung id¢ und das inverse Element Zu G — G durch die Umkehrabbildung™: G — G
gegeben.
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Vermoge der Cayleyabbildung (s. Satz 111.6.10) konnen aveé Automorphismen-
gruppen der oberen Halbebene und der Einheitskreisscheibmander identifizieren:

[11.6.17 Satz. Die Abbildung
Aut(H) — Aut(D)
Y = Xcoyo)xct
ist ein Isomorphismus von Gruppen. Der inverse Isomorpinssist

Aut(D) — Aut(H)
Y > xci1oyoxc.
Auf Niveau der Matrixgruppen betrachten wir die Abbildungl( Seite 83f)
H: SL(R) — SLy(C)
A — C-A-C‘1:%-C-A-C’.
[11.6.18 Satz. Die Abbildung H ist ein injektiver GruppenhomomorphismutsBiid

_J(ab 2 1h2 _
M'_{(t_) a)‘a,beci, lal© — |bj _1}.

Beweis. Fur zwei MatrizerA, A’ € SL,(C) gilt
H(A) -HA)=(C-A-CH . (C-A-CH=C-A-A-Cr=HA A)
Wir haben
VAeSL,(R): C-A-C'=HA)=E, < A=E.

Das zeigt Kerd) = {E,} und damit, das#l injektiv ist ([16], Lemma 11.4.5).
Man berechnet

VA:(z ’g)eMz([R):

1, N+L.8-v)-i 1 —-9)-1. Ji
C-A-c—lz(i (@+0)+3-(B=7)-1 5-(=0)=3-(B+7) !). (111.6)
5 (@=0)+3-B+y)1 3-(@+0)-35-(B-7)-1
WennA € SL,(R), so gilt dfenbar
H(A) € M.
Jetzt geben wir uns eine Matrix
HHE

vor und setzen

a:=Re@+b), B:=Im(a-b), 6:=Re@-b), y:=-Im(@+h).
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Nach (111.6) gilt
cC-A.ct :(

olo
ey
N —
>
.
——
< Q
S ™
N —

SchlielRlich beobachten wir
1 ab
Det(A) = Det(C- A-C™) = Det b3l 1.

Es folgtA € SLy(R). O
[11.6.19 Folgerung. Die Abbildung

M — Aut(D)
A — xya:z+— ha(2

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern

o 9))

Wir werden im folgenden Kapitel, Satz 1V.9.5, beweisen sddieser Homomorphis-
mus auch surjektiv ist.

111.6.20 Definition. Ein GebietG c Cisthomogenwenn es zu je zwei Punktenw € G
ein Elementy € Aut(G) mit
p(w) =w

gibt.
[11.6.21 Satz. Die GebieteH undD sind homogen.
Wir formulieren einen Hilfssatz, den wir spater nocheihmagzen werden.

[11.6.22 Hilfssatz. Es seiem, w € C komplexe Zahlen, so dajgg= 1 und|w| < 1. Zu der
Matrix
[ n —nw
a-(3 1)
existieren eine komplexe ZahEsC* und eine Matrix Be M mit
A=s-B.

Beweis.Nach Voraussetzung gilt4 |wj> > 0. Wir wahlena € C* mit

a’ = _1L|W|2 und setzen b := -w-a.
Wir finden )
2 2 Inl=1 1 \Y

al b|c "= - =

laj” — || TowWe 1 we_ ©
d.h. o

a
o M
(5 2)
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Weiter sei
si=1ec
a
Offenbar gilts- a = n, und aus
_ sl S 1 7 a
s-a-a=s-la° = == =——=-
& 1-w2 a 1-|w? a

folgt s-a = —1. Weiter haben wis-b = —;-w unds-b = W. Zusammengenommen ergibt
sich

A=s-B.
Das ist die Behauptung. O

Beweis von Satil.6.21. Auf Grund von Satz I11.6.10 genugt es, die Aussage fur das
GebietD zu beweisen.
Schritt 1. Nach Satz 111.6.18 isD — D, z +— hg(2), ein Automorphismus der
Einheitskreisscheibe. Aus Hilfssatz 111.6.22 folgt, dasgh
D — D
Z-w

z = n'v_v-z—l

ein Automorphismus ist.
Schritt 2. Fur jede komplexe Zahl € D ist nach Hilfssatz I11.6.22 und Schritt 1 durch

fu: D e D
Z—-U
Z — =
u-z-1
ein Automorphismus gegebenfténbar hat man

fu(0) = u.
Fur zwei Punktev,w € D ist f, o f ;1: D — D ein Automorphismus, dew auf w
abbildet. O

[11.6.23 Aufgabe(Ein Fundamentalbereichfiur die Gruppe Siz) der invertierbaren
(2 x 2)-Matrizen mit ganzzahligen Eintragen und Determinaites betrachten wir den
Homomorphismus

A — hA.

i) Skizzieren Sie die Teilmenge
1 1
F = {ze [H|(|z| > 1/\—5 < Re@ <O)v(|z| >1A0<Re@< E)} C H.

i) Beweisen Sie: Zu jedem Punkte H gibt esgenau einenPunktr’ € F, so das gilt:
JA € SLy(Z) : ha(r) = 7.

Hinweise. Fur die Existenz des Punktes Zeigen Sie zunachst, dass manzgine
Matrix A € SL,(Z) mit —(1/2) < Reha(7)) < (1/2) finden kann.

Fur die Untersuchung von Punktermit —(1/2) < Re{) < (1/2) ist das Folgende
natzlich: Geben Sie eine Matrixan, fur dieh; die Abbildungz — -1/zist.
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IV

Integration komplexer Funktionen

Dies ist das zentrale Kapitel des Skripts. Es enthalt dikksten Aussagen tber holomor-
phe Funktionen und bedeutende Anwendungen wie den Fundaisen der Algebra.
Die Techniken aus diesem Kapitel werden in den folgendent&lamoch ausgebaut und
verfeinert.

Mit Hilfe des Riemannintegrals ([13], Kapitel 5) lasstIsiein einfacher Formalis-
mus entwickeln, mit dem man eine stetige komplexwertigekkan langs eines stetig
differenzierbaren Wegs innerhalb ihres Definitionsbereidiegireren kann. Dieser For-
malismus erweist sich als ein Schlissel zum Verstandamorpher Funktionen. Wie in
der reellen Analysis lassen sich mit Hilfe von Integralean@infunktionen konstruieren.
Es gibt jedoch eine notwendige und hinreichende Bedingdait dieser Ansatz funk-
tioniert, und zwar dass das Wegintegral langs jedes gesstthen Wegs verschwindet. Es
gibt zwei zentrale Beobachtungen in diesem Zusammenhang:

e Fir ein Dreieck, das ganz im Definitionsbereich der zu inégegndenholomor-
phen Funktion enthalten ist, verschwindet das Wegintegrafjtades Rands des
Dreiecks (Satz von Goursat oder Cauchy-Integralsatz fardokswege 1V.4.3).

e Ist die zu integrierende holomorphe Funktion auf eirsternformigen Gebieter-
klart, dann lasst sich durch Integration direkt eine Stdonktion definieren, ohne
dass man das Verschwinden langs beliebiger geschlosaf@ger iberprifen muss.
Man braucht lediglich den Satz von Goursat.

Weiter lasst sich mit Hilfe der Definitionen direkt die uhsinbare Formel (Lemma
IV.5.1)
L QPN

Y é/
uberprifen. Dabei ist ein Kreisweg im mathematisch positiven Sinne um den Urgprun
Dies sind bereits alle Zutaten, die man im Beweis der Cauictegralformel (Satz IV.5.2)
benotigt. Mit ihr erdfnet sich der Weg zum Beweis zahlreicher starker und védsider
Aussagen uUber holomorphe Funktionen, wie des Satzes wuville (Satz 1V.5.9) oder

der Analytizitat holomorpher Funktionen (Satz 1V.6.8).

91



Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

IV.1 Integration Uber Intervalle

IV.1.1 Definitionen. Es seien-c0 < a < b < oo reelle Zahlen und : [a,b] — C eine
komplexwertige Funktion.
i) Die Funktionf istintegrierbar, wenn die reellen Funktionen

Re(f): [aab] — R

z — Rgf(2),
Im(f): [aab] — R
z — Im(f(2)

integrierbar sind.
i) Wenn f integrierbar ist, dann ist ddstegral die Zahl

fb f(t)dt := fb Re(f (t))dt + | -fblm(f(t))dt.

Weiter setzen wir

fbaf(t)dt::—fabf(t)dt und Laf(t)dt:: 0

iii) Eine FunktionF: [a, b] — C ist eineStammfunktiofiir F, wenn fir die komple-
xe Ableitung
Ytel[ab]: F'(t)=f(t)

gilt.

IV.1.2 BeispielWennf : [a,b] — C stetig ist, dann folgt aus Eigenschatft1l.1.3, iii), und
[13], Satz 5.1.9, i), dasE integrierbar ist. Wir werden im Folgenden meist voraussgtz
dassf stetig ist.

IV.1.3 Eigenschaften.Es seien-c < a < b < « reelle Zahlen.

i) Das Integral istC(!)-linear: Es seien fg: [a,b] — C zwei integrierbare Funktio-
nen undl € C. Dann sind auch die Funktionen+g: [a,b] — CundAa-f: [a,b] — C
integrierbar, und es gilt:

f b(f(t)+g(t))dt: f bf(t)dt+ f bg(t)dt und f b(/l-f)(t)dt:/l- f bf(t)dt.

i) Es seien f stetig und Ha, b] — C eine Stammfunktion. Dann gilt

f ’ f(t)dt = F(b) - F(a).

iii) Es sei f. [a,b] — C stetig. Dann hat man die Abschatzung

fab f(t)dt| < fab|f(t)|dt.

Lvgl. Aufgabe 111.3.6, ii)
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IV.1. Integration Uber Intervalle

Sei ferner Ce R, eine positive reelle Konstante, so dass
vtelabl: |f(H)|<C.
Dann hat man )
f [f(t)|dt < C- (b-a).
a

iv) Es gilt dieSubstitutionsregelEs seien, I, C R zwei abgeschlossene Intervalle,
a,bely, p: 11 — |, eine stetig dferenzierbare Funktion und:fl, — C eine stetige
komplexwertige Funktion. In diesem Fall findet man

o(b) b
f f(g9ds= f F(elt) - ¢/ (t)ct.

(@

v) Partielle Integration. Fir stetig dfferenzierbaré Funktionen uv: [a,b] — C
folgt:

f i u(t) - v(t)dt = u- v‘: - f i u'(t) - v(t)dt.

vi) Fur eine reelle Zahl & R mit a< ¢ < b und eine stetige Funktion: fa,b] — C

1
" fab f(t)dt = f f(t)dt + fcb f(t)dt.

Die Beweise ergeben sich im Wesentlichen aus den entspréehesatzen zur Inte-
gration aus der reellen Analysis ([13], Satz 5.1.13 und Abgt5.4).

Beweis.i) Die Additivitat ergibt sich unmittelbar aus den Formeln
Re(f + g) = Re(f)+ Re@ und Im(f +g)=Im(f)+Im(Q)

und der Additivitat des reellen Integrals ([13], Satz 3l.ii). FUri =0+ o0 -i,0,0 € R,
haben wir

Re(l- f) = o-Re(f) —o - Im(f) und ImQ@- f) = o - Re(f) +o - Im(F).

Mit [13], Satz 5.1.13, i), sehen wir

faba- f(t)dt

g-fabRe(f(t))dt—a-fablm(f(t))dt+
4 -(a-fb Re(f(t))dt+g-fblm(f(t))dt)

a a

(0+0-i)- (fb Re(f(t))dt + i - fblm(f(t))dt)

a a

a-fab f (t)clt.

2Wie im Reellen nennen wir eine Funktitm D — C stetig dfferenzierbaywenn sie in jedem Punkt
z € D differenzierbar ist und die Ableiturtg: D — C, z+— W' (2), stetig ist.
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

i) Das ist eine Folgerung aus dem Hauptsatz ddfdbential- und Integralrechnung
([13], Satz 5.3.5) und Aufgabe 111.3.6, ii), die besagt, sIB®F) eine Stammfunktion fur
Re(f) ist und Im@) eine fur Im(f).

iii) Schritt 1. Es seis € R. Nach Teil i) haben wir

exp( - s)- fb f(t)dt = fb exp( - s) - f(t)dt.

a

Die Monotonie des reellen Integrals ([13], Satz 5.1.13]igfert uns die Abschatzung

Re(equ - 9) - f ’ f(t)dt)

f ’ Re(exp( - s) - f(t))dt

IA

fb|expa +9) - ()|t
ab
f |f()dt.
b

f(t)dt = 0

a
ist nichts zu zeigen. Ansonsten setzen wir

s:= —-Arg (fb f(t)dt).

Es gilt dann (vgl. Bemerkung 11.6.4, iii)

fb f(t)dt‘ =exp(-s)- fb f(t)dt.

Mit Schritt 1 folgt jetzt die Behauptung. Der Zusatz folgeelfalls aus der Monotonie des
reellen Integrals.

iv) Es seiF eine Stammfunktion vori. Dann ist £ o ¢) nach der Kettenregel 111.3.9
eine Stammfunktion vonf(o ¢) - ¢’. Also gilt nach Teil ii)

Schritt 2. Falls

b (b)
f (fop)(t) - ¢’ (t)dt = (F o )(b) — (F o p)(@) = F(e(b)) - Fe(a)) = f: | f(s)ds.
a o(a
V) Auch dieser Teil folgt aus Teil ii), denn nach der Prodegtl (Satz 111.3.8, iii) ist
u-veine Stammfunktion fiw’ - v+ u- V.
vi) Man wende [13], Satz 5.1.12, an. ]

IV.2 Wegintegrale

IV.2.1 Definitionen. i) Ein Wegy: [a,b] — C ist glatt, wennvy stetig diferenzierbar
ist3

3Man beachte, daggatt in der Literatur oftmals filg™ steht.
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IV.2. Wegintegrale

i) Es seiena < b reelle Zahlen. Ein&nterteilungdes Intervalls §, b] ist ein Tupel
a = (ap, ..., an) reeller Zahlen mit

A=< <---<api1<a,=Dh.
iii) Ein Weg y: [a,b] — C heil3tstickweise glattwenn es eine Unterteilung =
(ao, ..., &,) von [a, b] gibt, so dass die Wege
Yii=Yaaal =10,

glatt sind.
iv) Es seierD c C eine Teilmengef : D — C einestetigekomplexwertige Funktion
undy: [a,b] — C ein glatter Weg irD. Dann ist dasVegintegralon f langs des Wegs

v der Ausdruck .
f f s f FQ 1= f F () - ().

v) Es seierD c C eine Teilmengef : D — C eine stetige komplexwertige Funktion,
v: [a,b] — C ein stickweise glatter Weg b unda = (ay, ..., &,) eine Unterteilung von
[a, b], so dass die Wege

Yi = Vaaal 1=1..0,

glatt sind. Dann setzen wir
n
f.= f f.
«f)"é ; Yi

IV.2.2 Lemma. Es seien Dc C eine Teilmenge, :fD — C eine stetige komplexwertige
Funktion,y: [a,b] — C ein stuckweise glatter Weg in D und-a (ag,...,am), b =
(bo, ..., by) Unterteilungen vorja, b], so dass die Wege

Yi = Yia_val» i = 1,...m, bzw. gj = Yilbj_1.bj] ] =1,..n,

ff:f f
2! ¥.b

Beweis.Es seic = (co,.. cq) die Unterteilung vond, b], die aus den Elementen der

glatt sind. Dann hat man

Menge{ a, ..., am, by, ..., b, } in aufsteigender Reihenfolge besteht. Die Gleichungen
f f= f  bzw. f f= f f
v,a v,C
folgen dann leicht aus Eigenschaft IV.1.3, vi). O

IV.2.3 Definition. Es seierD c C eine Teilmengef: D — C eine stetige komplexwer-
tige Funktion,y: [a,b] — C ein stiickweise glatter Weg iD. Dann ist dasVegintegral
von f langs des Wegg die komplexe Zahl

[t=] ¢
y v.a

Dabei ista = (ay, ..., &n) eine Unterteilung vond, b], so dass die Wege

Yi = Yiaaal =10,
glatt sind.
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

IV.2.4 Bemerkun@Alternative Definition von WegintegralenlMan kann die Theorie der
Wegintegrale auch auf dem folgenden Resultat aufbauen:

Satz. Es seien Dc C eine Teilmenge, :fD — C eine stetige komplexwertige Funktion
undy: [a,b] — C ein stickweise glatter Weg in D. Dann existiert eine koxgkahl |,
die folgende Eigenschaften aufweist:

i) Fur jede positive reelle Zahd > 0 gibt es eine positive reelle Zabl> 0, so dass
fur jede Unterteilung &= (ao, ..., &,) des Intervallda, b], die

lay —a_1] <o, 1=1,..,n,
erfullt, und jede Wahl von Stutzstellen

tela_,al, 1=1,..,n,
die Abschatzung

<é&

‘l - ) f0i(t) - (@) ~ ¥(a-)

i=1

gilt.
i) Die Zahl | stimmt mit dem Wegintegral von f langs des Wedlserein:

I:fy‘f.

Teil i) des Satzes gilt allgemeiner fiektifizierbare Wege ([14], Definition 4.2.1, d).
Den Satz kann man wie Satz 4.3.2 in [14] beweisen. Eine Refast [1], Proposition
1.3 und Theorem 1.4.

IV.2.5 Beispielei) Es seienzy € C ein Punkt und > O eine positive reelle Zahl. Wir
betrachten die Funktion
f:C\{zg} — C
1
-2

Z —

und den glatten Weg
¥(20,1):[0,27] — C
@ > r-expl-y)+z.
Aus Definition IV.2.1, i), ergibt sich

2 1 21
f:f ——— i -r-expl-o)d :i-f dp = 2 -1i.
fy  Texpl ) Pl - p)de ) @

Man beachte, dass dieses Ergebnis nicht vom Racabéangt.
if) Diesmal sei

f-c — C

z — |2.

Wir definieren folgende Wege
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IV.2. Wegintegrale

Y1- [0,71'] — C 71
¢ — expi-(r-9¢)),
Y2. [—1, 1] — C
t — t. -1 72 1

Wir setzen diese Daten in Definition IV.2.1, i), ein und finden

fﬂf —fo i-exp(i-(ﬂ—go))dgozexp(i-(ﬂ—go))’ozl—(—l):Z,
f

1 0 1
1 0 1 1
f |t|dt = f _tdt + f tdt = —— . tz‘ + = tZ' -1
¥2 -1 -1 0 2 -1 2 0
Wir sehen damit
f f+ f f.
71 Y2

Das Wegintegral hangt also i.A. von der Auswahl des Wegsnidkt nur von seinen
Endpunkten ab. Dieses Phanomen werden wir im Weitererugenatersuchen.

iii) Es seiena < b reelle Zahlen und c C eine Teilmenge. Es gelta,[b] c D. Wir
setzen

yilabl — C

t — t.

fyf :fabf(t)dt.

IV.2.6 Eigenschaften.i) Das Wegintegral isC-linear: Fur jede Teilmenge @ C, jeden
stiuckweise glatten Weg: [a,b] — C in D, jedes Paar fg: D — C von stetigen
Funktionen auf D und jede komplexe Zaht C hat man die Formeln

f(f+g):ff+fg und f(/l-f):/l-ff.

i) Es seien Uc C eine gfene Teilmenge, :fU — C eine stetige Funktion und
F: U — C eineStammfunktionvon f, d.h.

Dann finden wir

VzeU: F'(2=1(2.

Dann hat man

f f = FO(0) - F/(@)).

Y
Ist insbesonderg ein geschlosseneWeg, d.h. gilty(a) = y(b), so folgt

ff:O.
y
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

i) Umparametrisierung.Es seien Dc C eine Teilmenge, fD — C eine stetige
komplexwertige Funktion ung: [a,b] — C ein stiickweise glatter Weg in D. Fir eine
stetig dfferenzierbareAbbildung

¢:[c,d] — [ab]

[r=] ¢
y Yo

Beweis.i) Dies ist eine Folgerung aus Eigenschaft IV.1.3, i).
i) Die Kettenregel 111.3.9 zeigt

mit ¢(c) = a undy(d) = b hat man

vtelabl: (Foy)(®)=Fu®) v =~1f0®) ¥O.

Damit zeigen Definition IV.2.1, i), und Eigenschatft IV.1ii3, dass

b
f}:fkhwmyymmzﬁﬂm—Fw@)

iii) Mit Definition IV.2.1, i), und der SubstitutionsregeE{genschaft IV.1.3, iv) ergibt

fr)/ f

b
‘ffwmyymm

d
j\H@o@®%7@®%¢®d

d
j\H@owmf@o@ﬁwt

f f
Yo

Dies ist die behauptete Gleichheit. |

IV.2.7 Beispielei) Die Funktion

f:cr —

NIk O

Z >

besitzt keine Stammfunktion. In der Tat ist

v:[0,2r] — C
o +— expl-y)

ein glatter Weg mit
¥(0) = 1 = y(2n).

98



IV.2. Wegintegrale

In Beispiel 1V.2.5, 1), haben wir

ff:27r-i¢0
y

berechnet. Die Behauptung ist somit eine Folgerung ausEapaft IV.2.6, ii).
i) Die Funktion

f-C — C

zZ — |2
besitzt ebenfalls keine Stammfunktion. Dazu definierendeir stiickweise glatten Weg

v:[0,n+2] — C
expli-(r—t), fallsO<t<n
t— { —t+x+1 fallsn<t<a+2°

£

-1 7

Die Berechnung in Beispiel IV.2.5, ii), ergibt

ff:l;eo.
y

Wir beschlieRen diesen Abschnitt mit einem elementarenetbeienten Hilfsmittel.

IV.2.8 Definition. Es seierD c C eine Teilmengey: [a, b] — C ein stickweise glatter
Weg inD unda = (ay, ..., ay) eine Unterteilung vond, b], so dass die Wege

Yi = Ya_val i = 1,..n,

glatt sind. DieBogenlangeony ist die Zaht

)= [ ok

IV.2.9 Satz(Die Standardabschatzundjs seien Dc C eine Teilmenge, :fD — C eine
stetige komplexwertige Funktiom; [a,b] — C ein stlickweise glatter Weg in D und
C € Ry €eine reelle Zahl mit

max{ [t fab] } <C.

fyf

4Wie im Beweis von Lemma IV.2.2 zeigt man, dass diese Zahltvich der Auswahl vora abhangt.

Dann gilt
< C-L(y).
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

Beweis.Wir durfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit voratmese dasy glatt ist.
Unter Verwendung von Eigenschaft 1V.2.5, iii), und der Mage des reellen Integrals
([13], Satz 5.1.13, iii) finden wir

[ sLWmﬁm-

Das ist die Standardabschatzung. O

b
7’(t)|dt§C-f [y (®)]dt = C- L(y).

b
.ffwmyymm

IV.2.10 Definitionen. i) Es seiena < b < c reelle Zahlen sowie,: [a,b] — C und
v2: [b,c] — C Wege mity;1(b) = y2(b). Der Weg

yiy2: [ac] — C

{ y,(t), fallst e [a,b)

t v2(t), fallste[b,c]

ist die Verknuipfungrony; undys.

Y1

il) Es seiema < b reelle Zahlen ung: [a,b] — C ein Weg. Der Weg

ytilab — C
t — yl@+b-t)

ist der zuy entgegengesetzte Weg

¥(a) y
y(b)

IV.2.11 Bemerkungln der Situation der Definition seien, y, undy stiickweise glatte
Wege. Dann sind auch die Wegey, undy~! stiickweise glatt.

IV.2.12 Eigenschaften.Es seien Dc C eine Teilmenge und:fD — C eine stetige
Funktion.
i) Fur reelle Zahlen a< b < c und Wege/;: [a,b] — C, y,: [b,c] — C in D mit

v1(b) = 72(b) gilt
f f= f f+ | f
Y1.y2 71 Y2

i) Fur reelle Zahlen a< b und einen Weg: [a,b] — C in D hat man

[t
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Beweis.i) Dieser Teil folgt unmittelbar aus den Definitionen. FigilTi) verwendet man
Definition IV.2.1, i), und die Substitutionsregel (Eigehatt IV.1.3, iv). O

IV.2.13 AufgabgéWegintegrale)i) Es seieny: [0,1] — C,t+— (2-t—1)-i. Berechnen

Sie
f Z- cos@)dz
Y

i) Geben Sie einen Weg: [0,1] — C, t — X(t) + y(t) - i an, so dasg(0) = O,
¥(1) = -1+ i undy(t) = x(t)? fur allet € [0, 1], und berechnen Sie

f sin()dz.

iii) Es seienr > 0 undy: [0,7/4] — C, t > r - exp(t). Beweisen Sie:

f exp( - 2)dz

Y

- (1-exptr?)

< .
4r 4r

IV.3 Stammfunktionen

IV.3.1 Satz. Fur ein Gebiet Gc C und eine holomorphe Funktiont G — C auf G sind
folgende Aussagen aquivalent:

i) Die Funktion f besitzt eine Stammfunktion.

i) Fur jedengeschlossenestickweise glatten Weg [a,b] — C in G gilt

[t-0
y

i) Fur je zwei stuckweise glatte Wegg [a,b] — C undy,: [c,d] — C in G mit
1(8) = 72(c) undy:(b) = y2(d) hat man

f f= f.
7 2

Beweis.Die Implikation,,i)=ii)* haben wir bereits in Eigenschaft 1V.2.6, ii), abgeairbe
tet. FUr die Implikation,ii) =iii)* fuhren wir zunachst die Abbildung

¢:[b,d+(b-c)] — [cd]

=.C
t > t+(c—b)
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

ein und setzen
Y2:=v20¢:[b ¢ — C.
Nach Eigenschaft IV.2.6, iii), haben wir

Lfiﬁf

Weiter gilty,(b) = y,(b). Damit haben wir nachgewiesen, dass wir ohne Beschr@nkun
der Allgemeinheib = c voraussetzen durfen. Somit ist der geschlossene stimkgiatte
Weg

vy, [adl — C

in G erklart. Die Voraussetzung besagt

ozf f:ffﬂff:ffift
V1Yo ! b2l Yo ! Y1 Y2

Dabei haben wir Eigenschaft IV.2.12, i) und ii), benutzt.

»1) =1)". Fur je zwei Punktew, z € G existiert nach Definition IV.2.12 eines Gebiets
und Aufgabe 111.3.22, i), ein stickweise glatter Weg[a, b] — C mit y(a) = w und
v(b) = z Durch die in iii) formulierte Voraussetzung ist die Sclweeise

Lﬂ:ﬂf

gerechtfertigt. Wir fixieren einen Punkf € G und definieren

Behauptung. Die so definierte Funktion F ist holomorph und erfullt
VzeG: F((@@="1.

Es seiw € G. Wir mdchten die Diferenzierbarkeit vorF in w beweisen. Da das
GebietG offen ist, existiert eine positive reelle Zaht 0, so das8(w, o) c G. Furze G
haben wir

F@:L?@@:fﬁm@+f7@@:HM+L1@@

2 w
Fur einen Punkz € B(w, o) kobnnen wirf; f(£)dZ mit dem Weg

o0:[0,1] — B(w,p)
t — (1-t)-w+t-z

ausrechnen. fPenbar gilt

* Ll:z—w.
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IV.4. Der Cauchy-Integralsatz

* L(o) =1z—w.
Wir finden
F( =F(w)+ f(W)-(Z—W)+f(f({)— f(w))d¢ .

=:1(2
Es bleibt,r(z) abzuschatzen. D& stetig inw ist, finden wir zu einer vorgegebenen posi-
tiven reellen Zahk > 0 eine positive reelle Zahl @ § < p, so dass

VzeG: z-w<s = |f(@-fW)| <e

Die Standardabschatzung 1V.2.9 zeigt nun

|r(z)| = f(f(g) —fw)dZ| < L(o)-e=1z—-W &
Wir schliel3en
im @ _ g
z->wZ—W
und damit . -
lim M = f(w).
Damit istF in w differenzierbar und hat dort die AbleitufRg(w) = f(w). O

IV.3.2 AufgabeifWegintegrale und Stammfunktionem)Zeigen Sie, dass die Funktionen
z+—> |7l undz — Z auf C keine Stammfunktionen besitzen.
if) Man berechne
f f
Y

fur die Funktionf: C — C, z+— Im(2), und die Wegey: [a,b] — C,t — t,a < b,
undy: [0,27] — C,t+— Zg+ 1 -exp(-t), zp € C, r > 0. Besitztf eine Stammfunktion?
IV.4 Der Cauchy-Integralsatz

Wir stellen in diesem Abschnitt den zentralen Satz diesegpSkvor. Aus ihm werden
wir die Hauptsatze der Funktionentheorie ableiten.

Dreieckswege

IV.4.1 Definitionen. i) Drei Punktezy, z,, z3 € C sindkollinear, wenn sie auf einer Gera-
den liegen.
i) Es seienz, z,, 3 € C dreinicht kollineare Punkte. Dann ist
Aynz ={2=t- 21+t - Z+1t3-23|ti€[0,1], i =1,2,3, t +tr, +t3 =1}

dievon z, z, z; aufgespannte Dreiecksflache
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iii) Drei nicht kollineare Punkte,, z,, zz € C definieren dereiecksweg

(21,2,,23):[0,3] — C
Q1-t)-z+t-2, fallsO<t<1
t — 2-t)-z+(t-1)-z, fallsli<t<2 .
B-t)-zz+(t-2)-7, falls2<t<3

IV.4.2 BemerkungEs seierz,, z,, zz € C drei nicht kollineare Punkte. Dann gilfienkun-
dig
SDUI«ZL 22’ Z3>) - AZJ_,ZQ,Z:),-

Der folgende Satz ist deCauchy-Integralsatz fiir Dreieckswege® Er ist auch als
Lemma oderSatz von Goursaf bekannt.

IV.4.3 Satz. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge und:fU — C eine holomorphe
Funktion. Fur drei nicht kollineare Punkte,z,, z; € U, so dass

Az 2.2s C U,

f f-0.
(21,22,23)

Beweis.Zunachst definieren wir Folgefj“), 2(2”), 2(3”) von jeweils nicht kollinearen Punkten
mit zugehorigen Dreieckswegen

d® = (0,0, A7), nen,

hat man

durch Rekursion:

x EsistZ? :=z,i=1,23.

SFur Erlauterungen zur Geschichte dieses Satzes vemweisauf [11],$7.3 und 7.4
SEdouard Jean-Baptiste Goursat (1858 - 1936), franzésiddathematiker
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IV.4. Der Cauchy-Integralsatz

* Es seierd”, 27, 2 und o™ bereits definiert. Wir setzen

n) n) n) n)
" . <Z(1 + " 2+ >
Ql B

- ) 22 ) 2
(n) (n) (n) (n)
m . [& T 23 n) 45 +4
@y’ = > ,
n) n) (n) (n)
n . + Z1n +2)
ay = 5 ,
n) n) (n) (n) (n) (n)
n . + Zz t4 4Lt 4
@a = 2 T 2

Damit gilt

fm)f_z <n>f

i=1
Es seien € { 1, 2, 3,4} der kleinste Index, fur den

f‘s4-

f‘ (IV.1)

o a/.(n)
|

erfillt ist undZ™™, 2™V, 2™ die Eckpunkte des Dreiecksweg.

Lol=o{L
@ a

A = Az(ln) n én), neN.

Mit dieser Festlegung gilt

<4". , NheN.

Weiter sei

Fur diese (kompakten) Dreiecksflachen gilt:

* A(O)DA(]-):)A(Z)D...:)A(n):)A(n"'l):)....
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* lim Diam@®™) = 0.7

Nn—oo

* DasSchachtelungsprinzip([14], Satz 2.2.8) zeigt, dass es einen Puke 4©)

gibt, so dass
()4® = (zo).

neN

Jetzt bringen wir die Holomorphie vohins Spiel. Wegen der Herenzierbarkeit vori
in Zy gibt es eine stetige Funktion U — C mit

* 12 - f(z0) = () - (z-2) + (2, ze U.

Die Funktionf(z) + f'(z) - (z — z) besitzt eine Stammfunktion. Daher gilt nach Satz

IVv.3.1
YneN: f f = f r.
o o
ff f r‘. (IV.2)
@ a

Wir bereiten nun die Abschatzung des Terms auf der recheér $or.
* Die Bedingung lim——

r(2)
-0 Z
positiven reellen Zahst > 0 findet man eine positive reelle Zahb 0, so dass

Mit (IV.1) haben wir

VYneN: <4".

= 0 kdnnen wir folgendermalen formulieren: Zu jeder

VzeU: |z—-Z|<6 = |r(z)|s¢9-|z—zo|.

* Aus der Bedlngung Ileam(A(”)) = 0 folgern wir zu gegebenem > 0 die Exis-
tenz einer naturllchen Zah(6) € N mit:
vn>n(): 4™ c B(z,9).
* Yne NVze AM: |z 7| < L(@™) = (1/2") - L(a).
Diese Beobachtungen ergeben zusammen mit der Standandthsty 1V.2.9

L 2
vn 2 n(o) : r‘ﬁe-L(cy(n))zzs-ﬂ
N0 4n
Zusammengenommen finden wir
2

YneN: ff <4".g- Sf) e L(a)

Dac¢ beliebig gewahlt werden kann, folgt damit
f f=0

wie behauptet. O

"Fur den Begtf desDurchmessersverweisen wir auf [14], Definition 2.2.5, a).
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IV.4. Der Cauchy-Integralsatz

Sternformige Gebiete

IV.4.4 Definition. Ein GebietG c C ist sternformig wenn es einen Punkt € G mit der
Eigenschaft
VzeG: {(Q-t)-z.+t-z|te]0,1]}cG (IV.3)

gibt, d.h. mit jedem Punkt € G enthalt das Gebigs auch die Verbindungsstrecke zwi-
scherz, undz

In einem sternformigen Gebi& heil3t ein Punkg, mit Eigenschaft (1V.3) eirBternmit-
telpunkt

Abbildung IV.1: Ein Kreisringgebiet

IV.4.5 Beispielei) Jedes konvexe Gebiet ([14], S. 68)c C ist sternformig, und jeder
Punktz € G ist ein Sternmittelpunkt.

i) FUr einen Punkiz, € C und eine positive reelle Zahl > 0 ist die Kreisscheibe
B(z, r) konvex ([14], S. 62f) und damit sternformig.

iii) Die geschlitzte Eben& \ R, (vgl. Folgerung 111.3.17 fur die Bedeutung dieses
Gebiets) ist sternformig aber nicht konvex. Die Sternafiitinkte sind die Punkte auf der
positiven reellen AchsB..

iv) Das GebietC* ist nicht sternformig, denn fir jeden Purkte C* enthalt die
Strecke

{1-t)-z+t-(-2|te]0,1]}
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

den Nullpunkt, der nicht im Gebiet liegt.
v) Fur positive reelle Zahlen @ r < Rist das Gebiet (s. Abbildung IV.1)

R:={zeC|r<|Z <R}

nicht sternformig.

Jetzt sind wir bereit, de@auchy-Integralsatz fir sternformige Gebietezu bewei-
sen.

IV.4.6 Satz. Es seien Gc C ein sternformigesGebiet und f G — C eine holomorphe
Funktion. Dann ist fur jeden geschlossenen stickwesstegl Weg die Gleichung

ff:O
y

erfullt.

Beweis.Nach Satz IV.3.1 ist die behauptete Aussage aquivalent dassf eine Stamm-
funktion F: G — C besitzt. Eine solche Stammfunktion werden wir nun koneten.
Dazu fixieren wir einen Sternmittelpunkt € G. Fur jeden Punkt € G konnen wir einen
Verbindungsweg zwischery undz auszeichnen, und zwar die Verbindungsstrecke:

0;:[0,1] — G
t — (A-t)-z.+t-z

Damit erklaren wir

F:G — C

Z —> f.

Oz

Wir weisen im Folgenden nach, daBsin jedem Punkw € G differenzierbar mit Ab-
leitung F’(w) = f(w) ist. Sei alsov € G. Es gibt einen positiven Radiys> 0, so dass
B(w, o) c G. Furz e B(w, o) sei

v..[0,1] — G
t — (QA-t)-w+t-z

die Verbindungsstrecke zwisch@nund z. Es seiz € B(w, 0), so dass die drei Punkte
z,, w und z nicht kollinear sind. Die Dreiecksflacht, ,,, ist im GebietG enthalten (s.
Definition IV.4.1 fur die verwendeten Bedjie).
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IV.4. Der Cauchy-Integralsatz

Z,

Der Cauchy-Integralsatz fur Dreieckswege (Satz V.48 nun

0:f f:f f+f f— f,
(Zie,W,2) Tw Yz 0z

F(2 = F(W)+f f.

d.h.

Wie im Beweis der Implikationiii) =i)" in Satz 1V.3.1 schlieRen wir, dags in w diffe-
renzierbar ist und die Ableitung den Wéigw) hat. O

IV.4.7 Folgerung. Es seien Uc C einegffene Teilmengeaind f: U — C eine holomor-
phe Funktion. Dann besitzt lbkale Stammfunktionend.h. zu jedem Punkte U gibt
es eine gfene Umgebunge V c U und eine holomorphe Funktion:FV — C, so dass

VzeV: F'(2=1(2.
Beweis.Zu jedem Punkg € U gibt es eine positive reelle Zahl> 0, so dass die Kreis-

scheibeB(z r) in der dfenen MengdJ enthalten ist. D&(z r) sternformig ist (Beispiel
IV.4.5, i), existiert nach Satz 1V.4.6 eine Stammfunktfon fig,). O

IV.4.8 Beispiel.Es seiG := C \ R«. Wir benutzen das im Beweis von Satz IV.3.1 vorge-
stellte Verfahren und die dortigen Bezeichnungen, um etam®funktion furz — 1/z
zu erhalten. Dies fulhrt zu

e [
1 ¢

Wir kdnnenF(2), z € C\ R, mit jedem Integrationsweg, der 1 miverbindet, berechnen.
Hier erweist sich der unten skizzierte Weg als gunstig.
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L

Es seiz= |7 - exp( - Arg(2)) mit Arg(2) € [0, 2r). Wir finden

lled Arg(2) 1 ;
F(z —dt + —— -0 -7 - exp( -
@ 1t fo |2 - exp( - ¢) 2 expl-o)dp

In(1Z) +1 - fo‘Arg@ de
In(|1Z) + i - Arg(2).

Die FunktionF stimmt also mit dem Hauptzweig des Logarithmus Ubereinm(@&d&ung
11.6.4, iii). Damit haben wir eine weitere Eigenschaft desllen Logarithmus ins Komple-
xe Ubertragen: Der Hauptzweig des Logarithmus ist einen@t@inktion fur die Funktion
z+— 1/zauf der geschlitzten Ebere\ R.

Dieses Beispiel erinnert uns auch daran, dass der Cautdyréiisatz nicht fur belie-
bige Gebiete gelten kann (s. Beispiel IV.2.7, i). Weitertmationen sind in Aufgabe
IV.4.10 enthalten.

Wir bendotigen noch eine gewisse Verscharfung des Caldiegralsatzes.
IV.4.9 Satz. Es seien Gc C ein sternformiges Gebiet, =z G ein Sternmittelpunkt und
f: G — C einestetigeFunktion, die auf G\ {z,} holomorph ist. Dann besitzt f eine
Stammfunktion.
Beweis.Wir benutzen dieselben Bezeichnungen und KonstruktiorienmvBeweis von
Satz IV.4.6. Wir missen zeigen, dass fur jeden Punkt G, jede positive reelle Zahl

r > 0, so das8B(w,r) c G, und jeden Punkt € B(w,r), so dass,, w und z nicht
kollinear sind, die Gleichung
f f=0
(ZeW,2)

erfullt ist. Wir wahlent,, t; € (0, 1) und setzen
vii=(1-1t) -z, +t;-w sowie v,:=(1-1t) -z, +t,-2

110



IV.4. Der Cauchy-Integralsatz

Vo 1

Z,

f f= f f+ f f+ f f= f f.
(Z4,W,2) (Zi V1, V2) (V1,W,2) (ZV2,V1) (Zi,V1,V2)

Die letzte Gleichung ist dabei eine Folgerung aus dem Catrdiegralsatz fur Dreiecks-
wege 1V.4.3. Daf stetig ist, nimm{ f| auf4,,, » ein Maximum an. Wir kdnnety und
t, beliebig nahe bei Null wahlen, so dass der Dreiecks{ggegr,, v») beliebig kurz wird.
Die Standardabschatzung 1V.2.9 zeigt, dass

f f
(Zxe,V1,V2)

kleiner als jede positive reelle Zahil> 0 ist und daher

f f:f f-0
(Z4,W,2) (Zie,V1,V2)

gilt. O

Es qgilt

IV.4.10 AufgaberiElementargebiete)) Gegeben seietie Cmit|/| =1,z € C,r <R
undg € (0, 2r]. Wir setzen

G:={zeClz=2+o-¢-expi-¢), r<o<R 0<¢p<p}.

Skizzieren Si& und geben Sie notwendige und hinreichende BedingungenRannd3
an, unter dene@® sternformig ist.

i) Ein GebietG c C wird als Elementargebiebezeichnet, wenn jede holomorphe
Funktionf: G — C eine Stammfunktion besitzt. Zeigen Sie folgende Eigerfseha

1. WennG undG’ Elementargebiete sind url@@n G’ zusammenhangend ist, dann ist
auchG U G’ ein Elementargebiet.

2. Es seiers, c C, n € N, Elementargebiete, so dass c G, fur allen € N. Dann

ist auch
e,

neN

ein Elementargebiet.
iii) Weisen Sie nach, dass
G:={zeClz=z+0-¢-expli-¢), r<o<R 0< ¢ < 2r}

fir zy € Cundr < Rein Elementargebiet ist, das nicht sternformig ist.
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IV.4.11 AufgaberiLogarithmen und Wurzeln)Es seierG c C ein Elementargebiet und
f: G — C eine holomorphe Funktion.
i) Zeigen Sie, dass es eine holomorphe Funktio® — C mit

f(2 = exph(2), ze€G,

gibt.
i) Uberprufen Sie fur gegebenese N die Existenz einer holomorphen Funktion
h: G — C, sodass

f(2=h@", zeG.

IV.4.12 AufgabdZum Satz von GoursatkEs seif: U — C eine stetige Funktion auf
der dfenen MengdJ c C, die lokale Stammfunktionen besitze. Dann gilt fur je drei
verschiedene Punkiz, z,, zz € G, die ein Dreieck! c U aufspannen:

[ t-o
(21.22,23)

Hinweis. Sie durfen nur die Techniken und Resultate bis zum BeweisSidzes von
Goursat verwenden.

IV.5 Die Cauchy-Integralformeln

IV.5.1 Lemma. Es seienge C, r > Oundy := y(z,r). Fur jedenPunkt ac B(z,r) gilt

I S
yg_a

Beweis. Schritt 1. FlUra = zy haben wir dies bereits berechnet (Beispiel IV.2.5, i).
Schritt 2. Es seia # z. Wir wahlen O< o < r, so dass

B(a, 0) ¢ B(z, 1),

und setzenr ;= y(a, o). Das Lemma ist eine Folgerung aus der
Behauptung.
o f 4
y § —a o g - a.

Wir definieren Weger; : [a,b] — C undt;: [b,c] — C durch folgendes Bild:
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T1

71(a) = 71(b)
= 12(b) = 72(C)

T2

Nach Eigenschaft IV.2.12, i), bestehen die Gleichungen
a dZ dZ

T1.T2§_a - Ug_a_ yéj_a,
4 a [ e
T1.T2§_a Tlg_a 72§_a.

Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass

9 o [
‘rl{_a ‘rz{_a

Es seiD, das Gebiet, das von der Spur venbegrenzt wird. Wir finden einen Vektor
v e C, so dass

Din(@+Rs0-V) =@, a+Ry-v:i={a+t-veC|t=>0}.

71

Das Gebiet
Gi=C\(@+Rs-V)
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ist sternformig (Beispiel 1V.4.5, iii), und die Funktian— 1/(z — a) ist holomorph auf
G;. Nach Satz IV.4.6 gilt
d
f % _y
nZ—a

Entsprechend beweist man das Verschwinden des zweitegrdige O

IV.5.2 Satz (Die Cauchy-Integralformel)Fur eine gfene Teilmenge W& C, eine holo-
morphe Funktion f U — C, und Zahlenge C und r > 0 mit

B(z,r) c U

gilt
f(()
f(z)_zﬂ | fzor)§ > (IV.4)

IV.5.3 BemerkungDie Formel (IV.4) gilt furjeden Punktz € B(z, r). Die Werte der ho-
lomorphen Funktiorf aufB(z, r) sind durch die Werte voh auf dem Rand voB(z, r),
d.h. auf dem Kreis

K::{ze <E||z—zo|:r},

bestimmt. Dies zeigt, wie stark die gemachte Aussage ist.

Beweis von Satx.5.2. Wegen der Voraussetzuifz,, r) c U gibt es eine positive reelle
Zahlr’ > r, so das8(z,r’) c U. Wir definieren

9: Bzo,r') — C
{M fallsw # z
W —

zZ-w .
f’(w), fallsw=z

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:
* Sie ist stetig irg, weil f in z differenzierbar ist.
* Sie istin allen Punktew # z differenzierbar.

Dazein Sternmittelpunkt fur das sternformige Geliét,, r’) ist, folgt aus der Verschar-
fung des Cauchy-Integralsatzes 1V.4.9, dass

(@-10), _
fy —ac -0

Damit erhalten wir

ff(g) i - ff(z)dg“ f2)- f % _ it

Dies ist die Cauchy-Integralformel. |
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Differenzieren unter dem Integralzeichen

IV.5.4 Satz. Es seieny: [a,b] — C ein stlickweise glatter Weg und $purfy) — C
einestetigekomplexwertige Funktion. FUr e N ist

Fm: C\ Spurfy) — C
f({)
y (&= Z)’“

eine holomorphe Funktion, und die Ableitung ist durch

Fl,=m-Fmn: C\Spury) — C
f(0)
Z — m- f({ 2 d¢

gegeben.

Beweis. Schritt 1. Wir beweisen zunachst, dakg, eine stetige Funktion ist. Die Funk-
tion f ist nach Voraussetzung stetig, so deigsauf der kompakten Menge Spyj(ein
Maximum annimmt:

C = max{ [fo)||te [ab] }

Firzy e C\ Spury) finden wir

1 1
|Fn(2) — Fm()| < C Sl AL (IV.5)
Wir berechnen weiter
1 1 ~ ( 1 )Z ' 1
C-2m -  \{(-z2 (-2 ,1(§—z)wi (& - 20)"*
= (z-2)- Z z)m+1' Tt (IV.6)

Wir setzen
rz := min{ y(t) — 2l |t € [a,b] }.
Es seien &< € < r,, undz € B(z, €). Dann gilt
ly() =2 > 15 -

fur jede Zahlt € [a, b]. Furz e B(zy, &), t € [a,b] und := y(t) gilt auch

Z -
Z)m+1| (g ZO)I —( _8)m+1'
Mit (IV.5) und (1V.6) folgern wir
lim Fm(2) = Fm(20).
Yau ¥/}
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Schritt 2. Wie in Schritt 1 beobachten wir zunachst

m(Z)— m(Zo) () (¢ - 2)”!
.Z‘ f — (IV.7)
Jetzt konnen wir Schritt 1 auf die Funktionen
Spurfy) — C
f({) :
- =1,..m,
C Ty TR

anwenden. Jeder Integralausdruck auf der rechten Seit@W.@hist folglich stetig, und
wir sehen

. m(Z) m(Zo) N f¢)- (- Zo)' N (&) _
Z—>Zo Z f Z)m+1| {— ;f;mdg— m'Fm+1(ZO)

=1

und haben damit die Behauptung bewiesen. |

Wir konnen diesen Satz auf holomorphe Funktionen anweridigoei verwenden wir
folgende Sprechweise:

IV.5.5 Definitionen. Es seierlJ c C eine dfene Teilmenge und: U — C eine Funk-
tion.

i) Die Funktion f ist O-mal diferenzierbamund f©(2) := f(2),ze U.

if) Die Funktion f ist 1-mal diferenzierbay wenn sie holomorph ist. In diesem Fall
ist f{O(2) := f'(2),ze U.

iii) Es sein > 2. Die Funktionf ist n-mal diferenzierbaywenn sie  — 1)-mal dif-
ferenzierbar und die Funktioff®™?: U — €, z+— f™1(2), holomorph ist. In diesem
Fall definiert manf™(2) := (f™YY(2), ze U.

iv) Die Funktionf istunendlich oft djferenzierbaywenn sie fur alle naturlichen Zah-
lenn e N n-mal differenzierbar ist.

IV.5.6 Satz (\Verallgemeinerte Cauchy-IntegralformeBs seien Uc C eine gfene Teil-
menge und f U — C eineholomorpheFunktion. Dann ist f unendlich oft gierenzier-
bar. Furz e U, r > 0mit B(z,r) c U, ze B(z,r) und n> 1 gilt dabei

() n! f(£)
f (Z) - 277 i ﬁ(mr) (§ - Z)n+ld§.

Beweis.Wir wenden Satz IV.5.4 auf
flSpur(y(zo,r)): Spu'()’(ZO, I’)) —C

an. O

Ganze Funktionen

IV.5.7 Definition. Eineganze Funktiomst eine holomorphe Funktioh: C — C.

116



IV.5. Die Cauchy-Integralformeln

IV.5.8 BeispieleBeispiele fur ganze Funktionen sind polynomiale FunigioBeispiel
[11.3.11, i), exp, sin und cos

IV.5.9 Satz (Liouville®). Eine ganze Funktion :fC — C ist entweder konstant oder
unbeschrankt d.h. fur jede positive reelle Zahl G 0 existiert ein Punkt z C mit
|f(2| > C.

Beweis.Wir nehmen an, dasf beschrankt ist. Es gibt dann eine Konsta@te- 0, so
dass
vzecC: |f(g]<C

Wir wenden die Cauchy-Integralformel 1V.5.2 auf die Ableig vonf an:

Yze CVr>0: f'(29= % : f( | (;E%ng.
y(zr

Die Standardabschatzung 1V.2.9 impliziert

= E-27r-r:%.

Yze CVr >0: < —.
© > ~2r r?

t'(2)

Es folgt
YzeC: f'(9=0.

Nach Satz 111.3.23 isf konstant. O

IV.5.10 Beispielln der reellen Analysis ist die Kosinusfunktion cd® — R beschrankt.
Ihre Fortsetzung als ganze Funktion cas+— C ist unbeschrankt. In der Tat gilt nach

Satz I11.5.6

VoeR: cos{-¢)= exp) "‘ZEXP(_SD),

so dass
lim cosf - ¢) = oo.
50—)00

Die Bedeutung des Satzes von Liouville wird dadurch iliesty dass er deRunda-
mentalsatz der Algebraimpliziert:

IV.5.11 Satz(Der Fundamentalsatz der Algebr&er KorperC der komplexen Zahlen ist
algebraisch abgeschlossed.h. fur n> 1 und komplexe Zahlenya..,a, € C mit a, # 0
gibt es eine komplexe Zahlso dass

ao+ta - {+ t+ant-{"Tran-"=0

Beweis.Zu komplexen Zahlem,, ..., a, € C mit a, # 0 betrachten wir die polynomiale
Funktion

f-C — C
Z — @+ -Z+---+an,-2"t+a,- 2.

8Joseph Liouville (1809 - 1882), franzosischer Matheneatik
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Man beachte

Yze C*: ‘@
"

> ||an —

n-1 )
>
i=0

Man erkennt daran leicht, dass es za © < |a,| einr > 0 mit

> |ag| — &

f(z)\ S lail
Yze C: Z>r — > - E .
S | | > - i N | = |an| - |n—|

|Z

gibt. Es folgt
VC>03dr>0vzeC: |4>r = |f(g|>C.

Wir fixieren eine Konstant€ > 0 und eine passende positive reelle Zakl0 und setzen
voraus, das$ keine Nullstelle besitzt. DB(O, r) kompakt ist, existiert dann eine positive
reelle ZahiC’ > 0 mit

vze B(O,r): |[f@@|>C.

Die Funktion

h:C — C
1
f(@

ist holomorph, undh| ist durch max1/C, 1/C’ } nach oben beschrankt. Nach dem Satz
von Liouville isth konstant. Dann ist selber konstant. Dies widerspricht allerdings den
\Voraussetzungen. O

Z —>

Der Satz von Morera

Zum Abschlusss unserer Diskussion des Cauchy-Integzalsand der Cauchy-Integral-
formeln besprechen wir einen Satz, der den Cauchy-Intgrafir Dreieckswege 1V.4.3
umkehrt.

IV.5.12 Satz (Morer&). Es seien Uc C eine gfene Teilmenge und:fU — C eine
stetigeFunktion. Fur je drei nicht kollineare Punkte,z,, z; € U mit4,, ,,,, ¢ U gelte

[ t-o
(21.22,23)

Beweis.Es seiergy € U undr > 0 eine positive reelle Zahl mi(z, r) c U. Bei B(z,r)
handelt es sich um ein sternformiges Gebiet, und wie im Bewen Satz IV.4.6 zeigt
man, dass es eine holomorphe FunktionB(z, r) — C gibt, so dass

Dannist f holomorph.

Yze B(z,r): F'(2 = (2.

Die verallgemeinerte Cauchy-Integralformel 1V.5.6, &fangewandt, impliziert, dass
fis@.r) holomorph ist. Damit istf gemaf3 Definition 111.6.1, ii), holomorph i&. Da z
beliebig gewahlt werden kann, ist der Satz bewiesen. ]

9Giacinto Morera (1856 1909), italienischer Ingenieur unatidmatiker.
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IV.5.13 AufgabertWegintegrale) Furzy € C undr > 0 seiy(z,r): [0,21] — C, ¢ +—>
Zo + 1 - exp( - ¢). Berechnen Sie die folgenden Integrale:

i) |
f Sm({.)dg,
y02) ¢ +1
i)
expl)
——— =
fy(s/z,l) - -1)p <
ii)
1
fy(o,r) & -am- (- b)ndg’ lal <r <|bjundmne N.

IV.6 Potenzreihen

Es seierJ c C eine dfene Teilmengef : U — C eine holomorphe Funktion urade U.
Da f in anach Satz 1V.5.6 unendlich oftfierenzierbar ist, kbnnen wir digaylorreihe
von f mit Entwicklungspunka als

> M(a)

- (z— a) (IV.8)

Tra(2 =

k=0

erklaren. Um unser Bild von holomorphen Funktionen zu glstandigen, werden wir
zeigen, dass

* T¢4(2) einen positiven Konvergenzradius hat,

* in einer Umgebung voa gegenf konvergiert.

Gleichmalige Konvergenz

IV.6.1 Definition. Es seierD c C eine Teilmengef,: D — C,ne N,undf: D — C
Funktionen.
i) Die Funktionenfolge {,)nn konvergiert gleichmafigegenf, wenn
Ve >0dng e N¥n>ngvze D:  |fi(2 - (9| <&

if) Die unendliche Reihe

ist die Folge

n
(un)nen\l mit u, = Z fr, neN.
k=0

Sie konvergiert gleichmaiigegenf, wenn die Folgeu,)..n gleichmalig gegeri kon-
vergiert.
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IV.6.2 Satz. Es seien Dc C eine Teilmenge,,f D — C,ne N,und f: D — C
Funktionen. Wenn die Funktionep h € N, stetig sind und die Folgéf,)nn gleichmalig
gegen f konvergiert, dann ist auch f stetig.

Beweis.Fur jedesa € D mussen wir
lim f(2) = f(a)
Z—-a
nachweisen. Seien dazz).n €ine Folge inD mit

limz, =a

Nn—oo

unde > 0.

*x Es gibt einng € N, so das$f(2) — f.(2)| < ¢/3,ze D, n> ng.

*x Da fy, in astetig ist, gibt es eim; > ny mit |f,,(z,) — fr, ()] < €/3,n > n;y.
Furn > n; haben wir dann

|f(z0) = @) < [f(20) = fro(@)| + | ro(z) — Tro(@)] + ]| fre(@) — T(@)] < &.

£ <
<_
3

Es folgt die Behauptung. O

<

wl ™
wl ™

IV.6.3 Satz(WeierstraRschét Majorantentest)Es seien Dc C und f,: D — C, n€ N,
Funktionen. Es gebe eine Fol@ ) positiver reeller Zahlen, so dass

* VneNvze D: (29| < M.

* Z My konvergiert.
k=0

Dann konvergiert die Reihg fc gleichmanig.
k=0

Beweis. Schritt 1. Es sei

n
Un ::ka, nen.
k=0

Fur jedesz € D ist (un(2)nen €ine Cauchy-Folge komplexer Zahlen. In der Tat gibt es zu
e > 0 eine naturliche Zahly, so dass

Damit folgt

Yno<m<n: |un(@-un@|<|fma@]+ -+ @] < Mz + -+ My < &.

10k arl Theodor Wilhelm WeierstraRR (1815 - 1897), deutschethiidmatiker
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IV.6. Potenzreihen

Schritt 2. Wir erhalten die Funktion

f:D — C
Z —> Z f.(2).
k=0

Es seiere > 0, ng wie in Schritt 1,n > np undz € D. Dann haben wir

f@-w@| =] @< D @< > My< My < &.
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=np+1
Dies zeigt die gleichmalige Konvergenz. O

IV.6.4 Lemma. Es seien Dc C eine Teilmenge und,fD — C, n € N, stetigeFunk-
tionen. Wenn die Folg€f,)..n gleichmalRRiggegen die Funktion fD — C konvergiert,

dann gilt
Iimffn:ff
n—oo y y

fur jeden stiickweise glatten Weg[a, b] — Cin D.

Beweis.Zu ¢ > 0 gibt es eine natirliche Zahy € N, so dass
Yn>nvzeD: |f(2-f.(2)|<e

Furn > ng erhalten wir die Ungleichung

fyfn—fyf sfy|fn—f|s8.L(y).

aus der Standardabschatzung 1V.2.9. |

IV.6.5 Definition. Es seienU c C eine dfene Teilmengef,: U — C, n € N, und
f: U — C Funktionen. Wir sagen, dass die Foldgg){n lokal gleichmaRiggegenf
konvergiert, wenn zu jedem Punkt U eine positive reelle Zakl > 0 existiert, so dass
die Funktionenfolge fyg.))nen auf B(z €) gleichmaliig gegefig,) konvergiert.

IV.6.6 Satz (Weierstral3) Es seien Uc C eine gfene Teilmenge,,fU — C, n € N,

und f: U — C Funktionen. Wenn,f U — C holomorph ist, ne N, und die Folge
(fo)ren lokal gleichmaliggegen f konvergiert, dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls
holomorph. Weiter konvergiert die Fol§€&)..n der Ableitungen lokal gleichmaliig gegen
die Ableitung f.

Beweis.Wir kdbnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit voratzese dass die Folge
(fn)nen gleichmalliggegenf konvergiert. Die Holomorphie der Grenzfunktidnveisen
wir mit dem Satz von Morera IV.5.12 nach. Es semjw,, zz € U drei nicht kollineare
Punkte mi4,, ,, .. ¢ U. Mit Lemma IV.6.4 berechnen wir

f f =lim f f,=0.
(21,2,23) =00 Kz,2,23)
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

Die zweite Gleichung ergibt sich durch Anwendung des Catnlggralsatzes fir Drei-
eckswege auf die holomorphe Funktignn € N.

Fur die Aussage uber die Ableitung benutzen wir die vgeatieinerte Cauchy-Inte-
gralformel IV.5.6 : Flrzy € U, r > 0 mit B(z, r) c U undz € B(z, r) haben wir

1 1
F0 =2 fy(zon -2

Wir wahlen 0< o < r. Fur einen Punkt € B(zy,0) undZ € € mit | — z9| = r gilt die
Abschatzung

@ __Hh@ |_f@-hO)
-2 (¢-2°1" Ir-of
Jetzt geben wir eine positive reelle Zaht 0 vor. Auf Grund der gleichmafRRigen Konver-
genz gibt es eine naturliche Zaty € N mit

2
¥n > nov¥z € B(2,0) : |f(2)—fn(z)|<g. Ir rQI.

Die obigen Beobachtungen zusammen mit der StandardabealgdV.2.9 ergeben

f(¢) - fn(0) 1l ¢
RACYARIL\CY Py ISR A W
fy(zo,r) (¢ -27? g‘ S e

Die Folge (f;)nen konvergiert somit auB(z, 0) gleichmalidig gegef’. O

Yn>ngVze B(z,0) |f'(2 - fr;(z)| < % .

IV.6.7 Beispie(Die riemannsché-Funktion) Furn > 1 ist

f,C — C
s +— n®>=exp(s-In(n))

eine ganze Funktion. Schreibt mags o + 7 -1, o, 7 € R, dann findet man
In° = exp(o - In(n)) = n°.

Behauptung. Fur § > 0 konvergiert die Reihe

yi
=
auf der Menge

{seC|Re(® >1+6}
gleichmaklig.

In der Tat hat man 1
-
fur s= o +7-i mitc = Re(s) > 1+ 6. Die Reihey >, 1/n'* konvergiert ([13], Beispiel
5.6.10, i), so dass sich die Behauptung aus dem weiershafddajorantentestlV.6.3
ergibt.

1 1

i
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Die Funktion

l:U:={seC|Re(>1} — C
o 1

ist daher holomorph.

Die Eigenschaften der riemannschefunktion geben interessante Auskinfte Uber
die Verteilung der Primzahlen. Eines der wichtigstdéiemen Probleme der Mathematik
ist dieriemannsche Vermutung die etwas Uber die Nullstellen défFunktion aussagt
und tiefgreifende Anwendungen in der Zahlentheorie hat.géhauere Angaben sei auf
Kapitel 4 in [12] verwiesen.

Mit dem folgenden Satz erreichen wir die zu Beginn des Abstshformulierten Zie-
le. Die anschlieRende Folgerung enthalt sehr praziserrdtionen tiber das Konvergenz-
verhalten der Taylorreihe.

IV.6.8 Satz. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge und:fU — C eine holomorphe
Funktion. Fur einen EntwicklungspunkiaJ, einen Radius & 0 mit B(a, r) c U gilt
fM(a
VzeB(ar): f(@=Tia(2 = ( )
k=0

(z-a)".

Beweis. Wir benutzen die verallgemeinerte Cauchy-Integralforhél.6

¥n e NVYz e B(zo,r) : f(”)(2)=2ﬂn—!_i‘f( )%d{.
Yzor

Damit konnen wir fliz € B(z,r)
> F0(z0) _ v (2 f(0)
2w e = Slan [, ] e 0

k=0 ’ =0
f@y@—mk)
‘[):(zo,r) ({ - ZO)k+l 4

schreiben. Um fortzufahren, missen wir die Summation uedrdegration miteinander
vertauschen. Dazu sei

I
Me
¥l

C:= max{|f(§)|‘|§—zol = r}.
Dann

Yne NVze B(z,rVeeC: |{—-z|=r ‘M

-2

n
SE.(M).
r r
N——

=q

Fur festesz € B(z,r) zeigt diese Gleichung wegen< 1, dass die Reihe auf Spyj(
gleichmaldig konvergiert. Demnach konnen wir (1V.9) durc

1 5 fQ) - (z-2) 1 £(0) (2— 20)
- d = - . d
ol kzz;‘fy(m,r) -z “ 7 2n] fy(z@r){—zo (Z ] ¢ (V.10)
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fortfhren. Weiter gilt

2(2—20): 1 -z
(-2 1_2_20 {-z

k=0

In (IV.10) haben wir somit
1 < f f(Q) - (z2-2) 1 f f(0)
— —————d = — —=d¢ = (2.
2 -1 kz=c; vz (& —20)<? S yizor) § = Z (=16
Mit (1V.9) ergibt sich die Behauptung. O

IV.6.9 Folgerung. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge und:fU — C eine holomor-
phe Funktion. Fir 2 U setze man

R, :=inf{lw-2z|wec\U}.

Dann konvergiert die Taylorreihe{E(2) fur jeden Punkt ac U auf der gfenen Kreis-
scheibe Ba, R,). Fur eine ganze Funktion:fC — C konvergiert die Taylorreihe {ly(2)
auf ganzC.

IV.6.10 Beispielei) Wir untersuchen die unendlich oftftierenzierbare reelle Funktion

p:R — R
1

X > .
1+ x2

Die Taylorreihe dieser Funktion mit Entwicklungspunkt O is

T,0(X) = i(—l)" G
o0

Mit den ublichen Methoden (vgl. Beispiel 11.3.10) lassthstiberprufen, dass,o(x) ge-
nau fur die Punkte € (-1, 1) konvergiert. Allerdings lasst sich dieses Ergebnis -deag
als etwa bei der Funktior — 1/(1 — x?), X € (-=1,1) — nicht anschaulich mit dem
Funktionsgraphen

NI
|
T
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IV.6. Potenzreihen

begrinden. Wir konnen die Funktion holomorph fortsetzener Funktion

f:C\{+i] — C
1

Z — —:.
1+2

Die zugehorige Taylorreihe

Tro(@) = ) (-1 2*
k=0
am Entwicklungspunkt O hat nach Folgerung 1V.6.9 Konvergadius mindestens eins.
Auf Grund der Polstellen beti kann er nicht grofer als eins sein. Die Existenz der Pol-
stellen gibt uns also eine anschauliche Erklarung fur emt des Konvergenzradius.
Dieses Beispiel zeigt, wie die komplexe Analysis hilft, gese Phanome in der reellen
Analysis besser zu verstehen.
i) Fur den Hauptzweig des Logarithmus (s. Folgerung 1173

Log: C\ Ry — C
erhalt man durch Taylorentwicklung am Pumkt C \ R, die Reihé!

© 4wkl
Log(a) = Z (k%)ak - (z—-a).
k=1

Der Konvergenzradius i$d). Man beachte hier, dass fare C \ Ro mit Re@) <0
lal > |Im(a)| = inf{ z-al|ze [Rso}

gilt.

Dies ist folgendermal3en zu verstehen: Z.B. auf dem Gebiet
<E+ : (E \ [RZO

ist eine Logarithmusfunktiort@ definiert, die auf der oberen HalbebeHemit dem
Hauptzweig des Logarithmus Ubereinstimmt, sich von diesder auf der negativen
HalbebeneH_ := {z € C|Im(2) < O} um 2 - i unterscheidet. Die TaylorreinEgs ,(2)

konvergiert auf der Kreisscheilia, |al) gegerfo@.

m Fallea = 1 fuihrt dies auf die in Beispiel 11.3.10, iii), betrachtédgarithmische Reihe Log#.2) =
S (=1t Ak
k=1
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IV.6.11 AufgabéLokal gleichmaliige Konvergenzs seierlJ c C eine dfene Menge,
fi: U — C, ke N,undf: U — C holomorphe Funktionen. Zeigen Sie: Wenn die
Folge von Funktionenf().n lokal gleichmal3ig gegem konvergiert, dann konvergiert
auch die Folge f(™)..y dern-ten Ableitungen lokal gleichmaRig gegéf?, n e N.

IV.6.12 AufgabelfTaylorreihen) i) Es sei

1
22-52+6
Auf welcher dfenen Menga&J c C ist f definiert? Geben Sie die Taylorreihe vénm

Nullpunkt an und bestimmen Sie ihren Konvergenzradius.
Hinweis. Schreiben Sid in der Form

f(2):=

1
@ = z—a z-

o

fur geeignete, b € C.

i) Sei a € Z. Berechnen Sie die Taylorreihe der Funktor— 1/(z— a) in einem
beliebigen Entwicklungspunkg € C. Benutzen Sie das Ergebnis, um die Taylorreihe der
Funktion f aus i) in einem beliebigen Punk§ € C zu ermitteln. Geben Sie auch den
Konvergenzradius der entsprechenden Potenzreihe an.

IV.7 Der ldentit atssatz

IV.7.1 Satz. Es seien Gc C ein Gebiet und f G — C eine holomorphe Funktion.
Folgende Bedingungen an f sind aquivalent:
i) Die Funktion f ist die Nullfunktion, d.h.() =0, z€ G.
i) Die Menge
N:={zeG|f(2 =0}
der Nullstellen von f hat einen Haufungspunktin G.
iii) Es gibt einen Punkta G, so dass f(a) =0, ne N.

IV.7.2 Bemerkungln Bedingung ii) ist wesentlich, dass es einen Haufungkpummer-
halb des Gebiet& gibt. So haufen sich z.B. die Nullstellen der Funktion

f:c* — C

(3
Z +— SIn|—
V4

im Nullpunkt ([13], Beispiel 4.8.16, ii), der nicht im Gebi€* enthalten ist, ohne dass es
sich bei dieser Funktion um die Nullfunktion handelt.

Wir bendtigen weitere Vorbereitungen fur den Beweis vatz3V.7.1.

IV.7.3 Definition. Es sei ¥, .7) eintopologischer Raum!? Man nenntX zusammenhan-
gend wenn

YAe7: X\Aegd = A+x0 < X\A=0),

d.h. die einzigen Mengen, die X sowohl dfen als auch abgeschlossen sind, sind die
leere Menge und der Rauriselber.

12[14], Definition 1.4.1, b)
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IV.7.4 Satz. Fur zwei reelle Zahlen & b ist das abgeschlossene Interva) b] zusam-
menhangend.

Beweis.Es seiA c [a,b] eine Teilmenge, die bzgl. défeilraumtopologie'® sowohl
abgeschlossen als aucfiem ist. Wir nehmen an, dagsnichtleer ist, und wahlen einen
Punktc € A.
Wir zeigen zunachst
[c,b] Cc A

Dabei durfen wir voraussetzen, dass b, denn andernfalls ist die Aussage trivial. Dann
existiert eine positive reelle Zahl> 0 mit

[c,c+e) C A
weil A offen ist. Es sei weiter
B:={o>0|[c,c+p) Cc A}

Diese Menge ist nichtleer, sie enthalt z.B. das Elemgntnd durchb — ¢ nach oben
beschrankt. Sie besitzt demnach ein Supremum ([13], Sat@)1welches wir nennen.
Wir bemerken

[c,e+r1) C A

Warec+r’ ¢ Afureinr’ € (0,r), so wareB durchr’ beschrankt und es folgte< r’.
Da A auch abgeschlossen ist, folgt

[c,c+r] CA

Warec+r < b, dann kdonnten wir auf Grund derff@nheit vonA eine positive reelle Zahl
6 > 0 mit
[c+r,c+r+6) cCcA

finden. Die sich ergebende Folgerung
[c,c+r+0)CA

steht im Widerspruch zur Definition van
Mit entsprechenden Argumenten zeigt man

[ac]cA
und damitA = [a, b]. O

IV.7.5 Folgerung. Jede wegzusammenhangende TeilmengeDst zusammenhangend.
Insbesondere ist jedes Gebiet<GC zusammenhangend.

Beweis.Es seierA c D eine Teilmenge, die bzgl. der Teilraumtopologie sowdfdmals
auch abgeschlossen ist, uBd= D \ Aihr Komplement. Wir nehmen an, da&siichtleer

13[14], Beispiel 1.4.2, iv)
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ist und wahlen einen Punkt e A. Fur jeden Punkk € D kdnnen wir nach Definition
111.3.18, iv), einen Wegy: [a,b] — C in D mit

v(@=c und y(b) =2z

wahlen. Die Stetigkeit vory impliziert, dassU := y~1(A) undV := y~1(B) offen sind
([14], Aufgabe A.4.1). Weiter gilt

[a,b]\U=V wegen D\A=B
undU # @ wegena € U. Satz IV.7.4 zeigt somit) = [a, b]. Es folgt
z=y(b) € A
Wir haben als® = D gezeigt. O

IV.7.6 AufgabeEin topologischer RaunX ist lokal wegzusammenhangemndenn es zu
jedem Punktx € X eine dfene Teilmengd) c X gibt, die x enthalt und wegzusam-
menhangend ist. Beweisen Sie, dass ein topologischer Rimrmausammenhangend und
lokal wegzusammenhangend ist, auch wegzusammenhaigjefolgern Sie, dass fur
eine dfene Teilmeng&) c C die Eigenschaftepzusammenhangend unevegzusam-
menhangend* aquivalent sind.

Beweis von Satix.7.1. Die Implikation,i)=ii)* ist trivial. Fur die umgekehrte Impli-
kation,ii)=iii)* wahlen wir einen Haufungspunkt € G von N und behaupten

vneN: (@) =0.
Es sei &)cn €ine Folge mit
aeN\{a} und IIima, =a.

Die Behauptung beweisen wir nun durch Induktion tiner
n = 0. Da f im Punkta stetig ist (Lemma 111.3.7), gilt

aeN, leN

f@=limf@) " = 0

n— n+1.Es sei

- f®(a
Tf’a(Z):gak-(Z—a)k, g .= kl( ), keN.
Wir definieren
g:G — C
f(2)

fallsz+ a
Z —> (z— a1’ * .

ans, fallsz=a
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Die Funktiong ist offenbar aufG \ {a} holomorph. Es sed» der Konvergenzradius der
TaylorreiheT; 5(2). Auf B(a, o) ist g durch die Zuordnung

o0
Z+> Z nirek - (2 a)k
k=0

gegeben. Deshalb igtauch ina holomorph.
Man beachte
VzeG: f(@@=@z-a™. g9>2.

Ausa # a, | € N, ergibt sich
YileN: g(a)=0.

Wie beim Induktionsanfang liefert die Stetigkeit vgim a

f(n+l)(a)
(n+1)!
L) =1)*. Wir fuhren die Menge

A:={weG|¥neN: f®w) =0}

= ani1 = 9(@) = im g(a) = 0.

ein und werden zeigen, dass sie sowdtgo als auch abgeschlossen ist. Da weiterA,
zeigt Folgerung IV.7.%8 = G. Damitist f die Nullfunktion.
Die MengeA ist genau dann abgeschlossen, wenn das KompleBientG \ A offen
ist. Es gilt
B={weG|dngeN: fM(w) =0}

Es seierb € Bundng € N eine natiirliche Zahl mif™(b) # 0. Die Funktionf ™) jst
holomorph und damit insbesondere stetig. Es gibt daheratfeae Umgebundy c G
von b mit
vzeU: fM(z) 0.
Damit gilt offenbar
U cB.

Jetzt weisen wir nach, dagsoffen ist. Wir wahlen daze € A und betrachten die
TaylorreiheT; ¢(2) von f mit Entwicklungspunkt. Nach Satz 1V.6.8 existiert ein > 0,
so dasd ¢ (2) auf der dtenen KreisscheibB(c, €) gegenf konvergiert. Aus € A folgt,
dassT¢ ¢(2) die Nullreihe ist. Wir erkennen

Vze B(c,e): (=0 und B(ce) c A
Der Satz ist nun vollstandig bewiesen. |

IV.7.7 Folgerung (Der Identitatssatz)Es seien Gc C ein Gebiet und fg: G — C
holomorphe Funktionen. Dann sind folgende Aussagen atant:
i) Die Funktionen f und g sind gleichz € G: (2 = g(2).
i) Die Menge
K:={zeG|f(9 =92}
hat einen Haufungspunkt in G.
iii) Es gibt einen Punkt a G mit der Eigenschatft:

vneN: @) =g"(a).
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Beweis.Man wendet Satz IV.7.1 auf die Funktidn- g an. O

IV.7.8 BemerkungefHolomorphe Fortsetzungen reeller Funktionef)Es seienl c R
ein (ofenes, halbfienes oder abgeschlossenes) Intervall positiver Lapg® — R
eine Funktion unds c C ein Gebiet, welche$ enthalt. Dann gibt es hochstens eine
holomorphe Funktiorf : G — C, so dass

vxel: f(x)=e(X).

Das ist eine Folgerung aus dem Identitatssatz, imeihen Haufungspunkt inhat.

i) Mit der komplexen Exponentialfunktion expgC — C haben wir eine Forsetzung
der reellen Exponentialfunktion exfk — R gefunden. Nach i) ist sie die einzig mogli-
che. Die Funktionalgleichung der komplexen Exponentidtfion konnen wir nun mit
Hilfe des Identitatssatzes aus derjenigen fir die realliektion ableiten. Dazu fixieren
wir eine komplexe Zahiv € C und bilden die ganzen Funktionen

f:C — C

zZ — expw+2),
goC — C

z — expWw) - exp@.

Wir nehmen zunachst € R an. Die Funktionalgleichung der reellen Exponentialfinkt
on ([13], Satz 3.8.12) bedeutet, dassind g auf der reellen Achse tibereinstimmen und
damit nach dem ldentitatssatz identisch sind. Die Funkdigieichung fur die reelle Ex-
ponentialfunktion gilt damit, sobald eine der beiden bigfigin Zahlen reell ist.

Jetzt seiv € C. Die vorangehende Diskussion zeigt, ddssdg auch in diesem Fall
auf der reellen Achse und damit a posteriori Uberall tibstenmen. Die Funktionalglei-
chung gilt somit fur zwei beliebige komplexe Zahin.

iii) Es seienl c R ein ofenes Intervall positiver Lange ugd R — R eine Funktion.
Dann gibt es genau dann ein Gebitc C mit | ¢ G und eine holomorphe Funktion
f: G — C, sodass(x) = ¢(X), x € |, wenng reell analytisch (s. Bemerkung 11.3.4)
ist.

Wenn eine holomorphe Fortsetzung existiert, konvergierfTdylorreineT; 4(2)*° in
einer geeignetenftenen Umgebung voxgegenf, so dasd, 5(x) auf einem Teilintervall
positiver Lange von, welchesa enthalt, gegerp konvergiert,a € I. Folglich isty reell
analytisch.

Wenn umgekehrtp reell analytisch ist, dann existiert zu jedem PuakE | ein
g(@) > 0, so dassd—-¢(a), a+e(a)) c | undT, 4(X) auf (a—e(a), a+e(a)) gegeny konver-
giert. Nach dem abelschen Konvergenzlemma I1.3.7 konedrQj .(2) auf der gesamten
ScheibeB(a, ) und definiert somit eine holomorphe Funktign B(a, £(a)) — C. Man
verifiziert leicht, dass

G:= U B(a, £(a))

ael

Dieser Beweis ist keine echte Variation des im Anschlussam B.4.3 gegebenen: In der reellen
Analysis haben wir die Funktionalgleichung ebenfalls tiuvergleich der entsprechenden Potenzreihen
bewiesen, und der Beweis des Identitatssatzes verweigdeotenzreihenentwicklung holomorpher Funk-
tionen an entscheidender Stelle. Allerdings illustridrige Diskussion die Starke des ldentitatssatzes.

15Die reelle TaylorreiheT, 4(x) und die komplexe Taylorrein&4(2) sind nach Aufgabe 111.3.6, ii),
gleich.
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IV.7. Der ldentitatssatz

ein Gebiet ist. Es ist zu zeigen, dasséilb € | die Funktionenf, und f, auf B(a, (a)) N
B(b, (b)) Ubereinstimmen. Wenn diese Menge leer ist, ist nichtgeigen. Andernfalls
handelt es sich um ein Gebiet. Es enthalt ein Teilintervali | positiver Lange. Dort
stimmenf, und f, beide mity Gberein. Nach dem Identitatssatz (Folgerung IV.7.7I sin
sie auf gana(a, (a)) N B(b, (b)) gleich.

Damit sind reell analytische Funktionen die besten Anafagaolomorphe Funktio-
nen in der reellen Analysis.

IV.7.9 AufgabéHolomorphe FortsetzungkEs sei

f:R — R

< s {exp(—%(), x>0
0 x<0°

Besitztf eine holomorphe Fortsetzung?

IV.7.10 Satz. Es seien Gc C ein Gebiet, f G — C eine nichtkonstante holomorphe
Funktion und ac G. Es gelte {a) = 0. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte positive
Zahl n> 0 und eine eindeutig bestimmte holomorphe Funktiog— C mit g(a) # 0,
so dass

VzeG: f(@=(z-a)" g(2.

IV.7.11 Definition. Die Zahlnim Satz ist dievielfachheitoderOrdnungder Nullstellea.
Beweis von SatX/.7.10. Wir kimmern uns zunachst um die Existenz. Dazu sei
n:=min{l e N| f(a) = 0}. (IV.11)

Satz IV.7.1 und die Voraussetzung, ddsgicht konstant ist, zeigen, dassin der Tat
existiert. Wegenf ©(a) = f(a) = 0 gilt n > 0. Es seir > 0 eine positive reelle Zahl, so
dass die Taylorreihe

Tra@ = ) ax- (z-a)
k=0

auf B(a, r) gegenf konvergiert. Wir behaupten, dass

g:G — C
f(2)
N Z-a fallsz+ a
an, fallsz=a

holomorph ist. In Punktew # aist das sofort ersichtlich. Auf der anderen Seitegiauf
B(a, r) durch die Potenzreihe

Z Qisn - (Z_ a)k

k=0

definiert und daher insbesondere holomorpa.i8chliellich gilt

£
g(a) =anp = n'(a) # 0.
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

Die Eindeutigkeit vorg ergibt sich unmittelbar aus der Eindeutigkeit vamriVenn f
in der angegebenen Form geschrieben werden kann, dann gilt

Tf,a(z) = Z,Bk—n ) (Z_ a)k
k=n

fur die Taylorreihe vorf mit Entwicklungspunka. Dabei sei

Tg,a(z) = Zﬁk : (Z_ a)k
k=0

die Taylorreihe vorg mit Entwicklungspunke. Die Voraussetzung(a) # O impliziert

Bo # 0, so dass sofort folgt, dassdurch (IV.11) gegeben ist. ]
IV.7.12 AufgaberiDer Identitatssatz)i) Gibt es eine holomorphe Funktioin C — C,
fur die 1 ]
f(_): S nsy
n n
gilt?

i) Sei G := {z € C*||74 < 1}. Konstruieren Sie eine nicht konstante holomorphe
Funktionf: G — C mit unendlich vielen Nullstellen.

IV.8 Gebietstreue und das Maximumprinzip

Mit dem obigen Satz konnen wir eine lokale Beschreibungmmarpher Funktionen her-
leiten. Dazu seies c C ein Gebiet,f: G — C eine holomorphe Funktiom € G und
b = f(a). Indem wir nétigenfallsf durchz+— f(z+ a) — b, z € G, ersetzen, kdnnen wir
a = b = 0 erreichen. Nach Satz IV.7.10 gibt es nun eine Zakl0 und eine holomorphe
Funktiong: G — C mitg(0) # O und

YzeG: f(@=2"-92.
Es seien < ¢ < |g(0)| unde > 0O positive reelle Zahlen, so dass
9(B(0. €)) c B(g(0). 9).
Es gibt dann eine holomorphe Funktion (vgl. Aufgabe 1V.4il)1
h: B(0,e) — C,

so dass
¥ze B(0,2): h(@" = g(2).

Wir definieren

fO:B(O,E)) — C
z — z-h(2.

Damit finden wir
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IV.8. Gebietstreue und das Maximumprinzip

* Yze B(0,¢): fo(2" = f(2).
* f5(0) = h(0) # 0. (Denng(0) # 0.)

Jetzt konnen wir den Umkehrsatz aus der reellen Analy$8,(Satz 10.2.1 und 10.2.3)
bemihen: Es gibt ein Gebi&, c B(0,¢) c G, so dassfyg,: Go — fo(Go) ein
Homoomorphismus und damit nach Satz 111.3.16 eine biholgrhe Abbildung ist. Die
Faktorisierung

f: Gy — f(Go) =—5 C
ist eine lokale Beschreibung der FunktibnAls Anwendung dieser Beschreibung erhal-
ten wir

IV.8.1 Satz(Gebietstreue holomorpher Funktionegik seien G ein Gebietund G —
C eine nichtkonstante holomorphe Abbildung. Dann ist f eifiene Abbildung. Insbe-
sondere ist (G) ebenfalls ein Gebiet.

IV.8.2 BemerkungDieser Satz hat keine Entsprechung in der Theorie reeliasether
Funktionen: Die reell analytische Abbildung siR:— R bildet die dfene Menger auf
das abgeschlossene Intervaill[ 1] ab.

1. Beweis von Sat¥.8.1. Nach den oben geleisteten Vorarbeiten folgt die Aussage aus
der Tatsache, dass, fur gegebenes 0, die Funktionp: C — C, z +— 2", fur jede
positive reelle Zaht > 0 die dfene Kreisscheib®(0,r) auf die dfene Kreisscheibe
B(0, r") abbildet. O

Wir stellen noch einen zweiten Beweis von Satz 1V.8.1 vor,ald den zuvor entwi-
ckelten Integrationstechniken beruht.

IV.8.3 Hilfssatz. Es seien G ein Gebiet,: iG — C eine holomorphe Abbildung,aG
ein Punkt und r> 0 eine positive reelle Zahl mB(a, r) c G, so dass

f(a) < min{|f(z)| |lz-al = r}. (IV.12)

Dann hat f eine Nullstelle in der KreisscheibéaB).

Beweis.Wir nehmen an,f habe keine Nullstelle iB(a, r). Wegen (1V.12) hatf auch
keine Nullstelle auB(a, r). Es gibt somit eine reelle ZaM > r mit B(a,r’) c G, so dass
f auch keine Nullstelle auB(a, r’) hat. Folglich ist

g: Bar) — C
1

Z — —

2

eine holomorphe Funktion. Die Cauchy-Integralformel 12.5

27
0@ =5 [ = [ o@er et o)
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Kapitel IV. Integration komplexer Funktionen

fur g an der Stellea, auchMittelwertgleichung genannt, und die Standardabschatzung
IV.2.9 zeigen

1
—==9@) < max{ 9| |1z-a = r}
1
= max —'|z—a| =r
{ |t }

_ 1

min{|f(z)”|z— a = r}
Diese Ungleichung widersprichtfenbar der Voraussetzung (1V.12). O

2. Beweis von Sat¥.8.1. Es ist zu zeigen, das§U) c C fur jede dfene Teilmenge
U c G offen ist. Dabei dartJ von der FormB(zy, ¢), z, € G, ¢ > 0, gewahlt werden.
DaB(z), £) ein Gebiet ist, reicht es zu beweisen, d&fs) offen ist. Sei als@ € G. Wir
mussen die Existenz einer positiven reellen Zzakl0 nachweisen, fur die

B(f(a), &) c f(G)

gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen f§a) = 0 voraus. Daf nicht kon-
stant ist, sind alle Nullstellen voh nach Satz 1V.7.1 isoliert. Es gibt daher eine positive
reelle Zahk > 0, so das8(a,r) c Gundf aufB(a, r) nur die Nullstellea hat. Wir fuhren

s::%-min{|f(z)|‘|z—a|:r}

ein und wollenB(f(a), €) c f(G) zeigen. Sei alsb € € mit |b| < &. Wir finden
VzeC: [z-al=r = [f@-b>|f@|-Ib>e
Esseih: G — C, z+— f(2) — b. Unsere Ausfilhrungen ergeben

f(@)=0

h@)|
Aus Hilfssatz 1V.8.3 folgt die Existenz eines Punkiss B(a, r) mit
f(z)-b=h(z) =0, d.h. f(z)="h

Damit ist der Satz bewiesen. O

Ib| < min{ In(2)| ‘ lz—al =r }

IV.8.4 Satz (Das Maximumprinzip) Es seien Gc C ein Gebiet, f G — C eine holo-
morphe Funktion und & G. Wenn die Funktioff| in a ein lokales Maximum annimmt,
dann ist die Funktion f konstant.

Beweis.Es seic > 0 eine positive reelle Zahl, so dass
VzeB(a,e): |f(@|<|f@)
Offenbar gilt
f(B(a.£)) c B0, |f(a)])-
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IV.8. Gebietstreue und das Maximumprinzip

6 f (.a)

Es gibt keine fene Umgebungy von f(a), die im Bild vonB(a, £) unter f enthalten ist.
Satz IV.8.1 impliziert somit, dasEkonstant ist. m|

IV.8.5 BemerkungEs seierG c C ein Gebiet,f : G — C eine holomorphe Funktion,
ae Gundr > 0, so das$3(a, r) c G. Da die Funktion f| stetig ist, nimmt sie auf der
kompakten Mengd(a, r) ein Maximum an. Wenrf nicht konstant ist, dann zeigt das
Maximumprinzip, dass dieses Maximum auf dem Rand

dB(a,r) = {ze Cllz-al= r}
angenommen wird.

IV.8.6 Aufgaber{fMaxima). Bestimmen Sie das Maximum vaf| auf der MengeD :=
{ze C||4 < 1}inden folgenden Fallen:

i) f(2) = exp@), ze C.
i) f(2 =(z+3)/(z-—3),ze C\ {3}.
i) f@=2+z-1,zeC.

IV.8.7 AufgabgMaximumprinzip) Gegeben sei eine Funktidn G — C auf dem be-
schrankten Gebigb (d.h., es gibt eirR > 0, so das$s c B(0,R)). Furz € G ist der
Abstand zum Randurch

dist(z 9G) := inf{|z- wi|we C\ G}

gegeben.
Die Funktionf habe folgende Eigenschatft:

¥C > 036> 0:(vze G: distz dG) < 6 = |f(2)| = C).

(,Die Funktion f strebt bei Annaherung an den Rand gleichmaldig gegen liciefd
Beweisen Sie, dasisnicht holomorph ist.

IV.8.8 AufgabdGebietstreue)Es seierG c C ein Gebiet und : G — C eine holomor-
phe Funktion. Es gebe ein reelles PolynB(w, y) # 0, so dass

vzeG: P(Re(f(2).Im(f(2))) = 0.

Weisen Sie nach, dagseine konstante Funktion ist.

IV.8.9 AufgabdgEine Verallgemeinerung des Satzes von Liouville} seienf: C — C
eine ganze Funktiom e N undM € R, so dass

[f@| <M 2™, furalleze C.

Zeigen Sie, das$ eine polynomiale Funktion vom Grad hochstemist.
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IV.9 Automorphismen der Einheitskreisscheibe und der
oberen Halbebene

Das Maximumprinzip gestattet uns, die Ergebnisse zu dearAatphismen der Einheits-
kreisscheibeD und der oberen Halbeberi¢ zu vervollstandigen. Die Diskussion ver-
anschaulicht, wie man aus den allgemeinen Satzen praziseagen Uber holomorphe
Abbildungen gewinnen kann.

IV.9.1 Satz (Das Lemma von Schwarzfs sei . D — C eine holomorphe Funktion
mit f(D) c D und f(0) = 0.

i) Fur jeden Punkt z D gilt |f(2)| < |4 und|f’(0) < 1.

i) Wenn es einen Punkta D \ {0} mit |[f(a)] = |a| gibt oder|f’(0) = 1 erfullt ist,
dann gibt es eine komplexe Zaht C mit|¢| = 1und

YzeD: f(@=¢-2
Beweis.i) Auf Grund der Voraussetzunff0) = 0 ist die Funktion
gob — D

@, fallsz+ 0
f/(0), fallsz=0

Z —>

holomorph. Gfensichtlich gilt
1
Vo<r<1lvzeC: Z=r = |g@@|< .
Das Maximumprinzip IV.8.4 impliziert
1
VO<r<1lvze B(Or): |9@)| < -
Die Abschatzung wird mit wachsendenmmer schwacher, so dass
1
VO<r<1vzeB(0,1): |g@|< -
Damit erkennen wir

Vze B(0,1): |o@@| <1

Furz # 0 bedeutet dieff (2)| < |Z. (Das gilt naturlich auch fuz = 0.) An der Stelle O
heil3t diegf’(0) < 1.

i) Die angebenene Bedingung bedeutet, dgiss a bzw. in 0 ein Maximum annimmt.
Nach dem Maximumprinzip ig konstant. Es sei der Funktionswert vog. Er hat unter
den genannten Bedingungen den Betrag eins. Somit

f@)

Vze D\ {0} : T:g(z):{, dh. f9=¢-z

Dieselbe Formel gilt nach Voraussetzung aucheférO. ]
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IV.9. Automorphismen der Einheitskreisscheibe und derabélalbebene

IV.9.2 BemerkungEine komplexe Zaht € C mit || = 1 ist von der Form exp( ¢) fur
einen geeigneten Winkel € [0, 2r). Die Multiplikationz +— ¢ -z, z € D, mit £ ist die
Drehung um den Winkep.

IV.9.3 Folgerung. Es sei f. D — D ein Automorphismusmit f(0) = 0. Dann ist f die
Multiplikation mit einer komplexen Zalgle C vom Betrag eins.

Beweis.Esistf: D — D c C eine holomorphe Funktion mit(D) c D und f(0) = 0.
Die Umkehrabbildung': D — D c C hat ebenfalls diese Eigenschaften. Aus dem
Lemma von Schwarz leiten wir ab:

* Vze D:|f(2)| <12
* Vze D: |z = |fY(f(2)| <|f ().

Damit gilt|f(2)| = |2 fur jeden Punki € D der Einheitskreisscheibe. Der zweite Teil des
Lemmas von Schwarz zeigt die Behauptung. O

Automorphismengruppen

Es seiernG ein Gebiet unda € G. Die Automorphismengruppe A@&j wurde in Defi-
nition 111.6.14 erklart. Zusatzlich ist diStandgruppeson a die Untergruppe (vgl. [16],
Definitionen, 11.6.4, ii)

Auty(G) := | f € Aut(G)| f(a) = al.

Das folgende Ergebnis hilft bei der Bestimmung der vollemofwuorphismengruppe eines
Gebiets.

IV.9.4 Lemma. Es seien G ein Gebiet und H Aut(G) eine Untergruppe mit folgenden
Eigenschaften:

* Die Gruppe H wirkt transitiv auf G, d.h. zuu e G existiert ein Gruppenelement
h e H mit h(u) = v.

* Es gibt einen Punkt a G, so das®\ut,(G) c H.

Dann folgt
Aut(G) = H.

Beweis.Es seif € Aut(G) ein Automorphismus. D&l transitiv wirkt, gibt es ein Grup-
penelemenkt € H mit
h(f(a)) = a

Damit giltho f € Auty,(G) c H. Die Beschreibung
f=hto(hof)

zeigt, dasd ein Element vorH ist. m|
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IV.9.5 Satz. Es sei

_J(ab a2 h2
M.—{(B a)‘a,beﬁ:.|a| |b|—1}.

Der Homomorphismus (s. Folgeruihigy6.19)
: M — AutD

(a b) ( a~z+b)
- — ZH— =
b a b-z+a

Aut(D) = M/{=E,}.

ist surjektiv. Es folgt

Beweis.Es seiH := &#(M). Im Beweis von Satz 111.6.21 haben wir nachgewiesen, #hass
transitiv auf der Einheitskreisscheibe wirkt. Ferner @htH fur jeden Winkely € [0, 2r)
und jede Zahiv € D den Automorphismus

—-W
w-z-1

z — expl-y)-

Es sei¢ € C eine komplexe Zahl vom Betrag eins. Wir schreiliea exp( - ¢) mit
¢ € [0, 27). Indem wiry = 7+ ¢ undw = 0 wahlen, erkennen wir, dass die Multiplikation
mit £ in H enthalten ist. In Folgerung 1V.9.3 haben wir p{d) c H bewiesen. Lemma
IV.9.4 liefert nun die Behauptunig = Aut(D).

Bereits in Folgerung 111.6.19 haben wir festgehalten, adbesKern von® die Gruppe
{£E,} ist. Der erste Isomorphiesatz ([16], Satz 11.10.1) gibt dehaupteten Isomorphis-
mus. |

Mittels Satz 111.6.10 kdnnen wir das obige Ergebnis aufalere Halbebene Ubertra-
gen:

IV.9.6 Folgerung. Der Homomorphismus (s. Folgeruiiigy6.16)
¥7: SL(R) — Aut(H)

(a ,8) ( a-z+/3)
—> Z—>
Yy 6 y-Z+6

Aut(H) = PSLy(R) := SLy(R)/{+E5}.

ist surjektiv. Es folgt

IV.9.7 Bemerkungen) Da D und H biholomorph aquivalent sind, sind auch ihre Auto-
morphismengruppen isomorph, so dass

M/{+E,} = PSLy(R).

In Satz 111.6.18 haben wir bereits einen Isomorphismug(8L.— M angegeben.

i) Die obigen Ergebnisse sind sehr explizit. Die Automasphengruppen sind dabel
endlichdimensional (als Mannigfaltigkeiten; vgl. [14]p#chnitt 11.3 und Anhang). Sie
illustrieren somit ein weiteres Mal die Starrheit holomuep Abbildungen im Vergleich
zu unendlich oft dferenzierbaren. Die Gruppe der-Automorphismen der obigen Ge-
biete sind unendlichdimensional (vgl. [4]).
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Meromorphe Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir holomorphe Funktioneden Nahe ihrer Definiti-
onsliucken. Es seien z.B. € C ein Punkt in der komplexen Ebene> 0 ein positiver
reeller Radius und : B(a,r) \ {a} — C eine holomorphe Funktion. Dann gibt es drei
Maoglichkeiten: Die Funktiorf Iasst sich in den Punkthinein holomorph fortsetzen, oder
sie hat ina einePolstelleundz +— |f(2)| strebt bei Annaherung aagegen unendlich,
oder es liegt einavesentliche Singularitatvor. In diesem Fall wird das Werteverhalten
durch den Satz von Casorati—Weierstrald beschrieben. EBigibauch eine Reihenent-
wicklung, die sogenannteaurentreihe, die je nach Typ der Singularitat endlich oder
unendlich viele negative Glieder der Foan/(z — a)%, k > 0, aufweist. Indem wir iso-
lierte Polstellen zulasssen, erweitern wir unsern Vormtnéeressanten Funktionen zu
den sogenanntemeromorphen Funktionen. Eine Besonderheit der Funktionentheorie
einer komplexen Veranderlichen ist, dass wir einer mempimen Funktionf auf einer
offenen Mengd&J c C an ihren Polstellen den West zuweisen und sie somit als Ab-
bildung f: U — C, C := C U {0}, aufassen konnen. Dabei tragteine natirliche
Topologie, bzgl. derer die Abbilduniystetig ist. Man stellt leicht eineldomdomorphis-
mus, d.h. einen topologischen Isomorphismads;— S? her. Deshalb nennt mahauch
die riemannsche Zahlenkugel Jetzt kann man auch aGfkomplexwertige Funktionen
betrachten und Funktionentheorie betreiben. Damit Wigdn erstes Beispiel einéom-
pakten komplexen Mannigfaltigkeit. Die Kompaktheit hat starke Konsequenzen: Jede
holomorphe Funktion auf ist konstant, eine Variante d&atzes von Liouville und je-

de meromorphe Funktion adf lasst sich als Quotient zweier polynomialer Funktionen
darstellen, ist also ein algebraisches Objekt. Diese Ba#abagen haben tiefliegende Ver-
allgemeinerungen, die weitreichende Verbindungen zweisarer komplex analytischen
und algebraischen Geometrie sfika, die hier aber nicht besprochen werden konnen.

V.1 Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

V.1.1 Definition. Es seienJ c C eine dfene Teilmengef: U — C eine holomorphe
Funktion unda € C. Der Punkia ist eineisolierte SingularitaioderDefinitionsliickezon
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f, wenn gilt:
* a¢U.
* Es gibt eine positive reelle Zahl> 0 mit B(a,r)* := B(a,r) \ {a} c U.

V.1.2 Bemerkungks seienJ c C eine dfene Teilmengef: U — C eine holomorphe
Funktion,a € C eine isolierte Singularitat voh undr > 0, so das8(a, r)* c U. Dann
ist

Uui{a}=UuUB(ar)

wieder eine ffene Teilmenge von.
Im Folgenden werden wir verschiedene Typen von Singalamtbesprechen.

Hebbare Singularitaten

V.1.3 Definition. Es seienJ c C eine dfene Teilmengef: U — C eine holomorphe
Funktion unda € C eine isolierte Singularitat vof. Sie isthebbar wenn eine holomor-
phe Funktion
frUufal—C
mit
Vze U : ﬂz) = 1(2

existiert.

V.1.4 BemerkungNach Bemerkung V.1.2 istein Haufungspunkt vold U{a}. Die Funk-
tion f ist als holomorphe Funktion stetig. Daher f§g) und damitf durch f eindeutig
festgelegt.

V.1.5 Satz(Der riemannsche HebbarkeitssatEs seien Uc C eine gfene Teilmenge,
f: U — C eine holomorphe Funktion undac eine isolierte Singularitat von f. Dann
ist die Singularitat a genau dann hebbar, wenn es einenugadi 0 mit B(a,r)* c U
gibt, so dass f auf @&, r)* beschrankt ist.

Beweis.Die Singularitata sei hebbar, und: U U {a} — C sei die holomorphe Fortset-
zung. Wir kdnnen annehmen, d&&@,r) c U U {a}. DaB(a, r) kompakt undf stetig ist,
ist f aufB(a, r) beschrankt.

Jetzt ser > 0 ein Radius, so dag¥a, r)* in U enthalten und aufB(a, r)* beschrankt
ist. Wir setzen

h:Uulay — C
{(z—a)z-f(z), fallsz+ a

Z >
0, fallsz=a

und zeigen zunachst, dass es sichtbeim eine holomorphe Funktion handelt. In den
Punkten aud) ist das klar. Weiter berechnen wir

i h(@) - h(a)

im ==—==1lm (2 - (z-a) = 0.
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V.1. lIsolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

Die zweite Gleichung ist eine Folgerung aus der Beschhagikvon f. Es sei
Tra@ = ) by (z-a)*
k=0

die Taylorreihe vorh mit Entwicklungspunkg. Wegenh(a) = 0 = () gilt
bo = 0= b,.
Da die Taylorreihdr, .(2) auf B(a, r) konvergiert (Folgerung IV.6.9), ist durch
g:Blar) — C

zZ — Z by:2 - (z— &)
py

eine holomorphe Funktion gegeben. Damit ist

fruufa — C

__h@
N {f(z)_(z—a)Z’ fallsz+ a

b,, fallsz=a

eine holomorphe Fortsetzung vdén O

V.1.6 AufgabéHolomorphe Fortsetzungks sei

f:R — R

< {exp(—;l(), x>0
0 x<0

Besitztf eine holomorphe Fortsetzung?

Polstellen

V.1.7 Definition. Es seienJ c C eine dfene Teilmengef: U — C eine holomorphe
Funktion unda € C eine isolierte Singularitat voifi. Sie istaul3erwesentlichwenn es
eine ganze ZaHlgibt, so dass die Funktion

Uu — C
z — (z-a'- 1@

eine holomorphe Fortsetzung zu einer FunktjorJ U {a} — C besitzt.

V.1.8 Lemma. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge, :fU — C eine holomorphe
Funktion und ac C eine aul3erwesentliche Singularitat von f. Dann gibt esagesine
ganze Zahl ke Z und genau eine holomorphe Funktionld U {a} — C mit g(a) # O,
die z+— (z-a)¢- f(2), ze U, fortsetzt.
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Beweis.Schritt 1. Es seierk; < k, ganze Zahlen ung,: U U {a} — C bzw.g,: U U
{a) — C eine holomorphe Funktion, die— (z— a)% - f(2) bzw.z+— (z- a)® - f(2),
z e U, fortsetzt. Dann setzt

Uufa) — C
z — (z-a " g2

ebenfalls die Funktioa — (z—a)* - f(2), z€ U, fort. Nach Bemerkung V.1.4 stimmt sie
mit g, Uberein. Wege#, — k; > 0 hatg, eine Nullstelle ina. DieseUberlegung zeigt die
Eindeutigkeit vork. Aus Bemerkung V.1.4 ergibt sich wieder die Eindeutigkei g.

Schritt 2. Es seien nuih € Z eine ganze Zahl, so dass sich die Funkzor— (z -
a)' - f(2), ze U, zu einer holomorphen Funktidn U U {a} — C fortsetzen lasst. Wenn
h(a) = 0, so sel’ die Vielfachheit der Nullstella (Definition IV.7.11). Es gibt dann eine
holomorphe Funktiog: U U {a} — C mit g(a) # 0, so dass

vzeUufa): h@@=(z-a)" - 9@.
Damit setzty: U U {a} — C die Funktion

Uufal — C
z — (Z-a (@, k=1-1,

holomorph fort. Damit ist die Existenz vdoundg nachgewiesen. O

V.1.9 Definitionen. i) In der Situation von Lemma V.1.8 Sk Z die eindeutig bestimmte
ganze Zahl, so dags— (z— a)*- f(2), z€ U, eine holomorphe Fortsetzung besitzt, die
in a keine Nullstelle aufweist. Die Zahl

Ord(f,a) := -k

heil3t dieOrdnungvon f in a.

i) Es seienJ c C eine dfene Teilmengef : U — C eine holomorphe Funktion und
a € C eine aulRerwesentliche Singularitat. Falls= Ord(f,a) > 0, dann sagen wir, dass
f in aeineNullstelle der OrdnungderVielfachheit rhat. Giltn := -Ord(f, a) > 0, dann
hat f in a einePolstelle der Ordnung.n

Wesentliche Singulariéiten

V.1.10 Definition. Es seierlJ c C eine dfene Teilmengef: U — C eine holomorphe
Funktion unda € C eine isolierte Singularitat. Sie istesentlichwenn sie nicht aul3er-
wesentlich ist.

Die wesentlichen Singularitaten zeichnen sich durch dsdmderes Werteverhalten in
der Nahe der Singularitat aus. Allgemein betrachten e effene Teilmengé&J c C,
eine holomorphe Funktiofi: U — C und eine isolierte Singularité € C. Wenn die
Singularitat hebbar ist, dann istfur jede positive reelle Zahlmit B(a, r) \ {a} ¢ U auf
B(a, r)* beschrankt. Handelt es sich um eine Polstelle, dann gilt

lim | f(2)| = o,

Z—a
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V.1. lIsolierte Singularitaten holomorpher Funktionen

d.h. fur jede Folgez,)..n in* U mit lim z, = aund jede positive reelle ZaR > 0 gibt es
n—oo
eine naturliche Zaht, € N, so dass

vn>ny: |f(z)|>R
Das Werteverhalten bei einer wesentlichen Singulargathreibt das folgende Ergebnis.

V.1.11 Satz(Casorafi-WeierstraR) Es seien Uc C eine gfene Teilmenge, :fU — C
eine holomorphe Funktion,a C einewesentlicheSingularitat von f, r> 0 eine positive
reelle Zahl und

V:=B(ar)nu.

Die Menge {V) liegtdichtin C, d.h. fur ihren Abschluss gilt
f(V)=_C.

Beweis.Es seiB := C\ f(V) das Komplement des Abschlusses ). Dies ist ei-
ne dfene Teilmenge voit, und wir missen zeigen, dass sie leer ist. Wir nehmen das
Gegenteil an und wahlen einen Pubkt B sowie eine positive reelle Zahl> 0 mit

B(b,¢) c B.
Das bedeutet
vzeV: |f(@-bl>e (V.1)
Damit ist
gV — C
Z +—> 1
f(2-b

eine holomorphe Funktion. Nach (V.1) igf durch Ve beschrankt. Der riemannsche
Hebbarkeitssatz V.1.5 garantiert die Existenz einer holginen Fortsetzung

g.Vula)—C

vong. Es gibt eine natlirliche Zahle N und eine holomorphe Funktidm Vula} — C
mit h(a) # 0, so dass

vzeVu{al: 9@ =(@z-a)"-h@.

Die Beschreibung
YzeV: f(29= i+b
92
zeigt, dass die Singularitat vohin a hebbar ist, wenm = 0, bzw. eine Polstelle der
Ordnungn hat, wennn > 0. In jedem Fall handelt es sich um eine au3erwesentliche
Singularitat, im Widerspruch zur Voraussetzung. m|

1Das bedeutet insbesondege a, n € N.
2Felice Casorati (1835 - 1890), italienischer Mathematiker
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V.1.12 Aufgabe(Singularitaten) Bestimmen Sie den Typ der Singularitat der durch den
jeweiligen Ausdruck definierten Funktidnan der angegebenen StedleFalls es sich um
eine hebbare Singularitat handelt, geben Sie den Grenlimer,, f(2) an.

) f()_23+23f-:::2|’ _ i f()_exp(z) 1 z, _o,
i f(2) = Wl)-l’ a=0,
iv) f(z)::%,azo, e) f(z)::z-cos(rll),azl.

V.2 Laurentzerlegungen

Wir betrachten holomorphe Funktionen auf Kreisringen (bbikdung IV.1). Es seien
0<r<R<oound
G:={zeC|r<|4<R}.

Das Muster fur holomorphe Funktionen &isind Funktionen folgender Bauart: Es seien
g: BOR) — C,
h: B(O, %) — C

holomorphe Funktionen. Dann ist
f:G — C
1
z — 9@+ h(E)

eine holomorphe Funktion. Der folgende Satz zeigt, dass @tbmorphe Funktion von
dieser Gestalt ist.

V.2.1 Satz(Laurentzerleguni). Es sei G — C eine holomorphe Funktion. Dann
existieren holomorphe Funktionen

g: BOLR) — C,
h: B(O,%) — C,
so dass
Vze G: f(z):g(z)+h(%). (V.2)
Wenn
0: BO,.R — C,
h: B(O,%) — C

3Pierre Alphonse Laurent (1813 - 1854), franzosischer aidtiker.
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V.2. Laurentzerlegungen

weitere holomorphe Funktionen sind, so dass
_ —(1
VzeG: f(@=92+ h(;),
dann gibt es eine komplexe Zahk  mit
VzeB(O,R): G@=9@+c, Vze B(O, %) : h(@=h(2-c

Insbesondere sind g und h eindeutig bestimmt, wenn r§@3nr=h0 fordert.

V.2.2 Definition. Die Zerlegung (V.2) vorf mit h(0) = 0 heil3t dieLaurentzerlegungon
f. Man nennh denHauptteilvon f undg denNebenteil

Beweis von Satz.2.1. Eindeutigkeit. Es seien
9,9:BOR — C
h, h: B(O, %) — C
Funktionen mit L L
YzeG: 9@+ h(E) =0(2 +E(E)'

Wir setzen

und erhalten .
YzeG: Q1@ +F(E) =0.

Es folgt, dass

H:C — C
929, falls|z<R
Z = —F(%), falls|z > r

eine ganze Funktion ist. Wir behaupten, deisseschrankt ist. Dazu wahlen wir

O<r<r<R <R

Unsere Behauptung folgt, walauf B(0, R) c B(0O,R) undh auf B(0,1/r) c B(0O, 1/r)

beschrankt sind. Der Satz von Liouville impliziert, dd$konstant ist. Damit und mit

dem ldentitatssatz (Folgerung IV.7.7) ergibt sich diedeutigkeit der Laurentzerlegung.
Existenz.Wir stellen dem Beweis das folgende Ergebnis voran.

Hilfssatz. Es seienp: G — C eine holomorphe Funktion und« t < T < R reelle

Zahlen. Dann gilt
[ vtow= [ s
y(0.1) y(0,T)
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\

Abbildung V.1: Zerlegung eines Kreisrings in sternformigebiete

Zum Beweis Uiberdecken wir den Kreisring wie in Abbildund Skizziert mitstern-
formigen Kreisringsegmente@y, ..., G,.* Weiter definieren wir wie im Bild skizziert We-
geay, ...,an, SO dasg; in G; verlauft,i = 1,...,n, und

v(0, T) = y(0,t) =ai + - + an.

Der Cauchy-Integralsatz 1V.4.6 fur das sternformige i8eB; zeigt

fgo({)d{ =0, i=1..,n

Mit Eigenschaft 1V.2.12, i), finden wir nun wie behauptet

fy oy PO - fy oy O = f PO f oz =0

und haben den Hilfssatz gezeigt. v
Fur festez € G definieren wir die Funktion

p:G — C
f(0)- (2
[ {T fallsgiz.
f'(0), falls¢ =z

Sie ist holomorph. Fur Punkie# zist das dfensichtlich. Wenn

Ted) = D & (-2
k=0

die Taylorreihe vorf mit Entwicklungspunke ist, dann ist

Tod) =Y - (-2
k=0

4Der Leser bzw. die Leserin moge sich selbststandig dawemzeugen, dass und wie das moglich ist
(Aufgabe IV.4.10, i).
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die Taylorreihe vorp mit Entwicklungspunkt. Nach dem Hilfssatz giltfur <t < T < R

mit |z #t, T, dass
[ sod= | s
y(0,T) y(O.1)

d.h.

(@ L [ 1O, L
f( —=d¢ - f(2) - d¢ f( d§ f(2- g_zdg. (V.3)

omé{—-2 yom {—2Z oy & — ¥(0,t)

Wahlen wirt, T mitr <t < |7 < T < R, dann haben wir auch

—d 0,
f(oo (-2 <

—dc = 27-1i.
«fy‘(O,T) (-2 < !
Aus (V.3) folgt
1 f({) 1 f(()
f(2) = — - =
@) 2m -1 y(O,T)g—zg 21 Jyon & — z
=902 ~h(2)
Wir definieren
g: BOT) — C
1 f(£)
—_ = —=dZ,
z 2r -1 fy(O’T){—zg
h: B(O,%) — C
1 z- 1(2)
_ — d
‘ 2r - fy(oﬁt)l—g-zg

Die Funktiong ist nach Satz IV.5.4 holomorph. Die Funkti¢mist auf B(0, 1/t)* die
Verknuipfung der holomorphen Funktion

1 *

Z —

NIk, A

mit der Funktion

C\B(O,t) — C

1 9 4
277 o f(ooz §§

die nach Satz 1V.5.4 ebenfalls holomorph ist. Um zu erkendassh in 0 auch holomorph
ist, reicht es nach dem riemannschen Hebbarkeitssatz Vatkzuprifen, dadsin der
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Nahe von 0 beschrankt ist. Mit der Standardabschatzuryd ergibt sich das aus der
Tatsache, dass der Integrand 8(®, 1/(2t)) betragsmalfiig durch
t-ma |f(0)|1]¢] =t}

beschrankt ist. Man beachte schlief3lich noch, @&3k= 0.

Wir prazisieren die Notation und bezeichnen die geraddeskten Funktionen mit
gt undhr. FUr Zahlerr <t <t < T < T’ < Rbekommen wirgy 1.: B(O,T") — C
undhy 1-: B(0, 1/t") — C. Wir haben

1
VzeC: t'<|lZ<T = Tf@=0wr@+h1 (E)

Da fernerhy 1.(0) = O, impliziert die bereits bewiesene Eindeutigkeitsausdég das
Kreisringgebiet
Gir:={zeClt<|4<T},

dass
Ov.tBoT) = OL.T und ht’,T’lB(O,l/t) = h7.

Lassen wirt gegenr und T gegenR laufen, dann erhalten wig auf B(0, R) und h auf
B(O, 1/r). ]

In der obigen Situation sind die Funktiongmndh durch Potenzreihen gegeben

9(2) = i a-Z&,  zeB(O,R),
k=0

h(z) = ibk-zk, ze B(O,%).
=]

Indem wir
a=by, k<-1

setzen, kdnnen wir gemal} Satz V.2.1

f@= ) a-2 (V.4)
k=—c0
schreiben.
V.2.3 Definitionen. i) Es sei
a.Z—C

eine Abbildung. Mit

definieren wir die Reihen
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V.2. Laurentzerlegungen

Das Paar §, a, >, a ) schreiben wir als
k=0 k=1

k=—c0

Die Reihe i a, konvergiert wenn sowohl die Reihé a, als auch die Reihém] Ak
k=—
konvergiert. DeWertder Reihe istdann die Summe der Werte der beiden andereerRelh

k=0 k=1

k=—o00

Diese Begtfie lassen sich aufftensichtliche Weise auf Potenzreihen (vgl. Abschnitt 11.3)
ubertragen.
i) Die Darstellung in (V.4) ist did.aurentreiheoderLaurententwicklungon f.

V.2.4 BemerkungWenn die unendliche Reihei:, ay konvergiert, so gilt nach Satz 11.1.3,
k=—o00
1), fur den Wert der Reihe
E a = lim a.
n—oo

k=—o0 k=—n
Die Ergebnisse aus Satz V.2.1 lassen sich ohne Muhe awfbigi Entwicklungs-
punkte ausdehnen. Wir fassen diberlegungen zusammen in:

V.2.5 Folgerung(Laurententwicklung) Es seien & C und0 <r < R< oo,
G:={zeC|r<|z-a <R}
und f: G — C eine holomorphe Funktion. Dann konvergiert die Laurehteei

iak-(z—a)k

k=—o00

in jedem Punkt 2 G gegen den Funktionswer(Z).
Furr < o < R werden die Kgfzienten der Laurentreihe durch die Integralformel

1 (&)
=—"- —d/, Z, V.5
A 21 - | ‘ﬁ(&@) (é‘ _ a)n+l g ne ( )

berechnet.

Beweis.Es ist nur noch die Integralformel zu begriinden. Dazu exisgr rechtfertigen,
dass wir Integration mit den Summationen

Zak (z—a)* und Z a)k

vertauschen konnen. Im ersten Fall folgt dies aus der Iglkaathmafigen Konvergenz
von Potenzreihen 11.3.7 und Lemma I1V.6.4. Im zweiten Fa#l dar lokal gleichmafigen
Konvergenz von Potenzreihen, der Biholomorphie der AhintiC* — C*, z+— 1/z,
und Lemma IV.6.4. O
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V.2.6 BemerkungFur die Laurentkogizienten ergibt sich aus (V.5) und der Standard-
abschatzung di€auchyabschatzung

M, (f
lan| < Zg ), Mg(f)::sup{|f(z)|||z—a|:Q}, r<o<R neN.

V.2.7 Beispiel Wir betrachten die polynomiale Funktion
2+—Z-4z2+3=(z-1)-(z-3), zeC,
und definieren damit die holomorphe Funktion

f:C\{1L3} — C
Z — —2
(z-1)-(z-3)

Wir kdnnen sie auf den Kreisringgebieten

G, = {zeC|0<|74<1},
G, = {zeC|1l<|4< 3},
und Gz = {zeC|3<|Z4< >}

untersuchen. Dabei verwenden wir die Partialbruchzeriggu

2 1,1
(z-1)-(z-3) 1-z z-3

Auf G;. Hier haben wir wegen & |z < 1 die Reihenentwicklungen

C\ {13}

1 (o)
B N
1-z kzzc;
und
1 1 1 <
3-z 3 _3_5 Z;( )
3
Daraus ergibt sich die Laurententwicklung
1 (o0
f(z)_l—z—— Z 3k+l %, zeGi.
k=0

Dies ist gleichzeitig die Taylorreih&; o(2).
Auf G,. Wegen|z > 1 gilt0 < 1/|7 < 1, so dass
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V.2. Laurentzerlegungen

Die Laurententwicklung lautet nun

1 1 w-l w - -1 4 o -1
(@= 1 357 N7 hFil T LF Tyt gt e
N —
=h(1) =99

1 1 1 1 &3¢ & 3

V.2.8 BemerkungMan beachte, dass die Laurententwicklungen@uiind Gs unendlich
viele negative Glieder haben, obwohl die Funktionur auf3erwesentliche Singularitaten
besitzt.

Laurententwicklungen und isolierte Singularitaten

In diesem Abschnitt untersuchen wir folgende SituationsEenU c C eine dfene
Teilmenge,f: U — C eine holomorphe Funktiom € C eine isolierte Singularitat von

f und
> - (z-a)f

k=—o0

die Laurententwicklung im Punl&

V.2.9 Lemma. Die Singularitat a ist genau dann hebbar, wenn die Laureihie keine
negativen Glieder hat:

Vkez: k<0 = a=0.

Beweis.Die Singularitat sei hebbar, unid U U {a} — C sei die holomorphe Fortset-
zung. Die Eindeutigkeit der Laurentzerlegung in Satz Viehpliziert

D, a2 =T, (2.

k=—c0

Demnach hat die Laurentreihe keine negativen Glieder.
Es seir > 0 eine positive reelle Zahl, so daB&, r)* c U. Die Reihe

> ac@-af = ac@-a
k=—co k=0

konvergiert auB(a, r). Daher ist
f:uufa — C
f(2), fallsz+a
Z +—
ay, fallsz=a

eine holomorphe Funktion, diefortsetzt. |
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V.2.10 Beispiel Die Funktion
f.¢* — C
sin@)
z
hat in O eine hebbare Singularitat. Nach Definition I1.%).2gilt

Z —

Vzec - z v
zeC: sm(z_z—a §_ﬁ

Es folgt

Vze C*: Sin(Z):l ZZ+24 ZGi

V.2.11 Lemma. Die Singularitat in a ist genau dann auf3erwesentlich, wéi@Laurent-
reihe nur endlich viele negative Glieder hat:

Aezvk<l: a=0.

Beweis.Die Singularitat sei auBerwesentlich. Eslsei Z eine ganze Zahl, so dass die
Funktionh: U — C, z+ (z— a)' - f(2), eine holomorphe Fortsetzumgpbesitzt. Die
Eindeutigkeit der Laurentzerlegung in Satz V.2.1 implizie

I = R

k=—0c0

Es folgt
Yk<-l: a=0.

Sei umgekehrte Z mitag = 0,k < |. Dann ist

cw'chwkchar

k=—c0

die Laurentreihe der Funktiom U — C, z+— (z-a)™' - f(2). Nach Lemma V.2.9 ist
die Singularitat vorh hebbar. |

V.2.12 BemerkungMan beachte, dass
Ord(f,a) =maxXl e z|Vk<1: a =0}.
V.2.13 Beispiel Die Funktion

f:c* — C
exp@)
z

weist im Nullpunkt eine Polstelle der Ordnung 3 auf. lhre teaireihe ist

1+1+1+1+Z+22+
2 22 2.z 31 41 b5l
—————

-(2)
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Aus Lemma V.2.9 und Lemma V.2.11 ergibt sich:

V.2.14 Lemma. Die Singularitat a ist genau dann eine wesentliche, weerLdurentrei-
he unendlich viele negative Glieder hat:

#Hk>1llayg#0} = oo
V.2.15 Beispiel Die Funktion
f:c* — C
1
Z — exp 2
hat in O eine wesentliche Singularitat. Sie hat die Lausgné

£+ 1 1 N 1 N
2z 2.2 3.2 4.2

(2)

1-

im Entwicklungspunkt 0.
V.2.16 AufgabeflLaurententwicklung)i) Es sei

f:G:={zeC|0<|z-il<2} — C

z
zZ —> .
2+1
Bestimmen Sie die Laurentreihe vérund den Typ der Singularitat vohin i.
i) Es seien
f.C\{0,1,2} — C
1
Z +—
z-(z-1)-(z-2)
und

G:={zeC|r<|g<R}, 0<r<R

Bestimmen Sie die Laurentreihe vérfir a)r = 0undR =1, b)r = 1 undR = 2 und c)
r = 2 undR = co mittels Partialbruchzerlegung.

V.3 Meromorphe Funktionen

V.3.1 Definition. Es seiU c C eine dfene Teilmenge. Eine Teilmendéd c U liegt
diskretin U, wennU keinen Haufungspunkt vokl enthalt.

V.3.2 Beispiel Es sei
1
M ::{ﬁ‘nzl}cc*cc.

Der einzige Haufungspunkt vad in C ist 0. Er ist nicht inC* enthalten. Deshalb liegt
M diskret inC* und nicht diskret inC. Der Begrif des, Diskret-Liegens® ist somit ein
relativer.
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V.3.3 Bemerkungerks seierlJ c C eine dfene Teilmenge untyl c U.
i) Die MengeM liegt genau dann diskret id, wenn es zu jedem Punkte U eine
positive reelle Zaht > 0 mit
Bze)*NM=0

gibt. Man beachte, dass digfénheit vonU impliziert, dasss so gewahlt werden kann,
dassB(z ¢) c U.

i) Wenn M c U diskret liegt, dann isM als Teilmenge vorJ abgeschlossen. Das
folgt aus i). Beispiel V.3.2 zeigt, da$s als Teilmenge voit nicht abgeschlossen zu sein
braucht.

V.3.4 Eigenschaften.Es seien Uc C eine g¢fene Teilmenge und Ml c U diskrete
Teilmengen.

i) Die Menge M enthalt hochstens abzahlbar unendlich \Eédenente.

if) Die Menge MU N liegt ebenfalls diskret in U.

Beweis.i) Die MengeQ @ @ - i liegt dicht in C, und die Menge., liegt dicht in R.,.
Deshalb gibt es eine Teilmengec (Q & Q - i) X Q-0, SO dass

U= U B(a,r).

(arel

Da |l abzahlbar ist, genugt es zu zeigen, dass jede abgeseméoBseisscheib®(a, r)
nur endlich viele Punkte voW enthalt. Bemerkung V.3.3, i), zeigt, dass es eine Familie
(B(aj, €j))jes von ofenen Kreisscheiben gibt, so dass

*x Vjeld: #(B(aj,sj) NnM) <1

* U= U B(aj,Sj).

jed
Da B(a, r) kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmengje- J mit
B(a, r) - U B(aj,b‘j).

jey

Offenbar haben wir
#B@r)Nn M) <#J.

i) Es seia € C ein Haufungspunkt votM U N. Wenna kein Haufungspunkt von
M ist, dann existiert eiz > 0, so das®B(a, £)* kein Element vonM enthalt. Fur jede
positive reelle Zahl < 6 < £ mussB(a, 6)* unendlich viele Elemente voN enthalten,
und deshalb ish ein Haufungspunkt voi. Damit liegta nichtinU. O

V.3.5 Satz.Es seien G- C ein Gebiet und Mc G eine diskrete Teilmenge. Dann ist auch
G\ M ein Gebiet.

Beweis.Aus Bemerkung V.3.3, ii), folgt, dass \ M eine dfene Teilmenge von ist. Es
bleibt nachzuweisen, da&s\ M wegzusammenhangend ist. Dazu seigne G\ M. Es
gibt einen Wegy: [a,b] — C in G mit y(a) = uundy(b) = v. Da Spurf) kompakt ist,
konnen wir Parameter

a:t0<t1<"'<tn_1<tn:b
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und positive reelle Zahlesy > 0,i =0, ..., n, finden, so dass

n

Spur) c | JBO/(t).s) und BH().&) cG, i=0,..n.
i=0

Wie im Beweis von Eigenschaft V.3.4, i), zeigt man, dass dimpakte Menge

n

| JBo®.=)

i=0
nur endlich viele Punkte voN enthalt. Es ist nun leicht, einen Weg [c,d] — Cin
n
[U B(y(ti),si)] \M
i=0

mit o(c) = uundo(d) = v zu konstruieren. Dies Uberlassen wir der Leserin bzw. dem
Leser aldJbung. O

V.3.6 Definition. Es seiU c C eine dfene Menge. Eineneromorphe Funktioauf U ist
ein Paar |, f), das aus

* einer diskreten Teilmengd c U und
* einer holomorphen Funktioh: U\ M — C
besteht, so dass in jedem Punka € M eine (nicht hebbare) Polstelle besitzt.

V.3.7 Beispielei) Es seif: U — C eine holomorphe Funktion. Dann ist,(f) eine
meromorphe Funktion. Wir werden sie auch kinftig midezeichnen.
i) Es seienG ein Gebiet undf: G — C eine holomorphe Funktiorf, # 0. Nach
Satz IV.7.1 ist
N:={zeG|f(2 =0}

eine diskrete Teilmenge vda, so dass

eine meromorphe Funktion ist.
iii) Die meromorphe Funktion

co
2
SN

hat aufC unendlich viele Null- und Polstellen.

V.3.8 Lemma. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge undM, f) eine meromorphe Funk-
tion auf U.
i) Wenn M endlich ist, dann gibt es holomorphe Funktiondn ¢ — C mit

SMan beachte, dass nach Bemerkung V.3.3, i), jeder Paiaki¥l eine isolierte Singularitat voh ist.
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* M={zeU|h(2 =0}

£z = 9@
* Yze U\ M: (2 = hD)'
i) Jeder Punkt z U besitzt eine flene Umgebunge V c U, so dass es holomorphe
Funktionen gh: V — C, h £ 0, gibt, fur die
9(2)

VzeV\M: f(z):@

gilt.

Beweis.i) Wir beweisen die Aussage vermoge vollstandiger Inawkiibern := #M.

n = 0. Hier kdbnnen wirg = f undh = 1 nehmen.

n — n+ 1. Es seia € M. Nach Lemma V.1.8 gibt es eine holomorphe Funktion
fo: (U\ M)U{a} — C mit fy(2) # 0, so dass

vzeU\{a}: f(@= (Zfi(;))k,

Nunist (M \ {a}, fo) eine meromorphe Funktion, zu der es nach Induktionsveeizsng
holomorphe Funktioneg, hy: U — C mit

k= -0Ord(f, a).

* M\{a} ={zeU[ho(2) =0}

: _ 92
* Yze U\ M: fy(2) = ho@
gibt. Wir setzen nun
h:U — C

z — (z-a)* hy(2.

i) Jeder Punkk € U besitzt eine iene Umgebunge V c U, sodass & N M) <1
(s. Bemerkung V.3.3, i). Damit konnen wir i) auf die meroiploe Funktion Y NM, fia\wmy)
aufV anwenden. ]

Der Korper der meromorphen Funktionen auf einem Gebiet

Die bisher besprochenen Beispiele und Aussagen illustribereits die algebraischen
Eigenschaften meromorpher Funktionen und erlautern iftréten, z.B. als Kehrwerte
holomorpher Funktionen (Beispiel V.3.7, ii). Jetzt wollerr die algebraische Struktur
der Menge der meromorphen Funktionen auf eirfi@ebiet G genau erklaren.

Addition meromorpher Funktionen

Es seien ¢, f) und (N, g) meromorphe Funktionen a@. Die MengeM U N ist nach
Eigenschaft V.3.4, ii), diskret, und wir kdnnen

h: G\(MUN) — C
z — f(2+92
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betrachten. Diese Funktion hat eventuell hebbare Singitiam in Punkten voiM U N.
Deshalb definieren wir

H :={ae M UN]|aist hebbare Singularitat vdm}, P:=(MUN)\H

und _
h: G\P=(G\(MUN))UH — C

als holomorphe Fortsetzung vbonSchliel3lich sei
(M, f) + (N, g) := (P h).

V.3.9 Beispielei) Es qgilt z.B.

({O}, 1') + ({O, 1}, L + i) = ({1}, i)

z z z-1
i) Fur jede meromorphe FunktioiM;, f) aufG gilt
(M, f)+(2,0) = (M, f)
und

(M, f) + (M, - f) = (@, 0).

Multiplikation meromorpher Funktionen

Es seien A, f) und (N, g) meromorphe Funktionen a@. Analog zur Definition der
Summe der beiden Funktionen lasst sich das Produkt

einfuhren.
V.3.10 Beispielei) Es gilt z.B.

1

(@,(z—l)-(z—Z))-({O,l},% + le) = ({O},2-2—5+ ;)

i) Fur jede meromorphe FunktiotM, ) auf G gilt
(M, f)-(2,1) = (M, f).

iii) Es sei (M, f) # (@, 0) eine nichttriviale meromorphe Funktion &af Nach Satz
V.3.5istG \ M ein Gebiet, und nach Satz IV.7.1 ist

N:={zeG\M|f(2) =0}
diskret inG\ M. Zu jedema € M gibt es eire > 0 mit B(a, £)* c G und eine holomorphe

Funktion fy: B(a, &) — € mit fo(@) # 0 und f(2) = fo(2)/(z - @), z € B(a, &)*, k :=
—Ord(f, @). Nach Verkleinerung voa konnen wirfy(2) # O fur allez € B(a, €) annehmen.
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Damit ist kein Punkt au$/ ein Haufungspunkt fuN, d.h.N und damit auchiM U N (s.
Eigenschaft V.3.4, ii) liegen diskret @. Wir betrachten

h: G\(MUN) — C
1

Z — —.

f(2
Jeder Punkt aul! ist eine hebbare Singularitat véimund die holomorphe Fortsetzung
h:G\N—C
hat Nullstellen in den Punkten vavi. Wir erklaren
(M, ) := (N, h).

Man beachte
M, f)-(M, f)™ = (2,1).

V.3.11 Satz.Die Menge
A(G) = { (M, f) meromorph auf G
ist zusammen mit der obigen Addition und Multiplikation i€drper.

Beweis.Es sind nur noch die Kommutativ-, Assoziativgesetze undiissibutivgesetz
zu Uberprufen (vgl. [13], Definition 1.6.1; [16], Defirom I11.1.1, ii). Betrachten wir z.B.
drei meromorphe Funktionen f), (N, g) und (°, h). Dann sind

(M, f)-(N,g))- (R.h) und (M, f)-((N,g)-(P.h)
auf der dfenen Mengé& \ (M U N U P) durch die Vorschrift
z— (1(9-9(2) - h(@ = 1(2 - (9(2 - h(2))

gegeben. Daraus folgt leicht, dass sie als meromorphe iemekt gleich sind. Alle ande-
ren Gleichungen verifiziert man analog. ]

V.4 Die riemannsche Zahlenkugel

V.4.1 Definitionen. i) Es sei
C := C U {oo}.

i) Eine TeilmengeJ c C ist offen, wenn gilt
* U N Cist eine dfene Teilmenge von.

* Fallseo € U, dann existiert eine positive reelle Zdhb 0, so dass

{ze<E||z|>R}cU.
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V.4.2 AufgabeZeigen Sie, dass
7 :={U c C|U istim Sinne von Definition V.4.1, ii), fien}
eine Topologie (s. [14], Definition 1.4.1, a) adfist.

V.4.3 Satz. Im topologischen RaurtcC, .7) gilt das Hausdoffaxiom ([14], Definition
1.5.1) und(C, 7) ist kompakt.

Bew_eis.Das Hausddfaxiom veilangt, dass es zu zwei verschiedenen Purkten z
ausC offene MengerJ,;,U, c C mitz; € Uy, z € U, undU; N U, = @ gibt. Falls
7,7, € C, dann ist die Aussage bekannt (vgl. [14], Beispiel 1.5.2).Z7~< C wahle man
e>0,R>|Z+¢,

Up:=B(ze) und Up:={zeC|ld>R}U(}.

Dann giltz € Uy, o0 € Uy, U; undU, sind dfen im Sinne von Definition V.4.1, ii), und
U nU, =a.

Jetzt ist noch di&Jberdeckungseigenschaft [14], Definition 2.2.1, b), navresen.
Es sei Uj)ic eine (ﬁ‘eneUberdeckung voIT. Wir wahlen einen Indek € | mit oo € Ui,
und eine positive reelle ZaR > 0 mit

{ze([||z|>R}cUi0.

Die Mengen U; N C)i UberdeckeB(0, R). Nach [14], Satz 2.2.12, i8(0, R) kompakt.
Deshalb existiert eine endliche Teilmenge |, so dass

BO.R c| Juingc| u.

iel’ iel’

Es seil” = 1" U {ig}. Aus der Konstruktion folgt

c={Ju.
iel”

Wir haben zu der gegebenétberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gefunden.

Die folgenden Erlauterungen helfen, eine niitzliche Avasting furC zu gewinnen.
Wir betrachten digk-lineare Einbettung

C — R®
X+y-i — (xy,0)
Die zweidimensionale Sphaist
S? = { (X1, %o, X3) € R3¢ + %5 + %5 = 1}.
Ihr Nord- bzw. Stidpolist
N:=(0,0,1) bzw. S:=(0,0,-1).
Die stereographische Projektioron N aus ist die Abbildung

0:S?\ (N} — C

X]_+X2'i
X1, X2, X _ .
(15 29 3) — 1—X3
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@(X)

Sie ordnet einem Punkte S? \ {N} den Schnittpunkt der Gerade durshund x mit der
EbeneC c R3 zu. Offenbar istp stetig. Ihre Umkehrabbildung ist

gt C — S*\{N}

. 1
Z=X+Yy-i m-(Zx,Zy,x2+y2—l).

Sie ist ebenfalls stetig. Daher istein Homdomorphismus

V.4.4 Aufgabeni) Definieren Sie einen entsprechenden Homodomorphismus
W S?\{S} — C.
i) Zeigen Sie, dass
2.8 — C
< s { ¢(x), fallsx# N

oo, fallsx=N

ein Homodomorphismus ist.
iii) Skizzieren Sie fur eine reelle ZaR > 1 die Menge

go_l({ZE clid> R}) c S2
V.4.5 BemerkungZu der oben definierten Topologie gehort ein Konvergenabegine

Folge @.)nn in € konvergiert gegero, wenn es zu jederma > 0 eine natirliche Zahl
No € N mit

1
YNn>nNg: Z,=c0V|Z|>-
&

gibt. Man vergleiche [13], Definition 2.4.1.
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V.4.6 AufgabeEs seier c C eine dfene Teilmenge und\, f) eine meromorphe Funk-
tion. Beweisen Sie, dass die Abbildung

f:U — C
{ f(2), fallsz¢ M

Z —>
oo, fallsze M

stetig ist®
V.4.7 Rechenregeln fiiro. Wir filhren folgende Rechenregeln amiein:

1 1
6:00 und ;:O

Mit diesen Rechenregeln konnen wir den Béigler meromorphen Funktion auf of-
fene Teilmengen vol ausdehnen.

V.4.8 Definitionen. Es seiU c C eine dfene Teilmenge.
i) Eine Abbildungf: U — € wird als holomorphe Abbildung@der meromorphe
Funktionbezeichnet, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

* Durch (M, fo) mit M := € N f(c0) und fo := fiyne) t-1(0) iSt €INE Meromorphe
Funktion aufu N C gegeben.

x Es seieh

— 1 — 1
U::{zec‘—eu}, NZ:{ZEU‘f(—):oo}

z z

und
U — C
Z —> f(})
z

Das Paarly, fl\U\N) ist eine meromorphe Funktion auf

ii) Eine Funktionf: U — C ist holomorph wenn sie als Abbildung nach holo-
morph im Sinn von Teil i) der Definition ist, d.h., wenn die ktionenfync: UNC — C
und f: U — € holomorph sind.

iii) Fur eine holomorphe Funktioh: U — C werden die Begffeisolierte hebbare
aul3erwesentlichend wesentliche SingularitatPolstelle Ordnungusw. auf die &en-
sichtliche Weise erklart.

V.4.9 BemerkungEs seif : C — C eine holomorphe Abbildung. Dann i$t*(co) ei-
ne diskrete Teilmenge. D& kompakt ist (Satz V.4.3), ist diese Teilmenge endlich (vgl.
Beweis von Eigenschaft V.3.4, i).

5Auf diese Weise kdnnen wir meromorphe Funktionen als ant ldefinierte Abbildungen atassen.
Als Warnhinweis sei vermerkt, dass diese Konstruktion aefamorphe Funktionen in einer komplexen
Veranderlichen beschrankt ist. Das Analogon fir mengrhe Funktionen im > 2 Variablen ist etwas
komplizierter.

"Man beachte die Rechenregg¢Dl= .
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V.4.10 Aufgabeni) Eine Teilmenges c C ist einGebiet wenn sie ffen und wegzusam-
menhangend ist. Zeigen Sie, dass eifferee Teilmengé) c C genau dann ein Gebiet
ist, wenn der Durchschnid N C ein Gebiet ist.

i) Es seienG c C ein Gebiet und

M(G) :={f: G— C|f ist holomorpH.

Uberpriifen Sie, dass Addition und Multiplikation von Ftioken auf.#(G) die Struktur
eines Korpers induzieren.

V.4.11 Beispielei) Es seiem > 1, ay, ..., &, € C komplexe Zahlen mi&, # 0 und

f:C — C
Z — ag+ay-zZ+---+ay-2"

die zugehorige polynomiale Funktion. Sie hatireine isolierte Singularitat. Um den Typ
dieser Singularitat zu bestimmen, missen wir den Typ deguaritat O der Funktion

f:c* — C
1 a
Z +—> f(—):a0+—l+---+%
z z 2
ermitteln. Es ist jetzt ersichtlich, dass es sich um einsteétdé der Ordnung handelt.
i) Die Exponentialfunktion expC — C hat ebenfalls eine isolierte Singularitat in
co. Die Funktion

g:C* — C
1 =1
zZ — exp(—): —
y4 kzzc;k!-zk

hat in 0 eine wesentliche Singularitat, so dass expoieine wesentliche Singularitat
aufweist.

iii) Es seienm, n € N natirliche Zahlena, ..., am, bo, ..., b, € C komplexe Zahlen mit
am, by, # 0 und

p:C — C

Z — a+a;-Z+---+an-2"
qg:C — C

zZ — bo+by-z+---+b,-2

die entsprechenden polynomialen Funktionen. Wir nehmemassp und g keine ge-
meinsamen Nullstellen hab&mnd definieren die holomorphe Abbildung

fo: C — E
P@
a2

8Dies ist keine Beschrankung der Allgemeinheit. Warum tfich

Z —
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Sie hat inco eine aul3erwesentliche Singularitat, so dass wir sie zer ¢ialomorphen
Abbildung B B

f:C—C
fortsetzen konnen. Es gilt

0, fallsm<n

f(c0) = g: fallsm>n _
—, fallsm=n
bn
V.4.12 Definitionen.i) Es seif : C — C eine ganze Funktion. Sie iganzrationaJwenn
sie im Punkto eine aul3erwesentliche Singularitat hat, trashszendentvenn der Punkt
oo eine wesentliche Singularitat ist. B

i) Eine holomorphe Abbildung : C — C ist rational, wenn es naturliche Zahlen
m,n € N, komplexe Zahlem, ..., am, by, ..., by € C mit a,,, b, # 0 und

Qp+a-zZ+---+ay-2"
bp+by-z+---+by-2

vzeC: f(9=

gibt.

V.4.13 Bemerkungks seif : C — C eine ganze Funktion. Nach Folgerung IV.6.9 ist sie
uberall durch ihre Taylorrein&;o(z) gegeben. Daraus folgt, dass die Funktiogenau
dann ganzrational ist, wenn sie polynomial ist.

V.4.14 Satz.Jede holomorphe Abbildung € — C ist rational.
Beweis.Nach Bemerkung V.4.9 ist die Mendé := f~1(c0) endlich. Es sei
MNC={a..as}.

Die Funktion
ficvan.ag: C\{&,...,as} — C

.....

ist holomorph und hat iay, ..., a5 Polstellen. Es sei

h(2) = i Gij
T H(z-a)

der Hauptteil ing, i = 1, ..., s. Die Singularitaten der Funktion

C\{a,...,as} — C
S
z — f@-) h@
i=1
sind hebbar. Es sgj: C — C die holomorphe Fortsetzung dieser Funktion. Sie hat in

oo eine aul3erwesentliche Singularitat. Nach Bemerkungl¥.4st g eine polynomiale
Funktion. Wir erkennen, dass
S
f=g+ Z hy
i=1

eine rationale Funktion ist. O
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Die Kompaktheit det,komplexen Mannigfaltigkeit'C erzwingt, dass die holomor-
phen Abbildungenf: C — C algebraischerNatur sind. Der Beweis von Satz V.4.14
zeigt weiter:

V.4.15 Folgerung(PartialbruchzerlegungkEs seien nn € N natirliche Zahlen, @ ...,
am, bo, ..., by € C komplexe Zahlen mit,ab, # Ound

p:C — C

Z — ag+ay-zZ+---+ay-2",
qgC — C

zZ — bo+by-z+---+b,-2

die zugeordneten polynomialen Funktionen. Dabei haberdmkeine gemeinsame Null-
stelle. Es seien weiter

M:={zeClq(®=0}={cy,...,Cs}

und
ki:=0Ord@g,c), 1i=1..5s

Dann gibt es eine polynomiale Funktion € — € und komplexe Zahlen;de C, j =
1,...k,i=1,..5s,s0dass

Vze C\{cy,...,Cs}: @:r(z)_i_Z( diy P diki

z-¢  (z-o)k)

V.4.16 Folgerung(Satz von Liouville) Jede holomorph&unktion f: C — C ist kon-
stant.

Beweis.Die Funktionfc: € — Cistholomorph. Sie hat it eine hebbare Singularitat.
Nach Bemerkung V.4.13 und Beispiel V.4.11 ist sie konstant. ]

V.4.17 Aufgabe(MobiustransformationenEin Automorphismuson C ist eine bijektive
holomorphe Abbildundg : C — C. Wir definieren die Gruppe

Aut(C) := | f: C — C| f ist Automorphismus

i) Sei
&W:{geGLZ(C)lg-h:h-theGLz(C)}:{(g 3)‘/166*}

dasZentrumvon GL,(C). Dann ist
PGLy(C) := GLy(Z)/ Z
wiederum eine Gruppe. Zeigen, dass
@: PGLy(C) — Aut(C)

ab . Zl_)az+b
c d cz+d
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ein Gruppenisomorphismus ist.

ii) Es seienu, v, w drei verschiedene Punkte auf der riemannschen Zahlkuggki-
gen Sie, dass es genau ein Element PGL,(C) gibt, so dass der Automorphismus
f:=d(m):C— C

fO=u f(Q)=v und f(c0)=w

erfullt.

Die Einfuhrung der riemannschen Zahlenkugel ist ein vigghtSchritt nach vorn: Es
handelt sich um das erste Beispiel eikempakten komplexen Mannigfaltigkeit (vgl.
[14], Kapitel 11, Abschnitt 11.3 und Anhang, fur Erlautegen zu reellen Mannigfaltig-
keiten). Wir haben gesehen, wie man aufjenauso wie auf eineffienen Teilmenge der
Ebene Funktionentheorie betreiben kann. Dabei unterdehesich jedoch die globalen
Aussagen stark voneinander: Wahrend es auf jeder nicetlegenen Teilmeng® c C
stets sehr viele nichtkonstante holomorphe Funktionen giB. polynomiale, existieren
solche Funktionen auf der riemannschen Zahlenkugel nieloe meromorphe Funktion
auf der riemannschen Zahlenkugel ist Quotient zweier potyialer Funktionen, also ein
rein algebraisches Objekt. In der Tat@in gewisser Weise selber ein rein algebraisches
Objekt, namlich eingrojektive algebraische Mannigfaltigkeit oder einealgebraische
Kurve. Diese fundamentalen Ansatze werden z.B. in den Buchgmnd [6] bis an die
Grenzen der modernen Forschung weiterentwickelt.

V.5 AutomorphismenvoncC

Wir fuhren die Untersuchung von Automorphismen gewissebi€te in der komplexen
Ebene fort und bestimmen nun die Automorphismen von ganz

V.5.1 Satz.Eine Abbildungp: C — C ist genau dann biholomorph, wenn es komplexe
Zahlen ae C* und be C gibt, so dass

VYzeC: ¢(@=a-z+h. (V.6)

Beweis.Wenn¢ durch die Formel (V.6) gegeben ist, danngssicherlich eine biholo-
morphe Abbildung.

Nun seip: C — C eine biholomorphe Funktion. Wir zeigen, dasf oo eine au-
Rerwesentliche Singularitat hat. Es handelt sich dann ime ganzrationale also nach
Bemerkung V.4.13 polynomiale Funktion. Fernergshjektiv. Deshalb hap genau eine
Nullstelle und somit nach Satz IV.5.11 den Grad eins.

Um die Behauptung tUiber die Singularitatan nachzuweisen, zeigen wir, dass die
Funktion

y: ¢ — C
. 1
— —
Y12
in 0 eine aulBerwesentliche Singularitat hat. Da die Ahlnitghy holomorph und nicht
konstant ist, sind die Mengen

A={y(2|0<|4<1} und B:={y(@|1l<|Z}
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nach Satz IV.8.1ffen und sicherlich nicht leer. Die Abbildunrgist injektiv, so dass
ANB=2.

Wir wahlen einen Punkb € B und eine positive reelle Zall> 0 mit B(b, &) c B. Wenn
in 0 eine wesentliche Singularitat vorlage, dann gabeah dem Satz von Casorati—
Weierstral3 V.1.11 eine Folge.J..x Mit folgenden Eigenschaften:

*x Z, € C*,neN,

*x lim z, =0,

n—oo
* lim y(z,)) = b.
N—oo
Es existiert eine naturliche Zahy € N, so dass
Yn>ny: O<|zy <l

Das impliziert
Vn>no: y(z)eA sodass |y(z)-Db>e.

Es folgt
0=lb—bl=lim |¢(z) - b| > e,

ein Widerspruch. ]

V.5.2 BemerkungDie GebieteC undH sind nicht biholomorph aquivalent: A gibt
es die nichtkonstante beschrankte holomorphe FunkiioR — D, aufC gibt es nach
dem Satz von Liouville IV.5.9 keine solche Funktion. Dieseltaquivalenz schlagt sich
auch in den Automorphismengruppen nieder: Wir haben

Aut(H) = PSLy(R).
Fur die Gruppe qilt ([16], Aufgabe 11.9.19)
[PSLe(R), PSLy(R)] = PSLy(R).
Auf der anderen Seite haben Wir
AUL(C) = C = C*,

und man berechnet sofort
[Aut(C), Aut(C)] = C.

Die Gruppen Autf) und Aut(C) sind also nicht isomorph.

9Dassemidirekte Produkt wird in [16], Definition 11.12.10, erklart. Dabei ist: C* — Aut(C) die
Abbildunga+— (z+— a- 2).
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Vi

Der Residuensatz

Der Residuensatz ist die allgemeinste Integralformel,inlidieser Vorlesung betrach-
tet wird. Sie drickt das Wegintegral einer meromorphenkkan entlang eines Wegs,
der keine Polstelle ffiit, durch gewisse topologische Invarianten, dimlaufzahlen um
die Singularitaten, und funktionentheoretische Invaea, dieResiduenin den Singula-
ritaten, aus. Da man sowohl fur die Umlaufzahlen als auichdie Residuen vielfaltige
Berechnungsmethoden entwickeln kann, ermoglicht esredsr Residuensatz unter an-
derem, gewisse Integrale explizit auszuwerten. Dies wewde an einigen Beispielen
vorfuhren, darunter die Partialbruchzerlegung des Kg¢as.

V1.1 Umlaufzahlen

VI.1.1 Definition. Es seiy: [a,b] — C ein geschlossener stiickweise glatter Weg. Fur
einen Punkiy ¢ Spurfy) ist

1 1
,Zp) = - - d
x(v, %) o fy{—hg

die Umlaufzahivony um z,.

VI.1.2 Beispiel.Es seierk € 7 \ {0} eine ganze Zahk, > O eine positive reelle Zahl,
Z € C eine komplexe Zahl und

v:[0,1] — C
t — Zg+r-exp(2r-i-k-t).
Es qgilt

k, falls|z—z|<r

)((y,z):{o’ falls|z—z| >r

Dies berechnet man fir= z, direkt mit Definition IV.2.1, iv). Firze Cmit|z—z| < r
wendet man denselben Trick wie im Beweis von Lemma IV.5.1Rimr < r’ < |z-

167



Kapitel VI. Der Residuensatz

Z| ist { +— 1/(¢ — 2) holomorph aufB(zy, r’). Der Cauchy-Integralsatz IV.4.6 auf dem
sternformigen GebieB(z, r’) liefert das Verschwinden der Umlaufzahl.

VI.1.3 AnschauungDie Umlaufzahl gibt an, wie oft der Weg den Punktzy € C im
mathematisch positiven Sinne umrundet:

e

Diese anschauliche Definition lasst sich mit Methodenadigebraischen Topologigor-
malisieren. Dazu nehmen wir der Einfachheit__ halaer= 0 an. Vom Standpunkt der
Homotopietheorie gilt C* ~ S!. Die universelledJberlagerung haben wir schon in Bei-
spiel 11.7.6 angesehen. Sie ist durehR — S, ¢ — exp( - ), gegeben. Fik € R
lasst sich ein Weg : [a,b] — S* mit y(a) = n(X) auf eindeutige Weise zu einem Weg
y: [a,b] — R mit

* y(@) = X,

x moy=1y
anheben. Isy geschlossen, gilt alsga) = y(b), dann gilt

n(y(0)) = n(¥(a)),
und es gibt eine ganze Zahk 7 mit
y(b) = x+ 2r -k

Diese Zahl hangt nicht voxab. Dies ist die mathematisch prazise Definition der Umlauf
zahl, die unsere Anschauung wiedergibt. Die benotigtdisidittel aus der algebraischen
Topologie werden z.B. in dem Buch [9] bereitgestellt.

Wir werden nicht nachweisen, dass Definition VI.1.1 dassé&lgebnis liefert wie
die gerade besprochene topologische. Als wichtiges Imt#igs dem so ist, zeigen wir
allerdings:

VI.1.4 Satz. Es seieny: [a,b] — C ein geschlossener stiickweise glatter Weg yr#l z
Spurfy). Dann ist die Umlaufzahl vop um z eine ganze Zahl:

x(y,20) € Z.
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Beweis. Wir beweisen den Satz fuir einen glatten Wedper Beweis lasst sich leicht auf
stuckweise glatte Wege verallgemeinern. Wir definieren

g:[aab] — C
t ’
t — f v(9) ds.
a Y(9 -2
Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:
* g(@) =0,9(b) =27 -i - x(y, 2).

y'(t)
yt) -2

* g(t) = ,te[ab].

Es sei

h:[a,b] — C
t — exp(-g(t) - (x(t) - 2).

Fir jede reelle Zahl € [a, b] gilt

—g'(t) - exp(=g(t)) - (r(t) — 20) + exp(—9(t)) - ¥'(1)
exp(—g(t)) - ('(t) - g'(t) - (¥(t) - 2)) = 0.

Daher ist die Funktioi konstant. Wir finden

¥(@)-20 “E exp(-g(@)-(v(@)-20) = exp(-g(b))-(¥(b)-2)

Wegenz, ¢ Spurfy) haben wiry(a) # z, und daher
exp(-g(b)) = 1.

M (1)

y(a);“y(b)

exp(—9(b))-(v(a)-2).

Deshalb folgt
2m-i-x(y,20) =9(b) € 2n-i-Z

wie behauptet. O

VI.1.5 AufgaberfUmlaufzahlen) i) Es seiemn undk ganze Zahlen und @ r # 1. Wir
betrachten den Weg: [0,27] — C*,t+—— exp(-n-t) +r-exp( - k-t). Berechnen Sie
die Umlaufzahl vorny um den Nullpunkt.
i) Es sei
vi[-rr+n] — C

f t, falls —r<t<r
r-expi-(t-r)), fallsr <t<r+nx -

Bestimmen Sie die Umlaufzahl vanum z, = i in Abhangigkeit vorr.

iii) Es seienG c C* ein Gebiet,y: [a,b] — G ein stiickweise glatter und geschlos-
sener Weg und : G — C eine holomorphe Funktion mft(z)? = zfirr allez € G. Zeigen
Sie, dass

x(7,0) =2 x((f 07),0).

Folgern Sie, dass es aaf keine Wurzelfunktion geben kann.
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V1.2 Der Residuensatz

VI.2.1 Definition. Es seierg, € C eine komplexe Zahl) c C eine dfene Teilmenge mit
Zp e Uundf: U\ {z} — C eine holomorphe Funktion. Fir eine positive reelle Zahl
r >0, sodas8(z,r) c U, sei

Z.O:ak-(Z—zO)k

k=—o00

die Laurententwicklung vori auf den RinggebieB(z, r)*. Die Zahla_; heil3t dasResi-
duumvon f an der Stelle,.
SchreibweiseRes(f, 7)) := a_;.

VI.2.2 Bemerkungln der Situation der Definition gilt

1
Resf,20) = 5 - f G
y(zo.r

V1.2.3 Beispielei) Ist in der obigen Situatios, eine hebbare Singularitat van so gilt
Res(,z) =0

i) FUr eine ganze Zatk € 7 gilt

1, fallsk=-1
Res¢.0) = { 0, fallsk # 1

Das spiegelt abermals wieder, dass die Funktibr— C, z+— Z, nur fiirk = —1 keine
Stammfunktion besitzt.

VI.2.4 Satz (Der ResiduensatzEs seien Dc C ein Elementargebieund a, ...,a, € D
k verschiedene Punkte. Weiter seienDX\ { ay, ..., ax} — C eine holomorphe Funktion
undy: [a, b] — C ein geschlossener stiickweise glatter Weg i B, ..., & }. Dann gilt

k
[ 1@ =21-1- ) Rest.a) - xa).
Y j=1

Man beachte, dass nur diejenigen Punkte{@ys.., ax } zu der Summe auf der rechten
Seite beitragen, die vopnumlaufen werden.

Beweis von Sat¥?l.2.4. Wir betrachten die Laurentreihe

(o9

Z al - (z—a)

k=—o00

von f mit Entwicklungspunkg; sowie ihren Hauptteil

, =1,k
kZ (z- aj)k
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Dieser Hauptteil definiert eine holomorphe FunktigraufC \ {a;}, j = 1, ..., k. Ferner sei

Dies ist eine holomorphe Funktion. Mit einem Argument, dasndBeweis der Holo-
morphie einer Potenzreihe ahnelt (Satz 111.3.14), zeighntass; eine Stammfunktion
besitzt,j = 1, ..., k. Schliel3lich beachte man

j

a, - .
Vze C\{aj}: hi@2= z—_;- +hi@, j=1..k
j

Die Funktion

besitzt eine holomorphe FortsetzuggD — C. Da D ein Elementargebiet ist, haben

WiIr
f 9Q)d = o.

Das Integral auf der linken Seite bestimmen wir folgenddédema

[1ox-3 [now = [row-3, [ ga_j‘;jdg—i [ Ao
e, e, o

Wie zuvor bemerkt besitH; eine Stammfunktion, und daher haben wir

f’ﬁj(g)dg =0, j=1,..k
Y

Wir haben somit die Identitat

k
i 1
fyf@)dg“:;a'_l-fyg_ajdg

> Aj — X s Aj c )
! 1 ! 27T - y é - aj

ist dies die Behauptung des Residuensatzes. O

VI.2.5 Bemerkungen) Es seiy: [a,b] — C ein geschlossener stiickweise glatter Weg.
Die Menge Spury) ist kompakt. Es gibt somit eine positive reelle Z& 0 mit

Spurfy) c B(O,R).
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Fur einen Punkty ¢ B(0, R) gilt
x(v,2) = 0.

Das folgt direkt aus dem Residuensatz, angewandt auf daselBtargebieB(0, R) und
die holomorphe Funktion

f: BO,R) — C
1
-7
i) Es seienD c C ein Elementargebiet unfl: D — C eine holomorphe Funktion.
Firzy e D ist

Z —

9:D\{zg} — C
(G

(-2

eine holomorphe Funktion mit

Res(, z) = ().
Fur einen geschlossenen stiickweise glattenWd@, b] — C in D\ {2y} gilt

1 [
2 - yf—zo

nach dem Residuensatz. Dies konnen wir als Verallgemangeder Cauchy-Integralfor-
mel IV.5.2 ansehen.

iii) Es seienD c C ein Elementargebie € D undf: D\ {a} — C eine holomorphe
Funktion. Das Residuum vohin a ist die einzige komplexe Zalal fiir die die Funktion

X, %) - f(20) = dz

D\fa} — C
¢

zZ —> f(Z)—ﬂ

in einer geeigneten Umgebung vareine Stammfunktion besitzt. Dazu machen wir fol-
gende Beobachtungen:
a) Fur eine komplexe Zald € C und eine positive reelle Zahl> 0 gilt die Formel

f _ w=2r-i-c
y(ar)g_a

Es gibt deshalb genau dann eirf.eene Mengea € U c D, so dasg +— ¢/(z— a) eine
Stammfunktion aut) \ {a} hat, wenrnc = 0. (Dann kdnnen witJ = D wahlen.)

b) Es seien Y a-(z—a)* die Laurentreihe vori im Entwicklungspunka undr > 0
k

ein Radius, so =d_ass sie dBifa, r)* konvergiert. Die Funktion

F:Blarn* — C

C 1 k+1
zZ +— — - (z-a

;Ok+1 - (

k#-1
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ist holomorph mit
ai

z-a
Es seien weitet) c C eine dfene Teilmenge mia e U c D, H: U \ {a} — C eine
holomorphe Funktion und e C eine komplexe Zahl, so dass

YzeB@rn)*: F(@=12@-

YzeU\{a): H(@-= f(z)—%l.
Es folgt
VvzeUnB@r)*: (F-H)Y@ = il_‘ac.

Aus a) leiten wir Resf,a) = a_; = cab.

Residuen in Polstellen

Wir stellen jetzt einige Verfahren vor, mit denen Residuetomorpher Funktionen in
Polstellenexplizit ermittelt werden kdonnen.

VI.2.6 Lemma. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge, :fU — C eine holomorphe
Funktion, ac C eine Polstelle der Ordnung k von f und g u{a} — C die holomorphe
Fortsetzung der Funktioniz— (z— a)* - f(2), ze U. Dann kann das Residuum von f in
a mit der Formel

g“ (@)

(k—1)!

Res(,a) =
berechnet werden. Speziell gilt fik = 1

Res(f,a) = g(a) = lim(z-a) - f(2).
Z—a
Beweis.Es seir > 0 eine positive reelle Zahl mB(a, r)* c U. Dann gibt es eine holo-

morphe Funktiorf : B(a,r) — C und komplexe Zahlea 4, ...,a x € C, so dass

Ak a —~
Z-aF + - Z—a+ f(2).

Yze B(a,r)*: f(2=
Somit gilt

Vze B(ar): 02 =ax+ai:i-(z-a)+ --+a,-(z—a "‘1+Z a;-(z—a)™ = T4a(2).
=0

Aus der Definition der Taylorreihe (IV.8) lesen wir

g (o)
1T k=)

ab. O

IFur die Berechnung des Ausdrucks auf der rechten Seitetigemian nur die Funktiorf und nicht
die holomorphe Fortsetzung
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VI.2.7 Beispielei) Es sei

f:C\{xi}] — C
exp( - 2)
2+1
Diese Funktion hat imeine einfache Polstelle. Mit dem Lemma berechnen wir

. exp(-2 N
Izlm 2+1 (2 I)_lzliri] Z+i 2. 2.¢e

exp( - 2) _ exp1) _ [

i) Wir untersuchen

f:C\{xi}] — C
1

Z —_—
— (Z2+1)3

an der Polstelle der Ordnung 3. Wegen

Vze C\{+i}: (@z-i)3 f(@= (le|)3

ist

g:C\{-1} — C

zZ —> 1
(z+1)3
die holomorphe Fortsetzung der Funktior— (z—i)3- f(2), ze C \ {i}, in den Punki
hinein. Nach Lemma V1.2.6 gilt

gP@) 1 12 3 3

Rf = = — = ___.'
est.a) =5 =3 Gss 161 16

VI.2.8 Lemma. Es seien G- C ein Gebiet, gh: G — C holomorphe Funktionen,a G
ein Punkt mit

g@+#0, h(@=0 und H(@#0

und
N:={beG|h(b)=0}.

Dann hat die Funktion

f:G\N — C
Z —> @

h(2)

im Punkt a eine einfache Polstelle, und der Wert des Residwom f in a ist

g(a)
hr(a)’

Res(f, a) =
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Beweis.Die Taylorreihe vorh in a hat die Gestalt
Tha(@ =N(a) - (z-a) + > aj-(z-a)'.
j=2

Wir erkennen

: : . Z—a 1
imz-a)-1(2) =limg(2)- lzlggﬁ =9(a)- @
Die Behauptung folgt damit aus Lemma VI.2.6. O

VI.2.9 Beispielei) Es seieng: C — C, z+ exp( - 2), undh: C — C,z+— 2 + 1.
Die Funktionh hat einfache Nullstellen inund —i. Fur jede komplexe Zald € C gilt
d(2) # 0. Fur die Funktionf aus Beispiel VI.2.7, i), gilt

o g) expEl)
Rest )= ™21 ~ Ze

nach Lemma VI1.2.8.
i) Es sei

f:c\z — C
_cos(r - Z)
sin(r-2)°

Z — T

Diese Funktion hat in jeder ganzen Zaht Z eine einfache Polstelle. Man beachte
YaeZ: sin(r-a)=mn-cosfr-a)=(-1)%*-7+0.

Nach Lemma VI.2.8 haben wir

cos(r - a)

YaeZ: Resf,a)=n-————=1.
© t.a)=n - COoS( - Q)

VI.2.10 Lemma. Es seien Uc C eine gfene Teilmenge, a U, f: U \ {a} — C und
g: U — C holomorphe Funktionen. Die Funktion f habe in a eine auf3sentiche
Singularitat, und fur alle ke U \ {a} gelte f(b) # 0. Dann gilt fur die Funktion

%: U\fap — C
f'(2
Z — f(Z)

die Gleichung

Res(g- ¥ a) = g(a) - Ord(f, a).

2s. Definition V.1.9 fiir den Begfti der Ordnung
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Beweis.Es sek := Ord(f, a). Es gibt eine holomorphe Funktitn U — C mith(a) # O
und
vzeU\{a}: f(2=(z-a)" h@@.

Damit berechnen wir

f'(2) k-(z-a)**-h(2+(z-a)" h(2 _ k N h(2)

vzeU\la): o= Z—a)-h(@ z-a h(@’

Auf Grund der Voraussetzungen &ihath keine Nullstelle aut), so dasz — h'(2)/h(2),
z € U, eine holomorphe Funktion ist. Aus dieser Gleichung lesenli® Behauptung mit
Hilfe von Lemma VI.2.6 ab. O

VI1.2.11 Beispiel.Wir betrachten abermals die Funktidnaus Beispiel VI.2.9, ii). Mit
¢: C— C,z+> sin(r - 2), gilt

¢'(2)

YzeC\z: f(29= oD

Nach Lemma VI.2.10 gilt

YaeZ: Res(,a)=0rd(p,a) =1

Rationale Funktionen

VI1.2.12 Definition. Es seierlJ c C eine dfene Teilmenge mito € U, f: U — C eine
meromorphe Funktion ald und

g:V::{zeCEeU} — € (VI.1)
- '[3
Z — ) fl-
Z z
Dann ist
Res(f, «) := Resf, 0) (VI.2)

dasResiduunvon f in co.

VI1.2.13 BemerkungDie Transformation in (VI1.1) ist nicht die Transformatioard=unk-
tion f bzgl. des Koordinatenwechsels— 1/z sondern deDifferentialform

f(2dz
Diese Aussage wird sogleich durch den Beweis des folgendemias deutlich werden.

VI.2.14 Lemma. In der Situation von DefinitioW1.2.12 sei r eine positive reelle Zahl,
so dass g auf @, r)* holomorph ist. Dann gilt

1

Res(f, o) = _ﬁ : f;:(o%) f(£)dg.
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V1.2.15 AchtungDie Abbildung

NIF— Al

hat inco eine Nullstelle. Trotzdem gilt

Res(f, «) = —Res(%,o) =-1
VI.2.16 BemerkungDie durch dieR-Basis (1i) induzierte Orientierung vo@ (vgl. [14],
Definition 5.3.3) induziert vermoge der stereographisdPmjektion (Seite 159) eine Ori-
entierung der Sphar®?. Diese ist dadurch charakterisiert, dass sie, gefolgt woreren
Normalenvektor (vgl. [14], Abschnitt 5.8), die Standardorientierung dddiefert. Bzg|.
dieser Orientierung umlauft der Kreiswe0, 1/r) den Punkio im mathematisch ne-
gativen Sinne Das erklart das Vorzeichen in Lemma V1.2.14.

y=innerer Einheitsnormalenvektor N

Beweis von Lemm€dl.2.14. Es sei
-1
')7::)/(0, —) :[0,27] — C

1 .
¢ F-exp(—l Q).

Eine Anwendung von (V.5) und der Substitutionsregel (Esgdiaft 1V.1.3, iv) ergibt

1 1 1 1
Res(f =" = -fl=-|dz==— | f .
es(f, o) ] fy(o’r) Z (z) dz o f7 (O)d¢
Nach Eigenschaft IV.2.12, ii), gilt

1 1
- f; (O = 5 fy o [O%

und damit ist die Behauptung gezeigt. m|
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VI.2.17 Satz(Die Geschlossenheitsrelatiorjs seien f C — C eine rationale Funkti-
onund a, ..., a € C die Polstellen von f. Dann hat man

r
Z Res(, a;) = 0.
=1

Beweis.Es seir > 0 eine positive reelle Zahl, so dass alle Polstellen ¥on C in der
Kreisscheibd3(0, 1/r) enthalten sind. Nach dem Residuensatz VI.2.4 und LemniaM.

gilt
2r-i ) Res(,a) = fy (O’%)f(()d§:—2ﬂ-i-Res(f,oo).

je(l...r
ajeﬂ:

Dies zeigt
> Res(,a) + Resf, ) = 0

je(1,..r
ajed:

wie behauptet. ]

VI.2.18 AufgabeiiResiduen)i) Fur 0 < ¢ < 2r sei

f:B0,&)\{0} — C
sin@)

z —
— cos®) - 1

Zeigen Sie, das§ in 0 einen Pol der Ordnung 5 hat und berechnen Sie das Residum
finO.
il) Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionetiém &ingularitaten.

expE 1 1

Vo YZine-1r snea
iii) Berechnen Sie Re$(0) fur
tan@) - z z-1
f@=————, b)f®d= ——.
a) f(2) (1- cos0)? ) (2 Logz+ D)

V1.3 Anzahlen von Null- und Polstellen

Aus Lemma VI.2.10 und dem Residuensatz VI.2.4 folgern wir:

VI.3.1 Satz. Es seien Dc C ein Elementargebiet und:fD — C eine meromor-
phe Funktion, die auf D endlich viele Nullstellen a, a,, und endlich viele Polstellen
bs, ..., b, hat. FUr einen geschlossenen stiickweise glatten yvdg,d] — C, dessen
Spur keinen der Punktg a.., an, by, ..., by enthalt, gilt

1 (1@
2n1 ), T

dZ = ) x(f,a)- Ord(f,a) + »_ x(f,by) - Ord(f, by).
j=1 k=1
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VI.3.2 Lemma (Argumentprinzip) Es seien Dc C ein Elementargebiet, :fD — C
eine holomorphe Funktidundy: [a, b] — C ein geschlossener stiickweise glatter Weg,
dessen Spur keine Nullstelle von f enthalt. Dann hat man

1 [PQ)

- dZ = x(f oy, 0).
o yf(g)g x(f oy,0)

Beweis.Wir nehmen an, dasg glatt ist, und wenden Definition 1V.2.1, iv), und VI.1.1
an:

@y ") 2 " (foy)(t) f 1 :
)dt = ———2dt = —dz=2r-1-y(f oy,0).
0" 2 (o~ ), 2872 iaien0)
Daraus folgt die behauptete Gleichung. O

VI.3.3 Satz. Es seien Gc C ein Gebiet, f G — C eine holomorphe Funktion, a G,
b:= f(a)und
k:=Ord(f - b,a)

die Ordnung der Nullstelle a der Funktionrz» f(2) — b, z € G. Dann gibt es fiene
Teilmengen W c C mitae U und be V c f(U), so dass jeder PunktzV \ {b} genau
k Urbildpunkte wy, ..., wx € U hat.

Wir geben wiederum zwei Beweise fur dieses Resultat.

1. Beweis von SawZl.3.3. Die Diskussion zu Beginn von Abschnitt IV.8 zeigt, dass wir
diese Aussage fir die Funktion— Z, z € G, unda = b = 0 nachweisen mussen.
Wir wahlen eine positive reelle Zakl> 0, so das$) := B(0,¢) c G. Dann gilt f(U) =
B(0, £X). Furz # 0 gilt (vgl. Beispiel 11.7.3, i)

2 = {exp(% : Log(z)) : exp(l—k .21 - i) ‘I =0,...k- 1}.

Diese Menge hat gend&uElemente. O

2. Beweis von SaiZl.3.3. Wir wahlen eine positive reelle Zakl> 0, so das8(a, &) C
G. Da die Nullstellen holomorpher Funktionen isoliert lieg&atz IV.7.1), kbnnen wig
so klein wahlen, dass

* z+— f(2)—bkeine Nullstelle auf der MengB(a, ) \{a} = { € C|0< |/—al < ¢}
hat,

*x f'(2) #0,z€ B(a, &)*.
Die Mengef (0B(a, €)) ist kompakt. Wegeb ¢ f(0B(a, )) gilt

6 == min{[f() - bl|{ € 9B(a. &) } > 0

und
B(b,6) N f(0B(a, &) = @

3Wir machen keine Annahme zu den Nullstellen von
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Wir setzen
U:=B(a,e) und V :=B(b,0).

Nach Satz VI.3.1 gilt fuz € V die Gleichung

_ 1 f'(0)
> ord(f -zw) = ﬁ'fy(aﬁ) f@)_zdg. (VI.3)

weB(ae):
f(w)=z

Die zweite Voraussetzung besdgfw) # 0, w € B(a, &)*. Deshalb ist fuz € V \ {b}

> ord(f -z w)
"

die Anzahl der Urbildpunkte vonin der Mengel. Firz = b finden wir

Z ord(f - b,w) = k
s

wegen der Voraussetzungen aus dem Satz und zu den Nufistelid — b auf B(a, ¢).

Behauptung. Die Funktion

V — C
1 ()
—_ — d
‘ 2r - »fy(as)f(g)_zg

ist stetig und nimmt nur ganzzahlige Werte an.

Die Behauptung zur Ganzzahligkeit ergibt sich aus (V1.3 sEienz,Z € V. Dann
finden wir

@) Q) __ F@)-(z-2)

V¢ € Spuly(a €)) : fQ-z fQ)-z (-2 -FQO-2)

Es sei
§ =min{|f(Q)- 2|k —al =&},

Dann haben wir

& (@) (2-2) 2-ma{ ()] 1]¢ - o] = ¢]
Yn<=YZ eB(zn): <n- .
1<377<BEN o (0-2) 77
Die Behauptung ergibt sich folglich aus der Standardadizcimg 1V.2.9. v

Nach Satz VI.1.4 gilt
VzeV: y;€eZ.

DaV ein Gebiet ist, ist die Funktion aus der Behauptung konstant
VzeV: x:=xp=k

Das beweist die Behauptung des Satzes. |
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VI1.3.4 BemerkungMan beachte, dass wir den Satz tUber die Gebietstreue Iwighi
benutzt sondern erneut bewiesen haben.

Aus dem obigen Resultat konnen wir den Umkehrsatz fur molphe Funktionen
ableiten:

VI.3.5 Folgerung. Es seien Gc C ein Gebiet, f G — C eine holomorphe Funktion
und a€ G ein Punkt mit f(a) # 0.# Dann gibt es einegiene Teilmenge W& C mitae U,
so dass,f injektiv ist. Wahlt man U so, dass(w) # 0, w € U, dann bildet {, die gfene
Menge U konform auf(tJ) ab.

V1.3.6 Satz(Der Satz von RoucR§ Es seien Dc C ein Elementargebiet,, §j: D — C
holomorphe Funktionen ung [a, b] — C ein geschlossener stiickweise glatter Weg. Es
seien folgende Voraussetzungen erfllt:

* Die Funktionen f und # g haben auf D nur endlich viele Nullstellen.
* Fur jeden Punkt € Spur) gilt |g()] < |f(2)I.

Dann haben die Funktionen f und+fg keine Nullstellen auspurf), und es gilt

X0.2)-0d(f,2= > x(2-0rd(f +9,2).
zeD: f(2=0 zeD: f(2+9(2=0

VI.3.7 Bemerkungen) Es seiena € C eine komplexe Zahl, > 0 eine positive reelle
Zahl undy(a, r) der Kreisweg vom Radiusuma. Dann ist

> x(2)-0rd(f,2) baw. > xn2)-0rd(f +9,2)

zeD: f(2=0 zeD: f(2+9(2=0

die Anzahl der mit Vielfachheiten gezahlten Nullstellenv bzw. f + g auf der Kreis-
scheibeB(a, r).

i) Wir fassen die Funktiory als ,kleine Storung® vonf auf. In diesem Sinne besagt
der Satz von Rouché, dass sich die Anzahl der Nullstell¢erheinen Storungen nicht
andert.

Beweis von Sat¥1.3.6. Fiir 0< s < 1 definieren wir die Funktion
hs: G el C

z — f(2+s-9(2.

Die zweite Voraussetzung impliziert, ddsgkeine Nullstelle auf Spug( hat, 0< s< 1.

Behauptung. Die Funktion

R
s — I(9) = yhs(g)d{

ist stetig.

4Es folgt Ordf — b,a) = 1,b := f(a).
SEugeéne Roucheé (1832 - 1910), franzosischer Mathenratike

181



Kapitel VI. Der Residuensatz

Es seiers, s € [0, 1]. Wir haben

h(@ h@) _ s f)-g@+s )9 -s- () -9@) - - f) - g (©)
hs()  hs(0) hs(0) - hs (0)
(s-5)-(f(9)-g(@) —-1'(0) - 9(0))
hs(g) ’ hs’(g) ,

{ € Spurfy).

Es seien
C:=may|f(0)-g(©) - ') - 9()[1¢ € Spurt) |
und
D := min{|f(2)] - |8(2)| I € Spure) | > 0.

Man beachte
¥se[0,1]v¢ e Spurt) - |ho0)] = ||| - o@)]| = |f(©)] - |o@)| > D.
Mit der Standardabschatzung schliel3en wir

1(9) = 1(5)| s|s—§|.%-§.

Daraus ergibt sich die Behauptung. v

Da | nur ganze Zahlen als Werte annehmen kann (Satz VI.1.4), &oig den Tat-
sachen, dask stetig ist und [01] zusammenhangend, ddskonstant ist. Insbesondere
folgt

1(0) = I(2).
Nach Satz VI.3.1 gilt

(9= ), x(x2-0rdhs2), sel0,1],

zeD: hg(2)=0

und damit ist die Behauptung bewiesen. |

VI1.3.8 Beispiel Es seih: C — C,z+— Z* — 4-z+ 2. Wir fragen, wieviele Nullstelleh
auf der KreisscheibB(0, 1) hat. Dazu definieren wir

f C
-4.72+2,
C

ra

- C
z
g:C
z

L1

und arbeiten mit dem Kreisweg(0, 1). Man verifiziert leicht, dass die Voraussetzungen
von Satz VI.3.6 erfullt sind. Die Funktioh besitzt aufB(0, 1) genau eine einfache Null-
stelle aufB(0, 1), und zwam = 1/2. Nach dem Satz von Rouché hat die Funkhon f +g
ebenfalls genau eine einfache Nullstelle B(@®, 1).
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VI.4. Integration mit dem Residuensatz

V1.4 Integration mit dem Residuensatz

Wir haben schon in Beispiel 1V.6.10 festgestellt, dassldteergang zum Komplexen hel-
fen kann, reelle Funktionen besser zu verstehen. In diedesohhitt werden wir weitere
Beobachtungen in dieser Richtung vorstellen. Wir leserRisiduensatz als eine Formel
fur ein Integral und werden ihn somit nutzen, um einigeleckitegrale auszuwerten.

V1.4.1 Definition. i) Fur naturliche Zahlem,d € N sei
K(n,d) := {(kg, ..., kn) € N“" kg + -+ - + ky < d .

Wir setzen auctk(n, -1) .= @, n € N.

i) Es seienn,d € N \ {0} positive ganze Zahlen. Eine Funktién C" — C ist eine
polynomiale Funktion vom Grad, dvenn es komplexe Zahlen, k € K(n,d), gibt, so
dass

V(2 nZ) €C 0 H@nz) = Y G B2
k=(Ky.....kn)eK(n,d)

und mindestens einen Ind&e K(n,d) \ K(n,d — 1) mitc # 0.

Wir geben uns fir das folgende zwei polynomiale Funktiopeq auf €2 vor und
nehmen dabei

VX,yeR: xX+y=1 = qxy)=#0. (V1.4)
an. Wir bilden die rationale Funktion
p(v, w)
r(v,w) =
¥ = Gww)

in den komplexen Veranderlicherundw und die rationale Funktion

o B )3

Der Einheitskreis in der Ebene ist
S'={exp-¢)l¢ € [0,27) }.
Mit der Eulerformel 11.5.4
Yo €[0,21) .  exp(-¢) = cosf) + sin(p) -1,

den Eulerformeln 11.5.6 fur den Sinus und den Kosinus unt4)schlielRen wir, dass
keine der Polstellen voh auf dem Einheitskreis

S' = Spu(y(0,1))

liegt. Wir konnen damit den Residuensatz auf die Funkfiamd den Kreisweg(0, 1)
anwenden, um Formeln fur gewisse Integrale zu gewinnen.
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Kapitel VI. Der Residuensatz

Rationale Funktionen in den trigonometrischen Funktionen

VI1.4.2 Satz. In der zuvor geschilderten Situation gilt

" pleos).sinG) -
o g(cosfp),sin(p)) dp =2r-1- ; Res(, a).

Beweis.Nach dem Residuensatz VI.2.4 gilt
27-i- ) Res,a) = f f(2)de.
acD ¥(0,1)
Mit Definition 1V.2.1, iv), berechnen wir

 plcose). sine)
0 d(cos), sin)

27
f f(Q)ds = f Fexpl - ) - - exp( - ¢)dp =
v(0,1) 0

und haben damit den Satz bewiesen. O

Dieser Beweis erklart den Faktof(1- z) in der Definition vonf.
VI.4.3 Beispielei) Es seia € D. Wir behaupten, dass

fzﬂ 1 21
dp = .
o 1-2a-cosf) + a2 1-a?

Fura = 0 ist die Aussage trivial. Wir setzen folglieh+# O voraus. In der obigen Notation
haben wir
p(vvw) =1 und q(v,w)=1-2a-v+a’

Dazu gehort die rationale Funktion

f(2)= - L = L

[
iz 4_. ., @& o a 1 '
l-a-z Z+a (Z_a).(z_a)

Wir halten fest:
* Der Punkta ist die einzige Polstelle voh auf der Kreisscheib®.
* In aliegt eine einfache Polstelle vor.
* Nach Lemma VI.2.6 gilt

Res(f,a):lzig;(z—a)-f(z):i- ! = |

Damit folgt die behauptete Formel.
i) Es seia > 1 eine reelle Zahl. Wir werden

f’r do o
o a+cosfp) aZ_1
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zeigen. Hier haben wir
p(v,w)=1 und q(v,w) =a+V.

Die entsprechende rationale Funktion ist

(9o L. 1 o o
Tz a+%-(2+%)_ (z+a+ Va?-1)-(z+a- a2—1)'

Die einzige Polstelle voifi auf der Kreisscheib® ist —a + Va? — 1. Es handelt sich um
eine einfache Polstelle mit

Res(,a) = —

-1
Die Behauptung ergibt sich nun aus der Gleichung

" de 1 2 de o
fo a+cosf) E'fo a+ cos(p) =n-1-Res(.a)

Uneigentliche Integrale

VI.4.4 Definition. Es seif : R — C eine stetige komplexwertige Funktion auf der reel-
len Geraden. Wir sagen, dass daigentliche Integral

00

f(t)dt
existiert wenn die Grenzwerte r
lim f(t)dt
r—oo 0
und
0
lim f(t)dt

existieren. Wenn das uneigentliche Integral existiemydaird seinWertals
00 0 r
f f(t)dt .= Iimf f(t)dt+|imf f(t)dt
_co r—oo —r r—oo 0

VI1.4.5 BemerkungWenn das uneigentliche Integral existiert, dann gilt féinen Wert

die Formel . )
f f(t)dt = Iimf f(t)dt.
oo r—oo J_,

Wir stellen nun ein Verfahren vor, dass es uns erlaubt, desdAick

lim f f(t)dt

festgesetzt.
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Kapitel VI. Der Residuensatz

unter geeigneten Voraussetzungen zu bestimmen. DaZd seC ein Elementargebiet,
das die abgeschlossene obere Halbebene

H:={zeC|Im(2) > 0}
enthalt. Es seieay, ..., ax € H,

f:D\{ag...,a} — C
eine holomorphe Funktion und

r> max{ lajl| j = 1,...,k}
eine reelle Zahl. Wir arbeiten mit dem Integrationsweg

Y = 0. Ty,

der sich aus den Wegen

o [-r,r] — C

t — t
und
7:[0,n] — C
t — r-exp(-t)
zusammensetzt.
Tr
—r r

Wir haben nun

r k
f f(t)dt+f f(Q)d¢ :f f({)d{+f f(Q)d¢ = ff({)d{ =211 ~ZRes(f,aj).
—r T or Tr Y j=1

Damit erkennen wir
r k
Iimff(g)dgzo e Iimf f(t)dt:Zﬂ-i-ZRes(f,aj).
Tr r—eo -r j=l

Es folgt ein Beispiel, in dem dieser Zugang erfolgreich avegelt werden kann.
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VI.4. Integration mit dem Residuensatz

V1.4.6 Satz. Es seienyy, ..., am, B1, ..., Bn € R reelleZahlen mitay, # 0, 8, # O und
m+2<n. (VI.5)

Dazu gehoren die polynomialen Funktionen

p:C — C

Z — aotar-Z+ A am1- 2"+ am- 2N
qg-C — C

Z — Bo+Pr-Z+ - +Pa1- 4B, L

und die meromorphe Funktion
r-c — C
p(2)
Z — —.
a2
Weiter sei
{ag,....,a}={zeH|q(2) =0}.
Wir nehmen an, dass
¥YxeR: g(x)#0.

Dann existiert das uneigentliche Integrfl r(x)dx und hat den Wert

—00

) k
f r()dx = 27 - - Z Rest, a)).
. -

Beweis.Es gibt eine positive reelle Zabhl> 0 mit
VzeC: (Im@<0AQg(®=0) = Im(2<-6.
Es ist
D:={zeC|Im@) > -6}

ein Elementargebiet, das enthalt. Die Polstellen vonauf D sind nach Voraussetzung
a, ..., A
Im Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra 1V.5.11 halxegezeigt, dass zu
einer hinreichend kleinen reellen Zaht> 0 undC := |B,| — ¢ eine reelle ZahR > 0 mit
der Eigenschaft
VzeC: |4>R = |a@|>C-I2"

gibt. Ebenso kann man erreichen, dass@it= |an| + € auch
VzeC: |4>R = |p(@|<C -|Z"

gilt. Es folgt

’ ’

C C
VzeC: |Z>R = |r(z)|<6-|z|’””sc.|z|2.
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Kapitel VI. Der Residuensatz

Aus [13], Beispiel 5.6.2, i), folgt damit die Existenz desigentlichen Integrals

[: r(x)dx.

Ferner fuhrt eine Anwendung der Standardabschatzugduf die Ungleichung
[ rou

lim f r()d¢ = 0.
Damit ergibt sich die Behauptung aus den oben getatigteibévlegungen.

c 1 c 1
<mTr—=-==n-—="--.

r>R:
> C r2 Cr

Insbesondere gilt

VI.4.7 Beispielei) Wir behaupten, dass
X2 n
——dx=—.
Iw 1+x4 \2

e
g = exp(T) .
Die Nullstellen der polynomialen Funktian— 1+ 2%, z€ C, sind
28 2 und /7.
7 4

Es sei

& 4
Davon liegery undZ2 in der oberen Halbebene. Die Summe der Residuen ist
£ £°

(-3 (-23)- (¢~ 47)+( -0 (- (B-7)
i+1 |+1 1 3 1
+

2. P-0) 4 “Ia I ovaa

Zusammen mit Satz V1.4.6 ergibt sich daraus die behauptetadi.

BemerkungAllgemeiner lasst sich zeigen ([3], Beispiel 3 zu SatZ/110):

VCS b
YkneN mit k<n: dx = .
© < f:ool+x2” . ((2k+1)-7r)
n-sin| —————

2n
i) Wir beweisen nun die Formel
1 n (2n-2)!
N : = . .
vn € Im (X2 + 1)ndX 22n—2 ((n _ 1)[)2
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VI.4. Integration mit dem Residuensatz

Die polynomiale Funktioz — (z% + 1)" hat die Nullstellenti. Davon liegti in der
oberen Halbebene. Wir wenden Lemma VI1.2.6 an, um das Reasidluuzu berechnen.
Dazu benotigen wir die Funktion

g.C\{i} — C

1
£ ey
Furze C\ {i} haben wir
" D@ (-1t (@2n-2)-----n 1 (1)t (2n-2)! 1
(n-1)! (n-1)! @+t (-2 @iyt

so dass
g™ (i) 1 (2n-2)!

(n-1! 2210 (n-1)n?
Damit leitet man die angegebene Formel ab.

V1.4.8 Satz. Es seienyy, ..., am, B1, ..., fn € R reelleZahlen mitay, # 0, B, # 0,
m+1<n (V1.6)

und zugehorigen polynomialen Funktionen

p:C — C

Z — aotarZ+ - +am1- 2"+ am- 2N
qg-C — C

Z — Bo+P1-Z+ +Pn1-2 4802

Es seien
{as, ...} ={zeH|q@®) =0}

die Nullstellen von q in der oberen Halbebene. Keine davoresd:
¥YxeR: q(x)#0.
Fur die meromorphe Funktion
rrc — C

@)

ST

existiert das uneigentliche Integ@ r(x) - exp( - x)dx und nimmt den Wert

—00

00 k
f r(x) - exp( - x)dx = 2 - Z Res( - exp( - 2), a;)

(o) le

an.
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Kapitel VI. Der Residuensatz

Beweis.Wir kimmern uns zunachst um die Existenz des Integrals.pesitive reelle
Zahlenry,r,, s> 0 integrieren wir entlang des Rechtecks mit den Eckpunigen + s-
i,—ry +s-i,—ry. Diese Zahlen seien so grol3 gewahlt, dass die Pumkie, a, samtlich
im Inneren dieses Rechtecks liegen.

S-i V2
5%
= o 7
Nach dem Residuensatz VI.2.4 besteht die Gleichung
frz r(x)-exp(-x)dx = 2r-i Zk: Res((2)-exp(-2), a;) - r(0)-exp(-0)de. (VI.7)

j=1 Y1.72.73
Fur die folgenden Standardabschatzungen benotigerwer Zutaten:

* Wie im Beweis von Satz VI.4.6 kann man reelle KonstaritéiR > 0 wahlen, so
dass

VzeC: 14>R = |r(9|< %
* Yz e C: |exp( - 2| = expIm(2).
Wahlt manry, r,, s> R, dann ergeben sich die folgenden Ungleichungen:

(ri+rz)-M
s-exp@©) °

1
f r(rp+t-s-i)-i -s-exp(—t-s+r2-i)dt‘
0

f Q) - exp( -g)dg‘

f Q) - expl -odg‘

1
< f|r(r2+t-s~i)~i-s~exp(—t~s+r2~i)|dt
0
1
< sup{|r(z)||z:r2+t~s-i,te[O,l]}-s~fexp(—t-s)dt
0
M 1 M
< r—2~(—exp(—t-s)‘o)sr—2,
M
| r(g)-expa-odg‘ < 2
73 1

Jetzt geben wir uns eine positive reelle Zahi 0 vor und haltem, fest. Fur reelle Zahlen
r,, S€ R mit

1 ry+r
ro S- exp(s)

leiten wir aus (VI1.7) und den obigen Abschatzungen die Eifung

k
Miowm -s+2ﬂ-Z|Res((z)-epr -2), ay))|
ri

=1

‘ f 1O - exp( - e
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VI.5. Die Partialbruchzerlegung des Kotangens

ab. Es folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals

fw r(x) - exp( - x)dx

Ebenso beweist man die Existenz des uneigentlichen Insegra

frz r(x) - exp( - X)dx

(o)

und damit die Existenz von
r(x) - exp( - X)dx.

—00

Diese Betrachtungen fuhren auch auf den postulierten flieses Integrals. m|

V1.4.9 Beispiel. Wir behaupten, dass fur jede positive reelle Zahl

foo Cos) ———dx -expa)
0 2

a2+ x2
gilt. Dazu beobachten wir zunachst
cos@<) 1 f"" cos(x) 1 f"" exp( - X)
dx==- dx==-Re dx].
fo a2 + x2 2 a2 + x2 2 o A2+ X2

Mit Satz VI1.4.8 berechnen wir

[ 00, RS(L)%LM

a2+ a2+22’ 2a- i
V1.4.10 Aufgaber(Der Residuensatz)erwenden Sie den Residuensatz, um folgende
Integrale zu berechnen:
. 1 N I
i) dz, i)
yo2) (€ =3)(¢32-1) y010) {* =

7%

VI.5 Die Partialbruchzerlegung des Kotangens
In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auch der holpheKotangens

cot:C\(r-z2) — C
cosf)
sin(2)

eine Partialbruchzerlegung zulasst. Genauer gilt:

VI.5.1 Satz. Fur alle nichtganzen komplexen Zahler £ \ Z gilt

7 - cot(r - z)_—+ Z( i)

kez\{0}
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Wir missen der Behauptung des Satzes zunachst Sinnharlddas heil3t, wir mis-
sen erklaren, warum die Reihe
1 1
* Z (z— k * E)

kez\{0}

NI

absolut konvergiert. Dazu mussen wir nach Definition \.B,deweisen, dass die Reihen

2(2% +7) und Z(m -7

fur jede Zahlz € C \ Z absolut konvergieren. Es seier®e C \ Z undr := |Z. Furk > r
haben wir

} bzw —_—Z
Tz K

N S N
z-k k (z-K-k ~z+k

=

*i z ‘< r < r
(z£Kk) -kl 7 [k=r]-kl T (k=r)%

Die absolute Konvergenz folgt damit aus der Konvergenz eéndR
y2
k=1 k?

die in [13], Folgerung 2.7.5, nachgewiesen wurde.

Beweis von Satvl.5.1. Es seiz € C \ Z. Fur unsere Argumentation benotigen wir eine
meromorphe Funktion mit demichtigen* Polstellen und Residuen. Diese ist

f(w) =

z
m -7t - cot(r - w).
Sie hat

x eine einfache Polstelle ke Z \ {0} und inw = z,

* eine doppelte Polstelle in 0.
Die entsprechenden Residuen sind

* Res(f,2) = —n - cot(r - 2),

*x Res(f,k) = kez\{0},

z
k-(z—k)'
* Res(f,0) = =

Die erste Formel ergibt sich aus Lemma V1.2.8. Fur die zevEdrmel wenden wir Lem-
ma V1.2.10 und Beispiel VI.2.11 (mg(w) = z/(w - (z— w)) und f(w) = sin(r - w)) an.
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Weiter gilt Resf - cot(r - w), 0) = 1 (s. Beispiel VI.2.9, ii). Damit hat die Laurententwick-
lung vonr - cot(r - w) in O die Gestalt

k+1
+ Z Aokl * V\/2 .

AufRerdem haben wir

z

(z-w)-w w B

Daraus folgert man die dritte Formel.
Fur eine naturliche ZahN € N mit N > |z benutzen wir den Integrationsweg, der
entlang des Quadrats mit Kantenlandgé-2 1 und Mittelpunkt O verlauft:

(N+%)-i

YN

—
N +

NI

— (N + %) i
Es liegen keine Singularitaten vdrauf Spurfy). Als Elementargebiet verwenden wir

D::{z:x+y-ieC X,y € R, max{|x|,|y|}<N+%+s}

fur € > 0 hinreichend klein. Der Residuensatz zeigt

1 1 z
i) fAQ)ds = - cotlr - 2) + > + Z‘ PR
k#0
Es ist somit
|\|1im f f(0)ds =0 (VI1.8)
—00 'yN

zu zeigen. Aus Satz 11.5.6 ergibt sich die Formel

1+expE2r-i-w)
1-expE2r-i-w)

cot(r - w) = i

Furx,y e Rmitly] > 1 undw = x+y-i ergibt sich die Abschatzung

1+exp-2r-) _1+expc2n) .,

ot wf < 7= exp(—2r-|yl) ~ 1-exp(2r)
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Kapitel VI. Der Residuensatz

Auf Grund der Periodizitat des Kotangens kann man eine téoeac” finden, die

ﬂ.co(n.(mgw.i))\:ﬂ.cm(ﬂ.(gw.i))

erfullt. Mit c:= maxX - c¢/,c” } ergibt sich

YVNeNVyeR: |yY<1 = <c’

VN € NY{ € Spuryy) |- cotr - ¢)| < c.

Die Standardabschatzung IV.2.9 fuihrt nun auf die Ungleng
c-17

fy G (N ) %) . (N : % - |Z|).

Damit folgert man leicht (V1.8). O

<4.-(2N+1)-
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