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Yorwort

Ein groBer Teil der Algebra beschiftigt sich mit Systemen polynomialer Gleichungen mit
Koeffizienten in einem Ring R,' d.h. zu Polynomen

fi € R[x1,....,x,], i=1,..,s5,
sind die Elemente &1, ..., &, € R mit
fié1,...6) =0, i=1,..,s, (1)

gesucht. Wir schauen uns ein paar Beispiele dazu an.
(1) Es seien R ein Korper und fi, ..., f; lineare Polynome, d.h. es gibt Elemente a;;,
bieR,j=1,..,n,i=1,..,s,s0dass

fi(X1, s Xp) =ap - X1+ -+ ajp - X, + by

In diesem Fall ist die Untersuchung des Gleichungssystems (1) Teil der Linearen Algebra
und wird mit dem GauB3-Algorithmus durchgefiihrt.
a) Das Gleichungssystem

I) 3)C1 - 5)C2
II) =3x1+5x =1

hat keine Losung, denn die Addition der beiden Gleichungen fiihrt zu
0=3.

Im abstrakten Formalismus der Linearen Algebra kann man das durch

IR

b) Das Gleichungssystem

4)C1—)C2—9X3 =0
—X1+2)C2+4X3 = 0

2x1—x—5x = 0

'An dieser Stelle geniigt es, sich unter R einen Korper, z.B. @, R oder C, oder den Ring Z der ganzen
Zahlen vorzustellen.



Vorwort

formen wir zunéchst in das dquivalente Gleichungssystem

X1 — 2X2 - 4X3 =0
Tx,+7x3 = 0
3x+3x3 = 0
um. Dieses ist wiederum &dquivalent zu
X2 = —X3
X1+2x = 0
und damit zu
X1 = —2X2 = 2X3.

Der Losungsraum des gegebenen Gleichungssystems ist somit der lineare Teilraum

2
L = < o >
1
des R*. Die Tatsache, dass der Losungsraum eindimensional ist, ist im Dimensionsbegriff
der Linearen Algebra begriindet: Der Vektorraum R* ist dreidimensional und

4\ (-1Y (-9
dimR< 1|, 2| 4 > =2.
2 ) -1) -5

(2) Verldsst man das Reich der linearen Gleichungen, wird alles gleich komplizierter:
Die Gleichung
-2

hat
* in Q keine Losung,
* in R zwei Losungen, und zwar + V2.

Die Gleichung

hat
* in R keine Losung,
* in C zwei Losungen, und zwar =+i.

Die Losbarkeit der Gleichung héngt also davon ab, iiber welchem Korper wir arbeiten.
Allgemein hat die quadratische Gleichung

ax* +bx+c=0, ab,ceC,a+0,

die komplexen Losungen

—b + Vb? —4ac

2a 2)

Es gilt sogar der
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Vorwort

Fundamentalsatz der Algebra. Seien n > 1 und ay, ...,a, € C, a, # 0. Dann hat das
Polynom

f=a+ax+---+a,x"

eine Nullstelle ¢ € C.

So wichtig dieses Ergebnis fiir die Mathematik ist, es hilft uns nicht sehr viel bei der
Untersuchung polynomialer Gleichungen mit Koeffizienten in Q, denn

* der Korper C hingt nicht vom Polynom f € Q[x] ab,
* dimg(C) = co.

Wir verfolgen deshalb folgende Strategie: Zu einem Polynom f € Q[x] suchen wir einen
,-moglichst kleinen* Korper K mit Q € K C C, so dass a) f in K eine Nullstelle hat oder
b) f iiber K vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Fiir solch einen Korper K gilt

dimg(K) < oo.

Damit konnen wir die Techniken der Linearen Algebra bei der Untersuchung der Korper-
erweiterung Q C K einsetzen.
Fiir die Gleichung x> — 2 = 0 bekommen wir den Korper

K=Q(V2):={a+b- V2|a,be Q).

Als @Q-Vektorraum ist K zweidimensional.
Die Gleichung x? + 1 = 0 fiihrt uns zum Kérper

K=Q(G):={a+b-ila,beQ}.

Auch dies ist ein zweidimensionaler Q-Vektorraum.

Das Studium polynomialer Gleichungen mit rationalen Koeffizienten haben wir nun
in das Studium von Korpererweiterungen @ C K mit dimg(K) < oo iiberfiihrt. Leider
genligt die Lineare Algebra nicht, um solche Korpererweiterungen vollstiandig zu verste-
hen. Das wirksamste Werkzeug ist hier die sogenannte Galois-Theorie. Man ordnet einer
Korpererweiterung Q C K ihre Galois-Gruppe

Galg(K) :={f: K — K| f ist Korperautomorphismus und fiq = idq }

zu.
Mit dem gerade skizzierten Formalismus kann man folgende Probleme verstehen:

* Die Konstruktionsprobleme der Antike, d.h. die Wiirfelverdopplung, die Winkel-
dreiteilung und die Quadratur des Kreises (s. Kapitel IV).

* Eine Gleichung vom Grad 2, 3 oder 4 lésst sich durch iteriertes Wurzelziehen 16sen
(vgl. (2)). Ist dies auch fiir Gleichungen beliebigen Grades moglich?
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(3) Es seien p eine Primzahl und F, ein endlicher Korper mit p Elementen. Fiir ein
Polynom

f=ay+ax+---+a,x", ag,..,a,€{0,..,p—1}, a,#0,

entspricht die Gleichung
f@ =0 (@nF),)
der Kongruenz
f(O)=0modp (in Z).

(4) Diophantische Gleichungen. Hier ist R = Z oder R = Q. Als Beispiel einer
sogenannten diophantischen Gleichung betrachten wir die Fermat-Gleichung aus dem
Jahr 1637:

Fermatsche Vermutung. Es sei p > 3 eine Primzahl. Dann gibt es keine drei nichtver-
schwindenden ganzen Zahlen a, b, c € Z \ {0} mit*

a’+ b’ =c’.
Der Fall p = 2 ist anders gelagert. Hier gilt z.B.
32 +42 =5

Die Fermatsche Vermutung konnte erst im Jahr 1995 durch Taylor und Wiles ([21], [23],
[3]) gelost werden. Der Beweis gehort zu den anspruchsvollsten mathematischen Werken
und diirfte nur wenigen MathematikerInnen auf der Welt vollig verstindlich sein.

Zwischen diophantischen Gleichungen und Gleichungen iiber endlichen Korpern bzw.
Kongruenzen in den ganzen Zahlen besteht folgender Zusammenhang: Es sei f € Z[xy, ...,
x,] ein ganzzahliges Polynom. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der Glei-
chung

fan, sm) =0
mit 1y, ..., 1, € Z ist, dass fiir jede Primzahl p die Gleichung

f&, &) =0 3)

in F, bzw. die Kongruenz
f({l’ eeey gn) = O mOdp

in Z losbar ist. Fiir jede gegebene Primzahl p ist letzteres wesentlich einfacher zu veri-
fizieren: Schlimmstenfalls kann man in (3) die endlich vielen Moglichkeiten fiir &1, ..., &,
aus [, ausprobieren.

Die obige Diskussion motiviert die Themenauswahl fiir die Vorlesung: In Kapitel I
bzw. Kapitel III werden wir uns mit linearen bzw. quadratischen Kongruenzen beschéfti-
gen. In Kapitel IV untersuchen wir Korpererweiterungen und erste Beispiele der Galois-
Theorie in Hinblick auf die Konstruktionsprobleme der Antike und die Konstruierbarkeit
regelmiBiger n-Ecke, n > 3. Den Schwerpunkt des Skripts bildet Kapitel II. Dort wer-

den die Grundziige der Gruppentheorie behandelt. Die obigen Beispiele zeigen, dass die

Dahinter steckt die Gleichung x” + y? — z” = 0.
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Vorwort

Gruppentheorie relevant fiir das Studium algebraischer Gleichungen ist. Daneben ist sie
fiir viele andere Disziplinen von Bedeutung und auch von eigenstindigem Interesse. Wir
versuchen, den Gruppenbegriff von verschiedenen Standpunkten aus zu beleuchten. Da-
bei werden wir sowohl einige praktische Beispiele kennenlernen als auch fundanmentale
Strukturresultate.

Der Fall allgemeiner Gleichungssysteme iiber beliebigen Korpern oder Ringen ist Ge-
genstand der Kurse Algebra I-111.

Ich danke Frau Anna Wildorf und Herrn Norbert Hoffmann fiir die Durchsicht des
Manuskripts und zahlreiche Korrekturen. Die biographischen Angaben zu den Mathema-
tikerInnen stammen aus Wikipepia. Die Literaturvorlagen werden in den Einleitungen der
Kapitel genannt.

Alexander Schmitt
Berlin, im Februar 2012
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Der Hauptsatz der elementaren
Z.ahlentheorie

Erwartungsgemal beschiftigt sich die Zahlentheorie mit Zahlen. Die zu untersuchenden
Zahlen sind zunichst die ganzen Zahlen. Wir sind seit frither Kindheit mit dem Rechnen
in den natiirlichen Zahlen vertraut. Das gilt insbesondere fiir die Division mit Rest: Sollen
14 Bonbons an fiinf Kinder verteilt werden, dann erhilt jedes Kind 2 Bonbons und vier
Bonbons bleiben iibrig. Die Division 14:5 ,,geht nicht auf‘. Wenn fiir zwei ganze Zahlen
a und b die Division b : a aufgeht, dann sagt man, dass die Zahl a die Zahl b teilt. Damit
gelangen wir zur Teilbarkeitsrelation auf den ganzen Zahlen. Eine besondere Rolle kommt
dabei den Primzahlen zu. Dies sind — mit Ausnahme der 1 — diejenigen natiirlichen
Zahlen, die nur von 1 und sich selbst geteilt werden. Jede natiirliche Zahl lésst sich in
eindeutiger Weise als Produkt von Primzahlen schreiben. Die Primzahlen sind also die
Bausteine fiir alle natiirlichen Zahlen. Dieses Resultat ist der Hauptsatz der elementaren
Zahlentheorie. Wir werden den Hauptsatz in diesem Abschnitt detailliert herleiten. Zum
einen liben wir damit den mathematischen Formalismus an einem wohlbekannten Resultat
ein, zum anderen stellen wir damit eine wichtige Grundlage fiir viele weitere Ergebnisse
bereit.

Interessiert man sich bei der Division mit Rest nur fiir den Rest, dann gelangt man
zu der Kongruenzrechnung. Das simultane Losen von Kongruenzen gehort seit langer
Zeit zum Repertoire der Mathematik. Das Verfahren, das man hier verwendet, besteht aus
dem euklidischen Algorithmus und dem chinesischen Restsatz. Der chinesische Restsatz
wird uns in Kapitel III im Rahnem der Ringtheorie erneut begegnen und dort neben seiner
praktischen Bedeutung beim Rechnen eine theoretische Bedeutung fiir die Strukturtheorie
von Gruppen und Ringen erlangen.

Die Darstellung in diesem Kapitel basiert auf den entsprechenden Abschnitten im
Buch [14]. Fiir weiterfiihrende Ergebnisse zu Primzahlen empfehlen wir [15].
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Kapitel I. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

I.1 Division mit Rest

Der Ring Z und die Betragsfunktion |- |: Z — N werden als bekannt vorausgesetzt (vgl.
z.B. [16], Abschnitt 1.4 und Definition 1.6.5).

I.1.1 Satz (Division mit Rest). Es seien a,b € Z ganze Zahlen mit b # 0. Dann existieren
eindeutig bestimmte ganze Zahlen q, r, so dass gilt

*x a=q-b+r,
* 0<r<|b.
Im Beweis des Satzes verwenden wir:

1.1.2 Das Prinzip vom kleinsten Element. Es sei S C N eine nichtleere Teilmenge.
Dann gibt es ein Element sy € S, so dass

VseS: s9<s.
Beweis. [16], Satz 1.3.22. O

Die Beweise, die wir im Folgenden mit dem Prinzip vom kleinsten Element fiihren
werden, lieBen sich auch mit vollstandiger Induktion fiihren. Allerdings wire die Induk-
tion in den entsprechenden Fillen etwas mithsam zu formulieren.

Beweis von Satz 1.1.1. Wir widmen uns zunéchst der Eindeutigkeit. Dazu betrachten wir
ganze Zahlen qy, ¢», r; und r, mit

G -b+ri=q-b+nr
und
0<r <r<lb.

Damit schlieBen wir, dass
(@ —q) -b=r—r.

Zusammen mit 0 < r, — r; < ry < |b| folgern wir

bl > |(q1 = q2) - b| = lg1 — qa - 8.

Da |gq; — ¢»| eine nichtnegative ganze Zahl ist, bedeutet dies |q; — ¢»| = 0, also g; = ¢».
Daraus folgt auch r| = r,.
Die Existenz beweisen wir zunédchst im Fall » > 0. Wir fordern r = a —¢q - b > 0. Es
sei
S:={seN|FueZ:s=a-u-b}cCN.

Wir beweisen zunichst, dass S nichtleer ist. Fiir u = —|a| gilt
b>0
a-u-b=a+lal-b > a+|al >0,

sodass a + |a| - b € §. Nach Satz 1.1.2 enthilt S ein kleinstes Element r. Nach Definition
gilt r > 0. Sei weiter g € Z mitr = a — g - b. Mit b > 0 finden wir

r>r-b=a-g-b-b=a-(q+1)-b.



1.2. Teilbarkeit

Nach Wahl von r gilt r — b ¢ S, d.h. r — b < 0 und folglich r < b. Zusammengefasst gilt
a=q-b+rund0<r<b.
Jetzt behandeln wir den Fall b < 0. Nach dem zuvor Gesagten gibt es Elemente ¢’, r €
Z, so dass
a=q -(-b)+r mit 0<r<-b=|b.

Wir setzen folglich g := —¢’. O

I.2 Teilbarkeit

Die Grundidee bei der Untersuchung ganzer Zahlen ist, diese in kleinere Bestandteile zu
zerlegen. Dabei wird ein Produkt b = a - cmita, b, c € Z \ {0,+1} als Zerlegung der
ganzen Zahl b in die kleineren Bestandteile a und ¢ aufgefasst. Diese Idee formulieren
wir eleganter mit Hilfe der Teilbarkeitsrelation.

L.2.1 Definition. Es seien a,b € Z. Wir sagen, a teilt b, wenn es eine ganze Zahl ¢ mit
b=a-c

gibt.
Schreibweise. a|b.

Wir erstellen nun eine Liste mit den ersten grundlegenden Eigenschaften der Teilbar-
keitsrelation. Sie werden im Folgenden immer wieder benotigt werden.

1.2.2 Eigenschaften. i) Ya € Z : a|0.
ii)VaeZ :0la=a=0.
iii) Vb € Z : +1|b und +blb.
iv)Va,b,c € Z : alb = a|(b - ¢).
v)Va,b, by, ci1,c0 € Z: (alb; A alby) = a|(by - ¢ + by - ¢3).
vi)Va,be Z,c € Z\ {0}: alb = (a-c)|(b-c).
vii) Ya, b,c € Z : (alb A b|c) = alc.
viii) Ya,b € Z : (a|lb A bla) <= a = +b.

Beweis. 1) Es gilt0 =a - 0.

ii) Die Richtung ,,&<" folgt aus i). Wenn Ola fiir a € Z gilt, dann existiert ein b € Z
mita=0-b=0.

iii) Dies folgt aus der Gleichung b =1-b = (-1) - (=b), b € Z.

iv) Dies ist eine Folgerung aus der Implikation ,b = a-d = b-c = a-(d - ¢),
a,b,ce”Z.

V) Fird,,d, € Zmitb; =a-diund b, = a-d, glltbl c1+by-cr = Cl'(d] *Cq +d2'C2).

vi) Seid € Zmitb = a-d. Dann giltauch b - ¢ = (a - ¢) - d. Wenn umgekehrt d € Z
mitb - c = (a - c¢) - d gegeben ist, dann folgtb-c = (a-d)-cund (b —a-d)-c = 0. Da
¢ # 0, impliziert diese Gleichung b —a - d = 0 und daher b = a - d.

vii) Die Gleichungen b = a - d und ¢ = b - e fiihren auf die Gleichung c = a - (d - e).

viii) Die Richtung ,,<" ist klar. Umgekehrt seien c¢,d € Zmitb =a-cunda =b-d.
Daher haben wir b = b - (c - d), i.e. b- (1 — c-d) = 0. Daraus folgt » = 0 (und damit
a=b-d=0)oderc-d = 1und damitd = +1. O



Kapitel I. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

1.2.3 Aufgaben. Gegeben seien natiirliche Zahlen k, m,n € N \ {0}, so dass n = k - m.
a) Beweisen Sie folgende Aussage:

Ya,beZ: (d"—-b")|a"—->b").
b) Zeigen Sie weiter:
kungerade = (Ya,beZ: (a"+b")|(a"+Db")).

Hinweis. Vgl. Beweis von Satz 1.3.7 und Satz 1.3.10.

I.3 Primzahlen

Wir verfolgen die zuvor formulierte Idee der Zerlegung ganzer Zahlen in kleinere Bau-
steine weiter. Offenbar kommt den Zahlen, die sich nicht zerlegen lassen, eine besondere
Rolle zu.

1.3.1 Definition. Eine ganze Zahl p € Z ist eine Primzahl, wenn
* p>1,
* YaeN:ap=a=1Va=p.

Die Primzahlen sind die Bausteine fiir alle ganzen Zahlen. Diese Tatsache wird durch
die Primfaktorzerlegung ausgedriickt.

1.3.2 Satz (Existenz einer Primfaktorzerlegung). Es seienn € Z\{0,+1 }und € € {+1},
so dass € - n > 0. Dann gibt es eine natiirliche Zahl s > 1, Primzahlen p; < --- < p; und
positive ganze Zahlen ki, ..., k,, so dass

Wir werden weiter unten (Folgerung 1.4.7) die Eindeutigkeit einer solchen Primfak-
torzerlegung beweisen. Dies erklirt, warum wir 1 nicht als Primzahl zugelassen haben.
Eine Primfaktorzerlegung kénnen wir fiir jedes k > 1 mit 1 = 1* multiplizieren, ohne das
Ergebnis zu dndern.

Beweis von Satz 1.3.2. Es geniigt offenbar, den Fall n > 0 zu behandeln. Wir betrachten
die Menge
S :={n > 1|nist kein Produkt von Primzahlen }.

Wir wollen nachweisen, dass diese Menge leer ist. Falls sie nicht leer wire, beséle sie ein
kleinstes Element n, (Satz 1.1.2). Die Zahl ny ist keine Primzahl. Deshalb gibt es ganze
Zahlena > 1 und b > 1, so dass nyp = a - b. Es folgt a < ny und b < ny. Deshalb
sind a und b nicht in S enthalten und somit Produkte von Primzahlen. Dann ist aber
auch ny = a - b ein Produkt von Primzahlen, und wir haben die Annahme S # @ zum
Widerspruch gefiihrt. O

Ein Grofteil der Zahlentheorie beschiftigt sich mit Eigenschaften von Mengen von
Primzahlen. Die erste wichtige Eigenschaft ist, dass die Menge aller Primzahlen unend-
lich ist.



1.3. Primzahlen

1.3.3 Satz. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Es seien
l<pi<---<ps

alle Primzahlen und

n= plfl ..... pﬁx.
Sei je{l,..,s}mitk; > 1. Dann gilt p;|n. Weiter gilt p;|(p; - -- - ps)- Nach Eigenschaft
1.2.2, v), folgt
piln—py----- ps), dh.o pll
Das ist aber unmoglich. O

Nachdem den Primzahlen eine besondere Rolle verliehen wurde, ist es jetzt von Inter-
esse herauszufinden, welche Zahlen Primzahlen sind. Wir beginnen mit einem einfachen
klassischen Verfahren, mit dem sich leicht ,,kleine Primzahlen finden lassen.

Das Sieb des Eratosthenes

Es sei N € N eine natiirliche Zahl. Wir nehmen N > 2 an. Der folgende Algorithmus, das
Sieb des Eratosthenes' genannt, bestimmt alle Primzahlen zwischen 2 und N.

*x Esseien pp :=2und Ny :={3,...,N}.
* Fiir k > 0 seien p; und N; bestimmt. Man setze

Ny =N \{n-peln>1}

* Falls N;,; = @, breche man den Algorithmus ab.
* Falls Ny, # @, sei pi, die kleinste Zahl in Ny;.

Der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab und liefert Zahlen py, p, ..., ps.
Dies sind die Primzahlen, die zwischen 2 und N liegen. Man kann den Algorithmus noch
etwas anschaulicher formulieren:

* Man trage alle Zahlen zwischen 2 und N in eine Liste ein.
* po:i=2.
* Fiir k > 0 sei p; bekannt.

* Man streiche alle Zahlen der Form n - p, mit n > 2 aus der Liste.

'Eratosthenes von Kyrene (ca. 276 - 194 v.u.Z.), griechischer Gelehrter.
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* Wenn es keine nicht gestrichene Zahl gibt, die groer als py ist, so beende man
den Algorithmus. Andernfalls sei p;,; die kleinste, nicht gestrichene Zahl, welche
groBer als py ist.

* Wegen py < p; < --- bricht der Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. Die
nicht gestrichenen Zahlen in der Liste sind die Primzahlen zwischen 2 und N.

1.3.4 Beispiel. Wir fiihren das Verfahren fiir N = 50 durch:

2 3 4 5 8 g 9 W
11 ¥ 13 4 15 16 17 18 19 20
%%23%ﬁ%%%29}6.
31 32 33 34 35 36 37 38 39 4
41444344454647%’ 50

Die Primzahlen zwischen 2 und 50 sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43
und 47.

1.3.5 Bemerkung. Ein Paar (py, p,) von natiirlichen Zahlen ist ein Primzahlzwilling, wenn
p1 und p, Primzahlen sind und p, — p; = 2 gilt. Beispiele sind (3,5), (5,7), (11,13),
(17,19), (29,31) und (41,43). Der grofite bekannte Primzahlzwilling ([15], Kapitel 4,
Abschnitt III, Tabelle 17) ist

65 516 468 355 - 2333 + 1,

hat 100 355 Stellen und wurde 2009 entdeckt. Es ist ein ungeldstes Problem, ob es un-
endlich viele Primzahlzwillinge gibt oder nicht.

1.3.6 Aufgabe. Bestimmen Sie mit dem Sieb des Eratosthenes alle Primzahlen zwischen
2 und 200.

Wir stellen zwei weitere mogliche Verfahren zur Erzeugung von Primzahlen vor.

Primzahlen der Form 5™ + 1

Zunichst ergeben sich Einschriankungen an b und m, damit ™ + 1 eine Primzahl sein
kann.

1.3.7 Satz. Es seien b > 2 und m > 1 ganze Zahlen. Wenn b™ + 1 eine Primzahl ist, dann
ist b gerade und es gibt eine ganze Zahl k > 0, so dass m = 2*.

Beweis. Wenn b ungerade ist, dann ist ™ + 1 gerade. Wegen b > 2 und m > 1 gilt
b" +1>2,und b + 1 ist keine Primzahl.

Nun gelte m # 2 fiir alle k > 0. Folglich existieren eine Primzahl p > 3 und eine
natiirliche Zahl m’ mit m = p - m’. Da

P+ 1=B")Y +1,

konnen wir b durch b ersetzen und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen,
dass m = p und m damit ungerade ist. Wegen der Faktorisierung

PP+1=(B+1)-0""' =bP2+---—b+1)

ist b” + 1 keine Primzahl. O



1.3. Primzahlen

1.3.8 Definition. Eine Primzahl der Form
F,o:=2 41, k>0,
nennt man Fermat*-Primzahl.

1.3.9 Beispiel. Die Zahlen Fy = 3, Fy = 5, F, = 17, F5 = 257 und F4 = 65537 sind
Fermat-Primzahlen. Die Zahl
Fs =4294967 297

wird von 641 geteilt und ist daher keine Primzahl. Es ist ein ungelostes Problem, ob
es unendlich viele Fermat-Primzahlen gibt oder nicht. Es wird angenommen, dass es nur
endlich viele Fermat-Primzahlen gibt.

Bis heute ist 65 537 die groffte bekannte Fermat-Primzahl. Die beschriebene Methode
scheint sich also nicht fiir die Erzeugung von Primzahlen zu eignen. Dabei sind Fermat-
Primzahlen von groBem Interesse: GauR® zeigte nidmlich, dass sich ein regelmiRiges n-
Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruieren ldsst (vgl. Abschnitt IV.4), wenn die
Primfaktorzerlegung von n die Gestalt 2- p; -- - - p, mit Fermat-Primzahlen p; < - -+ < p;
hat. Solange es offene Fragen zu Fermat-Primzahlen gibt, ist auch das klassische Problem
der Konstruierbarkeit von regelmiBigen n-Ecken mit Zirkel und Lineal nicht vollstindig
gelost! Weitere Fragen und Ergebnisse zu den Zahlen Fy, k € N, enthilt Kapitel 2 des
Buchs [15].

Primzahlen der Form 2" — 1
Auch hier formulieren wir zunichst einschrinkende Bedingungen.

1.3.10 Satz. Es sei m > 2 eine ganze Zahl. Wenn 2™ — 1 eine Primzahl ist, dann ist m eine
Primzahl.

Beweis. Es seien p eine Primzahl und m’ eine ganze Zahl, so dass m = p - m’. Es gilt
b:=27>4und

M1 =" -1=b-1D)-0" " +---+b+1).
Es muss somit m’ = 1 sein. O
1.3.11 Definition. Eine Primzahl der Form
M, =27 —1, pPrimzahl,
ist eine Mersenne*-Primzahl.

1.3.12 Beispiel. i) Die Zahlen M, = 3, M3 = 7, M5 = 31 und M; = 127 sind Mersenne-
Primzahlen. Die Zahl M;; = 2047 = 23 - 89 ist keine Primzahl.
i1) Die groBte bekannte Mersenne-Primzahl (s. WIKIPEDIA) ist

Ms7385161-

Sie hat 17425 170 Stellen.
iii) Die folgenden Fragen sind ungelost:

ZPierre de Fermat (Anfang 17. Jahrhundert - 1665), franzdsischer Mathematiker und Jurist.
3Johann Carl Friedrich GauB (1777 - 1855), deutscher Mathematiker, Astronom, Geodit und Physiker.
4Marin Mersenne (1588 - 1648), franzésischer Theologe, Mathematiker und Musiktheoretiker.
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* @Gibt es unendlich viele Mersenne-Primzahlen?
* Gibt es unendlich viele Primzahlen p > 2, so dass M, keine Primzahl ist?

Obwohl die Formel zur Erzeugung von Mersenne-Primzahlen der Formel zur Erzeu-
gung von Fermat-Primzahlen dhnelt, ist sie wesentlich erfolgreicher. Mit ihr gelingt die
— auch fiir praktische Belange relevante — Erzeugung grofler Primzahlen. Ein Blick auf
den entsprechenden Wikipepia-Artikel zeigt, dass die Mersenne-Primzahlen seit geraumer
Zeit die grofiten bekannten Primzahlen tiberhaupt liefern! Weitere spannende Informatio-
nen zu Mersenne-Primzahlen enthélt das Buch [15] in Kapitel 2.

I.4 GroBter gemeinsamer Teiler und kleinstes
gemeinsames Vielfaches

Wir vertiefen das Studium der Teilbarkeitsrelation. Dadurch gelangen wir zu einer neuen
Charakterisierung von Primzahlen, die es uns ermdglicht, die Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung zu beweisen und somit den Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie zu
gewinnen.

1.4.1 Definition. Es seien a, b € Z zwei ganze Zahlen. Dann ist
T.p:={keZ|klaAklb}
die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b.

1.4.2 Bemerkungen. 1) Es gilt immer 1 € T,,, so dass T, nicht leer ist.
i) Fiir @ = b = 0 gilt nach Eigenschaft 1.2.2, 1), dass T, = Z.
iii) Es sei @ = 0 und b # 0, dann gilt wieder nach Eigenschaft 1.2.2, 1), dass

Ta,b:{kellklb}.

Insbesondere haben wir
VkeT,,: |kl <|bl

Gilt a # O und b # 0, dann finden wir
VkeT,,: |kl <min{lal,|b]}.

Wir erkennen, dass 7, eine endliche Menge ist, wenn a und b nicht beide null sind.
iv) Fiir a, b € Z hat man offenbar

VkeZ: keT,, & —-keT,.

1.4.3 Definitionen. Es seien a, b € Z ganze Zahlen, nicht beide null.
1) Der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist die Zahl

ggT(a,b) := maxT,p.

i1) Die Zahlen a und b sind teilerfremd, wenn ggT(a,b) = 1, d.h. T, = { 1}, erfiillt
ist.
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1.4.4 Satz. Es seien a,b € Z zwei ganze Zahlen, die nicht beide null sind, und d =
ggT(a, b) ihr grofiter gemeinsamer Teiler.
1) Man hat
d=min{n>1|dx,y€eZ:n=x-a+y-b}.

i) Sind a und b teilerfremd, dann gibt es ganze Zahlen x,y, so dass
x-a+y-b=1.

iii) Fiir k € T, gilt k|d.

Beweis. 1) Wir bilden die Menge
L,:={n>1|dx,yeZ:n=x-a+y-b}.

Daa # 0 oder b # 0, gilt a* + b*> > O und somita®> +b*> € L,,sodass L, # @.Esseil € L,
das kleinste Element.
Behauptung 1. Es gilt l|a und l|b.

Um dies einzusehen, seien xy, yy € Z ganze Zahlen mit [ = x( - a + yo - b. Wir fiihren
die Divisiona = g - [ + r mit O < r < [ durch. Nun haben wir

r=a—q-l=a-q-x-a-q-yo-b=(0-¢q-x)-a+(=q-y)-b.

Aus 0 < r < [ und der Definition von [ folgt r = 0, d.h. l/|a. Analog sieht man /|b ein.

Behauptung 2. Fiirk € T, folgt kL.

Nach Eigenschaft 1.2.2, v), der Teilbarkeitsrelation ,,[' implizieren k|a und k|b, dass
kl(xo - a + yo - D). V

Behauptung 2 zeigt d|l und damit insbesondere d < [. Aus der ersten Behauptung
ergibt sich / € T,; und deshalb / < d nach Definition des grof3ten gemeinsamen Teilers.
Damit haben wir d = [ gezeigt.

ii) Dies ist ein Spezialfall von 1).

ii1) Auf Grund von Behauptung 2 gilt |/ fiir jeden gemeinsamen Teiler k € T,,;, von a
und b. Wie in 1) gesehen gilt d = [, so dass die Behauptung gezeigt ist, O

Mit diesen Ergebnissen ldsst sich eine weitere niitzliche Charakterisierung von Prim-
zahlen ableiten.

1.4.5 Satz. Fiir eine natiirliche Zahl p > 2 sind folgende Aussagen dquivalent:
1) p ist eine Primzahl.
i) Ya,b e Z: pl(a-b) = (pla Vv plb).

Beweis. ,jii)==1)“. Es gelte p = a-b mita > Ound b > 0. Aus p|p folgern wir pla
oder plb. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir pla voraus. Es sei @’ € Z mit
a =a’ - p. Damit folgt p = (a’ - b) - p. Diese Gleichung kann nur gelten (vgl. Beweis von
Eigenschaft 1.2.2, vi), wenn @’ - b = 1. Wegen b > 0 bedeutet diese Gleichunga’ = b =1,
und p ist als Primzahl gekennzeichnet.
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,1)=11)“. Es seien a, b ganze Zahlen, so dass p|(a - b) und p 1 a. Letzteres bedeutet
ggT(a, p) = 1. Nach Satz 1.4.4, ii), existieren ganze Zahlen x, y mit

l=x-p+y-a.
Somit gilt auch
b=x-b)-p+y-(a-b).
Mit p|p, pl(a - b) und Eigenschaft 1.2.2, v), sehen wir p|((x-b) - p+y - (a - b)). m|

1.4.6 Folgerung. Es seien p eine Primzahl, n > 2 und a,, ..., a, € Z ganze Zahlen. Dann
gilt:
play ----- a,) < dkef{l,..,n}: pla.

Beweis. Nach Satz 1.4.5 hat eine Primzahl Eigenschaft ii). Dies ist die Behauptung fiir
n = 2. Der allgemeine Fall folgt mit einem leichten Induktionsbeweis. (Ubung.) O

1.4.7 Folgerung. Die Primfaktorzerlegung einer ganzen Zahl ist eindeutig bestimmt. Ge-
nauer gesagt folgt fiir ganze Zahlen s, s" > 1, Primzahlen p; < --- < pyund p; <--- < p/,
und positive natiirliche Zahlen ki, ..., k; und ki, ..., K/, mit

pllcl ..... p];Y — p’] k; ..... p;,k;’ s (I 1)

dass

’

s=s§, pi=pi und ki=ki, i=1,..5s.
Beweis. Schritt 1. Sei j € {1,...,s}. Gleichung (I.1) zeigt
il p ).
Mit Folgerung 1.4.6 schlieBen wir auf die Existenz eines Indexes j* € { 1, ..., s’} mit
pilpy, dh. p;=p.

Es folgt
{P1spst C{plsn P )
Aus Symmetriegriinden gilt auch die Inklusion ,,0%, so dass

{p1sspst ={pls s Dy 1
Schritt 2. Seien nun s > 1, p; < --- < p, Primzahlen und ki, ..., k, ki, ..., K} positive
ganze Zahlen mit
K K,
pllﬂ ..... pI;A = pll ..... ps> . (12)
Wir wollen k; = ki, i = 1, ..., 5, zeigen. Wir nehmen an, dass das nicht stimmt und setzen

Jo:=min{i = 1,...,s|k; # k }. Wir diirfen dann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kj, < k;.o fordern. Wir teilen in (1.2) durch

plf] ..... p’;g
und finden v v
Pl;ffff ..... Pl = pjj})_ fo Pl o
Diese Gleichung widerspricht aber den Erkenntnissen aus Schritt 1. O
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Satz 1.3.2 und Folgerung 1.4.7 fassen wir zusammen zu:

1.4.8 Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie. Es seienn € Z\ {0, +1 } und € € {+1},
so dass € - n > 0. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl s > 1, eindeutig
bestimmte Primzahlen p; < --- < p, und eindeutig bestimmte positive ganze Zahlen

ki, ...,k so dass

k
n=~e&- pll ..... p];S.

1.4.9 Aufgabe. Geben Sie die Primfaktorzerlegung der Zahl —1 601 320 an.

1.4.10 Aufgaben. Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 sei T, := {l > 1|l|n} die Menge ihrer
Teiler.

a) Es sein = p’f‘ ----- pY die Primfaktorzerlegung von n. Geben Sie eine Formel fiir
die Anzahl #T,, der Teiler von n an.

b) Charakterisieren Sie diejenigen Zahlen, fiir die #7, ungerade ist.

1.4.11 Aufgabe (Die Amnestie). Ein Herrscher hilt 500 Personen in Einzelzellen gefan-
gen, die von 1 bis 500 durchnummeriert sind. Anlésslich seines fiinfzigsten Geburtstags
gewdhrt er eine Amnestie nach folgenden Regeln:

* Am ersten Tag werden alle Zellen aufgeschlossen.

* Am Tag i wird der Schliissel der Zellen i, 2i, 3i usw. einmal umgedreht, d.h. Zelle j
wird versperrt, wenn sie offen war, und geoffnet, wenn sie verschlossen war, j = i,
21, 3iusw., i =2, ..., 500.

* Wer am Ende des 500. Tages in einer offenen Zelle sitzt, ist frei und darf gehen.

Wieviele Gefangene kommen frei? Ist der Insasse von Zelle 179 unter den Freigelassenen?

Das Konzept des groBiten gemeinsamen Teilers ergidnzen wir durch das Konzept des
kleinsten gemeinsamen Vielfachen, das z.B. bei der Losung von Kongruenzen dienlich
sein wird.

1.4.12 Definition. Fiir ganze Zahlen a und b ist ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches die

Zahl’
0, fallsa=0vb=0

kgV(a,b)={ min{n > 1|aln Abln}, fallsa#0Ab#0 ~

1.4.13 Lemma. Fiir jede ganze Zahl k mit der Eigenschaft alk und blk folgt
kgV(a, b)lk.

Beweis. Es sei m := kgV(a,b). Wenn a = 0 oder b = 0, dann haben wir m = 0, und
jedes gemeinsame Vielfache von a und b ist ebenfalls null. Andernfalls gilt m # 0, und
wir schreiben k = g - m + r mit 0 < r < m. Fiir r = k — g - m folgt aus alk und a|m, dass
alr (Eigenschaft 1.4.4, iv). Ebenso gilt b|r. Alsor € {n € N|a|n A bln }. Aus der Definition
von m folgt wie iiblich r = 0. m|

SWenn a # 0 und b # 0, dann enthilt die Menge {n > 1|aln A b|n} das Element |a| - |b| und ist daher
nicht leer.

11
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1.4.14 Satz. Fiir positive ganze Zahlen a und b hat man die Formel
a-b=ggl(a,b) kgV(a,b).

Beweis. Wir schreiben m := kgV(a, b). Nach Lemma 1.4.13 gilt m|(a - b). Wir setzen
g :=(a-b)/m e Z. Aus den Gleichungen

a:g-% und b:g-%

folgt
gla und glb.

Satz 1.4.4, ii1), zeigt g|ggT(a, b). Sei d := ggT(a, b). Wir haben

a‘(a-g) und b}(g-b)

Lemma [.4.13 zeigt wieder

Daraus schlieffen wir )
d‘ (“—) d.h. dig.
m

Nach Eigenschaft 1.2.2, viii), folgt aus g|d und d|g, dass d = +g. Da beide Zahlen positiv
sind, finden wir wie erwartet d = g. O

1.4.15 Aufgaben. Es seien a,b € N\ {0, 1 } natiirliche Zahlen sowie

ihre Primfaktorzerlegungen.
a) Geben Sie die Primfaktorzerlegungen von ggT(a, b) und kgV(a, b) an.
b) Beweisen Sie die Formel

ggT(a,b)-kgV(a,b)=a-b

mit den Ergebnissen aus a).

I.5 Der euklidische Algorithmus

Wir stellen jetzt ein einfaches Verfahren vor, das es einem gestattet, den grof3ten gemein-
samen Teiler von zwei ganzen Zahlen a,b € Z \ {0} zu ermitteln, den sogenannten eukli-
dischen® Algorithmus:

* Man setze ag := aund a; := b.

* Falls a; = 0 gilt, dann beende man die Rechnung.

%Euklid von Alexandria (ca. 360 bis 280 v.u.Z.), griechischer Mathematiker.

12
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* Andernfalls fahre man wie folgt fort: Wenn a;_; und g, fiir k¥ > 1 schon bekannt
sind, so wird a;,; durch Divsion mit Rest bestimmt:

Ak=1 = Gs1 * Ak + As1, 0 < app < lagl.

Da 0 < a1 < lag| < |b|, stoppt der Algorithmus nach hochstens |o| — 1 Schritten.

1.5.1 Bemerkung. Im Fall a = 0 und b # 0, der bisher ausgeschlossen wurde, und im Fall
a, = 0 teilt b die Zahl a, und wir haben ggT(a, b) = |b|.

Auf Grund dieser Bemerkung brauchen wir nur diejenigen Félle anzuschauen, in de-
nen a, # 0 gilt.

I.5.2 Satz. Sei k > 2, sodass a; # 0 fiiri =0, ...,k und a;,; = 0. Dann folgt
a. = ggT(a, b).
Beweis. Fiiri = 1, ..., k liberlegt man sich leicht, dass
ggT(ai-1,a) = ggT(giv1 - a; + ai1, a;) = ggT(ai, ap).
Daraus folgt
g2T(a,b) = ggT(ay, a1) = ggT(ar, a1) = 2¢T(ar, 0) 2’ a
und somit die Behauptung des Satzes. i

1.5.3 Beispiel. Fiir a = 93 und b = 42 l4uft der Algorithmus folgendermaBen ab:’

93 = 2-42+49

42 = 4.9+6
9 = 1:6+3
6 = 2-3.

Es folgt, dass ggT(93,42) = 3. (Probe: 93 =3-31,42 =3 - 14 und ggT(31, 14) = 1, denn
31 ist eine Primzahl, die 14 nicht teilt.)

1.5.4 Aufgaben. a) Bestimmen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von 165 und 585 mit
dem euklidischen Algorithmus.

b) Geben Sie die Primfaktorzerlegungen von 165 und 585 an und iiberpriifen Sie das
Ergebnis aus a) mit Ihrer Formel aus Aufgabe 1.4.15, a).

Erweiterter euklidischer Algorithmus

Im néchsten Schritt verfeinern wir den euklidischen Algorithmus, so dass er zu gegebenen
ganzen Zahlen a, b € Z\ {0} nicht nur deren grofiten gemeinsamen Teiler auswirft, sondern
auch Koeflizienten x, y € Z, fiir die ggT(a,b) = x-a +y - b gilt.

*x Esseienag:=a,a;:=b,xp:=1,x,:=0,yy:=0und y; := 1.

TVertauscht man die Rollen von a und b, so lautet der erste Schritt 42 = 0 - 93 + 42. Danach lduft der
Algorithmus ab wie dargestellt.

13
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* Falls a; = 0, dann beende man die Berechnungen.

* Andernfalls verfahre man folgendermaBlen: Wenn fiir k > 1 die Zahlen a;_;, a;,
Xi_1, Xk, Yk—1 und y; schon bestimmt wurden, so seien

Ar+1 = Qg-1 — Gr+1 * i, 0 < a1 < lagl,
Xp+1 = Xk—1 — Gr+1 * Xk
Yirl = Vi1 — qk+1 * Yk

Der Algorithmus bricht offenbar nach endlich vielen Schritten ab. Die Fille mit a, = 0
sind uninteressant (s. Bemerkung 1.5.1). In den anderen Fillen haben wir:

I.5.5 Satz. Sei k > 2, so dass a; # 0 fiiri =0, ..., k und a;,; = 0. Dann folgt
ggT(a,b) = xx-a+yi-b.
Beweis. Wir zeigen induktiv, dass fiir alle i
a=xi-a+y-b

gilt. Wegen ay = a und a; = b stimmt die behauptete Gleichung fiiri = 0, 1.
Weiter gilt nach Definition und Induktionsvoraussetzung

aiv1 = di-1 —{iy1 * 4;
= (X1 -a+Yi1-b) =g - (xi-a; + yi - by)
= (Xi-1 = qGis1 X)) - a+ (Yici = Gip1 - yi) + b

firi > 1. m|

1.5.6 Beispiel. Wir betrachten abermals a = 93 und b = 42.

klar qu x Yk
0193 - 1 0
1142 - 0 1
219 2 1 2.
3/]6 4 -4 9
413 1 5 -11
510 2 - —

Die Probe lautet:
3=5-93-11-42 =465 —462.

1.5.7 Aufgabe. Berechnen Sie mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus den groB3ten
gemeinsamen Teiler d von 142 und 202 und ganze Zahlen x und y, so dass

d=x-142+y-202.

14
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1.6 Kongruenzrechnung

1.6.1 Definition. Es seien a,b € Z zwei ganze Zahlen und n € N eine natiirliche Zahl.
Wir sagen, dass a kongruent b modulo n ist, wenn

nl|(a — b).
Schreibweise. ¢ = b mod n.

1.6.2 Aufgaben. Es sei n > 1 eine positive ganze Zahl. Beweisen Sie die folgenden Aus-
sagen mit Hilfe der Division mit Rest I.1.1:
a) Zu jeder ganzen Zahl existiert genau eine Zahl r € {0, ...,n— 1 } mita = r mod n.
b) Zwei ganze Zahlen a,b € Z sind genau dann kongruent modulo n, wenn sie den-
selben Rest bei der Division durch n haben, d.h., wenn es ganze Zahlen ¢q,q" € Z sowie
re{0,..,n—1}mit
a=qg-n+r und b=q -n+r

gibt.
1.6.3 Lemma. Die Relation ,,= modn* ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir beginnen mit der Reflexivitiit. Es ist zu zeigen, dass a = @ modn fiir alle
a € Z gilt. Dies bedeutet n|(a — a), a € Z, also n|0, und ist richtig.

Als nichstes ist die Symmetrie zu iiberpriifen. Zu zeigen ist, dass fiir a = b modn
auch b = a mod n gilt. Das stimmt, weil fiir alle a, b € Z die Beziehung n|(a—b) dquivalent
zu n|(b — a) ist.

SchlieBlich ist die Transitivitit nachzuweisen. Gegeben seien a,b,c € Z mit a =
b modn und b = c modn, und es ist a = ¢ mod n zu folgern. Aus den vorausgesetzten Be-
ziehungen n|(a —b) und n|(b—c) ergibt sich nach Eigenschaft 1.2.2, v), auch die Beziehung
n|((a — b) + (b — ¢)), d.h. die gewiinschte Relation n|(a — ¢). O

1.6.4 Beispiele. 1) =2 = 7 mod9, 7 = 16 mod9, —1 = 1 mod2. Fiirn > 2 gilt -1 #
1 mod n.

i1) Die Aussage a = b mod O ist dquivalent zu a = b.

ii1) Fiir zwei beliebige ganze Zahlen a, b gilta = b mod 1.

iv) Fiira € Zund n € N ist a = 0 mod n dquivalent zu nla.

1.6.5 Beobachtung. Gegeben seien eine natiirliche Zahl n € N und ganze Zahlen a, a’, b,
b’ € Z, die den Bedingungen

a=d modn und b=b"modn
geniigen. Dann hat man auch
* a+b=d + b modn,
*x a-b=d -b modn.
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Beweis. Es gibt ganze Zahlen k, [, sodassa = a’ +k-nund b = b’ +1-n. Damit berechnen
wir

a+b=d+k-n+b+l-n=@+b)+k-n+l-n=@+b)+k+1)-n

Dabher teilt n die Differenz (a + b) — (@’ + b)) = (k+1)-n,sodassa+ b = a’ + b’ modn.
Weiter finden wir

a-b ad+k-n)-b"+1-n)
= d-b+d-l-n+b -k-n+k-1-n

= d-b+@-1+b-k+k-1-n)-n.

Die Differenza-b—a’-b’ = (@’ -1+ b’ -k+k-1-n)-nist durch n teilbar, und wir erkennen
a-b=ad -b modn. |

1.6.6 Beispiel (Teilbarkeitstests). Mit Hilfe der Kongruenzrechnung kénnen wir die be-
kannten Teilbarkeitstests aus der Schule rechtfertigen. Es sei

a:Zak- 100€Z mit a,€1{0,..,9}, k=0,..,m.

k=0

Wir schreiben dies als Dezimalzahl:
a = a,a,-1 " a1dy.

1) Die Zahl a ist genau dann durch 2 teilbar, wenn die Ziffer a es ist. Da 10 = 0 mod 2
gilt nach Beobachtung 1.6.5, dass

a= Zak - 10% = @y mod 2.
k=0

Die Kongruenzrelation ist transitiv (Lemma 1.6.3), so dass genau dann a = 0 mod 2 gilt,
wenn ag = 0 mod 2.

m
i1) Die Zahl a ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme ), ay es ist. Wir

k=0
haben 10 = 1 mod 3 und deshalb

m

a= iak-lo" = Zakmod3.
k=0

k=0

Dies liefert sofort die Behauptung.

ii1) Die Zahl a ist genau dann durch 5 teilbar, wenn die Zahl ay durch 5 teilbar ist, d.h.
ayp = 0 oder ap = 5. Wegen 10 = 0 mod 5 beweist man das genauso wie Teil 1).

iv) Die Zahl a ist genau dann durch 11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme

f (=1 - ay durch 11 teilbar ist. Mit 10 = —1 mod 11 sieht man
k=0

a= Zak 10k = Z(—l)k-ak mod 11
k=0 k=0

und leitet die Behauptung ab.
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1.6.7 Aufgabe. Es sei (g)ren die periodische Folge (1,3,2,-1,-3,-2,...), d.h. g = 1,
Eoir1 = 3, Eeiv2 = 2, €613 = —1, 86104 = =3 und g¢145 = =2, 1 € N.
Beweisen Sie, dass eine ganze Zahl a = Y a; - 10¥ genau dann durch 7 teilbar ist,

k=0
wenn ihre gewichtete Quersumme

m
IR

k=0

es ist. Testen Sie mit diesem Kriterium die Zahlen 10 167 157 und 8 484 372 auf Teilbar-
keit durch 7.

1.6.8 Aufgabe. Entwicklen Sie einen zu Aufgabe 1.6.7 analogen Teilbarkeitstest fiir die
Zahl 13. Wenden Sie diesen Test auf die Zahl 28 286 375 an.

1.6.9 Aufgabe. Es seia = ), & - 2% &, €{0,1},k=0,...,m,eine ganze Zahl in binirer
k=0
Darstellung. Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an die Zahlen &,

..., &, an, damit a durch 3 teilbar ist. Schreiben Sie die Zahl 351 in binédrer Schreibweise
und wenden den Test auf sie an.

1.6.10 Lemma. Es seien a,b € Z ganze Zahlen und m,n € N natiirliche Zahlen.

1) Falls a = b mod n und m|n gilt, dann folgt a = b mod m.

1) Aus a = b mod n ergibt sich m - a = m - b mod (m - n). Ist m nicht null, so gilt auch
die Umkehrung.

Beweis. 1) Aus m|n und n|(a — b) folgt nach Eigenschaft 1.2.2, vii), dass m|(a — D), i.e.
a = b modm.

11) Mit n|(a — b) erhilt man offenbar (m - n)|(m - (a — b)), also (m - n)|(m -a —m - b) und
m-a = m-b mod (m-n). Falls m # 0, so zeigt Eigenschaft 1.2.2, vi), dass (m-n)|(m-(a—b))
auch n|(a — b) und damit a = b mod n impliziert. O

Lineare Kongruenzen

Zu ganzen Zahlen a, b € Z und einer natiirlichen Zahl® n > 1 mochten wir die Losbarkeit
der Kongruenz

a-x=bmodn (1.3)

untersuchen.

Wenn a = 0 mod n, dann muss auch b = 0 mod n gelten, damit (I.3) 16sbar ist. In
diesem Fall wird (I.3) durch alle ganzen Zahlen gelost.

Wenn a # 0 mod n, dann sind wir versucht, nach x aufzulGsen, d.h. durch a zu dividie-
ren. Das ist aber nicht immer moglich! Nehmen wir zuerst an, dass n = p eine Primzahl
ist. Nach Beispiel 1.6.4, iv), bedeutet a # 0 mod p, dass p 1 a. Da p eine Primzahl ist, ist
dies dquivalent zu ggT(a, p) = 1. Nach Satz 1.4.4, ii), existieren y, z € Z mit

y-a+z-p=1.

8Durch die Voraussetzung n # 0 garantieren wir, dass die vorkommenden groBten gemeinsamen Teiler
definiert sind.
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Kapitel I. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Damit folgt aus 1.3 unter Beachtung von Lemma 1.6.3 und Beobachtung 1.6.5
X=y-a-x=y-bmodp. 1.4)

Aus (I.4) erhilt man (I.3) durch Multiplikation mit a. Die beiden Kongruenzen sind also
dquivalent. Somit gibt Kongruenz (I.4) die Losungen von (I.3) an, und wir haben diese
Losungen in gewisser Weise durch Division durch a erhalten. Dasselbe Verfahren funk-
tioniert, wenn ggT(a,n) = 1 gilt.

Sind a und 7 nicht teilerfremd, dann ergibt sich eine zusitzliche Losbarkeitsbedin-
gung. Der folgende Satz behandelt alle Fille.

1.6.11 Satz. 1) Gilt ggT(a,n) 1 b, dann besitzt (1.3) keine Losung.
i) Es sei d := ggT(a,n), und es gelte d\|b. Weiter seien ganze Zahlen 'y, z € Z gegeben,
so dass
y-at+z-n=d.

Dann ist Gleichung (1.3) dquivalent zu der Gleichung

b n
=y.— d-—. 1.5
X=y p mo p (I.5)
Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus lassen sich d und Zahlen y, z bestim-
men, die d = y - a + z - n erfiillen. Damit liefert der Satz ein explizites Verfahren zur
Bestimmung aller Losungen von (1.3).
Fiir eine Zahl d € Z \ {0} mit d|a, d|n und d|b ist (I.3) nach Lemma [.6.10 dquivalent

zu
a b

n
— . x=— mod-—.

d d d
Ist d der grofite gemeinsame Teiler von a und n, dann sind a/d und n/d teilerfremd,
und das Verfahren, das vor dem Satz geschildert wurde, ist anwendbar. Damit ist das
Losungsverfahren vollstindig erklért. Zur groBeren Klarheit fiihren wir die Rechnungen
im anschlieBenden Beweis detailliert aus.

Beweis von Satz 1.6.11. 1) Es sei d := ggT(a,n). Wenn x eine ganze Zahl ist, fiir die
a - x = b mod n, dann existiert eine ganze Zahl k mit

a-x=b+k-n. (1.6)

Anders gesagt, es ist b = a - x — k - n. Nun teilt d sowohl a als auch n und deshalb auch b
(Eigenschaft 1.2.2, v).
i1) ,,(I.3)=(1.5)*“. Auf Grund von (1.6) gilt

y-a-x=y-b+y-k-n.
Mit Hilfe von y - a + z - n = d formen wir diese Gleichung um zu
d-z-n)-x=y-b+y-k-n

und weiter zu
d-x = y-b+(@zZ-x+y-k)-n

— X

b
y-2+(z-x+y-k)-:1—i.

18



I.6. Kongruenzrechnung

Anhand der letzten Gleichung erkennen wir

b
xzy-(—lmodg.

»(1.5)=(1.3)*“. Nach Voraussetzung existiert eine ganze Zahl k € Z, so dass

b n
=y-—+k-—.
EYaTa
Damit ergeben sich folgende Gleichungen
b cak n
a- X — a - « — a - F—
atttd
a
- . = d — -4 - k .
a-x d-z-n) p p p n
a
= a-x = b+(k-3—z-2)-n
= a-x = bmodn.
Damit ist eine Losung der untersuchten Kongruenz gefunden worden. O

1.6.12 Beispiel. Es ist die Kongruenz
30-x = 1 mod 101

zu losen.

Die Primzahlen aus der Primfaktorzerlegung von 30 sind 2, 3 und 5. Keine dieser
Primzahlen teilt 101, so dass ggT(30,101) = 1 gilt. Mit dem erweiterterten euklidischen
Algorithmus berechnen wir ganze Zahlen y und z, fiir die 30 - y + 101 - z = 1 gilt:

k| a qx Y o Tk
0] 30 - 1 0
11101 - 0 1
2130 O 1 0
3111 3 -3 1
41 8 2 7 =2
51 3 1 -10 3
6| 2 2 27 -8
71 1 1 =37 11
8 0 2 - -

Es gilt in der Tat
-37-30+11-101 = -1110+ 1111 = 1.

Der Satz liefert die Losungen
x = =37 mod 101.

Mit —37 = 64 mod 101 schreiben wir die Losungen in der Form
x = 64 mod 101.
Wir fiihren wieder eine Proberechnung aus:

3064 =1920=19-101 + 1 = 1 mod 101.
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Der chinesische Restsatz

Jetzt wollen wir ein Verfahren vorstellen, mit dem ein System von Kongruenzen gelost
werden kann. Zu gegebenen ganzen Zahlen a,b,c,d € Z und m,n > 1 suchen wir eine
ganze Zahl x mit

a modm
b modn.

Cc-X

d-x

@L.7)
Nach Satz 1.6.11, 1), sind die Beziehungen
ggT(c,m)la und ggT(d,n)b

notwendig fiir die Losbarkeit von (I.7). Wir setzen diese Beziehungen voraus. Dann sagt
uns Satz [.6.11, ii), dass wir ¢ = 1 = d annehmen diirfen. Daher betrachten wir ein System
von Kongruenzen der Form

a modm
b modn

X
X

1.8)

mita,b € Z.

1.6.13 Beobachtung. Es sei d := ggT(m,n). Dann folgt
a=bmodd

aus den Kongruenzen (1.8).

Beweis. Wir wenden Lemma 1.6.10, 1), an:

x=amodm = x=amodd
x=bmodn = x=bmodd.

Die beiden Kongruenzen auf der rechten Seite zeigen wegen der Transitivitdt von ,,=
mod d* (Lemma 1.6.3), dass a = b mod d. m|

Es seien y, z € Z ganze Zahlen mit

y-m+z-n=d.

Wir folgern
a->b La- b b
-m n=a-
a a
und damit
a->b b -b
a-— . = ‘R
T yem Z-n
Die ganze Zahl
a->b
xX:=a- cy-m
d y
16st (1.8).
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I.6. Kongruenzrechnung

1.6.14 Chinesischer Restsatz. i) Das System (1.8) ist genau dann losbar, wenn a =
b modd.
i) Falls a = b mod d, dann ist (1.8) dquivalent zu
a—b m-n

X=d—

Beweis. i) Dieser Teil folgt aus Beobachtung 1.6.13 und den anschlieenden Rechnungen.

11) Wir setzen
a-b

d
Es wurde bereits iiberpriift, dass xo = a mod m und xy = b mod n. Es gilt auch

Xp=a- Sy m.

m{énEOmodm und %EOmodn.

Damit ist auch xy + &k - (m - n)/d eine Losung von (1.8), k € Z.
Es bleibt zu zeigen, dass jede Losung von (I.8) von der in (I.9) angegebenen Form ist.
Sei dazu x eine Losung von (1.8). Wir schlieen

x—x9o=0modm und x-xy=0modn.

Lemma [.4.13 impliziert
kgV(m, n)|(x - xo).

Nach Satz 1.4.14 haben wir

m-n m-n
k V N = =
gVim,n) ggT(m,n) d
Also finden wir die behauptete Kongruenz x = xy mod (m - n/d). a

1.6.15 Bemerkung. Induktiv kann man jetzt Kongruenzsysteme der Form
ci-x=aq;modm;, i=1,..,n,

behandeln.

1.6.16 Beispiel. In Sun Tsus ,,Handbuch der Arithmetik*® (vermutlich zwischen 280 und
473 entstanden) wird gefordert, die Kongruenzen

2 mod3
3 mod>5
2 mod?7

zu losen.
Wegen 1 =3-2—1-5 sind die Kongruenzen x = 2 mod 3 und x = 3 mod 5 dquivalent
zu der Kongruenz
x=2-2-3-(2-3)=8mod15.

9Dieses Buch ist fiir den Namen ,,Chinesischer Restsatz* verantwortlich, obwohl der Satz nicht wie
oben formuliert wird sondern nur in Beispielaufgaben wie der folgenden auftritt.
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Weiter gilt 1 = 15 — 2 - 7. Daher sind die Kongruenzen x = 8 mod 15 und x = 2 mod7
dquivalent zu
x=8-15-(8-2)=-82=23mod 105.

In der Tat gilt
23=2mod3, 23=3mod5 und 23 =2mod7.

1.6.17 Aufgabe. Von einem Bienenvolk sind folgende Daten bekannt: Es hat zwischen 200
und 250 Mitglieder. Stellen sich die Bienen in 7er-Reihen auf, dann bleibt eine Biene al-
leine. Wenn sie sich in Ser-Reihen aufstellen, dann bleiben drei iibrig. Wieviele Mitglieder
hat das Bienenvolk?
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Gruppentheorie

Wir legen nun die Grundlagen fiir die Gruppentheorie. Gruppen sind Teil der mathe-
matischen Formalisierung des Konzepts der Symmetrie. Symmetrie gehort bis zu einem
gewissen Grad unserer Alltagserfahrung an, z.B. in Form eines sich wiederholenden Tape-
tenmusters oder in der Architektur. Der Begriff der Gruppe ist in der Mengenlehre veran-
kert. Dadurch ergibt sich ein reizvolles Zusammenspiel zwischen Anschauung und Abs-
traktion. Wir konnen etwa ein dreidimensionales Objekt, z.B. ein Polyeder, erkunden und
somit seine Symmetriegruppe beschreiben. Auf der anderen Seite knnen wir gruppen-
theoretische Aussagen an konkreten Beispielen veranschaulichen. Diese beiden Vorge-
hensweisen werden wir unter anderem bei den Platonischen Korpern, die die Menschheit
schon seit mehr als 4000 Jahren begleiten,' kennenlernen. Die flexibelste Verkorperung
des Symmetriegedankens ist das Konzept der Gruppenwirkung. Eine Gruppe G wird mit
der Symmetriegruppe einer Menge M vermdoge eines Homomorphismus in Verbindung
gesetzt. Etwaige Strukturen der Menge M, die von der Gruppenwirkung unberiihrt blei-
ben, kdnnen verwendet werden, um die Gruppe G zu untersuchen. So liefert die Theorie
der Jordanschen Normalform aus der Linearen Algebra eine Beschreibung der Konjuga-
tionsklassen in der allgemeinen linearen Gruppe GL,(C). Umgekehrt zerfillt die Menge
M unter der Wirkung von G in eine disjunkte Vereinigung von G-Bahnen. Im Fall, dass
G und M endlich sind, wird diese Situation durch eine Reihe von Sétzen beschrieben, die
sich um den Satz von Lagrange gruppieren. Darunter ist eine Formel, die die Berechnung
der Anzahl der G-Bahnen in M ermoglicht. Diese Sitze lassen sich in praxisnahen Situa-
tionen einsetzen, um Konfigurationen einer bestimmten Art, z.B. Molekiile, die sich aus
vorgegebenen Atomen zusammensetzen, zu zdhlen. Dariiber hinaus werden wir mit ihnen
tiefer liegende Aussagen iiber die Struktur von Gruppen gewinnen. Mit diesen Aussagen
werden wir die endlichen Untergruppen von O(2) und SO(3) sowie endliche Gruppen bis
zur Ordnung 14 klassifizieren. Unter der Voraussetzung, dass die betrachteten Gruppen
abelsch sind, lassen sich allgemeinere Aussagen gewinnen. Wir beschliefen das Kapitel
mit dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen. Dieser Satz illustriert un-
ter anderem den Ubergang von der Linearen Algebra zur Gruppentheorie. Dieses Kapitel

"http://en.wikipedia.org/wiki/Carved_Stone_Balls
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beruht groBtenteils auf den Biichern [2] und [11].

II.1 Definition einer Gruppe und erste Beispiele

Wir beginnen mit der Definition der Hauptakteurin dieses Kapitels.

I1.1.1 Definition. Eine Gruppe ist ein Paar (G, -), das aus einer Menge G und einer Ab-
bildung

- GxG — G
(&h) +— g-h

besteht und folgende Eigenschaften aufweist:
a) Das Assoziativgesetz ist erfiillt, d.h.

Ya,b,ce G: (a-b)-c=a-(b-o).
b) Es gibt ein neutrales Element, d.h.
deeGVgeG: e-g=g=g-e.
¢) Zu jedem Element gibt es ein inverses Element, d.h.
VgeGdheG: g-h=e=h-g.
Vereinbarung. Wir schreiben meist nur G statt (G, -) fiir eine Gruppe.

In ein System von Axiomen schreibt man so wenig Forderungen wie moglich hinein
(vgl. Aufgabe I1.1.3), damit der Nachweis, dass eine gewisse Struktur diese Forderungen
erfiillt, moglichst einfach wird. Es gibt oft — wie im vorliegenden Fall — einige direkte
Konsequenzen aus den Axiomen, die fiir den Umgang mit den entsprechenden Strukturen
eine grundlegende Bedeutung haben. Wir halten im Folgenden zwei dieser Konsequenzen
aus den Gruppenaxiomen fest.

I1.1.2 Beobachtungen. i) In einer Gruppe gibt es genau ein neutrales Element.

i1) Zu jedem Gruppenelement g € G existiert genau ein inverses Element.
Bezeichnung. Auf Grund dieser Beobachtung sprechen wir fiir g € G von dem inversen
Element und notieren es als g~ .

Beweis. 1) Seien e, ¢’ € G zwei neutrale Elemente. Dann folgt e = e- ¢’ = ¢’. Dabei wurde
in der ersten Gleichung die Neutralitédt von e’ benutzt und in der zweiten die von e.

i1) Seien g, h,h’ € G Gruppenelemente, sodass h’'-g=h-g=e=g-h=g-h'.Es
folgth' =h"-e=h"-(g-h)y=0H-g)-h=e-h=h. m]

I1.1.3 Aufgabe (Eine andere Definition des Gruppenbegriffs). Es seien G eine Menge und
-1 GXG — G, (g,h) — g - h, eine Verkniipfung mit folgenden Eigenschaften:

* Das Assoziativgesetz ist erfiillt.

* Es gibt ein linksneutrales Element e € G, d.h. fiir jedes g € G hat mane - g = g.
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* Zu jedem Element g € G existiert ein linksinverses Element g’ € G, d.h. g’ - g = e.

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass (G, -) eine Gruppe ist.
a) Es seien g € Gund g’ € G ein Element mit g’ - g = e. Zeigen Sie g - g’ = e.
b) Beweisen Sie, dass g - e = g fiir alle g € G gilt.

Die folgende Definition enthélt eine wichtige und angenehme Zusatzeigenschaft, die
Gruppen haben konnen oder auch nicht.

I1.1.4 Definition. Eine Gruppe G heilt kommutativ oder abelsch,”> wenn
Vg,heG: g-h=h-g.

I1.1.5 Aufgabe (Abelsche Gruppen). a) Es sei g € G eine Gruppe, so dass g> = e fiir alle
g € G gilt. Weisen Sie nach, dass G abelsch ist. Geben Sie fiir jedes k > 1 eine Gruppe G
mit 2¢ Elementen an, in der g> = e fiir jedes Gruppenelement g € G gilt.?

b) Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass

l_[gzze.

geG

Motivation und Beispiele

Wir sind mit den Grundrechenarten in den ganzen, rationalen und reellen Zahlen vertraut.
Die Gruppenaxiome formulieren einige der Eigenschaften, die wir dabei verwenden. Die
ersten Beispiele der folgenden Liste prézisieren diese Behauptung.

e (Z,+) ist eine Gruppe:

* Das neutrale Element ist O.
* Das inverse Element zu / € Z ist —/.
* Diese Gruppe ist abelsch.

e (N, +) ist keine Gruppe. Zwar gilt das Assoziativgesetz und ist die Null ein neutra-
les Element, aber auBler der Null besitzt kein Element ein inverses Element. (Um diesen
,Defekt zu beheben, wurden die ganzen Zahlen eingefiihrt (s. [16], Abschnitt 1.4).)

e (Z \ {0},-) ist ebenfalls keine Gruppe. Auch hier gilt das Assoziativgesetz und ist
mit der 1 ein neutrales Element vorhanden, aber nur die Zahlen +1 haben ein inverses
Element. (In diesem Fall veranlasst das Fehlen der inversen Elemente die Konstruktion
der rationalen Zahlen ([16], Abschnitt 1.5).)

e Es sei k ein Korper, z.B. k = Q, R, C.

* (k,+) ist eine abelsche Gruppe.
* (k\ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe.

* (k,-)istkeine Gruppe. Das liegt daran, dass O kein inverses Element zuldsst: Vx € k :
x-0=0-x=0+#1.

2

3In Folgerung I1.7.5 werden wir sehen, dass eine endliche Gruppe G, in der es ein Element g # e mit
g* = e gibt, eine gerade Anzahl von Elementen besitzt.
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Wir fahren mit einem Beispiel fort, das den Leserinnen und Lesern aus der linearen
Algebra bekannt ist und ein fundamentales Beispiel einer nichtabelschen Gruppe dar-
stellt.

¢ Die allgemeine lineare Gruppe. Es seien k ein Korper und n > 1. Mit M, (k) be-
zeichnen wir den Vektorraum der Matrizen vom Format n X n ([20], §14, Bemerkung 1;
[5], Beispiel 1.4.1, b). Das Matrixprodukt ([20], §15, Satz 1; [5], Abschnitt 2.5.2) zweier
Matrizen vom Format nxn existiert und ist wieder vom Format nxn, so dass eine Multipli-
kation auf M, (k) erklart ist. Sie ist assoziativ ([20], §15, Bemerkung 1; [5], Rechenregeln
2.5.4, 3). Damit fiihrt man

GL,(k) = {me M,(k)|Im € M,(k):m'-m =E,}
= {me M,(k)|Det(m) # 0}

ein.

* Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix E,.

* Das inverse Element zu einer Matrix m € GL,(k) ist die inverse Matrix m™!.

Wiederum ist M, (k) mit der Matrixmultiplikation keine Gruppe, weil viele Matrizen, dar-
unter die Nullmatrix, keine inversen Elemente besitzen. Das Assoziativgesetz ist aller-
dings erfiillt, und E, ist ein neutrales Element.

Es gilt GL,(k) = (k \ {0}, -), und dies ist eine abelsche Gruppe. In GL,(k) berechnen

TG )

Da immer 2 # 1 gilt, ist GL,(k) nicht abelsch.
Fiir n > 3 zeigt die obige Rechnung, dass die Matrizen

11 1 0
A::[OIO undB::[llo

0 ‘ [En—2 0 ‘ [En—2

nicht miteinander kommutieren. Die allgemeine lineare Gruppe GL, (k) ist also genau
dann abelsch, wenn n = 1.

Die Mathematik wird heutzutage in der Sprache der Mengen und Abbildungen for-
muliert (s. [16], Abschnitt 1.2, fiir eine kurze Einfiihrung). Das folgende Beispiel zeigt,
dass man damit zwangsldufig sehr schnell auf die Definition einer Gruppe stoft.

e Es seien M eine nichtleere Menge und

S(M) :={f: M — M| f ist bijektiv }.

* Die Multiplikation ist die Verkniipfung ,,0* von Abbildungen. Fiir f,g: M — M
ist dabei

fog M — M
x = f(g).
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* Da zwei Abbildungen von M nach M genau dann gleich sind, wenn sie auf je-
dem Element von M denselben Wert annehmen, zeigt die folgende Rechnung die
Giiltigkeit des Assoziativgesetzes. Es seien f, g,h € S (M) und x € M. Dann haben
wir

(f o (g © W)@ = f((g o M) = f(g(h()) = (f © () = ((f © ) © ).

x Das neutrale Element ist die Identitéit idy, : M — M, x — x.

x Zur Definition der inversen Elemente erinnere man sich daran, dass die Bijektivitét
von f bedeutet:*
VyeMAlxeM: f(x)=y.

Damit erklaren wir

M — M

y — x
Die inverse Abbildung =" erfiillt f~' o f =idy = fo f~'.

Wir untersuchen nun, ob die Gruppe M abelsch ist oder nicht. Wenn M nur ein Element
enthélt, dann haben wir S (M) = {idy,} und damit eine abelsche Gruppe.
Die Menge M enthalte genau zwei Elemente. Wir schreiben M = { 1,2 }. Damit gilt

T M — M
S(M) = { idy,, 1 — 2

2 — 1

Dies ist offenbar eine abelsche Gruppe,
Jetzt gebe es mindestens drei Elemente in M. Wir nehmen {1,2,3} ¢ M an und
definieren

fllM — M fz:M — M
1 — 2 2 — 3
2 — 1 und 3 — 2
x — x, x¢{1,2} x — x, x¢{2,3}

und berechnen

(fie ) = fi(KL()=fi)=2 und (fr0 fi)(D) = f(fi(D) = £(2) =3.

Wir nennen S (M) die symmetrische Gruppe von M. Insbesondere setzt man S, :=
S(M) firn > 1 und M := {1,...,n}. Wir haben nachgewiesen, dass S, genau dann
abelsch ist, wenn n = 1 oder n = 2. Ein Element von S, wird als Permutation bezeichnet.

Da die Mathematik in der Sprache der Mengen und Abbildungen formuliert wird,
werden mathematische Objekte als Mengen mit gewissen Zusatzstrukturen erkléart. Je-

des mathematische Objekt erhilt damit seine Symmetriegruppe, ndmlich die Gruppe der

4Das Symbol ,, ! ist ,,Es gibt genau ein” zu lesen.
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bijektiven Selbstabbildungen der zugrundeliegenden Menge, die mit den Zusatzstruktu-
ren vertriglich sind. Als Beispiel betrachten wir den k-Vektorraum k". Die Zusatzstruk-
turen sind die Addition von Vektoren und die Skalarmultiplikation. Die Abbildungen,
die mit diesen Zusatzstrukturen vertraglich sind, sind die linearen Abbildungen. Die
Symmetriegruppe des k" als k-Vektorraum ist folglich

{f: kK" — k"] f ist bijektiv und linear },

also die allgemeine lineare Gruppe GL, (k). Wir besprechen nun weitere Beispiele unter
den genannten Gesichtspunkten.

¢ Die orthogonale und die spezielle orthogonale Gruppe. Es seien k ein Korper und
n > 1. Wir betrachten folgende Zusatzstrukturen auf k":

* die k-Vektorraumstruktur,

* das Standardskalarprodukt ([20], §41; [5], Abschnitt 5.1.1)
(o) K" XK — k

n
(V = (V], veey Vn)t,w = (W], ...,Wn)[) —> vl W = Z Vi © W,
i=1

Die zugehorige Symmetriegruppe ist die orthogonale Gruppe
*  f ist bijektiv
*  f ist linear .
* Vv, w ek (v,w) = (f(v), f(W))
Es seien f: k" — k" eine lineare Abbildung und m € M, (k) die zugehodrige (n X n)-
Matrix. Dann finden wir fiir v, w € k", dass

FO)fwW)y =(m-v,m-w)=(m-v)'-(m-w) =1 (m"-m)-w.

0,(k) = {f: K — k"

Wenn fiir alle v, w € k" die Gleichung (v, w) = (f(v), f(w)) gilt, dann finden wir speziell
firi,je{l,..,n}
e (mt m) te; = 61’}'-
Die Bedingung ,.Yv,w € k" : (v,w) = (f(v), f(w))* ist also dquivalent zu m' - m = E,.
Damit erhalten wir die alternative Beschreibung
O,(k)y ={m e GL,(k)|m' -m = E,}

der orthogonalen Gruppe.

0,(R). Zunichst listen wir einige spezielle Elemente in O,(R) auf. Wir beginnen mit
Drehungen. Es sei ¢ € R ein Winkel. Die Drehung o, (im mathematisch positiven Sinne)
um den Winkel ¢ ist eine orthogonale Abbildung.

€ o,(ey)

€1

28



II.1. Definition einer Gruppe und erste Beispiele

Fiir diese Abbildung gilt:

, 1) _ [ cos(p) . 0) [ —sin(p)
Bild von ( 0 )_( sin(e) ) und Bild von ( 1 )—( cos(0) )

Deshalb ist die zugehorige Abbildungsmatrix

_ [ cos(ep) —sin(p)
¢\ sin(e)  cos(e) |°

Zur Probe berechnen wir (unter Beriicksichtigung von [16], Folgerung 4.8.1)

. B cos(yp) sin(yp) cos(p) —sin(p) } (1 O
@ Q¢ =\ —sin(p) cos(p) | | sin(@) cosp) ]\ 0 1)

Neben den Drehungen betrachten wir Spiegelungen. Dazu geben wir uns wieder
einen Winkel ¢ € R vor. Die Spiegelung an der Achse, die mit der x-Achse den Win-
kel ¢/2 einschliet, ist ebenfalls eine orthogonale Matrix. Es sei o, die zugehorige
(2 X 2)-Matrix. Wir haben die Gleichung’

Oyp/2 = 0p/2°0000_yp/2.

(1 0
To=1 0 -1

Mit

lautet diese Gleichung

B cos(%) —sin(% cos(—% —sm(—%
= L) (o) (sl el
B cos(%) —sin(% cos(%) sin (%

- sin(%) cos(% . sin(%) —cos (%
B Cos2(§ - 2(% 2-cos(§) sin(%)
B 2-cos(§) s1n(“’) sin’ (%)—cosz(g)
_ [ cos(e)  sin(ep)

|\ sin(p) —COS(sD))

Bei der letzten Umformung wurden die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus ([16],
Satz 4.8.8) verwandt.

Man kann die Matrix o, auch anhand der Skizze

SDiese Gleichung besagt, dass die Spiegelung an der betrachteten Achse erhalten werden kann, indem
man zundchst um den Winkel —¢/2 dreht, so dass die Spiegelungsachse auf der x-Achse zu liegen kommt,
dann an der x-Achse spiegelt und schlieBlich um den Winkel ¢/2 dreht.

29



Kapitel II. Gruppentheorie

0 42(e2)

ogpler)

bestimmen. So findet man (wieder mit [16], Satz 4.8.8)

Oy/2 =

z sin(p)  —cos(y)

cos(p) cos (go - g) ] _ ( cos(¢p) sin(y) )
sin(¢) sin (go - 5) '

Wir haben bereits alle Elemente der orthogonalen Gruppe O,(R) aufgelistet:

I1.1.6 Satz. Es sei m € Oy(R) eine orthogonale Matrix. Dann existiert eine reelle Zahl
@ € [0, 2m) mit

m=9, oder m=oyp.
Beweis. Fiir die orthogonale Matrix m gilt

1 = Det(E,) = Det(m' - m) = Det(m') - Det(m) = Det(m)?,

so dass
Det(m) = +1.

1 0 1 0
0'0—(0 _1)602([R) und Det(o _1)——1,

konnen wir gegebenenfalls m durch m - o ersetzen und deshalb Det(m) = 1 voraussetzen.

Wir schreiben
= a b
“\ec d)°

Mit Det(m) =a-d—-b-c =1 folgt

Weiter haben wir

und somit

30



II.1. Definition einer Gruppe und erste Beispiele

d.h.

a -c .
m:( ) mit a*>+c* = 1.
c a

Der Vektor (a,c)’ € R? liegt auf dem Einheitskreis, und daher existiert eine reelle Zahl
¢ € [0,2m) mit a = cos(¢) und ¢ = sin(yp) (vgl. [17], Beispiel 3.2.4, iv). Das bedeutet

_ [ cos(¢) —sin(p)
— | sin(p)  cos(yp)
und zeigt die Behauptung. O

12

03(R). Auch orthogonale (3 x 3)-Matrizen haben eine einfache Beschreibung:

II.1.7 Satz. Es sei m € O3(R) eine orthogonale Matrix. Dann existieren orthogonale
Matrizen g € O3(R) und m € O,(R), so dass

gom-g = +1]0
0 |m]

Beweis. Das charakteristische Polynom ([20], §34, Definition 3; [5], Abschnitt 4.2.2) von
m hat Grad 3 und damit nach dem Zwischenwertsatz ([16], Folgerung 3.5.2) eine Null-
stelle. Die Matrix m hat also einen Eigenvektor v. Aus m € O3(R) folgert man:

e Firdle Rmitm-v =A4-vgiltwegen 2> - (v,v) = (m-v,m-v) = (v,v) # 0, dass
A==l

e Das orthogonale Komplement U := (v)* ist invariant unter Multiplikation mit m:
m-U=U.

Seien v = v/|l|, [VIl := V{v, V), und v,, v3 eine Basis von U mit ||v;|| = 1, i = 2,3, und
(v2,v3) = 0. Somit ist (v, v, v3) eine Orthonormalbasis fiir R>. Es sei & := (v1|v,|v3) die
Matrix mit den genannten Basisvektoren als Spalten. Mit g := A’ ergibt sich die Behaup-
tung des Satzes. m|

I1.1.8 Bemerkung. Falls Det(m) = —1 gilt, dann ist m eine Spiegelung. In diesem Fall

kann man
— (-10
=0 o1

SO, (k) :={m € O3(k) | Det(m) = 1}

ist die spezielle orthogonale Gruppe. Die Zusatzstruktur, die zusétzlich festgehalten wird,
ist eine Orientierung von k" (vgl. [18], Definition 5.3.3). Satz II.1.7 sagt insbesondere
aus, dass jede Matrix m € SOs3(R) eine Drehung um eine geeignete Achse im R* be-
schreibt.

e Symmetriegruppen. Es sei M C R” eine Teilmenge. Die Symmetriegruppe von M
ist

erreichen.

Die Gruppe

OM):={meO,(R)|m-M=M}
und die spezielle Symmetriegruppe

SO(M) := {m € SO,(R)|m-M = M.
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~

Abbildung II.1: Eine Drehung in R

Bemerkung. Einen real existierendes Objekt M C R® kinnen wir verschieben, um eine
beliebige Achse drehen oder durch Verkniipfungen solcher Operationen bewegen. Wenn
M endliche Ausdehnung hat, dann gibt es keine Verschiebung, die M in sich tiberfiihrt.
Die Drehungen sind demnach diejenigen Symmetrien von M, die wir real erfahren kon-
nen.

* Als Multiplikation in O(M) bzw. SO(M) benutzen wir die Multiplikation in O,(R)
bzw. SO,(R). Es ist demnach zu zeigen, dass fiir m, m, € O(M) bzw. SO(M) auch
das Produkt m; - m, in O(M) bzw. SO(M) liegt. Dies folgt wegen

ma(M)=M

(my - my)(M) = my(my(M)) m(M) =M.

Da das Produkt in O,(R) bzw. SO,(R) assoziativ ist, gilt das auch fiir das Produkt
in O(M) bzw. SO(M).

* Das neutrale Element ist E, € SO(M) c O(M).

* Wenn m in O(M) bzw. SO(M) liegt, dann ist zu zeigen, dass dies auch fiir die inverse
Matrix m~! gilt, die zuniichst in O,(R) bzw. SO,(R) existiert. Aus M = m(M) folgt

m (M) = m™ (m(M)) = (m™" - m)(M) = M.

I1.1.9 Beispiele. i) Diedergruppen. Es seien n > 3 und M c R? das regelmiiBige n-Eck
mit Ecken auf dem Einheitskreis. Die Symmetriegruppe D,, := O(M) wird Diedergruppe
genannt.
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* Drehungen in D,. Dies sind die Elemente
Orkns k=0,..,n—1.
Es gibt also n solche Drehungen.
* Spiegelungen in D,. Hier miissen wir zwei Fille unterscheiden:

— Wenn n gerade ist, dann gibt es n/2 Spiegelungen an Achsen, die durch ge-
geniiberliegende Ecken laufen, und n/2 Spiegelungen, die durch die Mittel-
punkte zweier gegeniiberliegender Kanten verlaufen.

— Wenn n ungerade ist, dann gibt es n Spiegelungen an Achsen, die durch eine
Ecke und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Kante verlaufen.

A
| \
| /

~—/

Damit haben wir insbesondere gezeigt:
Satz. Die Diedergruppe D,, enthdilt genau 2n Elemente.

ii) Die Tetraedergruppe. Wir untersuchen ein regelmiBiges Tetraeder T C R> mit
Mittelpunkt 0. Als Ecken von T konnen wir z.B.

1 -1 1 -1
p=|1|, o=|-1| RrR=|-1], s=| 1
1 1 -1 -1

wihlen.
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Wir listen nun die verschiedenen Elemente in der speziellen Symmetriegruppe SO(T') auf:

* Drehungen um den Winkel 0, 27/3 oder 471/3 an einer Achse durch eine Ecke und
den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite. Davon gibt es insgesamt neun Stiick.

* Drehungen um den Winkel 7 an einer Achse durch die Mittelpunkte zweier ge-
geniiberliegender Kanten. Davon gibt es drei Stiick.

Die spezielle Symmetriegruppe des Tetraeders umfasst also genau 12 Elemente.

I1.1.10 Aufgabe (Die Tetraedergruppe). Es seien

i) o) 1)

a) Berechnen Sie die Abstinde d(P, Q), d(P,R), d(P,S), d(Q,R), d(Q,S) und d(R,S).®
SchlieBen Sie, dass die angegebenen Punkte die Eckpunkte eines regulidren Tetraeders T
sind.

b) Geben Sie die Elemente der speziellen Symmetriegruppe SO(7') in Form von (3%3)-
Matrizen an.

I1.1.11 Aufgabe (Wiirfel, Okta- und Dodekaeder). a) Es sei W C R* der Wiirfel mit den

Eckpunkten
1 -1 -1 1
1], 1], -1 |, -1
[ +1 ] [ +1 J [ +1 [ +1

Bestimmen Sie die spezielle Symmetriegruppe SO(W).

b) Die Punkte
+1 0
HAk
0 0

sind Eckpunkte eines Polyeders O C R>. Skizzieren Sie O. Bestimmen Sie die spezielle
Symmetriegruppe SO(O). Vergleichen Sie SO(O) und SO(W). Was stellen Sie fest? Haben
Sie eine Erkldrung dafiir?

¢) Ein Dodekaeder D C R ist ein regulires Polyeder, das von 12 regelmiBigen Fiinf-
ecken begrenzt wird:

0
0

+1

®Hier ist d der euklidische Abstand ([17], Beispiel 1.2.4, i).
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Beschreiben Sie die spezielle Symmetriegruppe SO(D).
e Zyklische Gruppen. Es seienn > 1 und Z, = {0, 1, ...,n — 1 }. Weiter sei

®:.Z,xXZ, — Z,
G i) i+, fallsi+j<n-1
bJ i+j-n, fallsi+j>n
Dabei haben wir die Addition ,,+ auf Z verwendet.

* Man iiberpriift sofort, dass fiir i, j, k € Z,

i+j+k fallsi+j+k<n-1
i@ j)ok=ie(jok)=3 i+j+k—n, fallsn<i+j+k<2n-1
i+j+k—2n, falls2n<i+ j+k

gilt und somit das Assoziativgesetz’ erfiillt ist.
* Das neutrale Element ist 0.
* Das inverse Elementzuiistn —i,i =0,...,n— 1.

¢ Eine Konstruktionsmethode. Gegeben seien zwei Gruppen (G, -¢) und (H, i) mit
neutralen Elementen e und ey. Wir definieren auf G x H die folgende Multiplikation:

< (GxH)x(GxH) — GxH
(g1, 1), (82, 12)) +— (g1 G &2 11 1 o).

* Unter Verwendung der Assoziativgesetze in G und H ergibt sich das Assoziativge-
setz in G X H: Fiir g, g5, g3 € G und hy, hy, h; € H hat man

(g1, h1) - (82, h2) - (g3, h3)) (g1,11) - (82 G &3, 12 "1 h3)
= (816(82°6 &) 1 (hyu h3))
((g1 6 82) 6 83- (h1 "5 h2) -1 h3)
(816 &2 M1 1 h2) - (g3, h3)

(g1, 11) - (82, ) - (83, h3).

x Das neutrale Element ist e = (eg, eg).

* Das inverse Element zu (g, h) € Gx Hist (g7!,h™"). Dabei ist g™! bzw. h~! das zu g
bzw. h inverse Element in G bzw. H.
Man nennt G X H das direkte Produkt der Gruppen G und H.
11.1.12 Aufgabe (Eine neue Multiplikation auf R). Auf R wird folgende Verkniipfung de-
finiert:
*:RXR — R
(a,b) — a-b+a+b.

"Das Assoziativgesetz in Z, folgt aus dem Assoziativgesetz in Z. Die Beschreibung von Z, als Faktor-
gruppe in Beispiel I1.10.2, i), verdeutlicht das noch besser.
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a) Zeigen Sie, dass * das Assoziativgesetz erfiillt und es ein neutrales Element gibt.
b) Welche Elemente in R besitzen bzgl. x keine Inversen? Geben Sie die kleinste
Teilmenge N C R an, fiir die (R \ N, x) eine Gruppe ist.

I1.1.13 Aufgabe (Die entgegengesetzte Gruppe). Es seien (G, -) eine Gruppe und

*x:GXG — G
(g,h) — h-g.

Zeigen Sie, dass G := (G, %) eine Gruppe ist. Sie heilit die zu G entgegengesetzte Grup-
pe.

II.2 Die Verkniipfungstafel einer endlichen Gruppe

Essei G ={go:=e,g&i,..., g } eine endliche Gruppe. Wir legen folgende Tabelle an:

e gl PR g] ... g}’l
e e.e e.gl P e.g} ) e.gn
81181°¢ &1-8& - 818 - 81°&n
8i| 8¢ 88 - &8 v 8i&n
gn gn . e gn . gl .« e gn . g} ) gn . gn

Der Eintrag in der (i+1)-ten Zeile und (j+1)-ten Spalte ist das Produkt g;-g;, i, j = 0, ..., n.
Aus dem Axiom fiir das neutrale Element folgt, dass

€ g - &
die erste Zeile und
e
81
8n
die erste Spalte dieser Tabelle ist. Eine weitere wichtige Eigenschaft wird sich aus dem
folgenden Resultat ergeben.

I1.2.1 Lemma. Es seien G eine (nicht notwendigerweise endliche) Gruppe und g € G.
Dann sind die Abbildungen

: G — G
h +— g-h
und
0,:G — G
h +— h-g
bijektiv.
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Beweis. Wir beweisen das Lemma fiir die Abbildung A,, g € G. Fiir die Injektivitiit seien
hy, h, € G zwei Elemente, so dass

g-h=g h.

Multiplikation mit g~! liefert
h=eh=g" g h=¢g"(gh)=¢"(g-mh)=@" g mh=eh=h
Fiir die Surjektivitiit sei 7 € G. Wir definieren #’ := g”!' - h und finden
LW)=g- " -h=(g-¢g")-h=e-h=h
Die Bijektivitit von A, ist somit nachgewiesen. O

11.2.2 Bemerkung. Fiir jedes Element g € G \ {e} gilt g- g = A,(g) # A,(e) = g.

Das Lemma impliziert, dass in der Verkniipfungstafel einer endlichen Gruppe jedes
Gruppenelement in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einmal vorkommt.

Fiir eine gegebene endliche Menge G = { go, &1, ---» &» } kOnnen wir im Prinzip alle
moglichen Gruppenstrukturen auf G mit neutralem Element g, bestimmen. Dazu stellen
wir alle moglichen Verkniipfungstafeln auf, die den bereits gefundenen Regeln geniigen,
und sondern diejenigen aus, in denen das Assoziativgesetz verletzt ist. Fiir kleine Werte
von n ldsst sich das auch praktisch durchfiihren.

11.2.3 Beispiele. 1) Fiir n = 0 haben wir G = {e} und

e
ele’

i) Firn =1 gilt G = {e, g} und

R Q8
Q 09 |09

e
g

iii) Es seienn =2 und G = {e, g1, 2> }. Wegen g, - g» # g1, 8> folgt g; - go = e und

: ‘ € 81 &
ele 81 8
g1 & & e
82182 € &1

iv) Fiirn =3 und G = { e, g1, g2, g3 } haben wir verschiedene Moglichkeiten. Die erste
Wahl besteht fiir das Produkt g; - g;. Wenn wir g; - g; = g, annehmen, ergibt sich zunéchst

81 8 83
e | e g & &3
81|18 & 8 ¢€ .
82|82 &3

83|83 ¢
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Da g - g3 = e, ist g - g3 = e unmoglich, so dass g, - g3 = g; und wir die Tabelle
vervollstindigen kdonnen zu

e g1 & &
e | e g & &3
M: g8 & & e .
8218 8 ¢ &
8318 € 81 &

Entsprechend finden wir fiir g, - g = g5 die Tabelle

e g1 & &3
ele g & &
IDh: gi|& & e & .
82182 € &3 &
8318 & &1 ¢€

Fiir g, - g1 = e finden wir zwei mogliche Tabellen:

e 81 8 &3 e g1 & &3

ele 8 8 83 e | e g & &

A : gi|g e g & und AV): g g e g & .
828 8 81 € 8218 8 € &
8318 8 € §&i 8318 8 81 ¢€

Es ist wahr, dass fiir alle diese Verkniipfungstafeln das Assoziativgesetz gilt. Wir rechnen
das hier nicht nach, sondern verweisen auf Bemerkung II.3.1. Die durch Tabelle (IV)
definierte Gruppe heiBt Kleinsche Vierergruppe.®

I1.2.4 Definition. Es sei G eine endliche Gruppe. Die Anzahl ihrer Elemente wird die
Ordnung von G genannt.

Die obigen Beispiele zeigen:
I1.2.5 Lemma. Alle Gruppen der Ordnung hochstens vier sind abelsch.

Es wird sich noch zeigen, dass Gruppen mit fiinf Elementen ebenfalls abelsch sind
(Lemma I1.7.6). Die symmetrische Gruppe (Seite 27) S5 ist eine Gruppe mit sechs Ele-
menten, die nicht abelsch ist.

11.2.6 Aufgabe (Der Zykelgraph einer Gruppe). Es sei G eine endliche Gruppe. Eine Teil-
menge M C G ist zyklisch, wenn ein Element g € G existiert, so dass

M=(g):={glk=0}.

Es sei
M :={M c G| M ist zyklisch }

8Felix Christian Klein (1849 - 1925), deutscher Mathematiker.
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die Menge aller zyklischen Teilmengen von G. Eine zyklische Teilmenge M € It ist
maximal, wenn sie maximal bzgl. ,,.C* ist, d.h.

YVNedt: McN — M=N\.

Fiir jede maximale zyklische Teilmenge M C G wird ein Element g € G mit M = (g)
gewdhlt. Es seien gy, ..., g; € G die so erhaltenen Elemente und n; := #(g;), i = 1, ..., s.
Der Zykelgraph® I" wird nun folgendermaBen definiert:

* Die Ecken von " sind die Elemente von G.

* Die Punkte g{ und g{” werden durch eine Kante verbunden, j = 0,...,n; — 1,i =
1,...,s. Falls n; = 2, dann wird nur eine Kante zwischen e und g gezeichnet. (Man
beachte g? = e =g",i=1,...,s.)

Beispiele:

@ @1

0 1 ©0)

Z5 Zy X 7,

a) Zeigen Sie, dass der Durchschnitt zweier zyklischer Teilmengen von G zyklisch ist.

b) Zeichnen Sie die Zykelgraphen von Z,, n € N, der Gruppen aus Aufgabe II.1.5 a) und
der Diedergruppe Ds.

c) Geben Sie eine Gruppe mit folgendem Zykelgraphen an:

Eine spielerische Anwendung der Kleinschen Vierergruppe

Mathematik wird immer dort besonders spannend, wo Techniken aus verschiedenen Be-
reichen aufeinandertreffen oder sie auf Fragen au3erhalb der Mathematik angewandt wird.
Das folgende Beispiel illustriert auf elementare aber dennoch aussagekriftige Weise, wie
mathematische Denkweisen bei Problemlosungen eingesetzt werden konnen. Es stammt
aus der Arbeit ,,The power of groups™ von Colva Roney-Dougal (http://plus.maths.
org/content/os/issue39/features/colva/index).

Wir betrachten das Spiel Solitaire. Es wird mit 32 Spielsteinen ausgehend von fol-
gender Startaufstellung gespielt:

%s. [16], Aufgabe 6.3.1, fiir die Defintion eines Graphen.
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Dabei darf ein Stein einen benachbarten Stein {liberspringen, der sodann vom Spielfeld

entfernt wird:

Ziel des Spiels ist, am Ende nur einen einzigen Stein in der Mitte des Spielfelds iibrig zu

behalten.

Die Regeln werden nun folgendermaflen modifiziert: Es wird nur noch gefordert, dass
am Ende ein einziger Stein, egal wo, vorhanden ist. Wir stellen folgende Fragen:

e Welches sind die moglichen Endpositionen fiir den Stein?

e Wird das Spiel durch die neuen Regeln einfacher?

Die Theorie der Gruppen kommt auf zwei Weisen ins Spiel:

1. Das Spiel weist eine D4-Symmetrie auf. Wenn das Feld symmetrisch mit Mittel-
punkt im Ursprung gefertigt ist, dann iiberfiihrt jede Transformation aus D, das
Spielfeld in sich selbst. Betrachtet man ein vollstidndiges Solitaire-Spiel vom ersten
bis zum letzten Zug und ein Gruppenelement g € Dy, dann kann man g auf jede
Position, die im untersuchten Spiel auftrat, anwenden. Auf diese Weise erhilt man
wiederum ein mogliches Solitaire-Spiel. Deshalb braucht man z.B. nur diejenigen
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Endpositionen zu bestimmen, die im markierten Bereich liegen:

2. Wir modellieren das Spiel mit der Kleinschen Vierergruppe. Diesmal verwenden
wir G = { e, a, b, c } und dementsprechend die Verkniipfungstafel

b

O QR

(RTINS LIRS BN
o SR R
Qo &
Qo0

b

Wir nennen g € G nichttrivial, wenn g # e. Der Verkniipfungstafel entnimmt man
die folgenden Eigenschaften:

11.2.7 Lemma. i) Fiir jedes Element g € G gilt g* = e.

i1) Das Produkt zweier verschiedener nichttrivialer Elemente in G ist das dritte
nichttriviale Element.

Jetzt fiille man das Solitaire-Feld mit den Buchstaben a, b und ¢ dergestalt auf,
dass auf drei benachbarten Feldern in horizontaler oder vertikaler Richtung immer
drei verschiedene Buchstaben stehen. Eine Moglichkeit ist z.B. in Abbildung I1.2
wiedergegeben.

I1.2.8 Lemma. i) Jedes Element auf dem Spielfeld ist Produkt der beiden Elemente,
die links oder rechts von ihm bzw. iiber oder unter ihm stehen.

i1) Das Produkt aller Elemente auf dem Spielfeld ist e.
Beweis. i) Dies folgt sofort aus Lemma I1.2.7, ii). Fiir ii) beachte man, dass das
Produkt aller Elemente auf dem Spielfeld nur deshalb sinnvoll ist, weil die Gruppe

G abelsch ist. Die Behauptung rechnet man sofort nach. O

Mit diesen Vorbereitungen bewerte man eine Aufstellung auf dem Solitaire-Feld durch
das Produkt aller Elemente, die zu belegten Feldern gehoren. Damit erhilt man:
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albp|c
blc|la
alblclal|bl|c|a
blclalblclalbp
clalblcla|blc
clal|b
albp|c

Abbildung I1.2: Eine Nummerierung des Solitaire-Felds mit den Elementen der Klein-
schen Vierergruppe

e Die Bewertung der Startaufstellung ist b.

e Die Bewertung dndert sich unter einem Zug nicht. (Dies ist Lemma I1.2.8, 1)
Wir schlieBen unmittelbar:
11.2.9 Satz. Ein mogliches Schlussfeld ist ein ,b-Feld“.

SchlieBlich nutzen wir die D,-Symmetrie aus: Fiir jedes Element 4 € D, und jedes
Schlussfeld F ist auch A(F) ein Schlussfeld. Es folgt:

11.2.10 Satz. Die folgende Abbildung zeigt die moglichen Schlussfelder:

b
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Insbesondere erkennt man:

e Ein Spiel, das auf einem der ,,duBeren Schlussfelder endet, unterscheidet sich von
einem Spiel, das auf dem mittleren Feld endet, nur im letzten Zug.

e Da bekanntermallen Spiele existieren, bei denen am Ende ein einziger Stein in der
Mitte verbleibt, gibt es fiir jedes der markierten Schlussfelder auch ein Spiel, das
auf ihm endet.

Das Spiel wird folglich durch die neuen Regeln nicht einfacher.

11.2.11 Aufgabe (Solitaire). a) Bestimmen Sie alle Endpositionen des Solitairespiels mit
genau zwei Steinen.
b) Fiihren Sie die Diskussion aus der Vorlesung fiir das Spielfeld

durch.

II.3 Homomorphismen und Isomorphismen

Wir stellen zwei der Verkniipfungstafeln aus Beispiel 11.2.3, iv), den Verkniipfungstafeln
von Z4 und Z, X Z, gegeniiber:

el0 1 2 3 81 & &
0/01 2 3 e g & &
Z,: 1)1 2 30, M: g|& & & e,
212301 82182 8 € &
31301 2 88 € & &
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+ |(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) e g1 & &
0,0) (0,00 (0,1) (1,0) (1,1) ele g & &
Z,xZy: (0,1)](0,1) (0,0) (1,1) (1,0), IV): g |g& e g g .
(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1) 88 & e &
(LD |, (1,00 (0,1) (0,0 88 & & e

Wir betrachten G mit der Verkniipfung aus (I). Da Z, und G := { e, g1, g2, g3 } verschiedene
Mengen sind, sind Z4 und G auch verschiedene Gruppen. Allerdings ist die Abbildung
Q: Z4 — G

0 — e

i — g, =123
bijektiv und erfiillt

Vi,j€Zs:  @i®)) =) ¢()).

Wir konnen also sagen, dass sich die Gruppen Z, und G nur durch die Benennung ihrer
Elemente unterscheiden und wir sie vermdge ¢ miteinander identifizieren konnen.

I1.3.1 Bemerkungen. i) In Z4 gilt bekanntlich das Assoziativgesetz (Seite 35). Mit Hilfe
von ¢ erkennen wir, dass auch die durch die Verkniipfungstafel (I) gegebene Multiplika-
tion dem Assoziativgesetz Folge leistet.

i1) Entsprechende Bijektionen zwischen Z, und { e, g1, g>, g3 } findet man auch fiir die
Verkniipfungstafeln (II) und (III) aus Beispiel 11.2.3, iv).

Jetzt betrachten wir G mit der Verkniipfung aus (IV). Die Abbildung

Vi 2y X7, — G
0,0) — e
O, 1) — g
(1,0) — &
(LD — g

ist bijektiv und erfiillt

Ve h € Iy XZy:  Y(g+h)=y(g) - y(h).

Auf diese Weise tiberpriifen wir insbesondere das Assoziativgesetz fiir die Verkniipfungs-
tafel (IV).

Eine bijektive Abbildung y: Z, — Z, X Z, mit (i ® j) = x(@) + x()), i, j € Z4, kann
es nicht geben. Fiir jedes Element g € Z, X Z, gilt g = e,in Z, gilt zB. 1®1 =2 # 0.
Die Gruppen Z, und Z, X Z, sind also wesentlich verschieden.

Wir untersuchen noch ein weiteres Beispiel dieser Art. Zunichst betrachten wir D3 =
{e,01,02,01,02,03 }. Dabei sei o die Drehung um den Winkel 277/3 und o, diejenige um
47 /3. Die Spiegelungen o, 0, und o5 sind den Spiegelungsachsen wie folgt zugeordnet:

DS
L~
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Wir berechnen die folgende Verkniipfungstafel:

01 02 01 02 O3
e | e 01 02 01 02 03
01|01 02 € 02 03 0]
02|02 € 001 03 01 02.
01,01 03 02 € 02 Qi
02|02 01 03 01 € 2
03|03 02 01 02 01 ¢€

Auf der anderen Seite schauen wir uns die Gruppe S; an. Fiir 7, j,k € {1,2,3} mit
{i,j,k} = {1,2,3} stehe (i j k) fiir die Bijektion 1 +— i, 2 +— j und 3 +— k. Da-
mitseiene = (123),r=231),n=0312),s;, =213),s,=321)und s3 =(132).
Dies fiihrt zu der Verkniipfungstafel:

ry rp s 8§22 83

ry(rn rp € S S§3 85
rh|rp € r Ss3 S S5 .
S1 181 83 S22 € I r
S2 | 82 81 S3 I e n
S3 (83 S 8§y Ip rp e

Hier ist
QOIDg e S3
e — e
0 — i, i=12
g;j — §j, j:1,2,3

eine bijektive Abbildung, so dass

Vg,heDs:  @(g p, h)=¢(g) s, ¢(h).

11.3.2 Bemerkung. Den Zusammenhang zwischen D; und S ; konnen wir auch herstellen,
indem wir die Ecken des Dreiecks wie folgt nummerieren:

1

Demnach

00=@231), =312, 0=@213), 02=0G21), o3=(132).
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I1.3.3 Definitionen. Es seien G und H zwei Gruppen.
i) Eine Abbildung ¢: G — H ist ein (Gruppen-)Homomorphismus, wenn gilt

Vg, heG: (g -h) =g - ph).

(Dabei wird auf der linken Seite der Gleichung die Multiplikation in G und auf der rechten
Seite diejenige auf H verwendet.)

i1) Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H ist ein (Gruppen-)Isomorphismus, falls
es einen Gruppenhomomorphismus ¢: H — G mit

Yop=1ids und ¢@oy =idy
gibt.

Im Sinne einer vorangegangenen Diskussion sind die Homomorphismen diejenigen
Abbildungen, die mit der Zusatzstruktur ,,Multiplikation auf den Mengen G und H ver-
triaglich sind.

I1.3.4 Lemma. Es seien G, H zwei Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus.
i) Es gilt

* @(e) =e.
*x VgeG p(g") =@

i1) Der Homomorphismus ¢ ist genau dann ein Gruppenisomorphismus, wenn er bi-
jektiv ist.

Beweis. 1) Aus der Gleichung e = e - e wird nach Anwendung von ¢ die Gleichung
@(e) = ¢(e) - p(e). Hier multiplizieren wir beide Seiten von links mit ¢(e)~' und finden
somit e = p(e). Fiir g € G folgt wegen e = g”! - g die Gleichung e = ¢(e) = ¢(g7!) - ¢(g),
die die Behauptung zeigt.

ii) Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann ist ¢ sicherlich bijektiv. Wenn ¢ bijektiv ist,
dann existiert = ¢~': H — G als mengentheoretische Abbildung (vgl. Seite 27). Es ist
noch zu iiberpriifen, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Letzteres lduft auf die Behauptung

Vg, 8 €G, W eH: (p@=hne@)=h") = ¢g-g)=hn
hinaus. Diese Gleichung folgt daraus, dass ¢ ein Homomorphismus ist. O

Wir sagen, dass zwei Gruppen G und H isomorph sind, wenn es einen Isomorphis-
mus ¢: G — H zwischen ihnen gibt, und schreiben dann G = H. Mit diesem Begriff
konnen wir die Klasse aller Gruppen in Isomorphieklassen zerlegen. Ein Hauptproblem
der Gruppentheorie, mit dem auch wir uns im Folgenden intensiv beschéftigen werden,
ist die Klassifikation von Gruppen bis auf Isomorphie.

I1.3.5 Beispiele. 1) Firn = 1, 2, 3 gibt es genau eine Isomorphieklasse von Gruppen der
Ordnung n.

ii) Es existieren genau zwei Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung vier, und
zwar diejenigen von Z4 und Z, X Z,.
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iii) Es seien k ein Korper, k* := k \ {O} und n > 1. Die Determinantenabbildung

Det: GL,(k) — k* ist ein Homomorphismus. Fiir n = 1 ist Det die Identitit und somit
ein Isomorphismus. Fiir n > 1 ist Det surjektiv aber nicht injektiv. Fiir 1 € £* haben wir

A0 A1
A=Det] 0 1 0 =Det| 0 1 0
0 |E 0 |Ei
iv) Die Abbildung
g: R* — R*
X — X
ist ein Homomorphismus, der weder injektiv noch surjektiv ist.
v) Die Abbildung
pZ — 7
PR 0, falls k gerade
1, falls k ungerade
ist ein Homomorphismus. Er ist surjektiv aber nicht injektiv.
vi) Es seien
01, — 14 und Ui ly — I
0O — O 0 — 0
1 — 2 1 — 1
2 — 0
3 — 1.

Dies sind beides Gruppenhomomorphismen (Ubung). Die Verkniipfung ¢ o ¢: Z, — 7,
schickt beide Elemente auf Null, und ¢ o y: Z, — Z, ist die Multiplikation mit 2. Die

Vekniipfung Z — 74 R Z, ist der Homomorphismus aus v).

11.3.6 Aufgabe (Isomorphismen). Zeigen Sie, dass die Gruppen (R, +) und (R, ) iso-
morph sind. (Hinweis. Hier benotigen Sie etwas Analysis.)

11.3.7 Aufgabe (Homomorphismen). Es sei Q C R? ein Quadrat mit Mittelpunkt 0.

a) Nummerieren Sie die Eckpunkte von Q entgegen dem Uhrzeigersinn von 1 bis
4. Ein Element f € D, definiert die Permutation ¢(f) € S4 durch o(f)(@) = f(@i), i =
1,...,4. Geben Sie ¢(f) fiir jedes Element f € D, an. Ist ¢: Dy — S injektiv und/oder
surjektiv?!?

b) Nummerieren Sie nun die Kanten von Q von 1 bis 4 und konstruieren damit eine
weitere Abbildung y: D, — S 4. Kann man die Ecken und Kanten so nummerieren, dass
¢ = ¢ gilt? Hat man @(Dy4) = Y(D4)?

11.3.8 Aufgabe (Symmetriegruppen und spezielle Symmetriegruppen). Es seien M C R?
eine Teilmenge, die eine Basis fiir R? enthilt, und

M =M x{0} = {(x,7,0) € R*|(x,y) € M }.
Beweisen Sie'! O(M) = SO(M").

10Sie sollten sich davon iiberzeugen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir werden dies im
Rahmen der Gruppenwirkungen nochmals thematisieren.
Die erste Symmetriegruppe wird fiir M c R? und die zweite fiir M’ als Teilmenge von R* gebildet.
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I1.4 Untergruppen

Viele der Beispiele von Gruppen, die wir oben angegeben haben, haben wir innerhalb
bereits existierender, grolerer Gruppen konstruiert, z.B.:

e Es seien k ein Korper und n > 1. Wir haben GL,(k) c S(k"), O,(k) c GL,(k),
SO, (k) c O, (k).

e Fiirn > 1 und M c R" haben wir O(M) c O,(R), SO(M) c O(M).

Das fiihrt auf natiirlichem Weg zum Begriff der Untergruppe. Untergruppen sind auch ein
wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Struktur von Gruppen, z.B. um zwei gegebene
Gruppen voneinander zu unterscheiden (s. Abschnitt IT.11).

I1.4.1 Definition. Es seien G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Wir sagen, H ist
eine Untergruppe von G, wenn gilt:

*x e € H,
x VgeH:g'eH,
*x Vg,g'€eH:g-g' €H.

11.4.2 Bemerkung. Es seien (G, -¢) eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Auf Grund
der dritten Eigenschaft konnen wir die Multiplikation

i HxH — H
g.8) — gc&
erkldren. Es folgt jetzt leicht, dass (H, -i) eine Gruppe ist.

11.4.3 Beispiele. 1) Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen {e} und G.
ii) Fiir k£ > 1 ist
k-Z={k-mmez}={leZ|k|l}

eine Untergruppe von Z.
ii1) Z ¢ Q C Rist eine Kette von Untergruppen.
iv) Es ist Q* ¢ R* eine Untergruppe.
v) Esist R.g := {x € R|x > 0} c R* eine Untergruppe.
vi) Die Gruppe G sei durch die Verkniipfungstafel

€ 81 & 83
el e g1 & &
81|81 & 8 ¢
82182 8 € &1
83183 € &1 &

gegeben. Dann ist { e, g, } eine Untergruppe.
vii) Die Kleinsche Vierergruppe, die durch die Verkniipfungstafel

81 82 83
el e g & &3
8118 € &3 &
8218 & ¢ &i
8318 8 81 €
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bestimmt wird, hat nach Lemma I1.2.7, 1), die Untergruppen {e}, {e, g1}, {e,g>} und
{e,g3}und{e, g1,82,83}

viii) Es seien D, die Diedergruppe und g, die Drehung um den Winkel 27k/n, k =
0,...,n—1. Dann ist

H={e=00,01,..s0n-1}

eine Untergruppe. Sie ist isomorph zu Z,. Man kann diese Untergruppe in der Verkniip-
fungstafel erkennen, z.B. fiir n = 3 (vgl. Seite 45):

01 02 01 02 03
e | e 01 0 01 02 03
01 |01 O € 02 03 0]
02|02 € 01 03 01 02.
01|01 03 02 € 02 Qi
02|02 01 03 Q01 €
03|03 02 01 Q2 ©1 €

Man sieht weiter, dass fiir eine Untergruppe H' C D3 aus H € H’ bereits H' = D5 folgt.!?

I1.4.4 Lemma. Es seien G, H Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann ist

Ker(p) :={g € Glyp(g) = e}

eine Untergruppe von G und
Im(p):={heH|geG: o) =h}={pg) cH|gecC]}
eine Untergruppe von H.

Beweis. Wir beginnen mit Ker(¢), dem sogenannten Kern des Homomorphismus ¢. Be-
reits in Lemma I1.3.4, 1), haben wir gezeigt, dass ¢(e) = e, also e € Ker(yp). Fiir g € Ker(p)
haben wir wiederum mit Lemma 11.3.4, i), ¢(g”") = ¢(g)™' = ¢! = ¢, so dass g*' €
Ker(yp) folgt. SchlieBlich seien g, g’ € Ker(¢). Wir berechnen ¢(g - g') = ¢(g) - ¢(g') =
e - e = e und schlieen g - g’ € Ker(yp).

Nun zeigen wir, dass Im(y), das sogenannte Bild von ¢, eine Untergruppe von H ist.
Da ¢(e) = e, folgt e € Im(¢). Nun seien 4 € Im(¢) und g € G mit ¢(g) = h. Wir finden
h™' = o(g)™' = ¢(g7") und damit A~ € Im(p). Zu Elementen h, i’ € Im(yp) existieren
g8, ¢ €Gmith=¢(g)und i’ = ¢(g’). Somitgilth-h" = ¢(g) - ¢(g’) = ¢(g - g’), und wir
erkennen 4 - i’ € Im(p). a

Das Konzept des Kerns liefert ein niitzliches Kriterium fiir die Injektivitit eines Grup-
penhomomorphismus.

I1.4.5 Lemma. Es seien G, H Gruppen und ¢: G — H ein Homomorphismus. Dann ist
¢ genau dann injektiv, wenn Ker(p) = {e} gilt.

Beweis. Es gilt immer {e} C Ker(¢). Wenn ¢ injektiv ist, wird kein weiteres Element aus
G auf e abgebildet, so dass Ker(¢) = {e}.

12Folgerung I1.7.4 liefert eine allgemeine Erklirung hierfiir.
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Wir setzen Ker(p) = {e} voraus. Es seien h € Hund g,g" € G mit ¢(g) = h = ¢(g’).
Aus ¢(g) = ¢(g) folgt

e(g™ -8 =0 e(g) = 0@ - eg) =e,
d.h. g7! - g’ € Ker(¢p). Die Voraussetzung zeigt g~' - g’ = e und folglich g = g’. O

11.4.6 Beispiele. 1) Es seien k ein Korper und n > 1. Fiir den Determinantenhomomor-
phismus Det: GL,(k) — k* ist

Ker(Det) = { m € GL, (k) | Det(m) = 1} =: SL,(k),

die sogenannte spezielle lineare Gruppe.

ii) Bei dem Homomorphismus ¢g: R* — R*, x —> x?, haben wir Ker(¢) = {+1} und
Im(p) = Ra.

iii) Der Kern des Homomorphismus

s:Z — 7,

{ 0, falls k gerade

k 1, falls k ungerade

besteht aus den geraden Zahlen:
Ker(s) =2 - Z.

Das folgende Lemma ist ein bekanntes Kriterium, um zu testen, dass eine Teilmenge
einer Gruppe eine Untergruppe ist.

I1.4.7 Lemma. Es seien G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Dann ist H genau
dann eine Untergruppe, wenn gilt:

* H + @,
*x Yi,W eH:h' W eH.

Beweis. Wenn H eine Untergruppe von G ist, dann gilt e € Hund H # @. Fir h,h’ € H
haben wir !, i’ € H und damit auch ="' - i’ € H.

Nun erfiille H das genannte Kriterium. Dann existiert ein Element 7 € H und e =
h™'-h € H. Fiir h € H gilt wegen e € H dann auch h~' = h™' - ¢ € H. Zu guter Letzt seien
h,i € H. Dann gilt auch 27!, i’ € H und nach Voraussetzung h-h' = (h"")"' W € H. O

Wir stellen ein weiteres wichtiges Beispiel fiir eine Untergruppe vor. Fiir die Unter-
gruppeneigenschaft iiberpriifen wir die Axiome aus Definition 11.4.1.

11.4.8 Beispiel. Es seien G eine Gruppe, I eine nichtleere Indexmenge und (H,);; eine
Familie von Untergruppen von G. Dann ist auch

H] = ﬂ H,'
i€l
eine Untergruppe von G. Da H; eine Untergruppe von G ist, gilt e € H;, i € I. Daher folgt
e € H;. Fiir g, g’ € G sind die Bedingungen g € H; bzw. g’ € H; dquivalent zu
Yiel: geH; bzw. g €H,.
Die Untergruppeneigenschaft von H; impliziert g~
g'e€eH;undg-g € H,.

€ Hiund g - ¢’ € H;, i € I, und damit
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11.4.9 Aufgaben (Untergruppen). a) Ist H := {0 € S4|0(4) = 3 Vv 0(4) = 4} eine
Untergruppe von S 47

b) Es seien G eine abelsche Gruppe und H := {g € G|g* = e}. Zeigen Sie, dass H
eine Untergruppe von G ist.

c) Weisen Sie nach, dass H := {m € O,(R)|m? = e} keine Untergruppe von O,(R)
ist. Welche Eigenschaft ist nicht erfiillt?

Erzeugendensysteme

11.4.10 Satz. Es seien G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann gibt es genau
eine Untergruppe H C G, die folgende Eigenschaften aufweist:

* M CH.
* Fiir jede Untergruppe H' C G, fiir die M C H' gilt, hat man auch H C H'.
Die Untergruppe H ist somit die kleinste Untergruppe von G, die M enthilt.

I1.4.11 Definition. In der Situation des Satzes heil3t H die von M erzeugte Untergruppe
von G.
Schreibweise. (M) := H. Falls M = { gy, ..., g}, so schreiben wir g, ..., gs ) := (M).

Beweis von Satz 11.4.10. Die Eindeutigkeit ist unmittelbar klar: Fiir zwei Untergruppen
H und H' mit den genannten Eigenschaften gilt H ¢ H und H" ¢ H und deshalb H = H'.
Existenz. Wir setzen

I :={K c G|K ist Untergruppe von G und M C K }.

Wegen G € I ist I nicht leer. Nach Beispiel 11.4.8 ist
H:=( K
Kel
eine Untergruppe von G. Sie hat die geforderten Eigenschaften. O
11.4.12 Beispiel. (@) = {e}.

Bevor wir zusitzliche Beispiele besprechen, stellen wir eine weitere Konstruktion von
(M) vor, die die Natur dieses Objekts deutlich macht.

I1.4.13 Definitionen. Es seien G eine Gruppe und M eine Teilmenge.
1) Fiir g € Gund n € N wird g" rekursiv definiert:

* g¥i=e,
* gtli=g-g". neN.

Weiter sei fiirk € Z
ko gt fallsk>0
7Y (@, fallsk<0 °

(Man beachte, dass (g7%)~! = (g7")7* fiir k < 0 gilt.)
ii) Ein Element g € G wird als Wort in M bezeichnet, wenn
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*x g=e
oder
* eins>1,g,..,8, € Gund my, ..., m, € Z existieren, so dass'?

mg

g:gT] ..... gs.

11.4.14 Bemerkung. Falls M # @, dann bendtigen wir nur die zweite Bedingung, denn fiir
g€ Miste=g ' gein Wort in M.

I1.4.15 Lemma. Es seien G eine Gruppe, M C G eine Teilmenge und
Erz(M) :={g € G| g ist ein Wort in M }.

Dann gilt
Erz(M) = (M).

Beweis. Schritt 1. Wir zeigen, dass Erz(M) eine Untergruppe von G ist.

* Die Bedingung e € Erz(M) ist in Definition 11.4.13, ii), festgehalten.

*x Esseig=g/" - g5 € Erz(M). Dann folgt g7 = g™ -+ - g™ € Erz(M).
* Firg = g" -----g" € Erz(M)und h = h}' - --- - ki’ € Erz(M) hat man auch
g h — glln] ..... g;nY . h’ll] ..... h?’ € Erz(M)

Schritt 2. Die Inklusion M cC Erz(M) ist offensichtlich.

Schritt 3. Wir weisen Erz(M) c (M) nach. Dabei diirfen wir M # @ voraussetzen.
Zuniichst zeigen wir, dass fiir g € M und k € Z stets auch g¢ € (M). Fiir k > 0 benutzen
wir ein Induktionsargument. Fiir k = 0 bzw. 1 gilt g = e bzw. g und deswegen g* € (M).
Weiter haben wir g¢*! = g - g*. Nach Induktionsvoraussetzung liegen g und g* in (M). Da
(M) eine Untergruppe ist, liegt deshalb auch g**! in (M).

Fiir k < 0 liegt g in (M). Die Untergruppeneigenschaft von (M) beinhaltet g* =
(€)' e (M),

Weiter seien s(e) = 0 und fiir g € Erz(M) \ {e}

mi

s(g) :==min{s>1|3g,...g, €M, my,...m;€Z:g=g" - g™ ).

Wir zeigen durch Induktion iiber s, dass jedes Element von Erz(M) zu M gehort. Fiir
s = 0 und s = 1 haben wir dies bereits getan.

131n einer abelschen Gruppe wiirde diese Gleichung als
g:ml .gl +...+ms.gs

geschrieben. Dies erinnert an Linearkombinationen in der Linearen Algebra, die in der Konstruktion der
linearen Hiille einer Teilmenge eines Vektorraums auftauchen ([20], §9, Definition 2 und Satz 3; [5], Ab-
schnitt 1.4.4). Ersetzt man den Korper k in der Linearen Algebra durch den Ring Z, so ist das richtige Ana-
logon zu einem k-Vektorraum ein sogenannter Z-Modul. Letzteres ist aber nichts anderes als eine abelsche
Gruppe. In nichtabelschen Gruppen muss man mit der Interpretation als Linearkombination aber duferst
vorsichtig umgehen.
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s — s+1.Esseiens > 1,gy,...801 € Mund my,...,my € Zmitg = g ----- g™
Wir schreiben

g=(g" - &) gy
=:h
My
s+1

Wegen s(h) = s gilt nach Induktionsvoraussetzung & € (M). Weiter haben wir g
(M). Da (M) eine Untergruppe von G ist, schlieBen wir g = 1 - 71" € (M).

Schritt 1 und Schritt 2 implizieren nach Definition I1.4.11 (M) c Erz(M). Aus Schritt
3 folgt daher die Behauptung. O

S

11.4.16 Beispiele. 1) Wir haben Z = (1) = (—1).
i1) Es sei D,, die Diedergruppe (s. Beispiel I11.1.9, 1). Es seien

* r die Drehung um den Winkel 27/n,
* s die Spiegelung an der x-Achse.

Behauptung. Man hat

Genauer gilt
n—1 n—1
D, ={er,..,r" ,s,r-s,..,r" -s}

Beweis. Die Menge {e,r, ..., "~ } umfasst alle Drehungen, die in der Diedergruppe ent-
halten sind. Die Abbildung o, (s. Lemma II.2.1) ist bijektiv, so dass { 5,7 - s,....,”"' - 5}
ebenfalls n Elemente umfasst. Schlielich gilt

le,r, .., n{s,r-s,.,r"" s)=0.

In der Tat haben die Elemente der ,,Jinken* Menge die Determinante 1 und die der rechten
Determinante —1. Wegen #D,, = 2n folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Es seien ey, ..., ¢,_; die Ecken eines regelméssigen n-Ecks auf dem Einheits-
kreis. Wir nehmen an, dass ¢y = (1,0) und ¢, auf ¢;_; im mathematisch positiven Sinne
folgt, k = 1,...,n — 1. Weiter sei k; die Kante, die ¢; mit e;,; verbindet, [ = 0, ...,n — 2, und
k,-1 diejenige, die e,_; mit e, verbindet.

1) Wir wissen, dass r - s eine Spiegelung ist, und zwar diejenige an der Achse durch
den Mittelpunkt der Kante k. Es folgt

(r-s)-(r-s)=e
und zusammen mit s> = e
r-s-r=s
SchlieBlich impliziert dies
s-r=rt.s=r""4. (IL1)

Diese Relation ist entscheidend fiir das explizite Rechnen in D,, weil sie zeigt, wie man
s an r ,,vorbeischieben kann.

53



Kapitel II. Gruppentheorie

i1) Wir wollen noch ein anschauliches Verfahren angeben, wie man eine Spiegelung
als Wort in r und s schreibt. Zunichst sei s’ eine Spiegelung, deren Achse durch die Ecke
e gehe. Dann folgt

(Das Element r~* dreht die Spiegelungsachse auf die x-Achse. Dann wird an der x-Achse
gespiegelt und schlieBlich die Drehung riickgéingig gemacht. Das Ergebnis ist s’.)

Verlduft die Achse von s” durch den Mittelpunkt der Kante k;, so findet man entspre-
chend

S=r (st 120, n 1.

Mit Hilfe von Relation (II.1) kann man diese Worter in der Form 7+ s/ miti € {0, ..., n—1}
und j € {0, 1} schreiben.

I1.4.17 Definitionen. i) Eine Gruppe G heiit zyklisch, wenn ein Element g € G mit

G=(g

existiert.
i1) Fiir g € G ist

oo, falls g" #efiirallen > 1
min{n >1|g" =e}, sonst

Ord(g) := {

die Ordnung von g.
11.4.18 Bemerkungen. 1) Fiir eine Gruppe G und ein Element g € G ist

evg: Z — G

k — gk
ein Gruppenhomomorphismus. Dabei gilt
* Der Homomorphismus ev, ist genau dann injektiv, wenn Ord(g) = oo.

* Fiir n > 1ist die Gleichung Ord(g) = n dquivalent zu Ker(ev,) = n-Z (vgl. Beispiel
I1.4.3, i1).

i1) Eine zyklische Gruppe ist abelsch. (Aus 1) kann man schlieen, dass eine zyklische
Gruppe isomorph zu Z oder Z, fiir ein geeignetes n > 1 ist.)

Der Begriff der Ordnung eines Elements ist ein erstes niitzliches Hilfsmittel, um nicht-
isomorphe Gruppen voneinander zu unterscheiden: Gegeben seien zwei Gruppen G; und
G, und ein Element g € Gy der Ordnung n € {1,2,3,...} U {oco}. Wenn es in G, kein
Element der Ordnung n gibt, dann konnen G, und G, nicht isomorph sein. Auf diese
Weise haben wir bereits Z, und Z, X Z, unterschieden: In Z, gibt es ein Element der
Ordnung 4, wihrend in Z, X Z, jedes Element Ordnung 1 oder 2 hat.
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I1.4.19 Beispiel. Es seien T C R® ein regelmiBiges Tetraeder, G; = SO(T) (s. Beispiel
I1.1.9, ii), G, := D¢, E C R? ein regelmiBiges Zwolfeck und G; = SO(E). Diese Gruppen
haben alle die Ordnung 12.

Die Gruppe Gj ist zyklisch. Sie wird z.B. durch die Drehung um den Winkel 7/6
erzeugt. In der Gruppe G, gibt es ein Element der Ordnung 1, drei Elemente der Ordnung
2 und acht Elemente der Ordnung 3. Es sei r € G, die Drehung um den Winkel /3. Die
Gruppe G, enthilt ein Element der Ordnung 1, sieben Elemente der Ordnung 2 (sechs
Spiegelungen und 7*), zwei Elemente der Ordnung 3 (+* und 7*) und zwei Elemente der
Ordnung 6 (r und 7).

Da es in G, und G, kein Element der Ordnung 12 gibt, ist keine der beiden Gruppen
isomorph zu G;. Die Gruppe G ist auch nicht isomorph zu G,, weil G; kein Element der
Ordnung 6 besitzt.

Wir konnen die drei Gruppen als spezielle Symmetriegruppen der folgenden dreidi-
mensionalen geometrischen Gebilde auffassen:

Damit kdnnen wir die obigen algebraischen Rechnungen mit Hilfe unserer geometrischen
Anschauung verstehen und erkliren.

Der Satz von Cayley
11.4.20 Satz (Cayley'*). Fiir jede Gruppe G ist

¢:G — S(G)

g — A
ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

I1.4.21 Folgerung. Es seien G eine endliche Gruppe und n die Anzahl ihrer Elemente.
Dann ist G isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S .

Beweis von Satz 11.4.20. Es seien g, g> € G und h € H. Wir berechnen

/lgl-gz(h) = (gl : g2) -h = 81 (g2 : h) =41 /lgz(h) = /lgl(/lgz(h)) = (/lgl o /lgz)(h)

Das bedeutet
@(81 - 82) = Agig, = Ag, © Ag, = ¢(81) © (&2).
14 Arthur Cayley (1821 - 1895), englischer Mathematiker.
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Deshalb ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.

Zum Nachweis der Injektivitdt von ¢ benutzen wir das Kriterium aus Lemma I1.4.5.
Wenn 4, = idg fiir g € G gilt, dann folgt e = idg(e) = A,(e) = g-e = g. Somit ist
Ker(p) = {e} gezeigt. O

11.4.22 Aufgabe (Die additive Gruppe von Q). Beweisen Sie, dass Q nicht endlich erzeugt
ist, d.h. fiir jede endliche Teilmenge M C Q gilt (M) C Q.

IL.5 Die symmetrische Gruppe

Esseienn > I, M :={1,..,n}und S, = S(M) = {0c: M — M| o ist bijektiv }. Die
symmetrischen Gruppen S,, n > 1, sind wichtige Beispiele fiir Gruppen. Sie haben den
Vorteil, dass man in ihnen sehr explizit rechnen kann. Insbesondere konnen wir Begriffe
wie die Ordnung eines Elements oder Erzeuger in diesen Gruppen untersuchen und da-
durch greifbarer machen. Der Satz von Cayley zeigt weiter, dass die Berechnungen auch
fiir das Studium beliebiger endlicher Gruppen hilfreich sein konnen.

Schreibweise. Es sei o € §,, eine Permutation. Wir schreiben sie in der Form

1 -+ n
o(l) --- o(n)

(o(1) -+ o).

Die letzte Schreibweise werden wir im Folgenden vermeiden, weil sie mit der Zykel-
schreibweise (Definiton I1.5.2, 1) verwechselt werden kann.

I1.5.1 Aufgabe. Zeigen Sie, dass #S,, = n! fiirn > 1 gilt.

oder kurz

Erzeuger fiir die symmetrische Gruppe

I1.5.2 Definitionen. i) Es sei k > 2. Eine Permutation o € §,, heillt Zykel der Liinge k,
wenn es eine Teilmenge {i,...,ix} € {1,...,n} von k verschiedenen Elementen gibt, so

dass
i, fallsi¢{i,..., i}

o) =1 i1, fallsi=i, l=1,.., k-1
i], falls i = ik
Schreibweise. o = (i iy - -- iy).
i1) Ein Zykel der Linge 2 ist eine Transposition.

I1.5.3 Beispiel. Der Zykel o = (5 7 3) € §; sieht in ausfiihrlicher Schreibweise folgen-

dermalfen aus:
1 23 45 6 7

1 25476 3)
I1.5.4 Bemerkung. Ein Zykel o € §, der Lange k hat Ordnung &, k > 2.

I1.5.5 Satz. Die Zykel erzeugen S ,. Anders gesagt, zu o € S, existieren Zykel cy, ..., cy,
so dass
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Beweis. Fiir eine Permutation o € S, \ {e} sei
my :=min{i=1,..nlo@) #i}.

Jetzt verwenden wir fiir o € S, den folgenden Algorithmus:
Schritt 1. Falls o = ¢, so breche man den Algorithmus ab. Andernfalls sei

k:=min{s > 1|0°(m,) = m, }.

Bemerkung. Fir 1 < 51 < s, < k gilt o' (m,) # 0**(m,). Aus 0°'(m,) = 0**(m,) wird
nach Anwendung von o~*! die Gleichung m, = o*>7*!(m,). Wegen 1 < s, — s < k ist das
aber unmoglich.

Unsere Uberlegungen zeigen, dass
c= (mO' O-(mO') T O-k_l(m(r))

ein Zykel der Lénge k ist.

Schritt 2. Man bilde ¢! - o und wende Schritt 2 auf ¢! - o an.

Man erhiilt eine Folge 0| := o, 0 := ¢! - o usw. von Permutationen, fiir die My, <
my, < --- gilt. Deshalb bricht der Algorithmus ab. Wir haben somit Zykel cy, ..., ¢
gefunden, so dass

gilt. Daraus folgt die Behauptung. O
IL.5.6 Definition. Zwei Zykel ¢; = (i; --- i) und ¢, = (j; --- J;) heiBBen disjunkt, falls
Yu=1,..kv=1..,l: i, #j,.

In der folgenden Aufgabe werden weitere Eigenschaften der eben erhaltenen Zerle-
gung einer Permutation in Zykel bewiesen.

I1.5.7 Aufgaben. a) Es seien ¢ und ¢, zwei disjunkte Zykel in S ,,. Dann hat man ¢; - ¢, =
Cy - Cq.
b) Beweisen Sie folgende Aussage:

Satz. Es seien cy, ..., c;und d,, ..., d, Zykel, so dass c; und c; fiir 1 <i < j < sund dj und
d, fiir 1 <k <1 < tdisjunkt sind. Aus

folgt
{cr, et ={di, .. di},

d.h. s = t und die Zykel cy, ..., c; stimmen mit den Zykeln d,, ..., d, bis auf die Reihenfolge
iiberein.

c) Leiten Sie das folgende Ergebnis ab:

Folgerung. Jede Permutation o € S, \ {e} besitzt eine bis auf die Reihenfolge eindeutige
Darstellung

als Produkt paarweise disjunkter Zykel.
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IL1.5.8 Definition. Es sei o € §, \ {e}. Das Tupel n = (ny,...,ny), das aus den Lingen
der Zykel in aufsteigender Reihenfolge einer Darstellung von o als Produkt paarweise
disjunkter Zykel besteht, heit der Zykeltyp von o'

I1.5.9 Beispiele. 1) Wir wenden den im Beweis von Satz I1.5.5 eingefiihrten Algorithmus

auf die Permutation
(1 23456 78
T8 16735 42

an. Wir finden ¢; = (1 8 2) und

L (12345678
‘9 =l12673548)

Als néchsten Zykel erhalten wir ¢, = (3 6 5) und
3456 7 8
3756 4 8)°

Die letzte Permutation ist die Transposition ¢; = (4 7). Wir haben

[NST\S]

cgl-cl_l-a::(i
oc=(182)-365-47),

und der Zykeltyp von oistn_ = (2,3, 3).
ii) Wir haben

123456789
0-:(1 8 9362735 4)—(2856)~(394)
undn_ = (3,4).
iii) Es gilt
123456789 1011 12
”:(8 6 191027312 5 4 11)—(183)'<26)-(491211).(510)

und n_ = (2,2, 3,4). Wir konnen einen alternativen Algorithmus entwickeln, bei dem wir
statt von links von rechts beginnen, also

my:=max{i=1,..,n|c@) #1i}

usw. setzen. Das liefert die Zerlegung
(12
7718 6

Bis auf die Reihenfolge ist dies natiirlich dieselbe Zerlegung wie vorher.

4 5 6 9 10 11 12
9 10 2

3 8
1 312 5 4 11

):(121149)-(105)-(83 1)-(62).

I1.5.10 Satz. Die symmetrische Gruppe S ,, wird von Transpositionen erzeugt.

SDer Satz in Aufgabe I1.5.7, b), impliziert, dass der Zykeltyp wohldefiniert ist.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jeder Zykel o als Produkt von Transpositionen ge-
schrieben werden kann. Dies wird durch Induktion iiber die Linge k von o getan.

k = 2. Nach Definition ist ein Zykel der Linge 2 eine Transposition.

k— k+1.Esseio = (i; --- i;). Dann ist

(@ o+ k) - (1) = (@ i3 - Gge1)

ein Zykel der Linge k und kann nach Induktionsvoraussetzung als Produkt von Zykeln
geschrieben werden. Dasselbe folgt dann fiir (i; - - - ixyq). O

11.5.11 Bemerkung. Der Beweis zeigt

(ll ik+l) = (ll ik+1)' (ll 12)

fiir einen Zykel der Linge k.

11.5.12 Beispiele. Mit der obigen Bemerkung konnen wir die Permutationen aus Beispiel
IL.5.9 leicht als Produkte von Transpositionen schreiben:

. 12345678
1) 8 1673 5 4 2)=(12)-(18)-(35)-(36)-(47),
) 1 23 4 7
I 3 ; 2 g ; 2 Z):(26)-(25)-(28)-(34)-(39),
. [(1 234 5 678 9 10 11 12
i le 6191027312 5 4 I
—(13)-(18)-(26)-(411)-(412)-(49)-(510)
= (129)-(124)- (12 11)-(105) - (8 1) - (8 3) - (6 2).

I1.5.13 Folgerungen. i) Die Transpositionen (1 2), (1 3), ..., (1 n) erzeugen die symme-
trische Gruppe S .

ii) Die Transpositionen (1 2), (2 3), ..., (n — 1 n) erzeugen S ,,.

iii) Die Transposition (1 2) und der n-Zykel (12 --- n) erzeugen S ,.

11.5.14 Bemerkung. Die Erzeugendensysteme in i) und ii) umfassen n — 1 Elemente. Da
S, fiir n > 3 nicht abelsch und nach Bemerkung I1.4.18, ii), damit auch nicht zyklisch
ist, bendtigt man mindestens zwei Elemente, um diese Gruppe zu erzeugen. Teil iii) der
Folgerung gibt ein Erzeugendensystem mit zwei Elementen an.

Beweis der Folgerungen 11.5.13. 1) Fir 1 <i; < i, < n gilt
(i) = (Liy) - (Lip)- (1 dy). (IL.2)

Damit folgt die Behauptung aus Satz I1.5.10.
11) Fiir k = 2, ..., n findet man die Formel

Qky=Gk-1k-0k-1)-(k—1k)
und durch Induktion
Qky=k-1k)----- 23)-(12)-23)----- (k—1k). (I1.3)
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Zusammen mit 1) ergibt sich die Behauptung.
i) Fir k = 2, ...,n — 1 finden wir

(kk+1)=(12--n)-(k=1k)-(12 - n)"

und somit
kk+1D=(12---nF-12)-aq2---nt

Wir schlieen mit Teil ii). O

I1.5.15 Bemerkung. Beispiel 11.5.12 sowie die Formel (I1.2) und (IL.3) illustrieren, dass
man ein gegebene Permutation auf vielfiltige Weise als Produkt von Transpositionen dar-
stellen kann.

I1.5.16 Aufgaben (Rechnen in der symmetrischen Gruppe). a) Schreiben Sie die Permuta-
tion

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

357 13 14112 108 9 2 6 4 11

als Produkt disjunkter Zykel.
b) Stellen Sie die Permutation

1 2345 67
5 2

8 9 10 11 12 13
11 4 9 3 10 8

12 6 13 7 1

als Produkt von Transpositionen dar.

Das Vorzeichen einer Permutation

I1.5.17 Definitionen. Es sei o € S, eine Permutation.

i) Ein Paar (i j) mit 1 <i < j < n heilit Fehlstand, wenn o (i) > o(j) gilt.

ii) Es sei f(o) die Anzahl der Fehlstinde von o.

iii) Man sagt, dass o eine gerade bzw. ungerade Permutation ist, wenn f(o) gerade
bzw. ungerade ist.

iv) Es sei

Sign: §, — {x1}
R 1, falls o gerade
7 —1, falls o ungerade °

Wir nennen Sign(o) das Vorzeichen von o.

I1.5.18 Beispiel. Die Transposition (1 2) hat genau einen Fehlstand, so dass Sign(1 2) =
-1.

I1.5.19 Satz. Es seien 01,0, € S, zwei Permutationen. Dann gelten die folgenden Impli-

kationen.:
oy und o gerade

oder } — 0 -0, gerade,
o1 und o, ungerade
o1 gerade, 0, ungerade
oder } = 0 - 0, ungerade.
oy ungerade, o gerade
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Das bedeutet, dass
Sign(o; - 02) = Sign(oy) - Sign(07),

also dass
Sign: S, — {£1}

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Aus der Definition des Vorzeichens leitet man unmittelbar

YoeS§S,: Sign(o)= 1_[ %‘?(]’)
((8)H

I<i<j<n

ab. Fiir o7y, 0, € §,, berechnet man mit dieser Formel

Sien(or o)~ [ @020 =(@100)

(0. L=J
1<i<j<n
T o1(02() = a1(o2()))
Q. =]
1<i<j<n
_ T o1(02(0)) = o1(o2())) _ 1—[ 02(i) — 02())
o COmeD Gy

= Sign(o) - Sign(o).
Somit ist nachgewiesen, dass Sign ein Homomorphismus ist. O

11.5.20 Beispiel. Aus (11.2), (I1.3) und Beispiel I1.5.18 schlieen wir, dass jede Transposi-
tion das Vorzeichen —1 hat.

IL5.21 Folgerung. Es seien s,s’ > 1 und 7y, ..., 75, T, ..., T,y € S, Transpositionen, so
dass

Dann ist s — s’ eine gerade ganze Zahl.

I1.5.22 Definition. Die Gruppe
A, = Ker(Sign) = {0 € S, | o ist gerade }
heilt die alternierende Gruppe.

I1.5.23 Satz. i) Die alternierende Gruppe A, enthdilt genau n!/2 Elemente.
ii) Die alternierende Gruppe A, wird von 3-Zykeln der Form (1 i, i) erzeugt.

Beweis. 1) Es sei 7 € §,, eine Transposition. Dann haben wir:
* T-A,:={1-0|loce€A,}=Sign”'(-1).
* S,=A,UTt-A,,(Dh.§,=A,Ut-A,undA, N7 A, =02.)

*x #A, =#(t-A,). Nach Lemma lIl.2.1 ist 4,: S, — S,, 0 +— 7 - 7, bijektiv.)
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Aus diesen Beobachtungen ergibt sich
#S, =2 -#A,.

Diese Gleichung liefert wegen Aufgabe I1.5.1 die Behauptung.

ii) Nach Satz I11.5.10 erzeugen die Transpositionen (1 n), n = 2,...,n, die Gruppe
S »» und nach Satz I1.5.19 und Beispiel 11.5.20 kann eine gerade Permutation nur als ein
Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben werden. Es gibt demnach
Elemente a;,b; € {2,...,.n},i =1, ..., s, so dass

o = (la)-Aby)----- (1ay)-(1-by)
= (1 bl al) """ (1 bs as)-
Bei der Umformung haben wir Bemerkung I1.5.11 verwendet. O

11.5.24 Beispiel. Fiir n = 4 findet man:

Ay = {e,(12)-34),(13)-(24),(14)-(23),(123),(124),(134),(132),
(142),(143),(234),(243)},
Si\Ay = {(12),(13),(14),(23),(24),(34),(1234),(1243),(1324),

(1342),(1423),(1432)}.
11.5.25 Aufgabe. Geben Sie das Vorzeichen der Permutation
123456 7 89 10
479 36510 21 8
an.
11.5.26 Aufgabe (Vorzeichen und Determinante). a) Zeigen Sie, dass es zu jeder Permuta-

tion o € §,, genau einen linearen Automorphismus L, : R” — R”" mit

Lo(e) = exy 1= Lyuun,

gibt und dass
t: S, — GL,(R)
o +— L,
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. (Dabei bezeichne (ey, ..., ¢,) die Standardba-
sis des R".)

b) Beweisen Sie

YoeS§,: Sign(o)= (Deto)(o) = Det(L,).

Eine spielerische Anwendung

Auch die oben besprochenen Konstruktionen und Resultate konnen wir dazu einsetzen,
ein bekanntes Spiel zu verstehen. Es handelt sich um das Schiebe-Puzzle mit 16 Feldern:
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112314
5 7|8
9 10| 1112
13 15
Frage. Ist die Stellung
11234
5 718
9|1 1|12
131151

moglich?
11.5.27 Satz. Die Antwort lautet nein.

Beweis. Wir stellen uns die Felder des Puzzles in den Farben Schwarz und Weil} ein-
gefdrbt und von 1 bis 16 durchnummeriert vor:

Jeder Zustand des Spiels entspricht einer Permutation:

* Das Bild von i ist die Nummer des Felds, auf dem das Puzzle-Teil mit der Nummer
iliegt,i=1,...,15.

* Das Bild von 16 ist die Nummer des freien Felds.

In jedem Schritt wird eine Permutation durchgefiihrt: Die Zahl unter dem freien Feld wird
mit einer benachbarten Zahl vertauscht, z.B.

11231 4 112314
516|718 (1,0\/1)1) 51678
9 15]1 9 117
1310|1412 1310|1412

Dabei ist die Permutation, die einer gegebenen Stellung auf dem Spielfeld entspricht,
genau dann gerade bzw. ungerade, wenn das freie Feld schwarz bzw. weif ist.

Die in der Frage gezeigte Stellung entspricht einer Transposition, also einer ungeraden
Permutation, und einer geraden Permutation, weil das freie Feld schwarz ist, und ist damit
unmoglich. m|
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II.6 Gruppenwirkungen

Wenn eine Gruppe als Symmetriegruppe einer gewissen mathematischen Struktur defi-
niert wird (vgl. Seite 27f), dann hilft die zugrundeliegende mathematische Struktur, die
Gruppe zu analysieren und zu verstehen. Beispiele fiir dieses Vorgehen sind:

* Bs sei M c R? oder ¢ R? eine ,,Figur‘. Dann konnen wir unsere geometrische
Anschauung dieser Figur nutzen, um ihre Symmetriegruppe zu begreifen. Auf diese
Weise haben wir schnell alle Elemente der Diedergruppe und der Symmetriegruppe
eines Tetraeders aufgefunden (Beispiel 11.1.9, 1) und ii).

* Es seien k ein Korper und G = GL,(k), O,(k) oder SO, (k). Hier haben wir die
Mittel der linearen Algebra und, fiir k = R oder C, auch diejenigen der Analy-
sis zur Verfiigung. In Satz I1.1.6 und II.1.7 haben wir so die Gruppen O,(R) und
O3(R) beschrieben. Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel fiir k = C ist die Theorie
der Jordanschen Normalform (s. [20], §54; [5], Abschnitt 4.6). Mit ihr werden wir
weiter unten (Seite 73f) die Konjugationsklassen in GL,(C) angeben.

Ein moglicher Ansatz fiir das Studium ,,abstrakter Gruppen ist daher, sie als Symme-
triegruppen zu realisieren oder mit Symmetriegruppen in Verbindung zu bringen. Dieser
Ansatz wird mit dem Begriff der Gruppenwirkung formalisiert. Zudem beinhaltet dieser
Begriff auch wichtige Spezialfille wie den der Konjugation. Damit gelangen wir auch zu
neuen Gegenstéinden fiir die weitere Forschung.

I1.6.1 Definitionen. Es seien G eine Gruppe und M eine nichtleere Menge.
1) Eine (Links-)Wirkung von G auf M ist eine Abbildung

o:GxXM — M

(g,m) — o(g,m),
so dass gilt:
a) Yme M :o(e,m) =m.
b) Vg1.82€ G, me M :0(g: - g2,m) = (g1,0(g2,m)).
i1) Eine Rechtswirkung von G auf M ist eine Abbildung

0 MxG — M
(m,g) +— o(m,g),

so dass gilt:
a) Vme M : o(m,e) = m.
b) Vgl,gz € Ga meM: Q(magl - g2) = Q(Q(magl)’gZ)

Schreibweise. In i) schreiben wir kurz g - m fiir (g, m) und in ii) m - g fiir o(m, g). Die
obigen Axiome lauten in dieser Notation:
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1) a) VYmeM:e-m=m.

b) Vgi,82€G, meM: (g -g) - m=g - (g -m).
1) a) YmeM :m-e=m.
b) Vgi,.82€G,meM:m-(g-8)=m-g1)-g.

11.6.2 Bemerkungen. i) Es sei 0: G X M — M eine Linkswirkung der Gruppe G auf der
Menge M. Fiir g € G sei

ogoM — M
m — g-m.
Behauptung. Die Abbildung o, ist bijektiv.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung o,-1. Mit a) und b) gilt:

_ b) _ a)
VmeM: (0,100 (m)=g g m=@g' g m=e-m=m.

Diese Berechnung zeigt 0,1 o 0, = idy. Entsprechend verifiziert man o, 0 0p-1 = idy.
Also ist o, bijektiv (vgl. Seite 27). O

Damit erhalten wir die Abbildung
.G — SM)
g > 0o,

Auf Grund von Axiom b) ist o ein Gruppenhomomorphismus.
Ist umgekehrt ein Gruppenhomomorphismus

oc:G— S(M)
gegeben, so ist
oc.GXM — M
(g.m) r— o(g)(m)

eine Linkswirkung von G auf M.
Wir halten also fest, dass wir eine Entsprechung zwischen den Linkswirkungen von
G auf M und den Gruppenhomomorphismen G — S (M) aufgefunden haben.
ii) Fiir eine Rechtswirkung o: M X G — M der Gruppe G auf der Menge M und
g € G setzen wir
oM — M

m — m-g.
Wie in i) tiberpriift man, dass o, bijektiv ist und dass'®
0:G — SM)®

8§ V> Qg

ein Homomorphismus ist.
Auf diese Weise wird eine Korrespondenz zwischen den Rechtswirkungen von G auf
M und den Gruppenhomomorphismen G — S (M)°P hergestellt.

165. Aufgabe I1.1.13 fiir die Definition der entgegengesetzten Gruppe.
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Wenn eine Gruppe G als Symmetriegruppe einer gewissen mathematischen Struktur
(M, - - -) definiert wird, dann wirkt G auf natiirliche Weise von links auf der Menge M,
auf der die Struktur aufgebaut ist. Dies belegen wir mit einigen Beispielen.

11.6.3 Beispiele. 1) Es sei M eine Menge. Dann ist

oc:SIMXxM — M
(fym) +—  f(m)

eine Wirkung von S (M) auf M. Sie gehort zum Homomorphismus o = idgyy: S (M) —
S(M).
i1) Es sei k ein Korper. Fiir G = GL,(k), O, (k) oder SO, (k) ist

oc:.GXkK' — K"

(g,v) +— g-v (Matrixprodukt)

eine Linkswirkung von G auf k". Fiir jedes Gruppenelement g € G ist oy: k" — k"
in diesem Fall eine lineare Abbildung, und der zugehérige Homomorphismus o: G —
S (k™) ist die natiirliche Inklusion.

iii) Aus den Wirkungen in i1) kann man Wirkungen auf weiteren Mengen konstruieren.
Seien z.B. 0 </ < nund

Gr(l,n) := {V c k| V ist Unterraum der Dimension / }.
Fiir V € Gr(l,n) und g € G sei
g-Vi={g-viveV}]L
Dann ist

G xGr(l,n) — Gr(l,n)

eine Linkswirkung von G auf Gr(/, n).
iv) Es seien k ein Korper, M C k" und G = O(M) oder SO(M). Die Abbildung

GxXM — M
(f,m) +—  f(m)

ist eine Linkswirkung von G auf M.
v) Es seien G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Die Abbildung

HxG — G
(h,g) +— h-g

ist eine Linkswirkung von H auf G und

GXH —
(g,h) +— g-h
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eine Rechtswirkung. Ein Beispiel ist Z C R, das zu der Wirkung

ZXR — R
(k,x) — k+x

fiihrt.
vi) Eine andere Wirkung von Z auf R ist durch die Abbildung

ZXR — R
k,x) — (=Df-x

gegeben.

Wir entwickeln jetzt weitere Begriffe und Resultate fiir Gruppenwirkungen. Wir be-
schrinken uns dabei meist auf Linkswirkungen. Die Leserin bzw. der Leser moge die
Ubertragung auf Rechtswirkungen selbststindig durchfiihren.

I1.6.4 Definitionen. Es seien G eine Gruppe, M eine nichtleere Menge, 0: GXM — M
eine Wirkung von G auf M und x € M.
1) Die Bahn oder der Orbit von x ist die Menge

G-x:={g-xeM|geG}.
i1) Die Standgruppe oder der Stabilisator von x ist
G,:={geGlg-x=x}.

11.6.5 Bemerkung. Die Standgruppe G, ist eine Untergruppe von G.
11.6.6 Beispiele. i) Es seien k ein Korper, G = GL,(k), M = k" und
o:GL,(k)xk" — K"
(g,v) — g-v.

Wir betrachten x = ¢;. Die Bahn von ¢; ist k" \ {0}: Fiir v = (vq,...,v,)" € k" \ {0} sei

ie{l,..,n}ein Index mitv; # 0. Dann ist v, ey, ..., €¢;_1, €11, ..., €, €ine Basis fiir k", und
man hat
V1
v=0lel| - leiilei]---ley) - v = : €1 || €1 | €Cix1 || €n |"€1-
Vn

Die Standgruppe von e ist

1‘,12 cee A,

0
GL,(k)., = . A2y ey Ay €k, g € GL,_1 (k)
0

Die Bahn des Nullvektors 0 ist {0} und sein Stabilisator ist GL, (k). Der Vektorraum k"
zerfillt somit in zwei GL,(k)-Bahnen.

67



Kapitel II. Gruppentheorie

i1) Es seien k ein Korper, 0 </ < n, G = GL,(k), M = Gr(l,n) und

o: GL,(k)xGr(l,n) — Gr(l,n)

Weiter sei W = (ey, ..., ¢; ). Man findet GL,(k) - W = Gr(l, n) (Ubung) und fiir die Stand-
gruppe

GL,(kyw = {(%gi) 'gl € GLi(k), g» € GL,(k), m € Mat(l,n — ;) }
2

Insbesondere gilt fiir [ = 1 und W = (e;)

A ‘/12 cee A,

GL,(k)w = A €K%, Ay.s Ay €k, g € GL,_ (k)

: 8
0

ii)Esseienn>1,G=S,,M={1,...,n}und

S, x{1,...,n} — {1,..,n}

(o,i) +— o(i).

EsgiltS,-n={1,...,n},denn man hatz.B. k = (kn)-n, k = 1, ...,n— 1. Die Standgruppe

von n ist
I -+ n-1 n
(Sn)n:{(o_(l) . O_(n_l) n)‘U-ESn—l}=Sn—l.

I1.6.7 Definition. Es seien G eine Gruppe, M eine Menge und 0: G X M — M eine
Wirkung von G auf M. Fiir x,y € M schreiben wir

x~y &= dgeG:x=gy & xeG-y.
I11.6.8 Lemma. Die Relation ,~“ auf M x M ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Fiir die Reflexivitit beachte man, dass
YxeM: x=e-x

Die zeigt x ~ x, x € M.
Die Symmetrie ergibt sich folgendermallen: Es seien x,y € M, so dass x ~ y. Es gibt
also ein Element g € G mit x = g - y. Es folgt

gl x=¢g"(g-N=@" g y=ey=y
und somit y ~ x.
Abschlielend ist die Transitivitit nachzuweisen. Gegeben seien also x,y,z € M mit
x ~yund y ~ z. Daher konnen wir Elemente g,h2 € G mit x = g - yund y = A - z finden.
Die Gleichung
x=g-y=g8-(h-2)=(g-h) -z

liefert x ~ z. O
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11.6.9 Bemerkung. Die Aquivalenzklassen fiir ,,~ sind gerade die Bahnen.

11.6.10 Beispiele. 1) Es seien G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und

c:HXxG — G

Die Aquivalenzklasse von g € G ist die sogenannte Rechtsnebenklasse
H-g={h-geGlheH}.

Die Menge aller Rechtsnebenklassen wird mit H\G bezeichnet.!”
i1) Fiir G und H wie in 1) miissen wir auch die Rechtswirkung

0:GxH — H
(g.h) — g-h

betrachten. Wir erhalten auch hier eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind
die Linksnebenklassen

[gl:=¢g-H={g-heG|lheH}, gegG.

Wir schreiben G/H fiir die Menge der Linksnebenklassen.

1ii) Es sei n € Z. Wir betrachten G = Z und H := n - Z. Da Z abelsch ist, liefern die in
i) und ii) definierten Wirkungen dieselbe Aquivalenzrelation auf Z. In den Bezeichnungen
von ii) liberpriift man

Yk, k' ezZ: [k]=[K] < k=kmodn.
1v) In der Situation von i) und ii) ist
A:GxG/H — G/H
(1) — [g-81=(-8)-H
eine Linkswirkung von G auf G/H. Es gilt G - [e] = G/H und G|,; = H.
11.6.11 Beobachtung. In Beispiel 11.6.10, iv), gilt
YVeeG: Gy =g-H-g".
Beweis. Zunichst iiberpriifen wir die Inklusion ,,0*: Sei & € H. Dann gilt
(g h-g)-Igl=[g h-g)-gl=1lg hl=Igl

Fiir den Beweis von ,,C“ sei g’ € Gyg). Wir berechnen

-1

g g9 led=[Eg"g)gl=@" &) lgl=¢g"( g)=¢" gl =g gl =lel

Dies zeigt g™' - g’ - g€ G,y = H,sodasseseinh € Hmitg™" - g’ - g = h gibt. Damit folgt
g=g-h-gleg-H-g O

17Bitte sorgfiltig von der Mengendifferenz unterscheiden!
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Diese Beobachtung legt fiir eine Gruppe G die Betrachtung folgender Abbildung nahe:

c:GxXG — G
(g.h) — g-h-g".

I1.6.12 Lemma. Die Abbildung c ist eine Linkswirkung von G auf G.
Beweis. Ubung. O
I1.6.13 Definition. Wir nennen ¢ die Linkswirkung von G auf sich durch Konjugation.

11.6.14 Bemerkung. Fiir g € G ist

cg:G — G
h — g-h-g!

ein Gruppenautomorphismus, i.e. ein Gruppenisomorphismus von G auf sich. Sei
Aut(G) = {¢: G — G| ist ein Gruppenautomorphismus }.
Dies ist eine Untergruppe von S (G). Die Wirkung ¢ entspricht dem Homomorphismus

c:G — Au(G)cS(G)

g > ¢,

I1.6.15 Definition. Das Bild von ¢ wird mit Inn(G) bezeichnet. Ein Element ¢ € Inn(G)
wird innerer Automorphismus genannt, ein Element ¢ € Aut(G) \ Inn(G) duflerer Auto-
morphismus.

11.6.16 Bemerkung. Ein Homomorphismus ¢: G — G ist genau dann ein innerer Ho-
momorphismus, wenn es ein Element g € G gibt, so dass

VheG: oh)y=g-h-g".

Die zuvor eingefiihrten Objekte erhalten im Fall der Wirkung ¢ durch Konjugation
besondere Namen:

I1.6.17 Definitionen. Es seien G eine Gruppe und c: G X G — G die Linkswirkung von
G auf sich durch Konjugation.
i) Zwei Elemente x, y € G sind konjugiert, wenn ein g € G mit

y=cix)=g-x-g"

existiert.
i) Fiir ein Element x € G ist seine Konjugationsklasse durch

w(x) = {g-x-g'eGlgeG)
= {y € G|y ist konjugiert zu x }

gegeben.
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i11) Der Zentralisator von x € G ist die Untergruppe

Cox) = {g€Gleyx) = x)
= {geGlg-x-g ' =x)
= {geGlg-x=x-g}

aller Elemente in G, die mit x kommutieren.
iv) Das Zentrum von G ist die Untergruppe

Z(G) := Ker(c)
= {geG|VxeG:g-x=x-g}

= ﬂ Co(x).

11.6.18 Bemerkungen. 1) Abelsche Gruppen sind einfacher als nichtabelsche Gruppen. Das
Zentrum einer Gruppe G ist ein MaB3 dafiir, ,,wie abelsch® G ist. Wenn das Zentrum grof3
ist, dann ist G ,,nahe dran®, abelsch zu sein. Ist es klein, z.B. Z(G) = {e}, dann ist G sehr
weit entfernt davon, abelsch zu sein.

i1) Fiir eine Gruppe G und ein Element x € G ist C(x) die grofite Untergruppe von G,
die x in ihrem Zentrum enthilt.

Es seien G eine Gruppe und
Il :={ H c G| H ist eine Untergruppe }.

Fiir jedes Element ¢ € G ist ¢,: G — G ein Gruppenautomorphismus. Folglich ist
c,(H) fiir jede Untergruppe H von G wieder eine Untergruppe von G (Lemma I1.4.4). Als
,abstrakte” Gruppen sind H und c,(H) isomorph. Wir erhalten die Linkswirkung

cu:le[ — U
(8, H) > cq(H).

I1.6.19 Definition. Es sei G eine Gruppe. Die Untergruppen H und H’ von G sind konju-
giert, wenn ein Element g € G mit

H=cyH)=¢g-H g
vorhanden ist.

11.6.20 Aufgabe (Gruppenwirkungen). Fiir die folgenden Beispiele einer Gruppe G, einer
Menge M, eines Elements g € G und eines Elements x € M ist das Element g - x anzuge-
ben. Dabei sei die Gruppenwirkung o: G X M — M die in der Vorlesung eingefiihrte.
a)G =S, M:={1,..,7},g:=(136)-(35),x:=5.
b) G := 05(R), M := R?, g die Drehung um den Winkel /4, x := i

3 -5 4
— —R2 o= —
C)G—GLZ([R),M.—[R,g.—(2 11),x.—(_3).
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11.6.21 Aufgabe (Wirkungen von R auf C). a) Zeigen Sie, dass durch
c:RxC — C
(t,2) +— expl(t) -z

eine Linkswirkung von R auf C gegeben ist. Geben Sie fiir jede komplexe Zahl z die Bahn
R - z und die Standgruppe R, an. Fertigen Sie eine Skizze der Bahnen an.
b) Es sei

oc:RxC — C
(t,z) — exp(i-t)-z

Weisen Sie nach, dass o eine Linkswirkung von R auf C ist, und geben Sie fiir jede
komplexe Zahl z die Bahn R - z und die Standgruppe R, an. Skizzieren Sie die Bahnen.

11.6.22 Aufgabe (Wirkung einer Untergruppe von Sg). Es sei
oc:=(123)-5678)¢€Ss.
a) Bestimmen Sie die Ordnung von o.
b) Es seien G := (o) C S5 und
Ir':Gx{1,2,3,4,5,6,7,8} — {1,2,3,4,5,6,7,8}
@) +— ()
Geben Sie fiir jedes der Elemente 1, 4 und 5 seine G-Bahn und seine Standgruppe in G
an.

11.6.23 Aufgabe (Links- vs. Rechtswirkungen). Es seien G eine Gruppe, M eine Menge,
c:GXM—M
eine Linkswirkung von G auf M und
0:MxXG—G
eine Rechtswirkung. Weiter seien
o MxG — M
(m,g) + o(g',m)
und
0:GXM — M
(g,m) > o(m,g™).

Zeigen Sie, dass 0* bzw. o* eine Rechts- bzw. Linkswirkung von G auf M ist. Vergleichen
Sie die Bahnen und Standgruppen bzgl. o mit denen bzgl. o*.

11.6.24 Aufgabe (Das Zentrum). a) Es seien k ein Korper und n > 1. Bestimmen Sie das
Zentrum von GL,, (k).
b) Geben Sie fiir n > 1 das Zentrum der symmetrischen Gruppe S, an.

11.6.25 Aufgabe (Innere und dufsere Automorphismen). a) Zeigen Sie, dass eine Gruppe G
genau dann abelsch ist, wenn alle ihre inneren Automorphismen trivial sind.

b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Gruppe G und einen duBeren Automorphismus
¢: G— Gan.
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Konjugationsklassen

Die Zerlegung einer Gruppe in ihre Konjugationsklassen ist ein wertvolles Hilfsmittel zur
Untersuchung einer Gruppe. Man sucht fiir jede Konjugationsklasse einen Repréisentan-
ten, an dem man moglichst viel Information ablesen kann.

In der linearen Algebra beschiftigt man sich mit der Linkswirkung

¢: GL,(C) x M,(C) —> M,(C)
(gm) +— g-m-g .

Zwei Matrizen m und m’ sind dghnlich, wenn ein g € GL,(C) mit
m=g-m-g"
existiert.

Die Jordansche Normalform!'? liefert in jeder Bahn einen Reprisentanten. Gegeben
seien A€ C,1 <kund1 <k <--- <k, Man setze

A 1 0
S = co | €M@
0 A

und

Juy (D | 0
0
0 0
0 | Ji,,(D
Seien m € M,(C) und A4, ..., 4, die verschiedenen Eigenwerte von m. Dann gibt es Zahlen
ki < <k, i=1,..,¢,mit X!_, ijzl k;; = n, so dass m der Matrix

i,k (D) = € My s..ir, (C).

Jkl] ,,,,, k]‘yl(/ll)‘ 0 0
0o |

(IL4)

0 -] o
0 ‘ Jktl ..... krs,(/lt)

dhnlich ist. Eine Matrix wie in (I.4) ist genau dann invertierbar, wenn 4; # 0,i =1, ..., .
Die Konjugationsklassen in GL,,(C) werden also durch Blockmatrizen parametrisiert, die
sich aus Jordan-Blocken zu nichttrivialen Eigenwerten zusammensetzen.

Im Folgenden beschreiben wir die Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe
S,.,n>1.Esseien (i; --- i;) € §, ein Zykel der Linge k und o € §,. Dann gilt

o (i i) o = (o) - o). (IL5)

8Marie Ennemond Camille Jordan (1838 - 1922), franzdsischer Mathematiker.
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Jede zu (i; - -- i;) konjugierte Permutation ist wiederum ein Zykel der Linge k. Au3erdem
sieht man mit (IL.5), dass zwei Zykel der Linge k konjugiert sind.
Es seien weiter ¢ € S, und ¢y, ..., c; € S, paarweise disjunkte Zykel, so dass

Fiir o € S,, haben wir

Daran erkennen wir

I1.6.26 Lemma. Zwei konjugierte Permutationen haben denselben Zykeltyp.

11.6.27 Satz. Fiir gegebene Permutationen ¢, ¢’ € S, sind folgende Aussagen dquivalent:
1) Die Permutationen ¢ und ¢’ sind konjugiert.
ii) Die Permutationen ¢ und ¢’ haben denselben Zykeltyp.

Beweis. Die Implikation ,,1)==1i)"“ haben wir bereits begriindet. Fiir ,,ii))=1) seien n,=
(ny,..,n5) = n, der Zykeltyp und nyyy := n— (ny + - - - + n). Es seien ¢; bzw. d; Zykel der
Léinge n;, i = 1,...,5,s0dass ¢;und c¢; bzw. d; und d; fiir 1 <i < j < s paarweise disjunkt
sind und

gilt. Wir schreiben
ci = (l"1 lﬁ,i) bzw. d; = (m"1 cemy ), 1=1,,.

Weiter gibt es Zahlen I§*! < --- < I3*! bzw. m{*! < --- <m}'! so dass

Ngy1?

{1,.on} = {0, 0 yu-—u{f, .0 u{f L nt
= {my,.omy Yu---U{mj, . .m yu{m*, . mt ).
Es gibt somit genau eine Permutation o € S, mit
0'(13.) = mi., j=1,.,n,i=1,.,s+1.
Gleichung (I1.5) zeigt
my - ml)y=c- - [)-o', i=1 ..
und somito - ¢ -0 = ¢'. O

11.6.28 Aufgabe (Vorzeichen und Ordnung eines Zykels). a) Es sei ¢ € S, ein Zykel der
Linge k. Berechnen Sie das Vorzeichen Sign(c).

b) Welche Ordnung hat ein Zykel ¢ € S, der Léange k?

c) Esseien o € S, eine Permutation und n = (ny, ..., n) ihr Zykeltyp. Welche Ordnung
hat o?
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II.7 Der Satz von Lagrange und Anwendungen

Es seien M eine nichtleere Menge, G eine Gruppe und o: G X M — M eine Wirkung
von G auf M.

I1.7.1 Lemma. Fiir x € M und g € G gilt
Gg.x = g . Gx _g_l

und damit insbesondere

Beweis. Ubung (vgl. Beobachtung 11.6.11). O
I1.7.2 Satz. In der obigen Situation seien G und M endlich. Dann gilt

#G = (#G,) - (#G - x).
Beweis. Wir fiihren die Bahnabbildung

Ob,: G — G-x

g H— g-X

ein. Sie ist offenbar surjektiv. Es seien s := #G - xund G - x = { xy, ..., x; }. Es folgt
G=| |orb;'(x)
i=1

und deswegen

#G = ) #Orb,' (x). (IL6)
i=1

Wir fixieren Elemente g, ...,g, € G mit x; = g;- x, i = 1,..., s. Damit gilt

Orb.'(x,) {heG|h-x=g;x)
{heGlg' h-x=x)
{heGlg' - heG,}

= gi'Gx, i= 1,...,S.

Es folgt
#Orb '(x,) = #(g;i - G,) =#G,, i=1,..,5.

Die letzte Gleichung folgt aus Lemma I1.2.1. Somit wird aus (I1.6)
#G = 5 - #G, = (#G - x) - (#G,).

Dies ist die behauptete Gleichung. O
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11.7.3 Bemerkung. Die Abbildung

G/G, — G-x
g-G, — g-x

ist wohldefiniert und bijektiv. Auf Grund des Satzes gilt
#G = #(G/G,) - #G,.

I1.7.4 Folgerung (Satz von Lagrange'®). Es seien G eine endliche Gruppe und H eine
Untergruppe. Dann gilt
#G = #H - #(G/H).

Insbesondere hat man
#H#G.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

Gx(G/H — GJH
(g:.[h]) +— [g-A]

aus Beispiel 11.6.10, iv). Es gilt G - [e] = G/H und G|} = H. Also ist die Behauptung ein
Spezialfall von Satz 11.7.2. O

I1.7.5 Folgerung. Es seien G eine endliche Gruppe und g € G. Dann gilt
Ord(g)#G.
Beweis. Es sein = Ord(g) = min{k > 1|g* = e}. Dann ist

®={egg "'}
eine zyklische Untergruppe von G mit n Elementen. Nach Folgerung I1.7.4 gilt n|#G. O

I1.7.6 Folgerung. Es seien p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung p.
Dann ist G zyklisch (und damit isomorph zu Z,).

Beweis. Es sei g € G\ {e}. Dann haben wir
* Ord(g) > 1,
* Ord(g)lp.
Das bedeutet Ord(g) = p = #G und folglich (g) = G. |

11.7.7 Bemerkung. Wir haben jetzt alle endlichen Gruppen bis einschlieBlich Ordnung 5

klassifiziert:
Ordnung‘ 1 (2]3 4 ‘ 5

[ 2|3
Gruppen‘{e}‘lz‘lﬂl% Z2XZ2‘ZS ’

Sie sind samtlich abelsch.

19 Joseph-Louis de Lagrange (geb. als Giuseppe Lodovico Lagrangia; 1736 - 1813), italienischer Mathe-
matiker und Astronom.
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Nun beweisen wir eine interessante Verallgemeinerung der letzten Folgerung:

I1.7.8 Satz. Es seien p eine Primzahl, n > 1 und G eine endliche Gruppe der Ordnung
p". Dann ist das Zentrum von G nichttrivial, d.h.

47(G) > 1.

Beweis. Es seien Cy, ..., C; die verschiedenen Konjugationsklassen in G. Wir nummerie-
ren so, dass C; = x(e) = {e}. Dann gilt:

*x #C; > 1 = p#C;, i = 2,...,s. (Das folgt aus Satz I1.7.2, weil C; eine Bahn ist,
i=2,..5.)

* G=C U---UC;unddaher #C; + -- -+ #C, = 1 + #Cr + - - - + #C,.

Da p|#G aber p 1 1, muss es einen Index iy € {2,...,s} mit p ¥ #C,;, geben. Nach der
obigen Diskussion bedeutet das #C;, = 1. Sei x € G \ {e} mit C;, = x(x) = {x}. Die
Gleichung x(x) = {x} bedeutet x € Z(G). O

11.7.9 Aufgabe. Es seien m,n > 0 positive ganze Zahlen, so dass
ggT(m,n) = 1.
Zeigen Sie, dass das Element (1, 1) € Z,, X Z, Ordnung m - n hat und folgern Sie

2, X7, =7,,..

Die Anzahl der Bahnen

I1.7.10 Definition. Es seien M eine nichtleere Menge, G eine Gruppe, 0: GXM — M
eine Wirkung von G auf M und g € G. Dann ist

M? :=Fix(g) :={xeM|g-x=x}
die Fixpunktmenge von g.

I1.7.11 Satz. In der obigen Situation seien G und M endlich. Dann haben wir

1 1
Anzahl der Bahnen in M = el );W#Gx = ic Z #MS.

geG

Beweis. Schritt 1. Aus Satz I1.7.2 wissen wir, dass fiir jeden Punkt x € M

#G = (#G - x) - (#G,). (I1.7)
Seien s die Anzahl der Bahnen und x1, ..., x, € M, so dass G - xi, ..., G - x, diese Bahnen
sind. Mit
M=G-x;U---UG - x;
leiten wir

s #G = ZS:(#G - X) - (#Gy) = ) #G,.
i=1

xeM
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aus (IL.7) ab. (Bei der letzten Umformung haben wir die Tatsache benutzt, dass G, = G,,
wenn x und y in derselben Bahn liegen (s. Lemma I1.7.1).) Diese Gleichung zeigt bereits

1
= — G,.
=252,
Schritt 2. Es sei

4 = {(g,x)eGxXM|g-x=x}
{(g, ) eGxM|geG.}
{(g.x) eGXM|xe M}

Mit den beiden letzten Beschreibungen von 4 gelangen wir zu der Identitét

#4 = Z#Gx = Z#Mg.

xeM geG

Zusammen mit Schritt 1 ergibt sich die Aussage des Satzes. O

11.7.12 Aufgabe (Wichteln). An einer Weihnachtsfeier nehmen n Personen teil. Jede bringt
ein Geschenk mit. Am Ende der Feier werden die Geschenke zufillig an die Teilnehmer-
Innen verteilt. Wieviele Personen erhalten im Durchschnitt ihr eigenes Geschenk?

(Es handelt sich um eine Frage zu den Fixpunktmengen einer geeigneten Gruppenwir-
kung.)

Farbungsprobleme

Ein gleichseitiges Dreieck werde in vier gleichgrof3e Dreiecke unterteilt:

Frage. Wieviele wesentlich verschiedenene Moglichkeiten gibt es, die vier Dreiecke in
den Farben blau, gelb und rot einzufirben?

Dabei nennen wir zwei Farbungen wesentlich verschieden, wenn sie nicht durch eine
Drehung ineinander iiberfiihrt werden konnen.

Um diese Problemstellung zu verstehen, kann man sich das Dreieck als Fliese vorstel-
len. Dann macht es z.B. offenkundig keinen Sinn, zwischen den Firbungen
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zu unterscheiden.
Wir modellieren das Fiarbungsproblem als Wirkung von Z; = {0, 1, 2 } auf der Menge

M={f:{1,2,3,4}— {B,G,R}).

Dabei seien die Felder des Dreiecks folgendermal3en nummeriert:

Man beachte
#G =3 und #M =3*=38l1.

Wir stellen folgende Tabelle auf

g Ms #Me
0 M 81

| Alle Farbungen, bei denen 1,
2 und 3 dieselbe Farbe haben
2 dto. 9

Mit Satz I1.7.11 finden wir :
s = g-(81+9+9):33

als Anzahl der wesentlich verschiedenen Féarbungen.
Jetzt wollen wir
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farben. Diesmal sehen wir zwei Farbungen als wesentlich verschieden an, wenn sie nicht
durch eine Drehung oder eine Spiegelung ineinander transformiert werden konnen. Um
dies mit unserer Anschauung in Einklang zu bringen, stellen wir uns eine aus Glas gefer-
tigte Fliese vor. Diese konnen wir nicht nur in der Ebene drehen, sondern auch spiegeln,
indem wir sie umdrehen. Wir lassen in unseren Betrachtungen eine beliebige Zahl n von
Farben zu. Die wirkende Gruppe ist G = D, mit #G = 8 und

M={f:{1,2,3,456,78}—{1,...,n}}

mit #M = n®. Wir ziihlen die Fixpunkte fiir die verschiedenen Elemente von G ab. Dabei
seien r die Drehung um den Winkel 7/2 und s die Spiegelung an der x-Achse.

i) Fiir das Neutralelement e sind alle Firbungen Fixpunkte, also #M¢ = n?®.

ii) Fiir die beiden Drehungen g = r und g = r° muss die Fliese auf folgende Weise
eingefirbt werden:

Folglich gilt #M¢ = n?.
iii) Fiir die Drehung g = * der Ordnung 2 muss wie folgt gefirbt werden:

Somit gilt #M¢ = n*.

iv) Fiir die Spiegelungen g € {s,7 - s,7* - 5,7 - s} finden wir jeweils n* Elemente in
Ms.

Zusammengenommen erhalten wir

1
s:g-(n8+5-n4+2-n2)

wesentlich verschiedene Fiarbungen. Wir konnen weitere Detailfragen stellen, z.B.
Frage. Wieviele wesentlich verschiedene Farbungen gibt es mit sechs blauen und zwei
gelben Feldern?

Wie zuvor bilden wir M mit n = 2. Wir miissen die beiden Felder auswéhlen, die gelb
gefirbt werden. Deshalb definieren wir

P:={Nc{l1,2,3,4,56,7,8}|[#N =2).
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Man beachte

8\ 8.7
#P=|_|=—— =28.
)= =

In den oben untersuchenten Fillen i) - iv) erhalten wir folgende Werte fiir #P%:

i) | ii) | i) | iv)
28101 4|4

Es ergeben sich

1
s=5 (28+5:4)=6

wesentlich verschiedene Firbungen mit sechs blauen und zwei gelben Feldern.

Als drittes Beispiel betrachten wir die moglichen Fiarbungen der Seiten eines reguldren
Tetraeders unter der Wirkung der speziellen Symmetriegruppe SO(T'). Wir legen also die
Gruppe G = SO(T') mit 12 Elementen und die Menge

M={f:1{1,234}— {1,..,n}}

mit n* Elementen zugrunde. Wir gehen fiir die Berechnung von #M¢ die verschiedenen
Elemente von G durch (vgl. Beispiel I1.1.9, ii).

i) Fiir g = e haben wir #M¢ = n*.

i1) Fiir eine der acht Drehungen der Ordnung 3 miissen die drei Seiten, die die Ecke,
durch die die Drehachse verlduft, enthalten, mit derselben Farbe gefidrbt werden. Daher
finden wir n*> Elemente in M?.

iii) Es sei g eine der drei Drehungen der Ordnung zwei. Ihre Drehachse verlduft durch
die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten K, und K,. Die beiden Seiten, die K
enthalten, und die beiden, die K, enthalten, miissen jeweils in derselben Farbe eingefirbt
werden. Wir finden n? Elemente in M¢.

Mit den gesammelten Informationen ermitteln wir die Zahl

1
s:E-(n4+11-n2)

als Anzahl der wesentlich verschiedenen Féarbungen.

11.7.13 Bemerkungen. 1) Geometrische Probleme wie dasjenige des Tetraeders treten auch
in der Chemie auf. Dort mochte man die Anzahl der moglichen Molekiile, die sich aus
vorgegebenen Atomen zusammensetzen, bestimmen (s. [8], S. 164fY).

ii) In den obigen Berechnungen haben wir die zweite Formel fiir s in Satz I1.7.11 ver-
wendet, denn auf Grund der einfachen Geometrie der Probleme war es uns leicht moglich,
die Mengen M¢, g € G, abzuzihlen.

11.7.14 Aufgabe (Ein Fdarbungsproblem). Eine Kette soll aus sechs Perlen gefertigt wer-
den. Die Perlen stehen in den Farben 1, ..., n zur Verfiigung.

a) Welche Symmetriegruppe benutzt man sinnvollerweise, um verschiedene Ketten zu
identifizieren?

b) Bestimmen Sie die Anzahl der wesentlich verschiedenen Ketten, die man herstellen
kann.

¢) Geben Sie die Anzahl der wesentlich verschiedenen Ketten an, die aus drei weiflen
und drei schwarzen Perlen bestehen.
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I1.8 Endliche Drehgruppen

Im Folgenden beschreiben wir die endlichen Untergruppen von O(2) und SO(3). Die be-
reits mehrfach beobachtete Ubersetzung von algebraischen Rechnungen in geometrische
Strukturen tritt hier besonders deutlich zu Tage. Im Fall von SO(3) erhalten wir dabei eine
gruppentheoretische Herleitung der Klassifikation der platonischen Korper.

Endliche Untergruppen von O(2)

I1.8.1 Satz. Es sei G C O(2) eine endliche Untergruppe. Dann gibt es ein n > 1, so dass
G zu Z,, oder zu D, isomorph ist.

Beweis. Fall 1. Wir setzen zunichst G ¢ SO(2) voraus. Nach Satz I1.1.6 sind alle Ele-
mente von G Drehungen. Seien n = #G und g € G. Wir haben bereits Ord(g)|n bewiesen
(Folgerung 11.7.5). Es folgt

n n
g" = (gOM)ouw = o = e.

Dem Element g konnen wir somit diejenige Zahl k(g) € { 1, ...,n } zuweisen, fiir die g die
Drehung um den Winkel 27 - k(g)/n ist. Seien weiter

k := min{k(g)|g € G}
und g( die Drehung um den Winkel 2r - k/n. Fiir g € G schreiben wir
k(g)=1-k+r mit/>1undre{0,...,k—1}.

Das Element gy’ - ¢ € G ist die Drehung um den Winkel 27 - r/n. Die Definition von k
zeigt wegen 0 < r < k, dass r = 0 und folglich g = gf). Damit ist G = (gy) = Z,, bewiesen.

Fall 2. Wir nehmen G ¢ SO(2) an und fixieren s € G\SO(2). Weiter sei r ein Erzeuger
der Untergruppe G N SO(2) von G. Man iiberlegt sich sofort, dass

G=le ...\ s,r-s,.,r"" s}, n:=0rd®).

Fiir n = 1 folgt G = Z, und andernfalls G = D,,. O

Endliche Untergruppen von SO(3)

I1.8.2 Satz. Es sei G ¢ SO(3) eine endliche Untergruppe. Dann ist G zu einer der folgen-
den Gruppen isomorph:

*x Z,, n>1,
*x D, n>2,
* SO(T), T c R? ein reguldres Tetraeder,
* SO(0), O c R? ein reguldres Oktaeder,

SO(I), I c R? ein reguliires Ikosaeder.

*
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11.8.3 Bemerkung. Die spezielle Symmetriegruppe SO(O) ist isomorph zur speziellen
Symmetriegruppe SO(W) eines Wiirfels W C R?. Ebenso ist SO(/) zur speziellen Sym-
metriegruppe SO(D) eines reguliren Dodekaeders D C R® isomorph (vgl. Bemerkung
und Beispiel 11.8.9, ii).

Im Beweis des obigen Satzes werden wir zunéchst eine endliche Menge M konstru-
ieren, auf der G in geeigneter Weise wirkt, und dann Satz I1.7.11 anwenden. Auf diese
Weise werden wir Aussagen iiber die Geometrie der Bahnen treffen konnen. Dabei spie-
len auch die Norm || - || auf R?® und die Tatsache, dass SO(3) diese Norm invariant lisst,
eine wichtige Rolle. Wir verwenden also:

IR — R’

(X, v,2) — xZ+y2+72"°
* S2={(x, 3,2 e R?|ll(x,y,2)ll = 1}.

Es sei 0 € SO(3) \ {e}. Dann ist o nach Satz II.1.7 eine Drehung um eine eindeutig
bestimmte Gerade y, C R® durch den Nullpunkt.

11.8.4 Hilfssatz. Es seien G C SO(3) eine Untergruppe und g € R* \ {0}.

1) Es gilt G_, = G,,.

ii) Wenn die Standgruppe G, endlich ist, dann ist sie zyklisch. Fiir jeden Punkt p € R®,
der nicht auf der Gerade durch 0 und q liegt, ist die Bahn (G,) - p ein regelmdifliges n-Eck
in einer Ebene, die senkrecht auf der Geraden durch O und q steht, n := #G,.

Beweis. 1) Die Standgruppe von ¢ besteht aus denjenigen Drehungen o € G, deren Dreh-
achse 7y, die Gerade durch 0 und ¢ ist. Diese Gerade ist auch als die Gerade durch g und
—q oder durch 0 und —g gekennzeichnet. Damit folgt die Behauptung.

i1) Nach 1) ist G, eine endliche Gruppe von Drehungen mit derselben Drehachse, und
zwar der Geraden durch 0 und g. Die Elemente von G, sind daher durch die Angabe des
Drehwinkels bestimmt. Die Aussage kann deshalb wie Fall 1 im Beweis von Satz I1.8.1
gezeigt werden. Es sei n := #G,. Wir fixieren eine Orientierung der Geraden vy durch O und
g. Damit wird der mathematisch positive Drehsinn um y (vgl. Abbildung II.1) festgelegt.
Es sei o die Drehung um y um den Winkel 27/n im mathematisch positiven Sinn. Diese
Drehung erzeugt G,. Ein Punkt p ¢ y definiert eine Ebene E, die p enthilt und senkrecht
auf y steht. Die Bahn (G,) - p ist nun offensichtlich ein regelmiBiges n-Eck in der Ebene
E. i

11.8.5 Bemerkung. In ii) haben je zwei Punkte der Bahn (G,) - p denselben Abstand von
q.

Es seien G € SO(3) eine Untergruppe und o € G \ {e}. Die Gerade v, schneidet die
Sphiire S? in genau zwei Punkten. Wir nennen p € R? einen Pol von o, wenn p € y, N S>.
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P2

Es sei weiter
M :={peS* oG\ {e}, sodass pein Pol von o ist}.
I1.8.6 Hilfssatz. Es seien p € M und g € G. Dann gilt auch g - p € M.
Beweis. Seip € G\ {e}, so dass p ein Pol von o ist. Wir berechnen
g 08¢ @p=@o-p=gp=gp

Wir halten fest:

* Der Punkt g - p ist ein Fixpunkt von ¢’ = g-0-g™' € G\ {e}. Das bedeutet g- p € y,.

* Wegen g € SO(3) gilt|lg- pll = ||pll = 1,sodass g- p € S2.

Diese beiden Eigenschaften zeigen g - p € y, N S2, so dass g - p ein Pol von ¢’ € G ist
und somit der Menge M angehort. O

Beweis von Satz 11.8.2. Die Gruppe G wirkt auf Grund von Hilfssatz I1.8.6 auf der Menge
M. Es seien s die Anzahl aller G-Bahnen in M und p;, ..., p; € M Représentanten dieser
Bahnen. Man beachte ferner, dass jedes Element g € G \ {e} genau zwei Punkte von M
fixiert. Mit Satz I1.7.11 schlieBen wir:

- L eac-2emm= L |246 2+ZS:#(G ) (IL8)
e G L7 '

Wir schreiben dies mit Satz I1.7.2 um zu

2 N #G - pi) 1 : 1
2 - = — = — = 1 —_ . II9
#G O ° ; #G ; #G, L ( #G,,,.) 1o

=

Fir G # {e} gilt
2
1<2-—<2. II.1
< #G< (I1.10)
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Nach Konstruktion wird jeder Punkt p von M von einem nichttrivialen Element in G
fixiert, so dass #G,, > 2. Es ergibt sich

1 1
- <1- <1, i=1,..s. dL11)
2 #G,,
Aus (I1.9), (II.10) und (II.11) leiten wir
se{2,3}

ab.
Fall 1: s = 2. Gleichung (II.8) wird zu

2=#G-p)+#G-p),

also zu #(G - p;) = 1 = #(G - p,), und besagt, dass p; und p, von jedem Element aus
G fixiert werden. Alle nichttrivialen Elemente von G haben somit dieselbe Drehachse,
ndmlich die Gerade durch p; und p,, so dass G = G,, = G,,. Hilfssatz 11.8.4, ii), zeigt
G =7, firn:=#G.

Fall 2: s = 3. Aus der Gleichung

2 1 1 1
1+ —= + +
#G  #G, #G, #G,,

folgt

1 1 1 111 1 1 1\(1 1 1\(1 11
’ ’ € N A anZZ, AAAPlA A TP VA F” = .
%G, #G,, #G, ) \\2’2'n 2330\ 233 \23°5

—_—— —— —
a) b) c) d)

Wir gehen nun die in der obigen Formel bezeichneten Fille durch.

Fall 2 a). Es sei zunéchst n = 2. Es folgt #G = 4. Die Gruppe G kann kein Element der
Ordnung 4 enthalten, weil dann #M = 2 gelten wiirde und s = 3 unmoglich wére. Damit
ist G isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Z, X Z, = D,. Wir konnen die zugehorige
Geometrie noch genauer beschreiben.

Behauptung. Man hat G - p; = {£p;},i=1,2,3.

Wir zeigen dies fiir p,. Die Bahn von p; umfasst zwei Elemente, p; und einen weiteren
Punkt p’. Die Standgruppen von p; und p’ sind konjugiert (Lemma I1.7.1). Da G abelsch
ist, sind G, und G, gleich. Dies beinhaltet p; = —p’. v

Die Drehachsen der drei nichttrivialen Elemente von G stehen also paarweise aufein-
ander senkrecht, so dass sich folgendes Bild ergibt:
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—D3

I1.8.7 Bemerkung. Wir erkennen, dass G in der speziellen Symmetriegruppe eines Wiirfels
enthalten ist.

Fiir n > 3 haben wir #G = 2n. Es seien p := p; und g := ps3. Die Standgruppe G, ist
zyklisch von der Ordnung n (Hilfssatz I1.8.4, ii). Sei o ein Erzeuger fiir G,. Wir schauen
uns die Punkte p, o - p, ..., 0" - p an. Diese bilden nach dem besagten Hilfssatz ein
regelmiBiges n-Eck P in einer Ebene, die senkreckt auf der Geraden durch —g und ¢ steht.
AuBerdem stellen sie die Bahn G - p dar. Das nichttriviale Element o’ € G, bildet folglich
P auf sich ab. Wir erkennen, dass P auf dem Aquator der Sphire S 2 mit ¢ als Nord- und
—q als Siidpol liegt. Das Element o’ hat Ordnung zwei und ist damit eine Drehung um den
Winkel n. Diese Betrachtungen zeigen

D, ={(0,0)CQG.

Aus #D, = 2n = #G folgt wie gewlinscht (0,0") = G.

q

Fall 2 b). In diesem Fall gilt #G = 12. Wir setzen q := p3. Wegen #G, = 3 umfasst die
Bahn G - g nach Satz I1.7.2 vier Punkte. Inbesondere konnen wir p € (G- g) \ {+¢} wihlen.
Fiir einen Erzeuger o von G, = Z; bilden die Punkte r, ¢ - r und ¢? - r nach Hilfssatz 11.8.4
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ein gleichseitiges Dreieck. Dieselbe Betrachtung kann anstatt fiir ¢ fiir jeden Punkt in der
Bahn G - ¢ durchgefiihrt werden. Wir schlie3en, dass

q, 1, 071, Qz'r

die Eckpunkte eines reguldren Tetraeders 7 sind.

Da diese Punkte eine G-Bahn bilden, folgt G € SO(T'). Wegen #G = 12 = #SO(T) ergibt
sich sogar Gleichheit.

Fall 2 ¢). Hier haben wir #G = 24. Sei q := p3. Die Standgruppe G, enthilt vier
Elemente und die Bahn G - ¢ demnach sechs. Es sei r € (G - q) \ {+q}. Geméal Hilfssatz
I1.8.4 fixieren wir einen Erzeuger o fiir G, = Z4. Die vier Punkte r, 0 - r, 0* - rund @* - r
sind die Ecken eines Quadrats Q in einer Ebene E, die senkrecht auf der Geraden 1, steht.
Dabei wissen wir noch nicht, dass E den Ursprung enthilt. Die Punkte in der Bahn G, - ¢
sind Ecken eines Quadrats Q' in einer Ebene E’. Der Durchschnitt (G, - r) N (G, - q)
umfasst zwei Elemente d; und d,. Da alle Elemente in G, - g denselben Abstand von r
haben, handelt es sich bei d; und d, um gegeniiberliegende Ecken des Quadrats Q. Es
folgt, dass E’ die Gerade durch ¢ und den Mittelpunkt von Q enthélt und damit auch den
Ursprung. Dasselbe gilt folglich fiir £. Man erkennt, dass —r € G-g und ebenso —¢ € G-q,
d.h.

G-q={q,-q,r,0-1,0° 1,0 "1}

Ferner sehen wir auf diese Weise, dass die Punkte der Bahn G- ¢g die Ecken eines regulédren
Oktaeders O bilden.
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—-q

Damit ist G € SO(0) gezeigt. Man {iiberlegt sich leicht, dass SO(O) genau 24 Elemente
enthilt und deshalb G = SO(O) gilt.

Fall 2 d). Die Gruppe G enthilt dann 60 Elemente, die Standgruppe G, fiinf und die
Bahn G - g zwolf, g := p;. Wir wihlen einen Punkt r € (G - ¢) \ {+g}, der den kleinsten
Abstand zu g unter den Punkten von (G - ¢) \ {+¢} einnimmt, und einen Erzeuger p fiir G,,.

Die fiinf Punkte r, o - r, 0> - r, 0° - r und o* - r sind die Eckpunkte eines regelmiBi-
gen Fiinfecks. Aus Bemerkung I1.8.5 ergibt sich weiter, dass alle diese Punkte denselben
Abstand zu ¢ haben.

Sei weiter s € (G- g) \ {+q, 7,01, ...,0* - r}. Die fiinf Punkte s, 0 - 5, 0*> - 5, 0° - s und
o* - s bilden ein regelmiBiges Fiinfeck und haben alle denselben Abstand zu g.

Wir haben

2> |lg = sl = llg =il > 0.

Die erste Ungleichung gilt wegen s # —g. Wenn ||lg — s|| = ||g — || gélte, dann ldgen r, o-r,
o’ -r,0*r, 0" r 5,050 5,0 - sund o*- s alle auf demselben Kreis: Wieder sind alle

o-r
Q- r
< r
o
ot-r

Abbildung II.3: Die unmogliche Konfiguration

Punkte der Bahn G - ¢g gleichberechtigt, so dass die obigen Untersuchungen zeigen, dass
es unter den elf Punkten von (G - ¢) \ {r} fiinf mit demselben minimalem Abstand zu r
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gibt. In der in Abbildung II.3 gezeigten Konfiguration gibt es aber hochstens vier davon.
Dieser Widerspruch zeigt ||g — s|| > |lg — 7]|.

Mit unseren Uberlegungen folgt, dass die Elemente der Bahn G- ¢ die Eckpunkte eines
reguliren Ikosaeders [ sind.

—-q

Somit haben wir G € SO(/). Der Leser bzw. die Leserin moge selbststindig die spezielle
Symmetriegruppe eines Ikosaeders untersuchen und zu dem Schluss gelangen, dass diese
60 Elemente umfasst. Damit finden wir schlielich G = SO(J). O

11.8.8 Bemerkung. 1) Wir sind oftmals von der Anschauung eines gegebenen Korpers aus-
gegangen und haben mit dieser seine Symmetriegruppe beschrieben. Im Beweis von Satz
I1.8.2 sind wir den umgekehrten Weg gegangen. Wir haben mit einer gewissen Gruppe
G begonnen und mit Hilfe der Algebra das Objekt gefunden, dessen Symmetriegruppe G
ist. Im vorgestellten Satz haben wir somit eine wunderschone Entsprechung von Algebra
und Geometrie vorgefunden.

i1) Die Diskussionen im obigen Beweis zeigen, wie die in Satz I1.8.2 genannten Grup-
pen als Untergruppen von SO3(R) aufgefasst werden konnen. Der Beweis zeigt weiter,
dass wir in der Formulierung des Satzes ,,ist zu ... isomorph* durch ,,ist zu ... konjugiert
ersetzen konnen.

Uber Polyeder

In den bisherigen Ausfiihrungen haben wir nur ein vages anschauliches Bild der soge-
nannten fiinf platonischen Korper Tetraeder, Hexaeder (=Wiirfel), Oktaeder, Dodeka-
eder und Ikosaeder benutzt bzw. angenommen, dass die Leserin bzw. der Leser bereits
mit diesen Objekten vertraut ist. Jetzt wollen wir die formalen Grundlagen anreiflen. Wir
werden nicht bei allen Argumenten ins Detail gehen. Dazu wiirden wir etwas mehr kon-
vexe Geometrie bendtigen ([10], [24]).

Eine Teilmenge H C R? ist ein (abgeschlossener) Halbraum, wenn es eine nichttri-
viale Linearform /: R* — R und eine Zahl ¢ € R gibt, so dass

H={peR|l(p)=c}.
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Wir definieren dazu

H :{peRip) <c)
Es sei M C R® eine endliche Teilmenge. Die konvexe Hiille von M ist der Durchschnitt
aller Halbraume, die M enthalten:

Konv(M) := ﬂ H.

HCR3
H Halbraum

Die Menge Konv(M) ist konvex (im Sinne von [17], S. 62). Sie ist die kleinste konvexe
Menge, die M enthiilt.?°
Ein Polyeder ist nun eine Teilmenge P C R® mit folgenden Eigenschaften:

* P ist die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge M C R>.
* P ist dreidimensional, d.h. es gibt keine Ebene im R?, die P enthiilt.

Es seien P C R? ein Polyeder. Eine Teilmenge P’ C P ist eine Seite von P, wenn es
einen Halbraum H c R? mit

PcH ud P =PNnH

gibt.
Fiir den Durchschnitt P N H von P mit einem Halbraum H = { p € R*|l(p) > ¢}, so
dass P C H™, bestehen folgende Moglichkeiten

* PNH=2.
* PN H = {p}. In diesem Fall ist p eine Ecke von p.

* PN H = K ist eine Strecke positiver Lange auf einer Geraden. Dann heift K Kante
von P.

* PN H =S ist ein zweidimensionales Vieleck in der Ebene { p € R*|I(p) = c}. In
diesem Fall ist S eine Seite von P.

Mit diesen Begriffen definieren wir eine Fahne in P als ein Tripel (E, K, S ), das sich
aus einer Ecke E, einer Kante K und einer Seite S von P zusammensetzt, so dass

EeKcS.

Es sei
&(P) = { F | F ist Fahne von P }.

Die Symmetriegruppe O(P) wirkt offensichtlich auf der Menge ¥(P) der Fahnen in P.
Das Polyeder P ist reguldr, wenn es zu je zwei Fahnen F und F’ ein Element g € O(P)
mit
F=g F

gibt.

2Die obige Definition der konvexen Hiille greift nur fiir endliche Mengen. Im Allgemeinen definiert
man die konvexe Hiille einer Teilmenge M C R3 als die kleinste konvexe Teilmenge, die M enthilt. Der
Durchschnitt aller Halbridume, die M enthalten, ist der Abschluss der konvexen Hiille von M. Man betrachte
z.B. den offenen Ball M := {p € R*|||pl| < 1}. Er ist bereits konvex ([17], S. 62f), stimmt also mit seiner

k_onvexen Hiille tiberein. Der Durchschnitt aller Halbrdaume, die M enthalten, ist der abgeschlossene Ball
M ={peR|pll <1} (vgl [17], Beispiel 1.6.2, i).

90



II.8. Endliche Drehgruppen

11.8.9 Bemerkung und Beispiel. i) Jedes Polyeder P besitzt ein duales Polyeder P': Be-
zeichne M" die Menge der Seitenmittelpunkte von P, so ist P := Konv(M"). Jeder Seite
S von P ist damit eine Ecke S von P" zugeordnet. Weiter entspricht jeder Ecke E von
P eine Seite EY von P". Dabei gilt genau dann E € S, wenn E¥ > SV. Man enthélt somit
auch eine Korrespondenz zwischen den Kanten von P und denjenigen von P": Die Kante
K C P mit den Ecken E und E’ entspricht der Kante K¥ = EY N E’” von P".

i1) Es seien P ein Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder oder Ikosaeder, bei dem
alle Kanten dieselbe Linge haben. Dann ist P ein regulédres Polyeder. Das Hexaeder ist
dual zum Oktaeder und das Dodekaeder zum Ikosaeder. Das Tetraeder ist ,,selbstdual®.

I1.8.10 Lemma. Zu je zwei Ecken E, E eines reguldren Polyeders gibt es ein Element
o € SO(P) in der speziellen Symmetriegruppe von P, so dass

E=0-FE.

Beweis. Es gibt ein Element g € O(P) mit £ = g - E, und wir miissen nur den Fall
behandeln, dass Det(g) = —1 gilt. Seien S C P eine Seite von P, die E enthélt. Es gibt
dann genau zwei Kanten K’ und K" in §, die E enthalten. Die Kante K’ bzw. K enthilt
neben E noch einen weiteren Eckpunkt E’ bzw. E”’. Die Fahne (E, K’,S) kann durch
ein Element 7 € O(P) in die Fahne (E”, K", S) iiberfiihrt werden. Die Leserin bzw. der
Leser moge sich der Tatsache vergewissern, dass & die Orientierung von R* erhiilt, d.h.
h € SO(P). Des Weiteren findet man ein Element k € O(P), das die Fahne (E”, K", S) auf
die Fahne (E, K", S) abbildet. Hier folgt Det(k) = —1. Folglich ist

o:=k-h-g
ein Element in SO(P), dass E auf E abbildet. O

11.8.11 Satz. Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und lkosaeder sind die einzi-
gen reguldren Polyeder.

Beweis. Es seien G := SO(P) und € die Menge der Ecken von P. Ein Element o € G
ist durch seine Wirkung auf den Ecken bestimmt (Ubung), so dass G isomorph zu einer
Untergruppe von S (€) und damit endlich ist. Fiir jede Ecke E von P ist der Stabilisator
G nichttrivial, genauer gesagt haben wir:

Behauptung. Fiir jede Ecke E von P gilt #Gg > 3.

Dazu seien E € P eine Ecke und S C P eine Seite, die E enthélt. Es gibt zwei Kanten
K, und K; in §, die E enthalten. Da P nicht in der Ebene, die durch S bestimmt wird, liegt,
ist eine der Strecken, die E mit einem Punkt aus P \ S verbindet, eine weitere Kante von
P. Ferner grenzt jede Kante von P an genau zwei Seiten von P.2! Eine Verallgemeinerung
des Arguments aus Lemma I1.8.10 zeigt, dass es zu je zwei Paaren (E, K) und (E’, K"),
die aus Ecken FE bzw. E’ und Kanten K bzw. K’ mit E € K bzw. E’ € K’ bestehen, ein
Element g € G mit (E,K) = g - (E’, K’) gibt.

Es seien K, K, und Kj drei verschiedene Kanten, die E enthalten. Es gibt Elemente
8,8 € Gmit (E,K;) = g; - (E,Ky), i =2,3. Diese gehoren der Standgruppe G an, so
dass {e, 22,23} C Gg. v

2IDiese Aussage entspricht der Tatsache, dass jede Kante von P genau zwei Ecken von P enthiilt (Be-
merkung und Beispiel 11.8.9).
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Also ist € eine Teilmenge der Menge M der Pole von G. Nach Lemma I1.8.10 ist € die
Bahn eines Pols p € M. Der Beweis von Satz I1.8.2%% impliziert die Behauptung in Fall 2
b), in Fall 2 ¢), wenn es eine Ecke E mit #G ¢ = 4 gibt, und in Fall 2 d), wenn es eine Ecke
E mit #G = 5 gibt. Gilt #G; = 3 in Fall 2 ¢), dann iiberpriift man mit Uberlegungen wie
in 2 d), dass P ein Wiirfel ist. Fiir #G = 60 und eine Ecke E mit #Gg = 3 fiihren dhnliche
Uberlegungen zum Dodekaeder. O

11.8.12 Bemerkung. Die Punkte aus der Polmenge fiir G in den Fillen 2 c) und 2 d), die
eine zweielementige Standgruppe haben, gehoren zu den Drehungen um Achsen durch
die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten und deshalb nicht zu den Ecken eines
reguldren Polyeders.

I1.9 Faktorgruppen

In der linearen Algebra lernt man folgende Konstruktion kennen ([20], §30; [5], Abschnitt
2.2.7): Gegeben ein Korper k, ein k-Vektorraum V und ein Untervektorraum U C V, dann
existiert auf der Menge V/U der Linksnebenklassen die Struktur eines k-Vektorraums,
so dass die Projektion V. — V/U, v +— [v], linear ist. Wir wollen nun die analoge
Konstruktion in der Gruppentheorie untersuchen.

Problem. Gegeben seien eine Gruppe G und eine Untergruppe H C G. Wann tréagt die
Menge G/H der Linksnebenklassen die Struktur einer Gruppe, so dass

.G — G/H
g — gl

ein Gruppenhomomorphismus ist?

Da 7 surjektiv ist, kann die Gruppenstruktur auf G/H nur von der Form
V8.8 eG: gl Ig']=1g &1 (11.12)
sein. Also formulieren wir das obige Problem folgendermallen um:
Problem. Wann ist Formel (I1.12) wohldefiniert?
Wir miissen also herausfinden, wann fiir alle g,¢g’ € Gund h,h’' € H
[g-h-g -h]l=1[g-&]

gilt, d.h.
¢ glgh-g W=¢g"h-g WeH (I1.13)

I1.9.1 Beobachtung. Die Bedingung, dass (11.13) fiir alle g,g" € G, h,h' € H gilt, ist
dquivalent zu der Aussage

VgeG heH: g-h-g'eH. (I1.14)

22Fall 1 und 2 a) scheiden aus. Warum?
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Vereinbarung. Wir schreiben Aussage (II.14) in der Form
VgeG: g-H-g'cH.

Beweis von Beobachtung 11.9.1. Die Implikation ,,&<" ist trivial, weil H eine Untergrup-
pe ist. Fiir die Richtung ,,=—* withle man g’ := g~! und #’ = e in (I.13). m|

I1.9.2 Beobachtung. Die Bedingung

VgeG: g-H-g'cH
ist dquivalent zu der Bedingung

VgeG: g-H-g'=H.

Beweis. Die zweite Bedingung impliziert offenbar die erste. Fiir die Umkehrung beachte
man, dass

H=g-(g'"H-g-g'cg-H g
fiir g € G gilt. O

I1.9.3 Definition. Es seien G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Man sagt, dass H ein
Normalteiler von G ist, wenn

VgeG: g-H-g'=H

gilt.
Schreibweise. H < G.

11.9.4 Satz. Es seien G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Durch

- G/HxG/H — G/H
(gl [g']) +— [g-&]

wird auf G/H die Struktur einer Gruppe definiert. Die Abbildung

.G — G/H
g — gl

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, und es gilt
Ker(r) = H.
I1.9.5 Definition. Wir nennen G/H die Faktor- oder Quotientengruppe von G nach H.

Beweis von Satz 11.9.4. Nach Definition eines Normalteilers ist die Multiplikation auf
G/H wohldefiniert. Alle anderen Aussagen ergeben sich aus der vorangegangenen Dis-
kussion oder sind offensichtlich. O
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11.9.6 Beispiele. 1) Wenn G abelsch ist, dann ist jede Untergruppe H C G ein Normalteiler.
ii) Fiir jede Gruppe G ist das Zentrum (Definition 11.6.17)

Z(G)={heG|VgeG:g-h-g' =h)

ein Normalteiler. Ferner ist jede Untergruppe H C Z(G) ebenfalls ein Normalteiler von
G.
iii) Es seien n > 3, §,, die symmetrische Gruppe und

H:={(12)={e,(12)} =17,.
Dann ist H kein Normalteiler in G, denn man hat z.B.
(13)-(12)-(13)=23)¢H.

iv) Es seien G, G’ Gruppen und ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
Ker(y) ein Normalteiler von G. In der Tat hat man

@g-h-g)=w@ o) og)=0@) e g =e

fiir g € G und h € Ker(yp).

So ist z.B. fiir einen Korper k die Untergruppe SL,,(k) = Ker(Det: GL, (k) — k*) ein
Normalteiler von GL,,(k). Die Gruppe A, = Ker(Sign: S, — {*1}) ist ein Normalteiler
von S, (s. auch Teil v).

v) Es seien G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Gilt #G/H) = 2, dann ist H
ein Normalteiler in G. Zum Beweis zeigen wir, dass

VgeG: g-H=H-g.

Fiir g € H haben wir natiirlich g- H = H = H -g. Falls g e G\ H,sogiltg-H #+ H
und H - g # H. Auf der anderen Seite ist G die disjunkte Vereinigung der Links- bzw.
Rechtsnebenklassen, d.h.

G=HUg-H bzw. G=HUH-g.

Daraus folgern wir unmittelbarg- H =G\ H = H - g.

Es seien n > 2 und D, die entsprechende Diedergruppe. Sie enthélt die Rotation r
um den Winkel 2n/n. Fiir H = (r) und die Spiegelung s € D, an der x-Achse hat man
D,/H = {[e],[s]}, so dass H normal in D,, ist.

vi) In Dy betrachten wir die Rotation » um den Winkel /3. Wir behaupten, dass
H := (r*) = Z, ein Normalteiler von Ds ist. In Dy gilt Relation (IL.1), d.h. s - - s = L.
Sie impliziert s - 7* - s = r~> = 1. Damit folgt leicht die Behauptung.??

vii) In der alternierenden Gruppe A4 betrachten wir die Teilmenge

H:={e,(12)-(34),(13)-24),(14)-(23)}

aller Permutationen vom Zykeltyp (2, 2).

Wir bemerken zunichst, dass H eine Untergruppe von G ist. Offensichtlich gilte € H.
Jedes Element g € H erfiillt g> = e, sodass g~! = g € H. Dass fiirg,h € Hauch g-h € H,
tiberpriift man durch Nachrechnen.

Da Konjugation den Zykeltyp nicht dndert (Lemma I1.6.26), ist H ein Normalteiler
von Ay.

BGenauer gesagt zeigt unser Argument, dass H C Z(Dg). Man kann sich weiter vergewissern, dass
H = Z(G) gilt.
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I1.9.7 Satz (Universelle Eigenschaften der Faktorgruppe). Es seien G, G’ Gruppen,
H < G ein Normalteiler von G und ¢: G — G’ ein Homomorphismus. Gilt

H c Ker(p),
dann existiert genau ein Homomorphismus
¢:G/H— G,

so dass
G2 ¢

A
J e
G/H
kommutiert. Dabei istn: G — G/H, g — [g].

11.9.8 Bemerkung. Es sei G eine Gruppe. Zu einem Normalteiler H < G haben wir ei-
ne Gruppe G/H und einen Homomorphismus 7: G — G/H mit Ker(r) = H und da-
mit insbesondere H C Ker(y) konstruiert. Der Satz besagt, dass das Paar (G/H, ) uni-
versell mit dieser Eigenschaft ist: Jeder andere Homomorphismus ¢: G — G’ mit
H c Ker(yp) faktorisiert in eindeutiger Weise iiber , d.h. es gibt genau einen Homomor-
phismus ¢: G/H — G’ mit ¢ = ¢ o mr. Durch diese universelle Eigenschaft ist (G/H, )
eindeutig festgelegt: Es seien Q eine Gruppe und o: G — Q ein Homomorphismus mit
H c Ker(p), so dass es fiir jeden Homomorphismus ¢: G — G’ mit H C Ker(¢) genau
einen Homomorphismus ¢: Q — G’ mit ¢ = @ o p gibt. Dann finden wir insbesondere
eindeutig bestimmte Homomorphismen o: G/H — Qund n: Q — G/H, so dass die

Diagramme

G—2>0 uwd G-"->GJ/H

A A
DA
//E //ﬁ
G/H Q

kommutieren. Damit erhalten wir die Diagramme

G—-—-G/H uwd G—-0.

bl 7

e
bis - e //__
7 moo 0 eom

G/H 0
Die universellen Eigenschaften von (G/H, ) und (Q, o) implizieren
idG/H :ﬁoé und ldQ :Eoﬁ.

Die Gruppen G/H und Q sind damit isomorph und ihre universellen Eigenschaften be-
stimmen einen Isomorphismus ¢: G/H — Q.* Um mit (G/H,r) zu arbeiten, muss
man nur die obige universelle Eigenschaft kennen und nicht seine Konstruktion. Im be-
sprochenen Fall treten die Vorziige dieser Sichtweise noch nicht klar zu Tage, in anderen
Beispielen wie dem Tensorprodukt ([13], Chapter X VI, §1) von Moduln ist das deutlicher
zu erkennen. Die Leser oder Leserinnen, die ihre Kenntnisse in der Algebra vertiefen,
werden noch zahlreichen universellen Konstruktionen und Eigenschaften begegnen.

2*Man sagt, das Paar (G/H, ) ist bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig.
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Beweis von Satz 11.9.7. Die genannte Bedingung fiir ¢ verlangt:

VeeG: (gl =¢(n(g) = ¢(8) (L15)

Aus dieser Gleichung lesen wir die Eindeutigkeit von ¢ ab.

Wir zeigen, dass die Vorschrift in (II.15) wohldefiniert ist. Dazu seien g, g’ € G Ele-
mente mit [g] = [g’]. Dann existiert ein 7 € H mit g = g’ - h. Wegen H C Ker(yp) finden
wir

@(@) =¢(g" - h) = @g') - p(h) = ¢(g") - e = p(g").
Die Gleichung ¢ = ¢ o 7 gilt nach Definition von g. SchlieBlich muss noch gezeigt
werden, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu berechnen wir

Vg, €G: w(lgl-[gD) =w(lg-&1)=¢(g-g)=w: &) =vel- g
und beenden damit den Beweis des Satzes. O

Als Illustration dieses Satzes stellen wir eine allgemeine Konstruktion vor. Es seien
G eine Gruppe, G’ eine abelsche Gruppe und ¢: G — G’ ein Homomorphismus. Fiir
g,h € G haben wir

elg-h-g' 1) = p(g) - o) - p()™" - ()™ = p(8) - p(9)™ - p(h) - p(h)”" = e. (IL16)
I1.9.9 Definitionen. Es sei G eine Gruppe.
i)Fiirg,h € GheiBtg-h-g' - h™! der Kommutator von g und h.
ii) Es sei
KG) :={g-h-g"-h'|gheG).
Die von K(G) erzeugte Untergruppe
(G, G] :=(K(G))

ist die Kommutator-Untergruppe von G.

I11.9.10 Bemerkung. Eine abelsche Gruppe ist dadurch ausgezeichnet, dass g-h-g7!-h™! = e
fiir alle g, h € G gilt, also dass [G, G] = {e}. Deshalb ist die ,,GroBe* von [G, G] ebenfalls
ein Mal} dafiir, wie stark sich G von einer abelschen Gruppe unterscheidet.

11.9.11 Lemma. Die Untergruppe (G, G] ist ein Normalteiler von G.
Beweis. Schritt 1. Man iiberpriift sofort, dass
VgeG: g-K(G)-g' cK(@G)
gilt. Wie im Beweis von Beobachtung I1.9.2 leiten wir daraus ab, dass
VeeG: g-KG) g'=K(@G).

Schritt 2. Fiir jedes Element g € G ist g - [G, G] - g”! eine Untergruppe. Nach Schritt
1 enthilt sie K(G). Aus Satz 11.4.10 folgt

[G.G]lcg-[G,G]-¢g".
Wie zuvor schliefen wir, dass
g-[G.Gl-g'cg-(¢7"1G,G]-g)- ¢ =[G,G]
fiir g € G gilt. O
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Aus den Definitionen ergibt sich unmittelbar, dass G/[G, G] eine abelsche Gruppe ist.
Diese Konstruktion erfiillt sogar eine universelle Eigenschaft:

11.9.12 Lemma. Es sei G eine Gruppe.
1) Fiir jede abelsche Gruppe G’ und jeden Homomorphismus ¢: G — G’ existiert
genau ein Homomorphismus ¢: G/[G,G] — G’, so dass das Diagramm

G—Fr—¢

|
G/1G, G

kommutiert.
ii) Es sei H < G ein Normalteiler, so dass G/H abelsch ist. Dann gilt |G,G] C H.

Beweis. 1) In (I.16) haben wir K(G) C Ker(y) nachgerechnet. Es folgt [G, G] C Ker(y).
Die Aussage ist damit eine Konsequenz aus Satz I1.9.7.

1i) Sei
0:G — G/H
g — gl
Wie in i) gesehen hat man [G, G] C Ker(o) = H. O

Das Lemma besagt, dass [G, G] der kleinste Normalteiler ist, fiir den die Faktorgruppe
abelsch ist.

11.9.13 Definition. Die Gruppe G/[G, G] nennt man die Verabelung von G.

11.9.14 Aufgabe (Kommutierende Normalteiler). Es seien G eine Gruppe und H, J Nor-
malteiler von G, so dass H N J = {e}.
a) Beweisen Sie
VYheH, jeJ: h-j=j-h

b) Nun sei G eine endliche Gruppe, und es gelte zusitzlich #G = #H - #J. Zeigen Sie
G=HXJ.

11.9.15 Aufgabe (Untergruppen von Primzahlindex). Geben Sie fiir jede Primzahl p > 2
endliche Gruppen G und H an, so dass #(G/H) = p und H kein Normalteiler von G ist.

11.9.16 Aufgabe (Die orthogonale Gruppe). a) Zeigen Sie, dass die orthogonale Gruppe
O(2) von Spiegelungen erzeugt wird.

b) Es sei N < O(2) eine normale Untergruppe, die eine Spiegelung enthilt. Beweisen
Sie N = O(2).

c¢) Es seien r € O(2) eine Drehung und G = (r). Weisen Sie nach, dass N eine normale
Untergruppe ist.

d) Wann ist die Untergruppe G aus Teil c) endlich?

11.9.17 Aufgabe (Die alternierende Gruppe A4). a) Zeigen Sie, dass e zusammen mit den
Permutationen vom Zykeltyp (2, 2) eine normale Untergruppe H < A4 bildet.

b) Geben Sie einen Homomorphismus ¢: A; — Z3 mit Ker(¢) = H an, H die Unter-
gruppe aus Teil a).
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11.9.18 Aufgabe (Die Kommutatoruntergruppe von S ). Beweisen Sie, dass fiir n > 2

[Sn’Sn] = An-

11.9.19 Aufgabe (Die Kommutatoruntergruppe von GL,,). Es seien k ein Korper und n > 2.

Falls n = 2, gelte #k > 3. Zeigen Sie

[GL,(k), GL, (k)] = SL,(k).

I1.10 Die Isomorphiesatze

Die Isomorphiesitze stellen Isomorphismen zwischen gewissen Gruppen, die auf ver-
schiedene Weise konstruiert wurden, her. Mit dem ersten Isomorphiesatz werden wir z.B.
die Isomorphieklassen zahlreicher Faktorgruppen identifizieren. Im Allgemeinen kann
eine der beiden Gruppen, die im jeweiligen Isomorphiesatz auftreten, in Bezug auf eine
gewisse Eigenschaft leichter zu untersuchen sein als die andere. Mit dem entsprechenden
Isomorphiesatz kann man Eigenschaften der einen Gruppe aber auf die andere iibertragen.

I1.10.1 Der erste Isomorphiesatz. Es seien G, G’ Gruppen und ¢: G — G’ ein Homo-

morphismus. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus
¢: G/Ker(p) — Im(p).
Beweis. Nach Satz I11.9.7 haben wir einen Homomorphismus
¢: G/Ker(¢) — G'.
Da ¢ = ¢ o m und 7 surjektiv ist, folgt
Im(p) = Im(gp).
Auf diese Weise gelangen wir zu der Surjektion

¢: G/Ker(p) — Im(p)
el — w(lg]).

Es sei [g] € G/Ker(p) ein Element mit ¢([g]) = e. Aus ¢([g]) = ¢([g]) = ¢(g) leiten wir
e € Ker(y) und damit [g] = [e] ab. Damit haben wir Ker(¢) = {[e]} nachgewiesen. Lemma

11.4.5 zeigt, dass ¢ injektiv ist.

11.10.2 Beispiele. 1) Wir betrachten fiirn > 1

O

Diese Abbildung ist surjektiv, und wir haben Ker(¢) = n - Z (vgl. Beispiel 11.4.3, ii), so

dass
Z/(n-2) =7,
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ii) Es seien n > 1 und k ein Korper. Der Homomorphismus Det: GL,(k) — k* ist
surjektiv, und der Kern ist nach Definition (Beispiel I1.4.6, 1) die spezielle lineare Gruppe
SL, (k). Wir schlieBen, dass

GL,(k)/SL, (k) = k*.

iii) Der Homomorphismus Sign: S, — {*1} ist surjektiv. Der Kern ist die alternie-
rende Gruppe A, (Definition I1.5.22). Wir schlieen
Sa/A, = {x1} = Z,.
iv) Wir definieren (in den Bezeichnungen von Beispiel 11.4.16, ii)

Q: D6 —> D3
ro— 0 o die Drehung um

res — Qi-s, i=0,..5.

2z
3

Die Gleichung

Pos=s-0=¢(s) @r)

p(s- 1) =9 -5)=0s=0
impliziert, dass ¢ ein Homomorphismus ist (Ubung). Da ¢ surjektiv ist, erkennen wir
D6/<I’3> = D3.

I1.10.3 Der zweite Isomorphiesatz. Es seien G eine Gruppe und H, J Untergruppen von
G. Wenn J ein Normalteiler von G ist, dann ist

x H-J:={h-jeG|heH, je J}eine Untergruppe von G,
*x H N J ein Normalteiler von H,

und die Gruppen®
(H-J)/J und H/(HNJ)

sind isomorph.

Beweis. Wir zeigen mit dem Kriterium aus Lemma I1.4.5, dass H - J eine Untergruppe
ist. Zunichst gilte € Hunde € J,sodasse =e-e€ H-Jund H-J # @. Firh,h’ € H
und j, j € J berechnen wir

(h])—l(h/]/) — j—l_h—l_h/_j/:h—l_(h_j—l_h—l)_h/_j/

=:j"el
— h—l_h/.h/—l.w.h/‘~/:h—1_h/. 1 eH-J
( J R j = ; )G J)
=:j"el = eJ

Wir verkniipfen die Inklusion¢: H — H - J und die Surjektionn: H-J — (H-J)/J
zu der Abbildung
. H— (H-J)/J.

Diese Abbildung ist offenkundig surjektiv und hat den Kern H N J. Somit ist H N J ein
Normalteiler von H (Beispiel 11.9.6, iv), und die behauptete [somorphie

(H-J)/J=H/(HNJ)

folgt aus dem ersten Isomorphiesatz I1.10.1. O

BDa J ein Normalteiler von G ist, ist J auch ein Normalteiler von H - J.
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Der zweite Isomorphiesatz wird beim Beweis der Sylowsitze im folgenden Abschnitt
zum Einsatz kommen.

11.10.4 Der dritte Isomorphiesatz. Es seien G eine Gruppe und H, J Normalteiler von
G. Wenn H C J, dann ist J/H ein Normalteiler von G|H.?®

Beweis. Essein: G — G/J die “Standardsurjektion”. Wegen H C J = Ker(r) induziert
m nach dem ersten Isomorphiesatz I1.10.1 eine Surjektion

n: G/H — G/J.

Der Kern von 7 ist offenbar J/H, und wir schlieBen abermals mit dem ersten Isomorphie-
satz. O

I1.11 Die Sylowsatze

Die Sylowséitze,27 die in diesem Abschnitt entwickelt werden, sind Hilfsmittel zur Klassi-
fikation endlicher Gruppen. Sie illustrieren die bereits formulierte Idee, eine Gruppe mit
Hilfe ihrer Untergruppen zu analysieren.

In diesem Abschnitt seien stets G eine endliche Gruppe, n := #G ihre Ordnung und p
eine Primzahl, die » teilt. Wir setzen

k := max{x € N|p*|n}

und

Dann gilt p 4 m, d.h. ggT(p,m) = 1.

I1.11.1 Der erste Sylowsatz. Die Untergruppe G enthdilt eine Untergruppe H der Ord-
k
nung p~.

I1.11.2 Definition. Eine Untergruppe H von G mit p* Elementen ist eine p-Sylow-Unter-
gruppe von G.

I1.11.3 Hilfssatz. Fiirl e {1,....k} gilt

pk—l+1 ¥ (Zl)

Beweis. Wir schreiben

n\ n! _n (n—1)! e n—1
P a=ph T P - D= Do P )
Wegen p  m ist
n-—1
p1 oo

2Die Gruppe J/H = {[jl = j- H| j € J} ist eine Untergruppe von G/H = {[g] = g- H|g € G}.
2"Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832 - 1918), norwegischer Mathematiker
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zu zeigen. Fiir A € { 1,...,p' — 1} sei

uy :=max{veN|p’}

Es gilt
O<wui<lIl, A=1,..,p' 1. (I1.17)
Wir setzen weiter 1
T):=—, A= 1,...,pl— 1.
plu

Damit finden wir

n—A _pk-m—/l_pk_/“-m—m

— l_
p’—/l_ Py = JEm—— A=1,.,p -1

Es sei

p-1
a:= l_l(—m).
=1

Dann existieren ganze Zahlen b, ¢ € Z, so dass

-1

,8::(”_1) n=1)----- (n—p+1) hn—ﬂ_a+p-b

p=1) "G =D =p D LA T aepe
bzw.
B-(a+p-c)=a+p-b. (IL.18)
Wegen p {7, A= 1, ..., p' = 1, gilt p { a. Deshalb teilt p die Zahl a + p - b nicht und kann
auf Grund von (II.18) auch nicht S teilen. O

Um jetzt den ersten Sylowsatz zu beweisen, lassen wir die Gruppe G auf einer ge-
eigneten Menge 9t wirken und erhalten H als Standgruppe eines geeigneten Elements in
dieser Menge.

Beweis von Satz 11.11.1. Wir betrachten die Menge
M :={Mc G|#M = p*)
der Teilmengen von G mit p* Elementen. Es gilt
k .
# = (”k) - (p km).
p p
Wir arbeiten mit der Linkswirkung

o:GxXIM — M
(gM) — g-M={g-meG|meM)}.

Der Fall [ = k in Hilfssatz 11.11.3 liefert
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Die Menge Mt ist die disjunkte Vereinigung ihrer verschiedenen G-Bahnen. Daher muss
es eine G-Bahn in Mt geben, deren Ordnung nicht durch p geteilt wird, d.h. es existiert ein
Element M € I, so dass

p 1 #(G - M).

Nach Satz I1.7.2 gilt
#G = #(Gy) - #(G - M),

so dass
PHGy (I1.19)

folgt. Fiir g € Gy, gilt g - M = M, so dass insbesondere
VgeGyVmeM: g-meM.

Sei my € M. Dann haben wir Gy, - my € M C G. Da die Rechtsmultiplikation mit dem
Gruppenelement m injektiv ist (Lemma II.2.1), schlieen wir

#Gy = #(Gy - mg) < #M = p~. (I1.20)
Aus (I1.19) und (I1.20) leiten wir #G,, = p* ab. m|

I1.11.4 Folgerung (Der Satz von Cauchy®®). Die Gruppe G enthiilt ein Element der
Ordnung p.

Beweis. Auf Grund des ersten Sylowsatzes 1I.11.1 konnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit #G = p* annehmen. Fiir g € G \ {e} gilt nach Folgerung I1.7.5

1 < Ord(g)|p*.

Es existiert folglich ein [ € {1,...,k} mit Ord(g) = p'. Das Element gp[_l hat Ordnung
D |

I1.11.5 Der zweite Sylowsatz. Je zwei p-Sylowgruppen H, H' von G sind konjugiert, d.h.
es existiert ein g € G mit
H=g-H -g".

I1.11.6 Der dritte Sylowsatz. Die Anzahl t der p-Sylowgruppen von G ist kongruent 1
modulo p und ein Teiler von m:

t=1modp, tm.
Diesmal betrachten wir die Menge
$ :={H c G| H ist p-Sylowuntergruppe },

die nach dem ersten Sylowsatz II.11.1 nichtleer ist. Die Gruppe G wirkt durch Konjuga-
tion von links auf $:

T:GXH — 9
(gH) +— g-H-g'={g-h-g'|heH}

Wir nummerieren die Elemente von $:

9 ={Hy,...H}, :=#9.

28 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), franzosischer Mathematiker.
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11.11.7 Hilfssatz. Fiirh € Hy und j € {1,...,t} gilt
h-Hj-h''=H; < heH NH,

Beweis. Die Richtung ,,&<" ist klar, weil H; eine Untergruppe ist.
Fiir ,,—" sei
Ki={heH |h-H;-h' =H,;)
der Durchschnitt der Standgruppe von H; (bzgl. 7) mit H,. Wie im Beweis des zweiten
Isomorphiesatzes I11.10.3 zeigt man, dass K; - H; eine Untergruppe von G ist. Ferner ist H;
offenbar normal in K - H;.

Aus dem besagten zweiten Isomorphiesatz?® (mit K; - H; in der Rolle von G und K;
bzw. H; in der Rolle von H bzw. J) folgern wir:

(K;-H)/H; = K;/(K;NH,).
Mit dem Satz von Lagrange (Folgerung I1.7.4) erhalten wir
#(K;-H;) =#H; - #(K;/(K; N H))).
Da K; eine Untergruppe von H; ist, sind #K; und #(K; N H;) Potenzen von p. Es folgt
#(K;-Hj) = p'
fiir ein [ > k. Auf der anderen Seite ist K; - H; eine Untergruppe von G und erfiillt damit
#(K; - H)#G.

Aus der Definition von k folgt somit/ = k. Wegen H; C K;- H; und #H; = p* = #(K;- H;)
habenwirHj:Kj-HjunddeshalejCHj. O

Beweis des dritten Sylowsatzes 11.11.6 (Teil 1). Wir schrianken die Wirkung 7 auf H; ein
und erhalten die Wirkung

T HXH — 9
(gH) — g-H-g"

Wir untersuchen die Anzahl der Elemente in den verschiedenen H;-Bahnen in $. Die
Bahn von H, enthilt nur ein Element, und zwar H,. Fiir j # 1 ist die Standgruppe von H;
nach Hilfssatz I1.11.7 die Gruppe H; N H; und damit eine echte Untergruppe von H, so
dass die Anzahl ihrer Elemente von der Form p' mit 0 < / < k — 1 ist. Die Bahn von H;
enthilt somit p*~! Elemente. Wegen k—1[ > 1 ist die Anzahl der Elemente in der Bahn von
H; durch p teilbar, j =2, ...

Die Menge $ zerfillt also in H;-Bahnen, von denen eine ein Element und alle anderen
eine durch p teilbare Anzahl von Elementen umfassen. Das zeigt t = 1 mod p. i

2Hier sieht man deutlich, dass die zweite Beschreibung giinstiger fiir die Berechnung der Ordnung ist.
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Beweis des zweiten Sylowsatzes 11.11.5. Wir haben zu zeigen, dass $ aus einer einzigen
G-Bahn besteht. Die G-Bahn von H; ist eine disjunkte Vereinigung von H,-Bahnen, dar-
unter die Bahn {H,}. Wie zuvor folgt

#G - Hy) = 1 mod p. (IL21)

Seire{2,..,t},sodass H, ¢ G- H,. Jetzt schranken wir die Wirkung 7 auf H, ein und
erhalten

7 H. X9 — 9
(g.H) — g-H-g".

Wir kénnen die Bahn G - H; auch als disjunkte Vereinigung von H,-Bahnen schreiben.
Da H, ¢ G - Hy, ist die Bahn {H,} nicht darunter. Der oben gefiihrte Beweis des dritten
Sylowsatzes zeigt, dass die Anzahl der Elemente in jeder in G - H; vorkommenden H,-
Bahn durch p teilbar ist, so dass

PG - H)).

Dies widerspricht (II.21). Daher ist jede der p-Sylowuntergruppen Hy, ..., H, in der G-
Bahn von H, enthalten und daher zu H, konjugiert. O

Beweis des dritten Sylowsatzes 11.11.6 (Teil 2). Aus der Formel
#G = #Gy, - #(G - H)) = #Gy, - t

folgt
t#G, dh. A4~ - m).

Wegen ggT(p*, 1) = 1 heibt das #|m. O

11.11.8 Aufgabe (Gruppen der Ordnung 1000). Beweisen Sie, dass eine endliche Gruppe
G der Ordnung 1000 einen Normalteiler H mit {e} C H C G besitzt.

I1.11.9 Aufgabe (Zyklische Gruppen). Es seien p < g Primzahlen, so dass ¢ # 1 mod p,
und G eine endliche Gruppe der Ordnung p - g.

a) Geben Sie mindestens vier Beispiele fiir Paare (p, g) mit den obigen Eigenschaften
an.

b) Beweisen Sie, dass G einen Normalteiler der Ordnung p und einen Normalteiler
der Ordnung ¢ hat.

c) Zeigen Sie, dass G isomorph zu Z,, X Z,, ist, und folgern Sie, dass G zyklisch ist.

II.12 Klassifikation endlicher Gruppen bis zur Ordnung
14

Nachdem wir uns ausgiebig mit dem Gruppenbegriff auseinandergesetzt haben, wollen
wir in diesem und dem folgenden Abschnitt das Klassifikationsproblem untersuchen. So-
bald man eine mathematische Struktur definiert und einen Isomorphiebegriff eingefiihrt
hat, stellt sich die Frage nach der Klassifikation der entsprechenden Objekte bis auf Iso-
morphie. Man mochte dabei eine Liste von Objekten erstellen, so dass jedes Objekt, das
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die betrachtete mathematische Struktur trdgt, zu genau einem Objekt aus der Liste iso-
morph ist. Man lernt Beispiele dafiir in der linearen Algebra kennen: Es sei k ein Korper.
Dann ist jeder endlichdimensionale k-Vektorraum zu genau einem Vektorraum aus der
Liste k", n € N, isomorph. (Dabei sei kX’ = {0}.) Auch der Satz iiber die Jordansche Nor-
malform ist ein Klassifikationssatz. Er beschreibt die Isomorphieklassen endlichdimen-
sionaler Moduln iiber dem Polynomring k[z], k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Es gibt einen allgemeinen Klassifikationssatz in der Gruppentheorie, der die Baustei-
ne fiir alle endlichen Gruppen beschreibt. Um die Bausteine zu verstehen, geht man von
folgender Vorstellung aus: Es seien G eine Gruppe und H < G ein Normalteiler. Dann
ist G/H wieder eine Gruppe (s. Abschnitt I1.9). Wir notieren dies als sogenannte kurze
exakte Sequenz:

{1} H G G/H — {1}.

Bei solch einer kurzen exakten Sequenz stellt man sich die Gruppe G aus den Gruppen
H und G/H ,aufgebaut” vor. Die Bauvorschrift kann dabei allerdings kompliziert sein.*
Bei den ganzen Zahlen haben wir diejenigen Zahlen, die sich nicht auf nichttriviale Wei-
se als Produkt kleinerer ganzer Zahlen schreiben lassen, als Primzahlen bezeichnet. Die
Gruppen, die sich nicht auf obige Weise in kleinere Gruppen zerlegen lassen, sehen fol-
gendermallen aus:

I1.12.1 Definition. Eine Gruppe heilit einfach, wenn sie auler {e} und G keine Normal-
teiler hat.
I1.12.2 Beispiel. Eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl ist, ist einfach.

11.12.3 Aufgabe (Jordan—Hoélder? - Filtrierung). Zu jeder endlichen Gruppe H gibt es eine
Folge
(}==HyCH &---CH CH;:=H

von Untergruppen, so dass H;_; ein Normalteiler von H; und die Gruppe
ﬁi = H;/H;_,

einfachist,i =1, ..., s.
Bei dieser Jordan—Holder-Filtrierung ist s eindeutig bestimmt, und zu einer weiteren
Jordan—-Holder-Filtrierung

{(3=HyCH C---CH_ CH:=H

s—1 =

gibt es eine Permutation o-: {1, ..., s} — {1, ..., s },>> so dass

%

ﬁ,’ Eﬁa’(i)’ i=1,..,s.
Die Jordan—Holder-Filtrierung ist also ein gewisses Analogon zur Primfaktorzerlegung.

Allerdings kann H i.A. nicht aus der Jordan—-Holder-Filtrierung rekonstruiert werden.

01m Allgemeinen wird G nicht isomorph zum direkten Produkt H X (G/H) oder zu einem semidirekten
Produkt (s. Definition I1.12.8 und Satz 11.12.9) H = (G/H) sein.

310tto Ludwig Holder (1859 - 1937), deutscher Mathematiker.

2Diese Aussagen sind etwas schwieriger zu beweisen, so dass die Leserin bzw. der Leser nicht frustriert
zu sein braucht, wenn sie bzw. er das nicht direkt einsieht.
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Ein Meilenstein der Mathematikgeschichte ist die Klassifikation der einfachen endli-
chen Gruppen: Es gibt eine Liste von einfachen endlichen Gruppen,* so dass jede einfa-
che endliche Gruppe isomorph zu genau einer Gruppe aus dieser Liste ist. Dieses Ergebnis
ist in jeder Hinsicht bemerkenswert. Es waren mehr als 100 Mathematiker daran beteiligt,
und der vollstindige Beweis umfasst wohl mehr als 10.000 Seiten (s. [4]).

In diesem Abschnitt werden wir bescheidener sein und uns darauf beschrédnken, alle
Gruppen bis zur Ordnung 14 mit Hilfe der bisher bewiesenen Sitze zu klassifizieren. Da-
bei sind jedoch nur die Gruppen Z,, Z,, Z3, Zs, Z7, Z; und Z,5 einfach. Fiir die restlichen
Gruppen G werden wir einen geeigneten Normalteiler H auffinden und G aus H und G/H
aufbauen.

Gruppen der Ordnung p?, p eine Primzahl

I1.12.4 Satz. Es seien p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung p*.
Dann ist G entweder zu Z,» oder zu Z, X Z, isomorph. Insbesondere ist G abelsch.

Beweis. Entweder enthilt G ein Element der Ordnung p?, so dass G = (g) und G = Z,,
oder jedes Element g € G\ {e} hat Ordnung p (Folgerung I1.7.5). Nach Satz I1.7.8 kbnnen
wir g € Z(G) \ {e} wihlen. Dann ist (g) insbesondere ein Normalteiler von G (Beispiel
I1.9.6, ii). Sei weiter h € G \ (g). Dann gilt:

* #(g) = p =#h).
* (g) N (h) = {e}. (Ansonsten folgte mit Folgerung 11.7.4 (g) = (h) und h € (g).)
* (g) - (h) ist eine Untergruppe von G (Zweiter Isomorphiesatz 11.10.3).

Auf Grund des zweiten Punkts gilt (g) € (g) - (h) C G. Da die Ordnung von (g) - (h)
gleichzeitig ein Teiler der Ordnung von G ist, folgt #((g) - (h)) = p> und (g) - (h) = G.

* Wegeng € Z(G) giltg' -h/ =h/ - g',i,j€ {0,...,p—1}.

Somit ist
p:Z,x2, — G
@) — g h
ein surjektiver und damit bijektiver Gruppenhomomorphismus. O

Gruppen der Ordnung 2 - p, p eine Primzahl

I1.12.5 Satz. Es seien p > 2 eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung 2p.
Dann ist G entweder zu Z, oder zu D, isomorph.

Beweis. Nach dem Satz von Cauchy (Folgerung II.11.4) gibt es ein Element g € G der
Ordnung p und ein Element 2 € G der Ordnung 2. Da die Menge G/(g) der Rechtsne-
benklassen genau zwei Elemente umfasst, ist (g) nach Beispiel I1.9.6, v), ein Normalteiler

33Sie ist allerdings zu umfangreich, um hier reproduziert zu werden (vgl. http://en.wikipedia.org/
wiki/List_of_finite_simple_groups#References).
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von G. Deshalb ist (g) - (h) eine Untergruppe von G. Da 2 { p = #(g), gilt h ¢ (g). Daraus
folgt #({g) - (h)) = 2p und (g) - (h) = G. Aulerdem existiert eine Zahl / € {1,...,p—1}
mit

heg-h'=h-g-h'=g

Wir haben
g=h g W=hg -h=hgn'=g",

so dass

Mit Folgerung I1.7.5 schlieBen wir

pl(P-1), dh pld-1Vp|l+1).

Das bedeutet wegen 1 </ < p—1,dass/=1oder/=p—-1.
Fall 1.7 = 1. Das heifit 4 - g = g - h, und deswegen ist

(,DIZPX22 — G
(i,j) — g

ein Isomorphismus. Man beachte, dass das Element (1,1) € Z, X Z, Ordnung 2p hat, so
dass

Z,X 7, =1y,
gilt.
Fall 2. [ = p — 1. Hier haben wir
h-g=g"" h,
und
¢0:D, — G
Fesl — gi-hj, i=0,..,p—-1, j=0,1,
ist ein Isomorphismus. O
Gruppen der Ordnung 8

Die erste Ordnung, die nicht durch die Sétze I1.12.4 und I1.12.5 abgedeckt ist, ist Ordnung
8. Hier kennen wir bereits die Gruppen

Zy, Ty X7AyXZy, Z4yXZy, und Dy.

Wir werden jetzt mit dhnlichen Methoden wie oben das Klassifikationsproblem fiir Grup-
pen der Ordnung 8 studieren und dabei ,.entdecken®, dass es neben den obigen Gruppen
noch eine weitere Gruppe der Ordnung 8 gibt.

Fall 1. Die Gruppe G enthalte ein Element g der Ordnung 8. Dann gilt G = (g) und
G = Zg.
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Fall 2. Jedes Element aus G habe Ordnung 2. Dann ist G abelsch, denn

2_, 2,
Vo.heG: (g-h)-(g-h=e ‘= hgh=g —= gh=h-g

Man wihle g1, g2, 83 € Gmit g; # e, g2 € G\ (g1) und g3 € G \ ((g1) - (g2)). Dann ist

Q: Ay XLy X1y, — G
(i1,i2i) > g\ g5 g
ein Isomorphismus.
Fall 3. Es gebe ein Element g € G der Ordnung 4 und ein Element 4 € G der Ordnung

2 mit & ¢ (g). Nach Beispiel 11.9.6, v), ist (g) ein Normalteiler von G. Wir folgern, dass
G =(g)-(hyund dassein je {1,2,3} mit

hgh:g]

existiert. Fiir j = 1 bzw. j = 3 bedeutetdas h-g = g-hbzw. h-g = g*-hund G = Z4;XZ, bzw.
G = Dy (vgl. Beweis von Satz 11.12.5). Der Fall j = 2 ist unmdglich, weil Konjugation
mit & ein Automorphismus der Gruppe G ist. Somit hat 4 - g - h dieselbe Ordnung wie g,
also 4. Das Element g hat dagegen Ordnung 2.

Fall 4. Es gibt ein Element g € G der Ordnung 4, und jedes Element der Ordnung 2
istin (g) enthalten. Mit anderen Worten: [ := g ist das einzige Element der Ordnung 2 in
G. Fiir h € G\ (g) hat man

G=legg. ¢ hh-gh-g h-g)l
Behauptung. Es giltg-h=h-g’.

Beweis. Wegen h ¢ (g) haben wir g-h # eund g-h # g* = [. Zudem folgt, dass h
Ordnung 4 hat und 4? Ordnung 2, so dass h> = [. Ebenso hat g - # Ordnung 4 und (g - h)*
Ordnung 2, i.e.

g-h-g-h=1=h

Wir schlieBen
g . h . g = h
und mit g7! = g?
g-h=h-g.
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Mit der Behauptung konnen wir die Verkniipfungstabelle von G erstellen:

e g g g g h-g h-g
e e g g2 g3 h h-g h g2 h-g3
g g & & e h-g h h-g h-g
g | g g e g h-g h-g h h-g
g g’ e g g h-g h-g* h-g@ h . (11.22)
h h h-g h-g2 h-g3 g2 g3 e g
h-g|h-g h-g h-g° h g &£ g e
h-g*|h-g h-g h h-g e g & g
h-g|h-g& h h-g h-g& g e g &
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Es stellt sich die Frage, ob die durch obige Tabelle erkldrte Verkniipfung das Assozia-
tivgesetz erfiillt. Man konnte das mithsam nachrechnen. Wir sparen uns diese Miihe und
zeigen, dass eine Untergruppe Q von GL,(C) die obige Verkniipfungstabelle realisiert.>*
Mit i := V-1 definieren wir die Matrizen

a3 2) el ) (20 we(20)

Wir erstellen die Verkniipfungstabelle

E I J K
EIE I J K
1|1 -E K -J. (11.23)
J|J -K -E 1
K|K J -1 -E

I1.12.6 Satz. Die Menge Q := { +E, I, +J, +K } ist eine Untergruppe von GL,(C).

Q M

Beweis. Das Neutralelement E € GL,(C) ist in Q enthalten. Au3erdem haben wir

(-E)'=-EcQ, D'=FIeQ, ) '=FJeQ, K)'=xKeQ.

SchlieBlich entnimmt man Tabelle (I1.23), dass fiir A, B € GL,(C) aus A, B € Q auch
A - B € Q folgt. o

Bei den obigen Rechnungen hat uns neben der Gruppenstruktur von GL,(C) auch die
lineare Struktur von M,(C) geholfen.

Wir erkennen, dass es in Q kein Element der Ordnung 8 und genau ein Element der
Ordnung 2, ndmlich —FE, gibt. Also verwirklicht diese Gruppe Fall 4 in den obigen Be-
trachtungen. (Man kann z.B. g := I und h := J setzen, um Verkniipfungstabelle (I1.22) zu
erhalten.)

Gruppen der Ordnung 12

In diesem Abschnitt werden wir die Sylow-Sitze anwenden, um alle Gruppen der Ord-
nung 12 aufzufinden. Auch hier werden wir auf eine uns bisher unbekannte Gruppe sto-
Ben.

Es seien G eine Gruppe der Ordnung 12 und ¢ die Anzahl ihrer 3-Sylow-Untergruppen.
Nach dem dritten Sylowsatz I1.11.6 haben wir

t=1mod3 und ¢4.

Es gibt daher entweder genau eine 3-Sylow-Untergruppe oder genau vier.

Fall 1. Es gebe genau eine 3-Sylow-Untergruppe H. Diese ist dann ein Normalteiler
von G. Wir wihlen einen Erzeuger g fiir H. Zudem sei J eine 2-Sylow-Untergruppe. Sie
umfasst 4 Elemente. Da 3 und 4 teilerfremd sind, haben wir H N J = {e}und G = H - J.

3Das widerspricht zwar unserem Entdeckergeist, spart uns dafiir aber viel Zeit und macht uns mit einer
weiteren wichtigen Gruppe vertraut.
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Fall 1 a). Die Gruppe J sei zyklisch, und 4 sei ein Erzeuger fiir J. Fiir das Element
h-g-h™' € H gibt es zwei Optionen.
i)Esseih-g-h' = g. Dann ist G abelsch und

Qp: 23 X214y —> G
i.j) +— g-W

ist ein Isomorphismus.
ii)Es gelte h- g - h™! = g%, d.h. h- g = g* - h. Wie zu Beginn gesehen, gilt

G:{gi.hj|i:0,1,2, j=0,1,2,3}.

Mit der Rechenregel /1 - g = g2 - h konnte man die Verkniipfungstafel fiir G erstellen. Wir
lassen sie hier fort. Die Existenz einer Gruppe G, in der die gefundenen Rechenregeln
gelten, werden wir am Ende dieses Abschnitts nachweisen.

Fall 1 b). Es gelte J = Z, X Z,. Es seien h,[ € J \ {e} zwei verschiedene Elemente und
m=~h-1,dh.J={e, h,l m}. Es gibt Elemente a,b € {1} mit

h-g-h=g" l-g-l:gb, m-g-m:g“'b.

Es erdffnen sich wiederum zwei Moglichkeiten.
i) Esgeltea =b =a-b = 1. In diesem Fall sind G abelsch und

Q: A3 XLy XLy — G
G, k) — g -h-It

ein Isomorphismus.
ii) Bei geeigneter Wahl von hund / geltea = 1,b = -1 =a-b. Dann folgtg-h = h- g,
und das Element u := g - & hat Ordnung 6. SchlieBlich finden wir

h?

lou=1l-g-h=g" l-h=g¢g" h-1"=g" . nl l=nt g l=u'"1=u-1L

Die Abbildung

QO:D6 — G

sl o— WU, i=0,..5 j=0,1,

ist ein Gruppenisomorphismus.

Fall 2. Es gebe 4 zueinander konjugierte 3-Sylow-Untergruppen. Die Vereinigung V
dieser 3-Sylow-Untergruppen enthilt genau 9 Elemente. Deshalb ist J := (G \ V) U {e}
die einzige 2-Sylow-Untergruppe. Insbesondere ist J ein Normalteiler von G. Fiir das
Folgende seien H eine 3-Sylow-Untergruppe und g ein Erzeuger fiir H. Es gilt wieder
G=H-/J.

Behauptung. Es gilt J = 7, X Z,.

Beweis. Wenn die Behauptung falsch wire, wire J zyklisch von der Ordnung 4. In diesem
Fall sei h € J ein Erzeuger. Das Element g - & - g7! ist ein Element der Ordnung 4 in J.
Daher gilt entweder g - h-g™! = hoder g- h-g~! = h’. Der erste Fall ist unméglich, weil
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G dann abelsch wire und nur eine einzige 3-Sylow-Untergruppe enthielte.? Es gilt also
g-h-g' =k’ und wir berechnen

3
g =e
h_ 3

_ _ _ h*=e
=g 'h'g3:g2'h3'g2:g'h9'g1:h27 = h3.

Das ist wegen Ord(h) = 4 unméglich. O

Wir schreiben J = {e,h,I,m}. Dabei gilt h> = > = m*> = eund h - [ = m. Wegen
G = H-J erzeugen g, hund [ die Gruppe G. Konjugation mit g induziert eine Permutation
von { h,l,m}. Wegen Ord(g) = 3 ist diese Permutation entweder die Identitéit oder ein
3-Zykel. Die Identitit scheidet aus, weil G sonst abelsch wire. Wir kdnnen 4, [ und m so
wibhlen, dass
g-h-g'=1, g-l-g'=m, g-m-g'=h

Man kann nun explizit iiberpriifen (Ubung), dass
v: G — Ay
h — (12)-(34)
I — (13)-24)
g — (234

einen Isomorphismus induziert.

11.12.7 Aufgabe. Es sei G die Tetraedergruppe aus Beispiel 11.1.9, i1). Sie hat Ordnung 12.
Zu welcher der bisher genannten Gruppen ist sie isomorph?

Das semidirekte Produkt

Wir miissen noch ein Modell fiir die in Fall 1 a) gefundene Gruppe angeben. Dazu ver-
wenden wir eine allgemeine Konstruktionsmethode fiir Gruppen.

I1.12.8 Definition. Es seien G, H Gruppen und ¢: H — Aut(G) ein Homomorphismus.
Auf der Menge G x H wird folgende Verkniipfung erklért:

vgla g2 € G’ hl’hz eEH : (glahl) : (gZ’ hZ) = (gl : <)D(hl)(g2)’ hl . hZ)

I1.12.9 Satz. Die Menge G x H zusammen mit der Verkniipfung aus Definition 11.12.8 ist
eine Gruppe.

Beweis. i) Das Neutralelement ist (e, ¢). Fiir g € G und h € H berechnen wir

(- (e)(g). e h) = (g, h),
(g @(h)e).h-e) = (g.h).

(e’ €) : (g’ h)
(g h)- (e e)

Dabei haben wir benutzt, dass ¢(h): G — G ein Gruppenautomorphismus ist und somit
w(h)(e) = e gilt (Lemma I1.3.4, 1).

35In einer abelschen Gruppe ist Konjugation trivial. Zwei Untergruppen sind deswegen genau dann kon-
jugiert, wenn sie gleich sind. Da je zwei 3-Sylow-Untergruppen konjugiert sind, kann es in einer abelschen
Gruppe nur eine davon geben.
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i) Fiir (g, h) € G X H ist das inverse Element

(& m ™" = (e @)™ ).

In der Tat haben wir
(g (g.h)
(g, h)- (g, )"

(™))™ - (™)), k™" - 1) = (e 0,
(- e e )g ™) - 17)
= (g pth-k")g),e)=(g-g " e) = (e,0).
iii) Fiir das Assoziativgesetz berechnen wir
(81,h1) - ((82.h2) - (83.h3)) = (g1,1m) - (82 - ¢(h2)(83), ha - h3)
(g1 p(h1)(82 - p(h2)(83)), i - (h - h3))
(g1 - (h1)(g2) - p(hy - hy)(g3), (hy - o) - h3)

(g1 - (h1)(g2), hy - hy) - (83, h3)
((g1, 1) - (82, M) - (g3, h3)

fiirgl,gz,g3eGundh1,h2,h3GH. O

I1.12.10 Definition. Die in Definition II.12.8 und Satz I1.12.9 gefundene Gruppe heif3t
das semidirekte Produkt von G und H (bzgl. ¢).

Schreibweise. G < H oder G < H.
@

I1.12.11 Bemerkung. Die Untergruppe

G={(g,e)lgeCG}

ist ein Normalteiler von G = H.3¢

11.12.12 Beispiel. Wir arbeiten mit dem Homomorphismus

p:Zy — Aut(Zz)

1 +— (i+— —i=2i).
Das Element g := (1, 0) hat Ordnung 3, und 4 := (0, 1) Ordnung 4. Weiter gilt
h-g-h™'=(,1)-(1,0)- (0,-1) = (0,1)- (1,-1) = (=1,0) = (2,0) = g°.

Damit ist Hy, := Z3 = Z, eine Gruppe wie in Fall 1 a) beschrieben. Man nennt H;, eine
dizyklische Gruppe.

I1.12.13 Bemerkung. Die Klassifikationsresultate in diesem Abschnitt beruhen darauf,
dass wir geeignete Normalteiler in den betreffenden Gruppen entdeckt haben. Bis auf die
zyklischen Gruppen von Primzahlordnung sind wir also noch keinen einfachen Gruppen
begegnet. In der Tat umfasst eine einfache, nichtzyklische endliche Gruppe mindestens
60 Elemente. Die alternierende Gruppe As ist einfach (s. [12], Satz 11.44) und bis auf
Isomorphie die einzige einfache Gruppe der Ordnung 60, d.h. jede einfache Gruppe der
Ordnung 60 ist zu As isomorph.

3Das erklirt das Symbol ,, >
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II.13 Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche
Gruppen

Im Falle abelscher Gruppen haben wir einen wesentlich allgemeineren Klassifikationssatz
zur Verfiigung, den wir iiberdies mit relativ einfachen Methoden herleiten kdnnen.

I1.13.1 Definition. Es sei G eine Gruppe. Sie ist endlich erzeugt, wenn es Elemente x, ...,
x; € G gibt, so dass G = ( xy, ..., X; ).

Ab jetzt sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Weiter seien erzeugende Ele-
mente xi, ..., x; € G gegeben, d.h. G = ( xy, ..., x; ). Da G abelsch ist, kann jedes Element
von G dann in der Form

g=x s (I1.24)
fiir geeignete ganze Zahlen ky, ..., k; € Z geschrieben werden.
11.13.2 Bemerkungen. 1) Zum System xi, ..., x; von erzeugenden Elementen gehort der

surjektive Gruppenhomomorphismus

0:2°:=ZX---XZ — G
s Faktoren

ky, . kg) +— xllq ..... x|

i1) Die Darstellung in (I1.24) ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Die Nichteindeutig-
keit entspricht der Tatsache, dass ¢ nicht injektiv zu sein braucht.

I1.13.3 Definition. Ein Ausdruck der Form
e=x"..... X', kiez i=1,..5s,
heilit Relation zwischen den Erzeugern x, ..., x,. Fiir
ki =---=k;=0
sprechen wir von der trivialen Relation.

11.13.4 Bemerkung. In Bemerkung I1.13.2, 1), gilt genau dann

wenn
(ki, ..., ks) € ker(p).

I1.13.5 Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen. Es sei G eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe. Dann existieren eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen r,t € N
und ganze Zahlen my, ..., m,, so dass

1 <my, milmm, i=1,..,t-1,
und es einen Isomorphismus
Q1 Z XLy X+ XLy — G

gibt.
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I1.13.6 Definitionen. Es sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.
i) Die Zahl r hei3t der Rang von G.
ii) Die Zahlen my, ..., m, sind die Torsionskoeffizienten von G.
iii) Falls ¢ = 0 gilt, dann nennt man G freie abelsche Gruppe.

I1.13.7 Folgerungen. i) Fiir jede endliche abelsche Gruppe G gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen t > O und 1 < my|my| - - -|m,, so dass

G =7y X XLy,

ii) Es sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, so dass e das einzige Element
endlicher Ordnung in G ist. Dann ist G eine freie abelsche Gruppe.

Aus dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen folgt, dass man ein Sys-
tem von Erzeugern xi, ..., x; € G so wihlen kann, dass Ker(y¢) in Bemerkung I1.13.2, 1),
von Elementen der Form®” (0, ...,0,k;,0, ...,0), k; an der i-ten Stelle, i = 1,..., s, erzeugt
wird. Es wird ein wichtiger Schritt im Beweis des Hauptsatzes sein, eine Relation

in eine Relation der Form
my
umzuschreiben.

I1.13.8 Beispiele. 1) Wir betrachten G := Z4 X Zy. Wir haben Z¢ = Z, X Z3, so dass
Zs X Zyo = 7y X 73 X Zyp.
Weiter gilt nach Aufgabe I1.7.9, dass Z3 X Zy = Z3, und daher
Ze X Z1o = Zy X Zs0.

Hier gilt schlieBlich 2|30.
i1) Es gibt genau zwei Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ordnung 12,
und zwar
Zy X Zg und Z,.

iii) Es sei G ¢ C* die von —1 und i/2 erzeugte Untergruppe. Wir behaupten, dass

Q: 7y X1 — G
N

(6D — 1F(3)

ein Isomorphismus ist. Nach Definition ist ¢ surjektiv (vgl. Bemerkung II.13.2). Sei
(k, 1) € ker(¢p). Dann gilt
1
I=letk. D] =

und deshalb / = 0. Ferner gilt genau dann ¢(k,0) = 1, wenn k = 0, k € Z,.

entsprechend x!'
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Beweis von Satz 11.13.5. Teil 1: Existenz von r, t und my, ...,m,., Im Beweis benutzen wir
die minimale Liinge

s:=min{o € N|Ixy, ..., xp €G: {X1,..0, Xo ) = G}

eines Erzeugendensystems von G.

Behauptung 1. Es gibt ganze Zahlen r,t > 0 und 1 < m{|my| - - - |m,, so dass
* G=Z" XLy X+ XLy,
*x §s=r+t

Hierbei ist die Konvention Z° = {0}. Diese Aussage beweisen wir durch Induktion
iber s. Fiir s = 0 gilt G = {0}, und die Aussage ist klar.
Im restlichen Beweis s — 1 — s betrachten wir zunichst den Fall, dass es ein Erzeu-
gendensystem x, ..., x; fiir G gibt, fiir das nur die triviale Relation besteht. Dann ist
p:77 — G
(kiy o ks) — e XK
ein Isomorphismus, und es ist nichts zu zeigen.

In den verbleibenden Fillen gibt es fiir jedes Erzeugendensystem minimaler Linge
eine nichttriviale Relation. Wir setzen dann’®

S ) _ ! I
my :=min{m > 1|3xy,..,x,€G, b, .. [, €Z : {x1,..., %) =G, X' - x5 -+ X,

Es seien x, ..., x; € G Erzeuger und [,, ..., [; ganze Zahlen, so dass die Relation
—e (I1.25)

besteht.
Behauptung 2. Es gilt my|l,.

Zum Beweis fiihren wir die Division mit Rest [, = g-m;+umitg € Zund 0 < u < m,
durch. Dann finden wir

= M gt b ls — CxdymeL KL ;
e=x"'"x X, o = (- x)™ Xy - x x;.

Es gilt
G = (X1, X ) = (X1 - X5, X0, 00y X ).

Die Inklusion ,, > ist dabei klar. Fiir ,,c* beachte man x; = (x;-x3)-x,?. Aus der Definition

von m; folgt u = 0. v

Da wir x, ..., x; beliebig nummerieren konnen, folgt aus Behauptung 2, dass m;|/;,
i=2,..s Seien q,...,qs € Z,sodass [; =my - q;, i = 2,...,5. Mitzy 1= x; - x2 -+ X
gilt

G = <xl’x2, ey xS) = <Zl’x2’ ey 'xS >’

3Die betrachtete Menge ist nicht leer: Nach Voraussetzung gibt es x, ..., x; € G sowie m, my, ...,m; € Z

mitm #0unde = x - x3% - -+ x5, Dann haben wir auch e = XX Xy
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und Relation (I1.25) wird zu

M=e. (I1.26)
Nun seien
H:=(z)=Zy, und Gi:=(x,...,Xy).
Dann gilt
*x H- Gl =G,

* HNG; = {e}*’
* und deswegen G = H X G.

Die minimale Léinge eines Erzeugendensystems fiir G, ist offenbar s — 1. Nach Indukti-
onsvoraussetzung existieren 7, ¢ > 0 und ganze Zahlen 0 < my|mjs| - - - |m, mit

* G 27" XLy X+ XLy,
* s—1=r+r-1.

Es ist noch zu begriinden, dass
my|ms.

In der Tat finden wir ein Erzeugendensystem ( 25, ..., z; ) fiir G| mit zg” = e. Dann ist
(z1,22, ..., Zs » €in Erzeugendensystem mit der minimal moglichen Anzahl von Elementen,
und es gilt die Relation

0 0
Z’inl . Z’;Z . Z3 ..... ZS = e.

Wir schlieBen mit Behauptung 2. O

I1.13.9 Bemerkungen. 1) Das Buch [2] erlaubt sich im obigen Beweis eine kleine Unge-
nauigkeit, weil die Forderung s = r + ¢ nicht in der Formulierung der Aussage enthalten
ist. Wenn wir aber nicht wissen, dass ein Erzeugendensystem mit den im Satz genannten
Eigenschaften von minimaler Linge unter allen Erzeugendensystemen gewéhlt werden
kann, dann lésst sich auch der Induktionsschluss nicht sauber durchfiihren. (In Beispiel
I1.13.8, 1), haben wir ja erkannt, dass es Erzeugendensysteme unterschiedlicher Linge
gibt, die unverkiirzbar sind, d.h. aus denen man keinen Erzeuger entfernen kann.)

i1) Aus der Eindeutigkeitssaussage im Hauptsatz 11.13.5 und Behauptung 1 im Exis-
tenzbeweis folgt, dass jedes Erzeugendensystem, das die im Hauptsatz genannten Eigen-
schaften aufweist, von minimaler Linge ist.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeitsaussage im Hauptsatz benotigen wir weitere Vor-
bereitungen.

I1.13.10 Hilfssatz. Es sei G eine abelsche Gruppe.
1) Fiir jedes k > 1 ist
Torsy(G) := {x € G| x' = e}

eine Untergruppe.

¥Dennzu @y € {1,...,m; —1}und @3, ...,y € Zmit " = x5>----- x§* gehort die Relation z{" - x,* -

X B =e.
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ii) Die Menge

Tors(G) :={xeG|Ik>1:x =¢} = UTorsk(G)
k=1

ist eine Untergruppe von G.
iii) Wenn G endlich erzeugt ist, dann ist Tors(G) eine endliche Gruppe.

Beweis. 1) Es gilt e € Tors,(G), und fiir x € Tors;(G) hat man
Y= =el =e, (I1.27)
so dass x~!' € Tors,(G). SchlieBlich seien x, y € Tors;(G). Dann berechnen wir
x-=x-y=ec-e=e.

Deshalb gilt x - y € Tors,(G).

ii) Auch hier folgt sofort e € Tors(G). Fiir x € Tors(G) und k > 1 mit x* = e gilt wegen
(I1.27) (x~"Y* = e und damit x~' € Tors(G). Fiir x,y € Tors(G) und k,[ > 1 mit x* = ¢ = y/
erhalten wir

- = () - = el - e = e

Es folgt x - y € Tors(G).
iii) Nach dem bereits bewiesenen Existenzteil des Hauptsatzes 11.13.5 finden wir r, t >
0 und ganze Zahlen m, ..., m, mit

G=H: =7 XZy X X1y,

Wir schlielen
Tors(G) = Tors(H) = {0} X Z,y, X -+ - X Z,,,

und das ist eine endliche Gruppe. O
I1.13.11 Hilfssatz. i) Es seien m, k > 1 natiirliche Zahlen. Dann gilt
P:=#HO0<r<m|m|k-r)}=ggT(k, m).
i1) Fiir natiirliche Zahlen k, my, ...,m, > 1 gilt
#Torsi(Z,y, X -+ - X Z,) = ggT(k,my) - -+ - ggT(k, m;).

Beweis. 1) Es seien y := ggT(k,m) und k', m’ € N natiirliche Zahlen mit k = k£’ -y und
m = m'’ -7y. Dabei gilt ggT(k’,m") = 1. Nun sei r € {0, ...,m — 1 } eine Zahl mit

(m" - PIK -y - 7).

Es folgt m’|r, d.h.
reM:={0,m,...(y—1)-m'}.
Offenbar gilt
#M =y = ggT(k, m).
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Es ist noch zu zeigen, dass m|(k - r) fiir r € M. Fiir r € M existiertein 4 € {0, ...,y — 1}
mit ¥ = A - m’. Wir finden

k-r=(-y)y- A-m)y=2-K-m'-y=21-k"-m,

so dass m|(k - r).
i1) Fiir abelsche Gruppen Gy, ..., G; und k > 1 haben wir offensichtlich

Torsi (G X - - - X Gy) = Torsg(Gy) X - - - X Torsg(Gy).

Deswegen darf r = 1 angenommen werden. Der Fall ¢ = 1 ist aber Gegenstand von Teil 1)
des Hilfssatzes. O

Der folgende Hilfssatz enthilt das Eindeutigkeitsresultat fiir die Torsionsuntergruppe
einer endlich erzeugten abelschen Gruppe.

I1.13.12 Hilfssatz. Gegeben seien natiirliche Zahlen s,t > 1 und my, ..., mg; sowie ny, ..., n,
mit
1 <my|my|---|lmg und 1<mnny---n,.
Gilt
Vk>1:ggT(k,my)----- ggT(k,my) = ggT(k,ny)----- ggT(k,n,),

dann folgt
s=t und m;=mn; i=1,..,5.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir s > ¢ voraus und weisen die
Aussage durch vollstindige Induktion iiber s nach.

s = 1. Hier folgt t = 1. Aus m; = ggT(m;,m;) = ggT(my,n,) folgt my|n,. Ebenso
ergibt sich n;|m; und somit m; = n;.

s — 1 — 5. Wir haben

my = ggT(my,my)----- ggT(my, m;) = ggT(my,ny)----- ggT(m,, ny).

Jeder Faktor auf der rechten Seite liegt in { 1, ...,m; }. Wegen ¢ < s kann die obige Glei-
chung nur mit s = t und ggT(my,n;) = my, i = 1,..., s, erfiillt werden. Insbesondere haben
wir my|n;. Aus Symmetriegriinden gilt auch n;|m; und deswegen m; = n;.

Fiir £ > 1 haben wir somit

ggT(k,m) - ggT(k,mp) - -+ ggT(k,mg) = ggT(k,my) - ggT(k,ny) - ---- ggT(k,n,).

geT(k, mp) - -- - geT(k,m;) = ggT(k,ny) - -+ ggT(k, n,),
so dass wir mit der Induktionsvoraussetzung schlie3en konnen. O

Der nichste Hilfssatz liefert die Eindeutigkeit des freien Anteils einer endlich erzeug-
ten abelschen Gruppe.

I1.13.13 Hilfssatz. Es sei ¢: Z* — Z' eine Surjektion. Dann gilt s > t. Insbesondere
sind fiir s,t € N die abelschen Gruppen Z* und Z' genau dann isomorph, wenn s = t.
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Beweis. Wir betrachten Z' als Unterring von R’. Es seien ¢; := (0,...,0,1,0,...,0) € Z*
der i-te Standarderzeuger mit der 1 als i-tem Eintrag und v; := ¢(¢;) € R', i = 1, ..., 5. Es
gilt*

R =(Z" C{vy,...,vs)r C R".

Es muss in jedem Schritt Gleichheit gelten, so dass (vy,...,v;)r = R’. Aus der linearen
Algebra ([20], §10; [5], Abschnitt 1.5) weill man, dass s > ¢ gelten muss. O

Beweis von Satz 11.13.5. Teil 2: Eindeutigkeit von r, t und my, ..., m,. Es seien r, ¥, t, t,
my, ...,m, und m}, ..., m;, natiirliche Zahlen mit

1 <mylmy|---lm, und 1<mimj|---|mj,

so dass die Gruppen
G:=7 X7y X X1y,

und
G :=7" XZy X+ X Ly,

zueinander isomorph sind. Wir fixieren einen Isomorphismus ¢: G — G’. Dann gilt
Yk >1: (Torsy(G)) = Torsi(G),

so dass insbesondere
Yk >1: #Torsi(G) = #Tors,(G").

Mit
Torsy(G) = Torsp(Zy, X -+ X Z,,),
Torsi(G)

IR

TOl‘Sk(Zm; XX Zm;,)

folgt aus Hilfssatz I1.13.11 und I1.13.12, dass t = ¥ und m; = m’, i = 1, ..., .
Es gilt ebenso
¢(Tors(G)) = Tors(G"),
so dass fiir den Homomorphismus
7.6 5 G — G/Tors(G)=27"
g +— gl

die Gleichung
Ker(p) = Tors(G)

folgt. Aus dem ersten Isomorphiesatz 11.10.1 schlieBen wir, dass ein Isomorphismus

0: 7" = G/Tors(G) — G'/Tors(G') = 7"
induziert wird. Hilfssatz I1.13.13 zeigt r = r’. O

11.13.14 Aufgabe (Endliche abelsche Gruppen). Listen Sie alle Isomorphieklassen von
endlichen abelschen Gruppen der Ordnung 36 auf.

40Mit (-)g bezeichnen wir die lineare Hiille ([20], §9, Definition 2; [5], Abschnitt 1.4.4).
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I1.13.15 Aufgabe (Freie abelsche Gruppen). Beweisen Sie fiir n € N, dass es fiir jede
Untergruppe G C Z" eine Zahl [ € {0, ...,n } mit G = Z' gibt. Ist jeder Wert von [ moglich?

I1.13.16 Aufgabe (Die abelsche Gruppe Q/Z). a) Beweisen Sie
Tors(R/Z) = Q/Z.
b) Bestimmen Sie fiir k > 1 die Untergruppe

Tors,(Q/Z).

c) Ist Q/Z endlich erzeugt?

d) Beweisen Sie, dass die Gruppe Q/Z folgende Eigenschaft aufweist: Fiir je zwei
abelsche Gruppen A, B, jeden injektiven Homomorphismus ¢: A — B und jeden Homo-
morphismus i : A — Q/Z existiert ein Homomorphismus ¢ : B — Q/Z mity = ¢ o .
Wir merken uns diese Eigenschaft mit dem kommutativen Diagramm

A—2 B

7
wl L
v W

Q/Z

Jeder Homomorphismus von A nach Q/Z kann also auf B erweitert werden. (Diese Ei-
genschaft hei3t Injektivitdit.)
Hinweis. Betrachten Sie Paare (C, ¢), die aus einer Untergruppe C von B, die ¢(A) enthilt,
und einem Homomorphismus é: C — Q/Z mit ¢ = & o ¢ bestehen.

e) Folgern Sie, dass eine abelsche Gruppe A genau dann trivial ist, d.h. isomorph
zu {0}, wenn der einzige Homomorphismus von A nach Q/Z der Nullhomomorphismus
ar— 0,a €A, ist.
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111

Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Dieses Kapitel widmet sich der Untersuchung quadratischer Kongruenzen modulo einer
Primzahl p. Dabei erkennt man schnell, dass es nur auf Kongruenzen der Form x*> =
a mod p ankommt, a € Z. Die Losbarkeit ldsst sich selbstverstindlich ,,von Hand“ be-
stimmen, indem man die Zahlen 0, ..., p — 1 quadriert und die erhaltenen Quadrate mo-
dulo p reduziert. Viel interessanter ist jedoch, die Losbarkeit der obigen Kongruenz in
Abhingigkeit von a und p zu studieren. Ein erster wichtiger Satz dazu stammt von Euler
und fiihrt die Frage nach der Losbarkeit der Kongruenz x> = a mod p auf die Berechnung
der Potenz a'”»~"/2 modulo p zuriick. Mit Eulers Satz kann man sofort den Fall ¢ = —1
behandeln. Interessanterweise ldsst sich Eulers Satz im Rahmen der Gruppentheorie ver-
stehen. Dazu schaut man die Einheitengruppe des Korpers Z,, an und wendet auf sie den
Satz von Lagrange und den Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen an. Weiter
zeigen elementare Betrachtungen, dass man nur Kongruenzen der Form x*> = ¢ mod p,
q eine Primzahl, verstehen muss. Eine iiberraschende GesetzmiBigkeit, quadratisches
Reziprozititsgesetz genannt, besagt nun, dass fiir zwei gegebene Primzahlen p # ¢ die
Frage nach der Losbarkeit der Kongruenz x> = ¢ mod p dquivalent zu der Frage nach
der Losbarkeit der Kongruenz x> = p modgq ist. Dabei ist in manchen Fillen die eine
Kongruenz genau dann 16sbar, wenn die andere es ist, und in anderen ist die eine genau
dann l6sbar, wenn die andere es nicht ist. Das quadratische Reziprozititsgesetz geht auf
Euler! und Legendre? zuriick und wurde von GauB bewiesen. Die Leserin bzw. der Le-
ser wird an dieser Stelle ermutigt, einmal einen Blick in Gau3” beriihmte ,,Disquisitiones
Arithmeticae zu werfen, die auch in deutscher Ubersetzung als ,,Arithmetische Untersu-
chungen® [7] vorliegen. Das quadratische Reziprozititsgesetz besticht durch die Eleganz
seiner Aussage. Zudem ist es zusammen mit der Primfaktorzerlegung ein Werkzeug, die
Losbarkeit quadratischer Kongruenzen zu entscheiden.? Das vorliegende Kapitel basiert
auf Kapitel 8 des Buchs [14] und Abschnitt 16 des Skripts [6].

'Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker und Physiker.

2 Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833), franzdsischer Mathematiker.

3 Allerdings ist die Primfaktorzerlegung auch der Schwachpunkt des Verfahrens, da sie sehr aufwindig
ist.
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Kapitel III. Das quadratische Reziprozitdtsgesetz

III.1 Ringe und Korper

IT1.1.1 Definitionen. i) Ein Tupel (R, 0, 1, +, -), das aus einer Menge R, Elementen 0, 1 €
R und Abbildungen
+:RXR—R

und
-:RXR—R

besteht, ist ein kommutativer Ring mit 1, wenn gilt:
* (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit Neutralelement O.

* 1 ist ein Neutralelement fiir die Multiplikation, d.h.

YreR: r-l=r=1-r

* Die Multiplikation ist assoziativ, d.h.

Vr,s,teR: r-(s-t)=(r-s)-t.

* Die Multiplikation ist kommutativ, d.h.

YroseER: r-s=s-r.

* Addition und Multiplikation geniigen dem Distributivgesetz, d.h.

Vr,s,teR: r-(s+t)=r-s+r-t.

i1) Ein Korper ist ein Ring (K, 0, 1, +, -), in dem gilt:

* 0+ 1.

* Yre K\{O}Jdse K\{0}: r-s=1=5-r.

iii) Es sei (R, 0, 1, +, ) ein Ring. Die Menge
R*:={reR|dseR:r-s=1=5s-r}

heilit Einheitengruppe von R.
iv) Es seien (R, Og, 1, +g, -g) und (S, Og, 1s, +5, -s) Ringe. Eine Abbildung¢p: R — S
ist ein (Ring-)Homomorphismus, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

*x ¢: (R, +g) — (§, +5) ist ein Gruppenhomomorphismus, i.e.
Vr,s € R:  @(r+s)=(r)+ ¢(s).
* (1) = 1s.

*x Vr,s € R:@(r g s)=@r)-s @(s).
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Wie iiblich werden wir einen Ring (R, 0, 1, +, -) in der Form R notieren. Mit dem Be-
griff des Ringhomomorphismus definieren wir wie in Definition I1.3.3, ii), den Begrift des
Ringisomorphismus. Fiir zwei Ringe R und S schreiben wir R = S, wenn sie isomorph
sind, d.h., wenn es einen Ringisomorphismus ¢: R — § gibt.

I11.1.2 Bemerkungen. 1) In einem Ring R gilt 0 - » = 0 = r - O fiir jedes Element r € R.
Dazu beachte man Q-7 =(0+0)-r=0-r+0-r. Wir addieren —(0 - r) auf beiden Seiten
und finden damit O = O - r. Auf Grund des Kommutativgesetzes haben wir -0 = 0-r = 0.

ii) Die Bedingung ¢(1z) = 15 folgt nicht aus den anderen Axiomen (s. Beispiel I11.1.3,
vi).

iii) Es seien r, s € R*. Dann gilt auch r - s € R*. Dazu wihle man 7/, s’ € R mit
r-r=1=s-s.Wirhabendann (r-s)-(r'-s)=((-r)-(s-s)=1-1= 1. Damit ist
die Multiplikation -: R* X R* — R*, (r, s) — r - s, definiert. Das Assoziativgesetz gilt,
weil es in R gilt. Das Element 1 liegt in R* und ist offenbar das neutrale Element. Nach
Definition von R* besitzt jedes Element von R* ein inverses. Somit ist R* in der Tat eine
Gruppe. In einem Korper K ist dies die Gruppe (K* = K \ {0}, -).

I11.1.3 Beispiele. 1) Die Mengen Q, R und C zusammen mit den bekannten Additionen
und Multiplikationen bilden Korper und damit auch Ringe.

i1) Die Menge Z mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein Ring, jedoch
kein Korper (vgl. Beispiel auf Seite 25).

iii) Die Menge R = {0} mit der einzig moglichen Addition und Multiplikation ist ein
Ring, in dem O = 1 gilt. Bis auf Isomorphie ist er der einzige Ring mit dieser Eigenschaft.
Denn in einem Ring § mit O = 1 finden wir mit Definition III.1.1, 1), und Bemerkung
III.1.2, 1), dass

VreR: r=1-r=0-r=0.

iv) Es seien R und S Ringe. Dann ist 7 := R X § mit

* OT = (OR,OS),
* 1T = (1R’ 13),
+7: TXT — T
((r1,81), (r2, 82)) V= (r1 +r 72, S1 +5 52),
. TXT — T
((r1,81), (r2, 82)) V= (r1 72,815 52),

ein Ring. Wir halten fest:
x Fiir jeden Ring R ist ¢: R — R X {0}, r — (r, 0), ein Isomorphismus.

* Es gilt (Og, 1g) - (1g,05) = (Og,05) = O7. Deshalb ist T kein Korper, es sei denn
R = {0} und S ist ein Korper oder R ist ein Kérper und S = {0}.

v) Die Inklusionen Z ¢ @, Q € Rund R C C sind Ringhomomorphismen.
vi) Fiir die Abbildung

w:Z — ZXZ
k — (k,0)
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Kapitel III. Das quadratische Reziprozitdtsgesetz

haben wir
() =(1,0)# (1, 1) = 1zxz.

Alle anderen in Definition III.1.1, iv), genannten Eigenschaften sind allerdings erfiillt.
vii) Es sei n > 1. Wir betrachten die Menge Z, = {0,1,....,n — 1}. Fir k € Z sei

[k], € Z, die eindeutig bestimmte Zahl mit
k = |k],, modn
(vgl. Aufgabe 1.6.2, a). Wir haben gesehen, dass Z,, zusammen mit der Addition

+. 24, X2, — Z,
ij) — L+l
eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O bildet. Jetzt definieren wir

L, XZ, — Z,
(@) = Ll

und behaupten, dass (Z,, 0, 1, +, -) ein Ring ist. Zu diesem Zweck betrachten wir die Ab-
bildung

w:7Z — Z,
k +— [k],.

Diese Abbildung hat folgende Eigenschaften:
* ¢ ist surjektiv.
* ¢: (Z,+) — (Z,,+) ist ein Homomorphismus abelscher Gruppen.
* (1) =1.
* @i+ J) =) @()),1,je€ Z. Diese Gleichung ist dquivalent zu
Vi,jez: i jla=[lil.- [jl],
und folgt aus Beobachtung 1.6.5.

Die letztgenannte Eigenschaft und die Surjektivitét von ¢ implizieren, dass -: Z, X Z,, —
Z, assoziativ ist und in Z, das Distributivgesetz gilt. Folglich sind Z, ein Ring und ¢ ein
surjektiver Ringhomomorphismus.

IT1.1.4 Chinesischer Restsatz. Es seien m,n € N positive natiirliche Zahlen mit ggT(m,
n) = 1. Dann ist

V:Zyy — ZyXZ,
i = ([l [J]a)

ein Ringisomorphismus.
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II1.2. Die eulersche ¢-Funktion

Beweis. Wie in Beispiel III.1.3, vii), sieht man ein, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Es
bleibt nachzuweisen, dass ¢ bijektiv ist. Zui € Z,, und j € Z, soll es genau ein Element
k € Z,,., mit

[kln=i und [K], = j,

d.h.
k=imodm und k= jmodn

geben. Das folgt aber aus dem chinesischen Restsatz in der Formulierung 1.6.14. O

III.2 Die eulersche ¢-Funktion

II1.2.1 Definitionen. i) Fiir n > 1 sei U, := Z, die Einheitengruppe im Ring Z,.
ii) Sei N, := N\ {0}. Die Abbildung

w: Ny, — N,

n — #U,
heillt eulersche ¢-Funktion.
N1.2.2 Bemerkung. Fiir n = 1 gilt Z; = {0} und ZT = {0}.
I11.2.3 Eigenschaften. i) Es gilt
U, ={keZ,|ggTk,n)=1}.
i1) Es seien m,n € N, positive natiirliche Zahlen mit ggT(m,n) = 1. Dann gilt
@(m - n) = @(m) - ¢(n).
iii) Fiir eine Primzahl p und eine positive natiirliche Zahl r € N, gilt
e(pH=p~" - (p-1D.

Insbesondere hat man
o(p)=p-1

Beweis. 1) Sei k € U,. Dann existiertein/ € U, mitk-[=1inZ,,d.h. k- =1 modn.
Deswegen existiert ein m € Z mit

k-l+m-n=1.

Dies zeigt ggT(k, n) = 1. Diese Argumentation ldsst sich umkehren.
ii) Nach dem chinesischen Restsatz gilt Z,,,, = Z,, X Z,. Mit Definition III.1.1, iii),
und Beispiel I11.1.3, iv), iiberpriift man

U,,=2U,xU,.
iii) Aus Teil 1) folgt
Uy ={ke{0,...p" = 1}|ptk}
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Auf der anderen Seite finden wir
Ay =Zy\Uy={ke{0,.,p —1}|plk}= {0,p,2-p,...,(p’_1 -1)-p}h
Damit berechnen wir
#Upy =p' —#A, =p' = p~ =p~" - (p-1)
und zeigen die Behauptung. O

Aus diesen Eigenschaften folgern wir eine allgemeine Formel fiir die eulersche ¢-
Funktion:

II1.2.4 Satz. Es seien n > 2 eine natiirliche Zahl und

— 1l T
n = p] ..... pSY

ihre Primfaktorzerlegung. Dann gilt
ey =| | o™ i- .
i=1

Beweis. Man muss lediglich Eigenschaft II1.2.3, ii) und iii), anwenden. O

I11.2.5 Beispiel (Eine arithmetische Progression). Wir wollen zeigen, dass in der arithme-
tischen Progression* (8k + 1)y unendlich viele Primzahlen vorkommen.

Dazu geben wir uns eine Schranke M > 1 vor und zeigen, dass es eine Primzahl p mit
p >2M+1und p = 1 mod 8 gibt. Als Hilfsmittel verwenden wir die Primfaktorzerlegung,
die eulersche ¢-Funktion und den Satz von Lagrange I1.7.4. Wir setzen

M
U= ﬂ(2-k+1) und N, = Q2w+ 1.
k=1

Man beachte
N; = 1 modS8.

Fiir eine Primzahl p mit 3 < p < 2M + 1 haben wir p|u und deshalb p ¥ N;. Damit
haben wir zu zeigen, dass eine Primzahl p mit p|N; und p = 1 mod 8 existiert. Wir wihlen
eine Primzahl p, die N, teilt. Das bedeutet N; = 0 mod p, so dass

(2-u)* = -1 mod p.

Es sei x := [2-u], € Z;. In der Gruppe Z}, hat das Element x die Ordnung 8. Mit Folgerung
I1.7.5 ergibt sich
8l#z%, dh. 8|(p-1).

Diese Gleichung zeigt p = 1 mod 8.

“Eine arithmetische Folge oder arithmetische Progression ist eine Folge (ax)wcz ganzer Zahlen, so dass
die Differenz zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder konstant ist, d.h. es gibt eine ganze Zahl d € Z
mit a; — ax_1 = d und daheray =ag +k-d, k> 1.
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I11.2.6 Satz (Euler). Es seienn € N, und k € N natiirliche Zahlen, so dass ggT(k,n) = 1.
Dann gilt
k™ = 1 modn.

Beweis. Nach Eigenschaft 111.2.3, 1), gilt [k], € U,. Da U, nach Eigenschaft 111.2.3, ii),
¢(n) Elemente umfasst, ergibt sich aus Folgerung I1.7.5

[k*], = [k =1 in U,.

Das bedeutet
k™ = 1 modn

und liefert die Behauptung des Satzes. O

I11.2.7 Folgerung (Der kleine Satz von Fermat). Fiir eine Primzahl p und eine positive
natiirliche Zahl k € N, hat man die Kongruenz

k? = k mod p.
Beweis. Falls plk, ist die Aussage trivial. Andernfalls ist sie dquivalent zu der Kongruenz
kP~ =1 mod p.

Nach Eigenschaft I11.2.3, iii), gilt ¢(p) = p — 1, so dass die Kongruenz im Satz von Euler
II1.2.6 enthalten ist. O

I11.2.8 Satz. Es sei n € N, eine positive natiirliche Zahl. Dann ist Z, genau dann ein
Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Zunichst setzen wir voraus, dass n = p eine Primzahl ist. Aus Eigenschaft
I11.2.3, 1), folgt

Uy,={1,..p—1}=12,\{0}.

Deshalb ist Z,, ein Korper (vgl. Definition III.1.1, ii), und Bemerkung III.1.2, iii).

Jetzt sei n keine Primzahl. Dann gibt es Zahlen® [, m € {2, ..., |n/2] } mitn = [-m. Wir
haben [,m € Z, \ {0} aber [ - m = 0 in Z,,. Damit sind /,m € Z, \ {0} keine Einheiten, und
Z, ist kein Korper. i

I11.2.9 Folgerung (Der Satz von Wilson®). Fiir jede Primzahl p gilt
(p—1D!'=-1modp.

Beweis. Nach Satz I11.2.8 ist Z, ein Korper. Die quadratische Gleichung x* — 1 = 0 hat
die Losungen x; = 1 und x, = p — 1 und keine weiteren. Das bedeutet, dass

k' #k fir ke{2,...p-2}.

5 Fiir eine reelle Zahl x € R ist
Lx] :=max{le Z|l < x}

die (untere) Gauf3-Klammer von x (vgl. [16], Beispiel 3.1.3, v).
%John Wilson (1741 - 1793), britischer Mathematiker.
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Wir folgern
2.3 ... (p-2)=1. (IIL.T)

In der Tat kommt in dem Produkt mit jeder Zahl auch ihr Inverses vor. Da keine zwei
Zahlen dasselbe Inverse haben und nach dem zuvor Gesagten keine der Zahlen mit ithrem
Inversen iibereinstimmt, folgt (II.1). Wegen p — 1 = —1 mod p ergibt sich aus (III.1) die
Behauptung. |

Ein kurzer Ausflug in die Kryptographie

Wir wollen hier kurz das RSA-Verfahren der Kryptographie anreifen, das auf Rivest,’
Shamir® und Adleman® zuriickgeht. Das Skript [9] und das Buch [15] besprechen den
mathematischen Hintergrund ausfiihrlicher. Details zur Anwendung und Bedeutung des
Verfahrens in der Kryptographie werden z.B. in WikipeDIA ausgefiihrt.

Person B mochte an Person A eine verschliisselte Nachricht senden. Person A

* wihlt zwei (groBe'?) Primzahlen p und g,
* setzt n := p - g und berechnet daraus ¢(n) = (p—1)- (g — 1),
* bestimmt eine natiirliche Zahl e mit 1 < e < ¢(n) und ggT(e, ¢(n)) = 1,

* ermittelt mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus eine ganze Zahl d, so dass
d-e =1mode((n),

* gibt den Offentlichen Schliissel (public key) (7, ¢) bekannt.

Eine Person B, die eine verschliisselte Nachricht A schicken mochte, benutzt dazu die
Kodierungsfunktion

E,.z, — 7Z,
k +— [k°],.

Person A entschliisselt die erhaltene Nachricht mit der Dekodierungsfunktion'!

D, 7, — Z,
k — [k,

Es gibt eine ganze Zahl [ € Z mitd - e = 1 + [ - ¢(n). Deshalb finden wir
(E, (k)" = (k) = k% = k- (k')*™ = k mod n.
Warum gilt hier & - (k)™ = k mod n?

* Falls k£ = 0, ist nichts zu zeigen.

"Ronald Linn Rivest (*1947), amerikanischer Mathematiker und Kryptologe.

8 Adi Shamir (*1952), israelischer Kryptologieexperte.

Leonard Adleman (*1945), amerikanischer Informatiker und Molekularbiologe.

10Dje Leserin bzw. der Leser moge die oben erwihnten Quellen konsultieren, um herauszufinden, was
,.grofl* in diesem Zusammenhang bedeutet.

"Man beachte, dass d nur A bekannt ist.
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* Falls ggT(k,n) = 1, dann gilt auch ggT(k!,n) = 1 und der Satz von Euler II1.2.6
liefert (k')#™ = 1 modn.

» Um alle Fille abzudecken, benutzen wir den Chinesischen Restsatz I11.1.4:
Z,=17,X12,.
Fiir eine Primzahl s und eine ganze Zahl m gilt entweder s|m, d.h. m = Omod s,
oder s ¥ m, d.h. ggT(m,s) = 1. Mit den bereits vorgestellten Argumenten und

Eigenschaft I11.2.3, ii), folgern wir:

k - (KH#™
k - (k™

k - (KH$»)e@)
k - (Khswre@

k - (KF¢@)¢p)
k - (KMewye@

k mod p,
k mod g.

Diese beiden Kongruenzen implizieren k - (k')#® = k mod n.

111.2.10 Bemerkung. 1) Die Nachricht muss also eine Zahl zwischen O und n — 1 sein. Eine
Textnachricht wandelt man z.B. mit dem ASCII-Kode in eine Zahl um. Man zerlegt die
Nachricht weiter so in Blocke, dass jeder Block einer Zahl in {0, ...,n — 1 } entspricht.

i1) Die Sicherheit des Verfahrens beruht darauf, dass die Faktorisierung grof3er Zahlen
schwierig ist. Allgemein sind zur Verschliisselung solche Operationen niitzlich, die sich
leicht ausfiihren lassen, deren Umkehrung aber nur mithsam zu bewerkstelligen ist.

111.2.11 Beispiel. Wir wihlen p = 17, g = 19 und n = p - ¢ = 323. Damit ergibt sich
om)=(p—-1)-(g-1)=16-18 =288 =2°.3%
Eine zu ¢(n) teilerfremde Zahl ist z.B. e = 95 = 5 - 19. Der offentliche Schliissel lautet
(323,95).

Wir wollen die Nachricht k = 24 versenden. Mit einem geeigneten Computerprogramm,
z.B. MAPLE, berechnet man

E,(24) = 24% =294 mod 323.

Fiir d = 191 gilt
d-e=18145=1+63 - 288.

Man verifiziert schlie8lich

D4(294) = 294! = 24 mod 323.

III.3 Die Einheitengruppe eines endlichen Korpers

I11.3.1 Satz. Es seien k ein Korper und G C k* eine endliche Untergruppe. Dann ist G
Zyklisch.
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Beweis. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen II.13.5 gibt es
natiirliche Zahlen ¢ > 1 und my, ..., m, mit m;|m;,,,i = 1,...,t — 1, so dass'?

G =7y X XLy,

Wir wollen die Annahme ¢ > 1 zum Widerspruch fiihren. Unter dieser Annahme besitzt
k* eine zu Z,,, X Z,,, isomorphe Untergruppe. Es sei p eine Primzahl, die m, teilt. Wegen
m|m, gibt es natiirliche Zahlen 1 < r < s und m}, m’, mit

my=p -mj, my=p’-m), ptm; und p1mj.
Aus dem chinesischen Restsatz III.1.4 folgt weiter
Ly = Ly X Ly und  Z,, = Z,s X y

Wir erkennen, dass k* eine zu
Zy X Ly

isomorphe Untergruppe H enthilt. Da p"|p°, gilt p* - | = O fiir jedes Element / € Z, x
Z ,s. Jetzt wechseln wir von der additiven Schreibweise in Z, X Z,s zur multiplikativen
Schreibweise in k* und halten fest:

YacH: a" =1.

Die Ungleichung
#H — pr+s > pS
zeigt, dass das Polynom
X -1
mehr als p® Nullstellen in £ hat. Das widerspricht aber Folgerung A.1.9, so dass t = 1
gelten muss. O

II1.3.2 Folgerung. Es seien p eine Primzahl. Dann gilt
Up = Zp—l .

IT1.3.3 Definition. Es sei p eine Primzahl. Eine ganze Zahl { € Z ist eine Primitivwurzel
modulo p, wenn [{], die Gruppe U, erzeugt.

III.4 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Quadratische Kongruenzen
Es seien p eine Primzahl und a, b, ¢ € Z ganze Zahlen. Wir wollen die Kongruenz
a-x*+b-x+c=0modp (I11.2)

untersuchen. Um nicht die bereits behandelten linearen Kongruenzen zu wiederholen,
setzen wir
a # 0 modp (IIL.3)

voraus.

2Da G eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe von k ist, wird die Verniipfung in G mit ,,* be-
zeichnet. Die Verkniipfung auf der rechten Seite wird mit ,,.+* notiert, weil sie durch die Addition ganzer
Zahlen induziert wird.
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11.4.1 Bemerkung. Da p eine Primzahl ist, ist F, := Z, ein Korper (Satz III.2.8). Das
gestellte Problem ist somit dquivalent zu der Gleichung

[al, - x* +[b], x+[c],=0

tiber dem endlichen Korper F,.

Auf Grund der Voraussetzung (II1.3) existiert eine ganze Zahl @’ € Z mita’ - a =
1 mod p. Die quadratische Kongruenz (I11.2) ist deshalb dquivalent zu der Kongruenz

¥+d -b-x+d-c=0modp. (111.4)

Anders gesagt diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit a = 1 annehmen.

111.4.2 Beispiel. Wir behandeln den Fall p = 2. Hier gibt es lediglich die folgenden Kon-
gruenzen:

I x*=0mod?2

) xX*+x=x-(x+1)=0mod2
) *+1=(x+1)*>=0mod2
(IV) xX*+x+1=0mod?2.

Wir konnen sofort die Losungen dieser Gleichungen hinschreiben

O x=0

a x=0Ax=1
amn x=1
(IV)  keine.

Den Fall p = 2 konnen wir in den folgenden Betrachtungen ausklammern. Fiir p > 3
finden wir eine ganze Zahl e € Z mit

2-e=1modp.
Damit koénnen wir die Kongruenz (I11.4) umschreiben zu
(x+b-e)=b*-e*—c mod p. (I11.5)
Daher beschiftigen wir uns im Folgenden mit einer Kongruenz der Form
x* =amodp
mita € Z.

I11.4.3 Definition. Es seien p eine Primzahl und a € Z eine ganze Zahl mit a # 0 mod p.
Man sagt, a ist ein quadratischer Rest modulo p, wenn die Kongruenz

x* =amodp

eine Losung besitzt. Ansonsten ist a ein quadratischer Nichtrest modulo p.
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Das Legendre-Symbol
I11.4.4 Definition. Es seien p eine Primzahl und a € Z. Die Zahl

a 0, fallsa=0modp
(—) = 1, falls a quadratischer Rest modulo p
—1, falls a quadratischer Nichtrest modulo p

hei3t das Legendre-Symbol von a und p.

I11.4.5 Bemerkung. Offenbar gilt
Vp PrimzahlVa,beZ: a=bmodp — (ﬁ) = (—)

Da ferner

muss man (a/p) nur fiira € { 1, ..., p — 1 } bestimmen.

111.4.6 Beispiel. In Zs haben wir 12 = 1, 2> = 4, 32 = 4 und 4> = 1. Somit gilt fiir
a=0,..,4

1, fallsa=1,4 .

0, fallsa=0
-1, fallsa=2,3

I11.4.7 Satz (Euler). Fiir jede Primzahl p > 3 und jede ganze Zahl a € Z gilt

a p-l

(—) =a ? modp.
p

Beweis. Falls a = 0 mod p, lautet die Behauptung O = 0 mod p und stimmt. Fiir a #
0 mod p finden wir mit Satz I11.2.6

p—1

(aT)2 =a”™' = 1 mod p.

Fiir die Zahl x := a’= gilt demnach x> = 1 = (x = 1) - (x + 1) = 0 mod p, d.h. p|(x* - 1).
Nach Satz 1.4.5 bedeutet dies p|(x — 1) oder p|(x + 1), so dass

x=1modp oder x=-1modp.
Unsere Behauptung lautet demnach

x=1lmodp (z):l.
p

Es seien { € Z eine Primitivwurzel modulo p (Definition II1.3.3) und / € Z eine ganze
Zahl mit a = ' mod p. Dann ist die Kongruenz

xz{l'p_;] = 1 mod p
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wegen Folgerung I1.7.5 dquivalent zu

o-off-25)

also dazu, dass [ gerade ist. Wenn [ gerade ist, ist a offenbar ein quadratischer Rest modulo
p. Wenn [ ungerade ist, / = 2m + 1, dann gibt es keine ganze Zahl k, so dass

é/l = §2k mod p’ dh §Z(m_k)+l = 1 mOd p, (III6)
denn diese Gleichung ist wie zuvor dquivalent zu

(p = DI@-(m—=k)+1).
Da p — 1 nach Voraussetzung gerade ist und 2 - (m — k) + 1 ungerade, ist dies unmoglich.
Da Gleichung (II1.6) nicht erfiillt werden kann, ist a ein quadratischer Nichtrest modulo
p- O
Aus dem Satz von Euler I11.4.7 ergeben sich wichtige Rechenregeln fiir das Legendre-

Symbol:

I11.4.8 Folgerung. Es sei p > 3 eine Primzahl.
i) Es gilt

-1 _(_1)% 3 1, falls p=1mod4
B | -1, fallsp=-1mod4 -

ii) Fiir je zwei ganze Zahlen a, b € Z hat man

(5=

iii) Es seien a, b € Z zwei ganze Zahlen, so dass b # 0 mod p. Dann folgt

[57)=(5)

Beweis. 1) Aus dem Satz von Euler folgt

(_—1) = (—1)% mod p.
p

Auf beiden Seiten konnen nur die Werte +£1 angenommen werden. Wegen p > 2 bedeutet
die Kongruenz daher Gleichheit (s. Beispiel 1.6.4, 1).
i1) Der Satz von Euler liefert

(ﬂ) (a- b)prl = ap_il -prfl = (ﬁ) . (é) mod p.

p P/ \p

Ganz links und ganz rechts tauchen wiederum nur die Werte +1 auf, so dass wir wie in 1)
die Gleichheit dieser Zahlen folgern.
iii) Die Voraussetzung b # 0 mod p impliziert (b/p) = +1. Mit ii) erhalten wir

(-GG -6

und zeigen somit die Behauptung. O
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I11.4.9 Bemerkung. 1) Teil i1) der Folgerung besagt, dass

(;) 178 — (x1)

R

ein Gruppenhomomorphismus ist. Der Kern besteht aus den quadratischen Resten modulo
p- Die quadratischen Reste modulo p bilden somit eine Untergruppe von Z mit (p—1)/2
Elementen. Ebenso gibt es (p — 1)/2 quadratische Nichtreste modulo p.

Es sei { € Z eine Primitivwurzel modulo p. Bereits im Beweis des Satzes von Euler
haben wir

VieZ: ('istquadratischer Rest modulo p <= [ist gerade

erkannt.
ii) Auf Grund von Folgerung ii) reicht es, bei gegebener Primzahl p > 3 die Legendre-
Symbole (g/p), g eine Primzahl, zu ermitteln.

Absolut kleinste Reste und ein Lemma von Gauf}

I11.4.10 Definition. Fiir eine Primzahl p > 3 sei

. p—1
H(p) .—{1,..., 7 }

II1.4.11 Lemma. Es seien p > 3 eine Primzahl und a € Z eine ganze Zahl mit a #
0 mod p. Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen € € {+1} und o € H(p), so dass

a=¢g-o0modp.
Beweis. Die Aussage ist offensichtlich. O

I11.4.12 Definitionen. i) In der Situation des Lemmas heifit € - o der absolut kleinste Rest
von a modulo p.

ii) Fiir a € Z mita 2 0 mod p und x € H(p)"® seien &,(x) € {+1} und o,(x) € H(p)
die eindeutig bestimmten Zahlen, fiir die &,(x) - 0,(x) der absolut kleinste Rest von a - x
modulo p ist.

Das folgende Resultat gibt eine weitere Formel fiir das Legendre-Symbol an.

I11.4.13 Lemma (GauB; 1. Fassung). Es seien p > 3 eine Primzahl und a € Z eine ganze
Zahl mit a # 0 mod p. Dann gilt

- [

xeH(p)

13Man beachte, dass x # 0 mod p und deshalb a - x £ 0 mod p.
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Beweis. Zunichst bemerken wir, dass es zu jedem y € H(p) (genau) ein x € H(p) mit
o.(x) =y gibt. In der Tat ist die Kongruenz

a-x=e¢e-ymodp

fire = 1 mitx € { 1, ..., p—1} eindeutig 16sbar, weil ggT(a, p) = 1. Bei geeigneter Wahl
von ¢ gilt dann x € H(p).
Ferner berechnen wir

a'T [1x=]]@n=]] e [| o= ]] &[] xmodp. qir7)

x€H(p) x€H(p) xeH(p) xeH(p) xeH(p) x€H(p)

Desweiteren hat man

p1 ]_[ x.
xeH(p)
Daher folgt aus (II1.7), dass
(ﬁ) = aprl = 1_[ £,(x) mod p.
p xeH(p)

Links und rechts steht wieder nur +1, so dass zusammen mit p > 3 wieder Gleichheit
folgt. O

111.4.14 Beispiel. Mit dem obigen Lemma berechnen wir (2/7). Wir haben
H(T)={1,2,3}, 2-1=2, 2-2=4=-3mod7, 2-3=6=-1mod7.

Das obige Lemma zeigt

2
(5) = o(1)-822) - 3) = 1 - (=1) - (=1) = 1.

Daher ist 2 ein quadratischer Rest modulo 7.

Um fiir a € Z mit a # 0 mod p das Vorzeichen € = g,(1) € {1} in Lemma I11.4.11 zu
bestimmen, bilden wir in R die Intervalle
14

—), vELZ.

Iv::((v—l)g,v-z

Da p ungerade ist, sind die Intervallgrenzen entweder nicht ganzzahlig oder durch p teil-
bar. Jede ganze Zahl a € Z, die nicht durch p teilbar ist, liegt deswegen in genau einem
der Intervalle I, v € Z.

I11.4.15 Lemma. Fiir eine ganze Zahl a € Z mit a # 0 mod p gilt genau dann g,(1) = —1,
wenn es eine gerade ganze Zahl v € Z mit a € I, gibt.

Beweis. Falls ¢,(1) = —1, dann finden wir

-1
a:l+2-k-§ mit k€Z und _(p2 )sls—l
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und folgern

Qk-1)-2=Lir k. Lojyrk- L. 2
2 2 2 2 2
d.h. a € I;. Umgekehrt liefert a € I, also
p p
2-k—1)-=< 2-k-=,
( ) > a< >
dass
—§<a—k-p<0
und damita—k-pe{—-(p—-1)/2,....,—1}und g,(1) = —1. O
Fiir eine natiirliche Zahl a € N \ {0}, x € H(p) und v € Z gilt:
(v—l)-l—z)<a-x<v-l—27
— -1 L <x<yv. 2 (IIL8)

2.a 2-a

Aus der Voraussetzung x € H(p) folgt 1 < v < a. Umgekehrtimplizierenx € Z,1 <v <a
und (II1.8) bereits x € H(p).

I11.4.16 Lemma. Fiira € Nmita# 0O modp und 1 <v < a gilt

#HxeZla-xel,}= {V.LJ_{(V_D.LJ_
2 -a 2 -a
Beweis. Die Zahl auf der rechten Seite gibt die Anzahl der ganzen Zahlen im halboffenen

Intervall
p

7 p

b= ((v—l)- 2-a’v‘ 2-a]
an. Es ist zu zeigen, dass die rechte Intervallgrenze nicht ganzzahlig sein kann. Sie ist
genau dann ganzzahlig, wenn (2 - a)|(v- p). Wir setzen p # 2 und a # 0 mod p voraus. Die
genannte Bedingung ist somit dquivalent zu (2 - a)|v. Das ist wegen 1 < v < @ unmoglich,

und die obere Intervallgrenze ist nicht ganzzahlig. O

Aus unseren Uberlegungen ergibt sich die folgende Umformulierung von Lemma
111.4.13:

I11.4.17 Lemma (GauB; 2. Fassung). Es seien p > 3 eine Primzahl, a > 0 eine positive
ganze Zahl mit a # 0 mod p. Mit

gilt

Diese Formel erméglicht uns die Berechnung der Legendre-Symbole (2/p):
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I11.4.18 Satz. Fiir eine Primzahl p > 3 hat man

2 _(_1)$ 3 1, falls p=+1mod8
B | -1, fallsp=+3mod8 °

Beweis. Mit dem Lemma von GauB in der zweiten Fassung erkennen wir

(I%)) =(-1)", m= EJ‘EJ

Firke Zund p € {8 -k =+ 1,8k + 3} bestimmen wir m anhand der folgenden Tabelle:

2 1 A I A )
8-k—-1|4-k-1|2-k-1| 2-k
8-k+1 4-k 2k 2.k 1.
8- k-3|4-k-2|2-k—-1|2-k-1| -1
8-k+3|4-k+1| 2-k |2-k+1| -1

(S RS]

Daraus lesen wir die Behauptung des Satzes ab. O

Das quadratische Reziprozitiatsgesetz

II1.4.19 Das quadratische Reziprozititsgesetz. Es seien p,q > 3 zwei verschiedene
Primzahlen. Dann gilt

P\ (4 _(_1)p_;1.f17—1_ —1, falls p =g =3 mod4
ql \p] B 1, sonst '

Im Beweis bendtigen wir einen weiteren Hilfssatz. Man beachte zunichst, dass p — ¢
gerade ist, weil sowohl p als auch g ungerade sind. Somit gilt entweder p — g = 0 mod 4
oder p — g = 2 mod4. Im zweiten Fall folgt p+ g = 2+ 2-¢g = 0 mod4, denn q ist
ungerade.

111.4.20 Hilfssatz. Es seien p,q > 3 zwei verschiedene Primzahlen und r > 0 eine posi-
tive ganze Zahl mit p = g mod 4r oder p = —q mod 4r. Dann folgt

()2

s%::{%-LJ und t%::{%-—J, x=1,..r
2-r

Nach dem Lemma von Gauf} I111.4.17 gilt

Beweis. Wir definieren

L]
(1) =(-D)" mit m= Z(Szk — $2%-1)
p k=1
und
L5]
(—) =(-1)" mit n= Z(tzk — 1)
k=1
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Fall 1: ¢ = p mod 4r. Es sei
g=p+4-r-l mit leZ.

Dabei konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit / > 0 annehmen. Somit ergibt
sich

Daran erkennen wir
t,=s,mod2, x=1,..,r

Dies wiederum impliziert
m = n mod?2

(f) = (-1 = (1) = (f)
P q

Fall 2: ¢ = —p mod 4r. In diesem Fall schreiben wirg = —p + 4 - r- [ mit [/ > 0 und
finden

und

4.7-]—
t%:{%-#|:2-%-l+{—%-LJ:2-%-l—s%—1, %=1 ..r. (L9
2-r 2-r

Bei der letzten Umformung ist zu beachten, dass (x - p)/(2 - r) keine ganze Zahl ist,
x=1,..,r. Aus (II.9) folgt

r
by — byl = Sop — Sy mod2, k=1,.., {—J .

2
m = nmod?2, (i) = (i)
p q

und damit die Behauptung. O

Daraus folgt wieder

Beweis des quadratischen Reziprozitdtsgesetzes 111.4.19. Fall 1: p = g mod 4. Indem wir
gegebenenfalls die Rollen von p und ¢ vertauschen, diirfen wir annehmen, dass ein r > 0
mit p = g + 4 - r existiert. Hilfssatz I11.4.20 zeigt

(f) - (f) (IL.10)
p q

(5)=(a)

—|=1-]=1

p q
Unter Benutzung von Folgerung I11.4.8 errechnen wir

(-5 G- G e ) e

Weiter gilt offenkundig
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PN e ROt

Aus (II1.10), (IIT.11) und (III.12) schlieBen wir

sowie

q

—(3), falls p = ¢ = 3 mod 4
a\_) \q
)

(2), falls p = g = 1 mod4
q

Fall 2: p = —qg mod 4. In diesem Fall existiert eine natiirliche Zahl r > O mit p + g =
4 - r. Hilfssatz I11.4.20 liefert wieder
(5)-(3)
p) \a)’

und mit Folgerung I11.4.8 und Bemerkung II1.4.5 erhélt man

(-5
(-5

Damit ist das quadratische Reziprozititsgesetz bewiesen. O

Obwohl man es dem quadratischen Reziprozititsgesetz auf den ersten Blick vielleicht
nicht ansieht, ist es sehr niitzlich fiir die Berechnung von Legendre-Symbolen. Die nichs-
ten Beispiele zeigen warum.

111.4.21 Beispiele. i) Wir mochten herausfinden, ob die Kongruenz x> = 10 mod 13 eine

Losung besitzt. Dazu ist
10 (2 5
13/ \13/) {13

zu berechnen. Da 13 = —3 mod 8 zeigt Satz I11.4.18, dass (2/13) = —1. Die wiederholte
Anwendung des quadratischen Reziprozititsgesetzes I11.4.19 und der Bemerkung II1.4.5

R R

Die letzte Gleichung iiberpriift man direkt oder mit Satz 111.4.18. Wir erkennen

10 2 5
(1) = () (%) = v-cn =,

so dass die untersuchte Kongruenz l6sbar ist.
ii) Diesmal wollen wir die Kongruenz x* = 59 mod 89 auf ihre Losbarkeit untersu-
chen. Mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes 111.4.19 und Folgerung I11.4.8,

ii), berechnen wir
2 89=1 mod 4 Q 3 @ 3 3 i i
89 B 59) \59) \59) \59/) \59)°
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Mit 59 = 7 - 8 + 3 und Satz II1.4.18 berechnen wir

3)--

mit 59 = 3 mod 4, dem quadratischen Reziprozititsgesetz I11.4.19 und Satz I11.4.18

3)--3)-)-

und schlieBlich mit 5 = 1 mod 4 und dem quadratischen Reziprozititsgesetz I11.4.19
51 (59) (4)_ :
59) \5) \5] =
9\ _
89

so dass die Kongruenz keine Losung zul&sst.

Insgesamt folgt

Primzahlen in arithmetischen Progressionen

Eine ungerade Primzahl p ist modulo 8 kongruent zu 1, 3, 5 oder 7. Wir wollen zeigen,
dass jeder dieser Fille unendlich oft auftritt:

I11.4.22 Satz. Jede der Folgen
B k+Dien, B-k+3)en, B-k+5uen und (8-k+Ten
enthdlt unendlich viele Folgenglieder, die Primzahlen sind.

Beweis. Die Folge (8 - k + 1);cn haben wir bereits in Beispiel II1.2.5 behandelt. Daher
konnen wir sie von unseren Betrachtungen ausschlieBen. Wir behalten die im genannten
Beispiel verwendete Strategie bei und definieren zu einer gegebenen Schranke M € N\ {0}

die Zahl "
U= ﬂ(2-k+ 1.
k=1

Ferner setzen wir
Ny:=u?>+2, Ns:=u*+4 und N;:=8 u’—1.

Offenbar haben wir
N; =-1=7mod8.

Weiter gilt
Q-k+1P=4-®+4-k+1=4-k-(k+1)+1=1mod8
fiir jede ganze Zahl k € Z. Wir schliel3en
N3;=3mod8 und Ns=5modS8.
Fiir jede Primzahl p mit3 < p <2-M + 1 gilt p|lu und deswegen p t N;, i = 3,5, 7. Unser

Satz reduziert sich somit auf folgende Aussage:
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Behauptung. Seii € {3,5,7}. Dann gibt es eine Primzahl q, so dass
qglN; A g =imod8.
Fall 1. i=3. Fiir eine Primzahl ¢, die Nj; teilt, haben wir

u?> = -2 modg.

) -2

Mit Hilfe von Folgerung I11.4.8, 1), und Satz I11.4.18 erkennen wir

Es folgt

g=1mod8 VvV ¢=3mods.
Nun gilt aber auch:
(Vp Primzahl :  p|N; = p=1mod8) = (N3 =1 mod).

Da wir aber N3 so gewihlt haben, dass N3 = 3 mod 8, muss es eine Primzahl g geben, die
Nj teilt und kongruent zu 3 modulo 8 ist.
Fall 2. i=5. Fiir eine Primzahl ¢ mit g|Ns folgt u> = —4 mod g und daher

-1 -4
R
q q
Gemil Folgerung I11.4.8, i), muss ¢ = 1 mod 4 erfiillt sein, d.h.

g=1mod8 VvV ¢g=5mods.

Wie in Fall 1 schliefen wir auf die Existenz einer Primzahl ¢, die Ns teilt und kongruent
5 modulo 8 ist.
Fall 3. i=7. In diesem Fall gilt fiir eine Primzahl ¢, die N; teilt, dass

(4-u)> =2modg

-

g=1mod8 VvV ¢g=7mods.

und

Satz I11.4.18 impliziert

Dieselben Argumente wie in den vorangegangenen Fillen fiihren zum Schluss, dass es
eine Primzahl ¢ mit g|N; und ¢ = 7 mod 8 geben muss. Die Behauptung und der Satz sind
jetzt gezeigt. O

I11.4.23 Aufgabe. a) Berechnen Sie die folgenden Legendre-Symbole:
53 563 2333
311)° \1231)° \3673)°
x* = 160 mod 51
losbar? (Beachten Sie, dass 51 = 3 - 17 keine Primzahl ist.)

b) Ist die Kongruenz
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111.4.24 Aufgabe. a) Fiir welche Primzahlen p gilt

s e -

b) Beweisen Sie mit den Ergebnissen aus a), dass fiir jede Primzahl p > 7

6
(—):1 — Jke{l1,5,19,23}: p =k mod24
p

gilt.
111.4.25 Aufgabe. a) Fiir n > 1 sei P(n) := 20 - n*> — 1. Zeigen Sie:

Vn > 1¥Yp Primzahl :  p|P(n) = p=+1mod>}5.

b) Folgern Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die kongruent 4 modulo 5
sind.
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IV

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal:
Ein erster Einblick in die Galoistheorie

Untersucht man eine quadratische Gleichung
a-x*+b-x+c=0, a€R*, beR,
tiber den reellen Zahlen, dann entscheidet die Diskriminante
A=b"-4-a-c

dariiber, ob die Gleichung l6sbar ist oder nicht. Ist 4 negativ, dann gibt es keine reelle
Losung. Die Losungsformel

b+ Vb>-4-a-c

2-a

a1 =

beschreibt immer die Losungen im Korper C der komplexen Zahlen. Bekanntlich ist der
Korper C algebraisch abgeschlossen ([5], Abschnitt 1.3.9). Zu jedem n > 1 und jedem
Polynom

fx)=ay+a;-x+---+a,-x", ag,...,a,_; €C, a, € C*,

vom Grad n existieren komplexe Zahlen ay, ..., @, mit
JW=a,-(x—ay)---- (x — ).

Das ist eine sehr wertvolle Eigenschaft. Mochte man allerdings ein Polynom f mit Ko-
effizienten in Q studieren, dann hat der Koérper C gewisse Nachteile. Er ist viel zu grof3:
Neben den Nullstellen von f enthilt er noch viele andere ,,unndtige™ Zahlen, er ist als Q-
Vektorraum unendlichdimensional. Zudem héngt er nicht von f ab und birgt damit keine
Informationen zur konkreten Gleichung f = 0 in sich. Statt mit C kann man allerdings
mit dem Teilkorper

Qay,....,a,) c C
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arbeiten. Dies ist der kleinste Teilkorper von C, der alle Nullstellen von f enthilt. Als
Q-Vektorraum ist er endlichdimensional. Fiir f = x> + 1 erhiilt man auf diese Weise den
Teilkorper

Q@) =QeQ-icC.

Das Studium der Gleichung f kann als Studium der Korpererweiterung Q C K, K :=
Q(ay, ..., @), durchgefiihrt werden. Gemif eines in Kapitel II formulierten Prinzips hat
jedes mathematische Objekt eine Symmetriegruppe. Die Symmetriegruppe der Korperer-
weiterung Q C K ist ihre Galois-Gruppe' Galg(K). Uber die Galois-Gruppe stehen
die Hilfsmittel der Gruppentheorie bei der Untersuchung algebraischer Gleichungen zur
Verfiigung, und damit lassen sich sehr interessante Resultate gewinnen.

In diesem Kapitel werden wir diese Ideen am Beispiel der Gleichung

entwickeln. Die Ergebnisse zu dieser Gleichung geben auch Auskunft zu der Frage, ob
sich das regelméBige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren ldsst. Konstruktionspro-
bleme mit Zirkel und Lineal wurden schon in der Antike betrachtet. Jedem Leser und
jeder Leserin ist zudem die Konstruktion der Mittelsenkrechten mit Zirkel und Lineal im
Gedachtnis. Daher beginnen wir dieses Kapitel mit einer Diskussion dieser Themen und
ihrer Formulierung im Rahmen der Korpertheorie. Mit Hilfe dieser Formulierung lassen
sich einige klassische Fragen zu Konstruktionsproblemen schnell negativ beantworten.
Vorlagen fiir dieses Kapitel sind [12] und [22].

IV.1 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Aus der Schule ist bekannt, wie man den Mittelpunkt einer gegebenen Strecke mit Zirkel
und Lineal konstruieren kann:

Die im zweiten Bild benutze Hilfsgerade ist die Mittelsenkrechte der Strecke.

Um Konstruktionsprobleme zu formalisieren, legen wir fest, dass unsere Punkte in der
,Zeichenebene“ R? leben, die wir mit dem komplexen Zahlkorper C identifizieren.

Mit der Konstruktion der Mittelsenkrechten lésst sich das Lot auf eine Gerade y c C
in einem Punkt p € y errichten

"Evariste Galois (1811 - 1832), franzdsischer Mathematiker.
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IV.1. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

oder von einem Punkt p € C \ vy aus fillen:

N~

Ein regelmiBiges Sechseck ldsst sich auf folgende Weise mit Zirkel und Lineal konstru-
ieren:

In Abschnitt IV.4 werden wir die Frage aufgreifen, fiir welche Werte von n > 3 sich das
regelmifBige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren lésst.

IV.1.1 Aufgabe. Erkldren Sie, wie man ein regelméfiges Fiinfeck mit Zirkel und Lineal
konstruiert.
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Die Konstruktionsschritte nach Euklid

IV.1.2 Definitionen. Gegeben sei eine Teilmenge M c C mit {0, 1} Cc M.
1) Wir setzen

G(M) := {vyc C|yist Gerade durch zwei Punkte in M },
R(M)
K(M)

{r € Ryo|es gibt Punkte z;, z, in M mit r = |77 — 25| },
{x c C|x ist ein Kreis mit Mittelpunkt in M und Radius in R(M) }.

ii) Die Mengen M’, M"" und M"” werden durch folgende Vorschriften festgelegt:

zeM = Ay, neGM): iy AN =yiNy:

(Durchschnitt zweier Geraden);

zeM’ = IyeGWM),xeKM): zeynx
(Durchschnitt einer Geraden und eines Kreises);

zeM"” — 3%1,%2€K(M):%li}tg/\ZE%]ﬂ}Q

(Durchschnitt zweier Kreise).
iii) Die Teilmengen M, C C, k € N, werden rekursiv durch

* My:=M,
* My =M, UM, UM/ UM k€N,

eingefiihrt. SchlieBlich sei

M, = QMk

die Menge der aus M (mit Zirkel und Lineal) konstruierbaren Punkte.

Die Konstruierbarkeit eines Punkts ldsst sich algebraisch untersuchen. Die Gerade
v C C, die durch die Punkte z;, 7, € C verlduft, ist von der Form

y={z=z+4-(22-z2)|1€R}.
Der Kreis mit Mittelpunkt z; € C und Radius |z, — z3|, 22, 23 € C, hat die Gleichung
(z—21) - @—-72) = (22— 23) " (22 — 23).

Die Koordinaten eines Punkts in M’, M” bzw. M"" erfiillen polynomiale Gleichungen,
deren Koeffizienten die Koordinaten von geeigneten Punkten aus M sind. Die Theorie der
polynomialen Gleichungen in einer Variablen iiber einem Korper & ist die Theorie der
Erweiterungskorper von k, mit deren Entwicklung wir im folgenden Abschnitt beginnen
werden. Es wird sich ein Kriterium fiir die Konstruierbarkeit eines Punkts z € C aus einer
Menge M ergeben (Satz IV.3.4), mit dem wir beweisen konnen, dass sich die folgenden
drei Konstruktionsprobleme der Antike im Allgemeinen nicht 16sen lassen.
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IV.1.3 Beispiel (Die Konstruktionsprobleme der Antike). 1) Das delische Problem. Aus
0, 1 und der Kantenlidnge ¢ eines Wiirfels W ist die Kantenlédnge ¢’ eines Wiirfels W’ mit
doppeltem Volumen zu konstruieren:

£ = Vol(W) =2-Vol(W) =2 £.

Das Problem lésst sich auf den Fall £ = 1 reduzieren. Hier gilt M = {0, 1}, und es ist zu
kldren, ob sich V2 aus M mit Zirkel und Lineal konstruieren lisst.

ii) Winkeldreiteilung. Ist es moglich, die Dreiteilung eines beliebigen Winkels a €
(0, 27] mit Zirkel und Lineal durchzufiihren? Dazu seien

l:=exp(i-a) und ¢ := exp(i- %)

Die Frage lautet, ob & aus der Menge M := {0, 1, { } konstruierbar ist.

iii) Die Quadratur des Kreises. Aus 0, 1 und der positiven reellen Zahl r ist die Sei-
tenliinge ¢ eines Quadrats Q zu konstruieren, das denselben Fiicheninhalt wie ein Kreis?
K vom Radius r hat:

£* = FI(Q) = FI(K) = - r%.

Wieder geniigt es, den Fall r = 1, d.h. M = {0, 1 }, zu betrachten. Es ist folglich zu kléren,
ob i aus M konstruierbar ist.

IV.1.4 Bemerkung. Setzen wir in Definition IV.1.2 voraus, dass M ein Korper ist, dann
gilt

K(M) = {x c C|x ist ein Kreis mit Mittelpunkt in M und enthélt einen Punkt aus M }.

IV.2 Erweiterungen des Korpers der rationalen Zahlen

IV.2.1 Definition. Es sei K ein Korper. Eine Teilmenge k C K ist ein Teilkorper, wenn
gilt

* k ist eine Untergruppe von (K, +),
* k\ {0} ist eine Untergruppe von (K*, -).

1V.2.2 Beispiel. 1) Der Korper R der reellen Zahlen ist ein Teilkorper des Korpers C der
komplexen Zahlen.

i1) Der Korper @ der rationalen Zahlen ist ein Teilkorper des Korpers R der reellen
Zahlen und des Korpers C der komplexen Zahlen.

1V.2.3 Bemerkung. 1) Es seien K ein Korper und k C K ein Teilkorper. Dann gilt:
*x 0,1 €k
* Da k eine Untergruppe von (K, +) ist, haben wir die Addition

+:kxk — k
(a,b) — a+b.

ZFiir die mathematisch exakte Berechnung des Flicheninhalts einer Kreisscheibe s. [18], Beispiel 3.3.5,

i).
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x Fiira, b € k giltauch a-b € k. Falls a # O und b # 0, dann folgt das aus der Tatsache,
dass & \ {0} eine Untergruppe von K* ist. Wenn a = 0 oder b = 0, dann gilt nach
Bemerkung I11.1.2, 1), a - b = 0 € k. Somit haben wir auch eine Multiplikation

ckxk — k
(a,b) — a-b.

Man iiberpriift leicht, dass (k, 0, 1, +, -) ein Korper ist. Deshalb wird die Inklusion k € K
auch eine Korpererweiterung von k genannt.

i) Jeder Teilkorper k € C enthilt den Korper Q der rationalen Zahlen. Das sieht man
folgendermalen ein:

* Da 1l € kund (k, +) eine Untergruppe von (C, +) ist, enthilt k auch (1) = Z.
* Fiir [ € Z \ {0} folgt [! = 1/I € k, weil (k*, -) eine Untergruppe von (C*, -) ist.
* Fiir a/b € Q gilt folglich

a

1
E:a'zek.

IV.2.4 Satz. Es seien L ein Korper und A C L eine Teilmenge. Dann gibt es genau einen
Teilkorper K C L, so dass gilt:

*x ACK.
* Fiir jeden Teilkorper K’ von Lmit A C K’ gilt K C K'.

Beweis. Wir setzen
K :={K' c L|K ist Teilkorper von Lund A ¢ K’ }.

Wegen L € K ist die Menge K nichtleer. Daher konnen wir

K::ﬂK’

K'eK

definieren. Die Eigenschaften von K iiberpriift man wie in der Gruppentheorie (Satz
11.4.10). O

IV.2.5 Beispiel. Wir konnen die obige Konstruktion auf @ anwenden. Das Ergebnis k wird
der Primkorper von L genannt. Man erhilt ebenfalls k&, wenn man die Konstruktion fiir
A = {0, 1} durchfiihrt. Nach Beispiel IV.2.3, ii), ist der Primk&rper von C der Korper Q
der rationalen Zahlen.

IV.2.6 Definition. Wir nennen K den von A erzeugten Teilkorper von L.

Schreibweise. k(A) := K, k der Primkorper von L. Gilt A = {«ay, ..., @,}, dann setzen wir
k(ay,....,a,) = k({ay, ..., @,}). Fir einen Teilkorper K ¢ L, A € Lund B := K U A sei
K(A) := k(B).

Wenn k£ C K eine Korpererweiterung ist, dann erhdlt K die Struktur eines k- Vektor-
raums.
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IV.2.7 Definitionen. Es sei k C K eine Korpererweiterung.
i) Die Zahl
[K : k] :=Dim(K) e {n € N|n>1}U {0}

ist der Grad der Korpererweiterung.
i1) Die Korpererweiterung ist endlich, wenn [K : k] < oo.

1V.2.8 Aufgabe. Es sei k ¢ K C L ein Turm von Korpererweiterungen, so dass k C L
endlich ist. Zeigen Sie
[L:k]=[L:K]-[K:k].

Algebraische Elemente und ihre Minimalpolynome

IV.2.9 Satz. Es seien k C K eine Korpererweiterung und a € K. Dann sind die folgenden
Behauptungen dquivalent:

1) Der Teilkorper k(a) C K ist ein endlichdimensionaler k-Vektorraum.
i) Es gibt ein Polynom f € k[x] \ {0} mit f(a) = 0.

Beweis. ,j)==ii)“. Es sei n := Dimy(k(a)). Die Vektoren 1, a, ..., @" sind dann linear
abhéngig. Deshalb existieren Elemente ay, ..., a, € k, nicht alle null, mit

ap-l+a-a+---+a,-a" =0.
Damit ist Behauptung ii) fiir das Polynom
fi=ap+a;-x+---+a, x"€k[x]

erfiillt.
,11)=1)"“. Wir definieren

n:=min{/ > 1|3f € k[x] : Grad(f) =IA f(a)=0}-1.

Dann sind die Vektoren 1, @, ..., @" linear unabhiingig iiber &, und

K’ ::@k-ai

sei der von diesen Vektoren aufgespannte k-Untervektorraum von K.
IV.2.10 Bemerkung. Es gilt K’ C k().

Behauptung. Bei K’ handelt es sich um einen Teilkorper von K.

Als k-Untervektorraum ist K’ insbesondere eine Untergruppe von (K, +). Es bleibt zu
tiberpriifen, dass (K’ \ {0}, -) eine Untergruppe von (K*, -) ist.
Zuniachst gilt offensichtlich 1 € K’ \ {0}. Durch Induktion iiber / zeigen wir weiter,
dass
VieN: o ek
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Fiir / < n gilt das nach Konstruktion. Nun schlieBen wir von [/ auf [ + 1, [ > n. Dazu
fixieren wir ein Polynom f = ag + a; - x + -+ + @,y - "' € k[x] vom Grad n + 1 mit
f(a@) = 0. Wir schreiben

Ql+1 — an+l . al—n

I-n

= - (ap+a-a+---+a,-a") «a
Apy1
1 _ _

= - (ag- ™" +a; -+t a, - d).
Apt

Nach Induktionsvoraussetzung liegen /™, ..., o/ in K’. Da K’ ein k-Untervektorraum von
K ist, folgt aus der letzten Beschreibung des Elements a/*!, dass es ebenfalls in K’ liegt.
Man sieht nun leicht:
Ya,be K': a-bekK'.

SchlieBlich zeigen wir, dass zu jedem Element 8 = ap+a;-a+- - -+a,-a" € K’\{0} auch
das inverse Element 87! in K’ liegt. Zu diesem Zweck halten wir fest, dass es Elemente
b(), cees bn+1 € k mit

b0+b1 'ﬁ+"'+bn+1 'ﬁn+l =0

gibt, denn K’ hat als k-Vektorraum die Dimension n + 1. Dabei konnen wir ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit by = —1 annehmen. Es folgt,

Bl=bi+by-B+- +by B €K,

so dass K’ wirklich ein Teilkorper von K ist. vV
Aus @ € K’ und k C K’ folgt nach Satz IV.2.4, dass k(@) C K’. Mit Bemerkung IV.2.10
ist nun k(o) = K’ und Dimy(k(e)) = Dimi(K”) = n + 1 < oo gezeigt. O

IV.2.11 Definitionen. i) Es sei k C K eine Korpererweiterung. Ein Element @ € K mit
Dimy (k(a@)) < oo

ist algebraisch tiber k.
i1) Es seien Rein Ringund f = ap+a; - x+---+a,-x" € R[x] ein Polynom vom Grad
n. Das Polynom f ist normiert, wenn a, = 1 gilt.

IV.2.12 Satz. Es seien k C K eine Korpererweiterung und a € K ein iiber k algebraisches
Element. Dann existiert genau ein normiertes Polynom u, € k[ x| fiir das

* o) =0,
*x Vfeklx]: fla) =0= u,lf
gilt.

Beweis. Eindeutigkeit. Es seien u, und y, zwei Polynome in k[x] mit den angegebenen
Eigenschaften. Dann gilt y,|u/, und 1 |u,. Nach Lemma A.1.3, ii), haben wir Grad(u,) =
Grad(i,), und es gibt ein Element 4 € k* mit y, = A - ul,. Da sowohl p, als auch ,
normiert ist, gilt A = 1 und p, = p),.

150



IV.2. Erweiterungen des Korpers der rationalen Zahlen

Existenz. Sei
n:=min{/ > 1|3f € k[x] : Grad(f) =1A f(a)=0}.
Es gibt dann Elemente ay, ..., a,_; € k, so dass
Uo(@) =0, p,=ap+a-x+---+a,, ALy

Fiir ein Polynom f € k[x] mit f(a) = 0 gilt f = 0 oder Grad(f) > Grad(u,). Es gibt nach
Satz A.1.5 Polynome ¢, r € k[x] mit

f=q-u,+r, Grad(r) < Grad(u,).

Dabei gilt
r@) = f(@) = g(@) - po(@) = 0.

Aus der Definition von n folgt, dass r das Nullpolynom ist. Deshalb gilt y,|f. O

1V.2.13 Bemerkung. In der Situation des Satzes gilt
Grad(u,) = [k(a@) : k].

IV.2.14 Definition. Es seien k C K eine Korpererweiterung und @ € K ein Element, das
iber k algebraisch ist. Dann heifit das Polynom p,, aus Satz 1V.2.12 das Minimalpolynom
von « liber k.

1V.2.15 Bemerkung. Das Element « € K definiert die k-lineare Abbildung

L,:K — K

vV — a-V.

Das Minimalpolynom g, stimmt mit dem Minimalpolynom der k-linearen Abbildung L,
iberein, das in der Linearen Algebra untersucht wird ([20], §36; [5], Abschnit 4.5.5).

IV.2.16 Aufgabe. a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von V7 + 1 iiber Q und geben
Sie den Grad der Korpererweiterung Q@ c Q( V7 + 1) an.

b) Es sei L := Q(%, i). Berechnen Sie [L : Q]. Betrachten Sie dazu die Korpererwei-
terungen Q C Q( \4/5) C Q(\4/§)(i) =L.

Die Galois-Gruppe einer Korpererweiterung
IV.2.17 Definition. Es sei k C K eine Korpererweiterung: Die Gruppe

Galy(K) := {¢: K — K| ist Kdrperautomorphismus, so dass Ya € k : p(a) = a}
ist die Galois-Gruppe der Korpererweiterung.

1V.2.18 Bemerkung. Es sei Q C K eine Erweiterung des Korpers der rationalen Zahlen.
Dann gilt
YWweQ: ov)=v

fiir jeden Korperautomorphismus ¢: K — K.
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Man hat ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1. Es folgt ¢(n) = n fiir alle natiirlichen Zahlen. Dies
beweist man induktiv. Der Induktionsanfang ist bereits gemacht. Im Induktionsschritt be-
rechnet man ¢(n + 1) = ¢(n) + ¢(1) = n + 1, n € N. AuBlerdem gilt o(—n) = —p(n) = —n,
n € N. Somit ist ¢(k) = k fiir jede ganze Zahl k € Z nachgewiesen. Fiir k € Z \ {0}
beobachten wir weiter

11
)t

Damit schlieBen wir

a a 1 1 a
Vpe ¢(z):¢<“)'¢(z):“'z:z-
IV.3 Mit Zirkel und Lineal konstruierbare Punkte

IV.3.1 Satz. Es seien M C C eine Teilmenge, so dass 0 € M und 1 € M. Dann ist die
Teilmenge M, C C aller aus M konstruierbaren Punkte ein Teilkorper.

Beweis. 1) M, ist eine Untergruppe von (C, + ). Auf Grund der Voraussetzungen an M
gilt 0 € M. Weiter liegt zu jedem Punkt z € M, auch —z € M,,. Fiir z = 0 ist dazu nichts
zu zeigen. Andernfalls zeichnen wir die Gerade vy durch z und 0. Sie schneidet den Kreis
vom Radius |z| in den Punkten z und —z.

Fiir zwei Punkte z;,z, € M, konstruiert man die Summe z; + z, auf folgende Weise
mit Zirkel und Lineal: Es seien K; der Kreis vom Radius |z;| um z; und K, der Kreis vom
Radius |z;| um z,. Der Durchschnitt K; N K, enthilt den Punkt z; + z, (s. Abbildung IV.1).

ii) M, \ {0} ist eine Untergruppe von (C*,-). Wir haben 1 € M, nach Voraussetzung.
Fiir die verbleibenden Argumente schreiben wir einen Punkt z in Polarkoordinaten (vgl.
[16], Kapitel 4, Ausblick; [17], Beispiel 3.2.4, iv)

7 =lz| - exp(i - arg(z)).

Dabei ist arg(z) € [0, 2m) der Winkel, den z mit der x-Achse einschlief3t.
Nun sei z € M, \ {0}. Um zu zeigen, dass z~' ebenfalls in M,, \ {0} liegt, bemerken
wir, dass arg(z) als einer der Schnittpunkte des Kreises vom Radius 1 um den Nullpunkt
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Abbildung IV.2: Konstruktion des Negativen eines Winkels

mit der Geraden durch O und z ebenfalls in M, liegt. Der Kreis durch z um 0O schneidet
die x-Achse in |z| und —|z|. Auf Grund der Formel

o1 .
v exp(—i - arg(z))
ist zu zeigen, dass wir — arg(z) und 1/|z| konstruieren konnen. Die Konstruktion des Win-
kels —¢ aus dem Winkel ¢ ist einfach (s. Abbildung IV.2). Mit der Konstruktion von Loten
erkennt man, dass zu r € R, folgendes Gebilde konstruierbar ist
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Der Strahlensatz ([19], Kapitel III, §11, Aufgabe 62; [1], Abschnitt 2.1.1) zeigt
1
x=-.
r
Nun seien z;, 7, € M, \{0}. Das Produkt dieser komplexen Zahlen wird mit der Formel

2120 = [l - ol - expli - (arg(z1) + arg(2)))

berechnet. Fiir Winkel ¢y, ¢, kann der Winkel ¢, + ¢, leicht konstruiert werden:

Um das Produkt zweier positiver reeller Zahlen ry, r, zu konstruieren, bemiithen wir die
Konfiguration
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1 %)

und den Strahlensatz (loc. cit.), um
X=r-n
nachzuweisen. O
Aus den Argumenten im obigen Beweis leitet man auch folgende Aussage ab:
IV.3.2 Folgerung. In der Situation des Satzes gilt:
VzeMs: Z€ M.
Kurz: Mo, = M.

IV.3.3 Satz. Es seien M C C eine Teilmenge, so dass 0 € M und 1 € M. Fiir die Teilmenge
M., C C aller aus M konstruierbaren Punkte gilt:

YzeC: zeM, & z7?eM,.

Beweis. Die Implikation ,,—* ist giiltig, weil M., ein Teilkorper von C ist. Fiir ,,&*
beachte man, dass

VzeC: z==+[z> exp (% -arg(z2)).

Mit Hilfe von Mittelsenkrechten kann man aus einem Winkel ¢ den halben Winkel ¢/2
erzeugen (s. Abbildung IV.3). Es bleibt, die Wurzel aus einer positiven reellen Zahl zu
konstruieren. Wir bilden
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/

Abbildung I'V.3: Konstruktion der Winkelhalbierenden

Wir haben

*x x= /1 +)2,
2

*(r 1)2+ 2T
2 Y e

Aus diesen Gleichungen ergibt sich

und damit wie gewiinscht x*> = r. O

IV.3.4 Satz. Es sei M C C eine Teilmenge, die die Zahlen O und 1 enthdlt. Fiir einen
Punkt 7 € C sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Der Punkt 7 ist aus M konstruierbar, d.h. z € M.

i1) Es gibt ein k > 0 und eine Kette

QMUM)=:LocL c---clL,cC
von Teilkorpern, so dass
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* [L, . Li—l] = 2, i= 1,...,k,
* Z € L.

Beweis. ,jii)=1)"“. Nach Satz IV.3.1 und Folgerung IV.3.2 ist M, C C ein Teilkorper mit
M., = M,,. Deshalb giltQ C Mo (Bemerkung 1V.2.3), MUM c M., und QMUM) C M,
(Satz 1V.2.4).

Seieni€{1,..,k}und z; € L; \ Li_;. Es gibt somit Zahlen a, b € L;_; mit

Z+2-a-z;+b=0, dh (z;+a)’=c:=a -b.
Es folgt
Li=Li(z)) = Lisi(zi + @) = Lii (Vo).

Nach Satz IV.3.3 ist z; +a = +/c; aus L;_; konstruierbar. Wenn z; +a aus L;_; konstruierbar
ist, dann auch z;.

»1)=11)"“. Wir betrachten einen Teilkorper L C C mit L = L und definieren (vgl.
Definition IV.1.2 und Bemerkung IV.1.4)

G(L) := {y c C|yistGerade durch zwei Punkte in L },
K(L) := {» c C|x istein Kreis mit Mittelpunkt in L und enthilt einen Punkt aus L }.

Wir untersuchen die Gleichungen, die in den verschiedenen Konstruktionsschritten auf-
tauchen und zeigen, dass sie zu Erweiterungen von L vom Grad eins oder zwei fiihren.

Behauptung 1. Es seien vy, y, zwei verschiedene Geraden aus G(L) und z ihr Schnitt-
punkt. Dann gilt z € L.

Wir finden Zahlen ug, u;, vy, vi € L, so dass

Y1 = {M0+/l'l/l1|/l€|R},
Y2 = {wotp-vilpeR}
Wir miissen die Gleichung
up+Ad-up =vo+u-vy (IV.1)

16sen. Da A und u reell sind, ist Gleichung (IV.1) dquivalent zu dem Gleichungssystem

Re(ug) + 1 - Re(u;) = Re(vg) + i - Re(vy)
Im(up) + A - Im(uy) = Im(vy) + - Im(vy),

mit reellen Koeffizienten, d.h.

Re(u;) —Re(vy) ) ( A ) B ( Re(vg) — Re(up)
i

Im(ul) —Im(vl) a Im(Vo) — Im(l/l()) )

=A

Die Voraussetzung y; # y, bedeutet, dass A den Rang zwei hat.
Bemerkung. Es seiz € L. Da L = L vorausgesetzt wurde, gilt

e Re() =1 -z+D) el
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e i-Imx)=1-(z-2) €L
Aus der Bemerkung folgt, dass die Eintrdge des Vektors

e ( Re(vo) — Re(u) )
Im(vy) — Im(ug)

in L liegen. Damit zeigt Gleichung (IV.1), dass z € L. v

Behauptung 2. Es seien y € G(L), x € K(L) und z € v N x. Dann existiert eine Zahl
w € L, so dass z € L(\/w).

Es seien ug, u; € L, so dass
y={up+A-u |1 eR}.
Weiter seien v, der Mittelpunkt von % und v, ein Punkt in % N L. Wegen L = L gilt
i =z-z€lL
fiir jedes Element z € L und damit insbesondere
= vy = vl € L.
Wir haben

x={z€Clz—w) @T—-) =1}

Die Werte fiir A, die einem Schnittpunkt von y und » beschreiben, geniigen somit der
Gleichung
(A up + o — o) - (- + g — Vo) = 17,

also
AP+ A (uy - (o — Vo) + 1y - (g — vo)) + lug — vol> =2 = 0.

Es seien

2 - = - 2 2
a:=|wml", bi=u -@Wy—vy)+u-(wy—vo) und c:=|ug—vol"—r".

Nach der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen in den komplexen Zahlen haben
wir

-b+ Vb>-4-a-
1=2% > a CeL(Vb2—4-a-c).
-a

Dabei giltw :=b>—4-a-c€ L. v

Behauptung 3. Zu zwei verschiedenen Kreisen %1, %, € K(L) und einem Punkt z € 3%, Nx,
existiert eine Zahl w € L mit 7 € L(\/w).

Es sei uy bzw. vy der Mittelpunkt von %; bzw. %, und u; bzw. v; ein Punkt in »2; N L
bzw. %, N L. Der Punkt 7 erfiillt die Gleichungen

(z—up)-@—tp) = 12, 1= (u —up)- (U — ),
(Z_VO)'(E_VO) = I"%, ry = \/(Vl —V())'(Vl —VO).

|zI> = z- U — Z - ug + |uol*

2> =z Vo —Z - vo + Ivol*
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IV.3. Mit Zirkel und Lineal konstruierbare Punkte

Daraus folgt

2 RC(Z) . RC(VO - ﬁo) -2 Im(z) . Im(Vo - ﬁ()) = 2- RC(Z . (v() - ﬁo))
= z-(vo—up)+z-(vo—uo)
= ’”% - ’”% — luol* + vol*.
Da die Kreise »; und %, verschieden sind und sich schneiden, gilt uy # v,. Deshalb ist

dies ist die Gleichung einer Geraden y C C.
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass L C R. Es folgt

ri =1y — lugl® + [vol?

R =u:=
@) == T Rero — )

Damit ergibt sich
Im(z) = Vw, W= P—(u—up)®, und i-Im@z) =i-Vw = V=w € L(\w), w:= —w € L.

In den verbleibenden Fillen enthilt die Gerade y zwei verschiedene Punkte aus L
(Ubung) und gehort folglich der Menge G(L) an. Es gilt z € y N x%,. Wir kdnnen jetzt
Behauptung 2 anwenden. v

Wir zeigen die Aussage durch vollstandige Induktion iiber [ fiir Punkte z € M,. Fiir
[=0giltze QMU M), und es nichts zu zeigen. Nun sei z € M;,;. Dann ist z nach De-
finition Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden aus G(M,), einer Geraden aus G(M;)
und eines Kreises aus K(M;) oder zweier Kreise aus K(M;). Um die beiden Geraden,
die Gerade und den Kreis bzw. die beiden Kreise zu spezifizieren benotigen wir Punkte
up,...u; € Mymit3 <t < 6. Es sei

L = QMU M)uy, ..., u;, 1y, ..., 0y).
Behauptung 1, 2 und 3 zeigen, dass
[L'(z): L'Te{1,2}. (Iv.2)

Fiir das Folgende sei k ein Korper. Eine Korpererweiterung k C L hat Eigenschaft (Q),
wenn es ein m > 0 und einen Turm

k=LycL c---CL, Iv.3)
von Korpererweiterungen mit
[L;:Li1]1=2, i=1,..,m, und LCL,

gibt. In unserem Fall werden wir eine Korpererweiterung k ¢ L ¢ € mit k = k betrachten.
Komplexe Konjugation *: C — C, z + z, ist ein Automorphismus des komplexen
Zahlkorpers. Somit ist K fiir jeden Teilkorper K von C ebenfalls ein Teilkorper. Wenn k C
L eine Erweiterung mit Eigenschaft (Q) ist und k = k gilt, dann hat auch die Erweiterung
k=kcL Eigenschaft (Q), denn Anwendung von = auf (IV.3) ergibt

k=k=LocL,c---cL, und LCL,.

Der Grad der Korpererweiterung L., C L; ist wieder zwei, i = 1,...,m.
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Behauptung 4. Es seien k C K eine Korpererweiterung und vy, ...,vy € K Elemente, so
dass k C k(v;) Eigenschaft (Q) hat, i = 1,...,s. Dann hat auch die Korpererweiterung
k C k(vy, ..., vy) Eigenschaft (Q).

Diese Aussage beweisen wir durch Induktion iiber s. Fiir s = 1 ist die Behauptung
gleichbedeutend mit der Voraussetzung. Im Induktionsschritt s — s + 1 ist wegen der
Induktionsvoraussetzung nur zu zeigen, dass die Erweiterung k(vy, ..., vy) C k(vy, ..., V1)
Eigenschaft (Q) hat. Nach Voraussetzung existieren eine Zahl m und komplexe Zahlen
Wi, ..., Wy, SO dass die Teilkorper

L() = k, L,' = L,;](\/VV,’), i= 1, ey M,

die Bedingung
k(vs+l) C Lm

erfiillen. Weiter gibt es einen Turm
k=KycK,c---CKk,
von Korpererweiterungen mit
K;:Ki1]=2, i=1,..,n, und k(vi,...,vs) CK,.

Nun setzen wir
Ly:=K, L :=L_(yw), i=1,...m.

Dann finden wir den Turm
LycLic---cL,

von Korpererweiterungen mit

[Li: L 1efl,2), i=1,..m.

Dies vollendet den Induktionsschritt. . v
Wir wenden Behauptung 4 auf k := Q(M U M) und uy, ..., u,, uy, ..., 4, an. Zusammen
mit (IV.2) folgt endlich der Satz. O

IV.3.5 Folgerung. Es sei a € C eine aus der Menge {0, 1} konstruierbare Zahl. Dann
existiert eine Zahl k € N mit

[Qe) : Q] =2~
Beweis. Hier benotigt man Aufgabe IV.2.8. O

Wir wenden diese Erkenntnisse auf die Konstruktionsfragen der Antike (s. Beispiel
IV.1.3) an.

1V.3.6 Beispiele. 1) Das delische Problem ist unlosbar. Dazu reicht es, [Q(\‘ﬁ) :Q]=3zu
beweisen. Dafiir geniigt es wiederum zu iiberpriifen, dass das Polynom x* — 2 irreduzibel
ist. Wire es reduzibel, so folgte aus dem Satz von Gaull A.2.5 und der Tatsache, dass der
Koeffizient von x° eins ist, dass es einen Linearfaktor der Form x — a, a € Z, und damit
eine ganzzahlige Nullstelle hitte. Das ist aber nicht der Fall.

ii) Die Winkeldreiteilung ist im allgemeinen unmdoglich. Wir zeigen an dieser Stelle,
dass die Winkeldreiteilung fiir den Winkel @ = /3 unmoglich ist. Wir bemerken, dass fiir
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IV.3. Mit Zirkel und Lineal konstruierbare Punkte

¢ € (0, 2r] der Teilkorper der aus {0, 1, exp(i - £) } konstruierbaren komplexen Zahlen mit
dem Teilkorper der aus {0, 1, cos(¢) } konstruierbaren komplexen Zahlen iibereinstimmt.
Das stimmt, weil nach der Euler-Formel ([16], Satz 4.10.12)

cos(¢) = Re(exp(i - &))

gilt und man exp(i - &) aus {0, 1, cos(¢) } konstruieren kann, indem man die Parallele zur
imaginiren Achse durch cos(¢) mit dem Einheitskreis schneidet.

Ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlédnge 1 hat dreimal den Innenwinkel /3. Zeich-
net man die Hohe auf eine der Grundseiten, so erkennt man

cos (%)= 1
3/ 2

Weiter zeigen die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus ([16], Satz 4.8.8 oder Folge-
rung 4.10.13), dass

4. Cos3(ﬁ) —3-cos(B) = cos(3-B) = cos(a) = %

Fiir den speziellen Winkel « lautet die Frage, ob cos(8) aus der Menge { 0, 1 } konstruier-
bar ist. Das Polynom

1
4-x3—3-x—§€Q[x]

ist irreduzibel. Andernfalls hitte es eine Nullstelle & € Q. Die Zahl &, wire dann auch
Nullstelle von

8-> —-6-x—1.

Folglich wire 2 - &, eine Nullstelle des Polynoms
h:=x-3-x-1¢€2Z[x].

Das Polynom # ist primitiv und wire damit nach dem Satz von Gauf} A.2.5 als Element
von Z[x] reduzibel. Da der Leitkoeflizient und der konstante Term von 4 eins sind, wiirde
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h durch ein Polynom der Form x + 1 geteilt, d.h. 1 oder —1 wire eine Nullstelle von A.
Das ist aber nicht der Fall. Mit Bemerkung IV.2.13 schlieBen wir

[Q(cos(B)) : Q] = 3.

Wegen Folgerung IV.3.5 und der Gradformel aus Aufgabe IV.2.8 kann cos(f) nicht kon-
struierbar sein.

iii) Die Quadratur des Kreises ist unmoglich. Dazu beachte man, dass eine aus {0, 1 }
konstruierbare Zahl nach Folgerung IV.3.5 algebraisch ist. Die Zahl x ist aber transzen-
dent, d.h. nicht algebraisch. Diese tiefliegende Aussage wollen wir hier nicht beweisen.
Eine lebhafte Darstellung dieses Resultats ist in dem Buch [22] enthalten.

IV.4 Kreisteilungspolynome

Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Jetzt werden wir uns mit der Frage beschiftigen, unter
welchen Voraussetzungen ein regelméBiges n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.
Dabei konnen wir uns auf den Fall beschrianken, dass das zu konstruierende n-Eck auf
dem Einheitskreis liegt und 1 eine der Ecken ist. Die ,Startmenge* ist in diesem Fall
M = {0, 1} und wir mochten wissen, ob die komplexe Zahl

(Zm')
é/n =expl—

n

konstruierbar ist. Nach Bemerkung IV.2.13 und Folgerung IV.3.5 miissen wir dafiir den
Grad des Minimalpolynoms von ¢, bestimmen.

IV.4.1 Bemerkungen. 1) Fiir das Polynom f := x" — 1 gilt f({,) = 0. Damit ist ¢, eine
algebraische Zahl.
11) Es sei

Co =) ={ 14w i)
die von ¢, erzeugte Untergruppe von C*. Die Abbildung

Ql’:zn — Cn

k — ¢ f;
ist ein Isomorphismus. Schlielich gilt
C,={aeClad"=1}.

IV.4.2 Definitionen. i) Ein Element a € C, ist eine n-te Einheitswurzel.
i1) Eine n-te Einheitswurzel a € C,, die C, erzeugt, d.h. fiir die (@) = C, gilt, darf sich
primitive n-te Einheitswurzel nennen.

IV.4.3 Beobachtung. Sei n > 1. Fiir eine n-te Einheitswurzel { € C, sind folgende
Aussagen dquivalent:

1) ( ist eine primitive n-te Einheitswurzel.

1) Es gibt eine Zahl k € {0, ....,n — 1} mit ggT(k,n) = 1 und { = {fl‘.
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IV.4. Kreisteilungspolynome

Beweis. Es gibteink € {0,...,n—1}mit{ = {,’j. Man beachte, dass
Viez: M=¢=1 < nlk-D.
Es seien d := ggT(k,n), k' := k/d und n’ := n/d. Man sieht nun leicht
Ord(¢) =min{v > 1|nl(k-v)} =n'".

Dies zeigt, dass ({) = C, dquivalent zu ggT(k,n) = 1 ist. O
IV.4.4 Definition. Fiir n € N sei

Cx :={{ € C,|{ ist primitive n-te Einheitswurzel }.
IV.4.5 Beobachtung. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt

#C) = ¢(n).

Beweis. Dies ergibt sich aus Beobachtung IV.4.3 und Eigenschaft I11.2.3, 1). O

IV.4.6 Definition. Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Das Polynom
@0 = [ [c-0 e Cln
geCy
heil3t das n-te Kreisteilungspolynom.

IV4.7 Satz. Fiirn > 1 gilt @,(x) € Z|[x].

Beweis. 1) Fiir jede Primzahl p gilt nach Beobachtung 1V.4.3
xP —1

=X X x4 1
x—1

D,(x) =

Dies ist ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten.
i) Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 und einen Teiler d von n gilt

C,cC,.
Dazu sei m := n/d € N. Fiir { € C,; haben wir
=" =1,
so dass ¢ € C,. Weiter erkennen wir

Ci={{eC,l0dQ) = d).

Es folgt
¥ == | @) = D) - | | Bul).
a &
=¥, (x)

Eine leichte Induktion ergibt
VYn>1: W,(x)€ Z[x] A der Leitkoeffizient von ¥, (x) ist eins.

Polynomdivision mit Rest A.1.5 zeigt abermals, dass @,(x) ein ganzzahliges Polynom
ist. O
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1V.4.8 Beispiele. 1) @1(x) = x — 1.

i) Dr(x) = (> = 1)/(x=1)=x+ 1.

i) D3(x) = (X = D/(x =D =x>+x+ 1.

V) @4(x) = (x* = D/(P1(x) - Po(x)) = (x* = D/(x* = 1) = x* + 1.

VOs(x) = -D/x-D=x*+++x+ 1.

vi) De(x) = (x° = D/(D1(x) - Po(x) - D3(x) = (x°* = D/(F* = 1) - (* +x+ 1) =
XE-D/F+ P —x-1D=x—x+1.

Vereinbarung. Ab jetzt setzen wir voraus, dass p := n eine Primzahl ist.

Viele der folgenden Aussagen gelten auch fiir natiirliche Zahlen, die keine Primzahlen
sind. Sie sind dann aber aufwéndiger zu beweisen (s. [12], §13).

IV.4.9 Satz. Es sei p eine Primzahl. Dann ist das Polynom @,(x) € Q[x] irreduzibel.
Insbesondere gilt

(R, : RI=p -1

Beweis. Da der Leitkoeffizient des Polynoms
D,(x) = x""+ x4+ x+ 1€ Z[x]

eins ist, handelt es sich um ein primitives Polynom. Wiire es als Element von Q[x] reduzi-
bel, so gédbe es nach dem Satz von Gau3 A.2.5 zwei nicht konstante ganzzahlige Polyome
g, h € Z[x]\ Z, so dass
b, =g-h
Insbesondere haben wir
p = Py(1) = g(1) - h(1).

Man beachte, dass g und & primitiv sind, weil @, es ist. Wir konnen die Situation so
einrichten, dass

* g irreduzibel ist,

* g(1) = p.

Es sei ¢ € C eine Nullstelle von g. Dann gilt  # 1, und £ ist nach Beobachtung IV.4.3 eine
primitive p-te Einheitswurzel. Weiter sei Z € C eine Nullstelle von 4. Dann ist Zebenfalls
eine (primitive) p-te Einheitswurzel. Es existiert somit ein k € {1,...,p — 1 } mit Z =’k
Wir definieren

h(x) = h(x).

Es gilt _ .
h(&) = h({*) = h({) = 0.

Da das Polynom g irreduzibel ist, stimmt es bis auf einen Faktor in @* mit dem Minimal-
polynom von ¢ iiberein. Also folgern wir

g|ﬁ in Q[x].
Nun ist g primitiv. Nach dem Satz von Gau3 A.2.5 gilt sogar

glh in Z[x].

164



IV.4. Kreisteilungspolynome

Daher finden wir ein Polynom he Z[x] mit

h=g-h.
Die Berechnung . B B
1= h(l) = h(1) = g(1) - (1) = p - h(1)

zeigt, dass die konstruierte Situation absurd ist und deshalb unsere Annahme, dass @,
reduzibel ist, falsch war.

Da @, irreduzibel ist und den Leitkoeffizienten 1 hat, ist es das Minimalpolynom der
p-ten Einheitswurzel £, und jeder anderen p-ten Einheitswurzel ungleich eins. Die Formel
fiir den Grad der Korpererweiterung Q C Q(¢,) ergibt sich aus Bemerkung IV.2.13. O

Jetzt widmen wir uns der Galois-Gruppe

I := Galg(Q(Z)))-

Fiir y € I' ist y({,) ebenfalls eine primitive p-te Einheitswurzel. Deswegen gibt es genau
eine Zahl k, € {1,...,p—1,}, so dass

V&) =4
IV.4.10 Satz. Die Abbildung

v: I — (25, )(= (Zp-1, 1)

Yy — k
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass ¢ ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Um
zu beweisen, dass i auch surjektiv ist, seien k € {1,...,p—1}und { = {llj. Folglich ist
eine primitive p-te Einheitswurzel. Die Abbildung

y: Q) — QW)

P- p—2

Zai'é}i — Zai[i

i=l i=0

[\

ist ein Automorphismus des Q-Vektorraums Q(¢},). Dass auch

Ya,b € Q(,): y(a-b)=vy(a)- yb)

gilt, leitet man schnell aus der Tatsache ab, dass @, sowohl das Minimalpolynom von ¢,
als auch dasjenige von ¢ ist. O

Zur Konstruierbarkeit des regelméBigen p-Ecks

IV.4.11 Satz. Es sei p > 3 eine Primzahl. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1) p ist eine Fermat-Primzahl.
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i1) Das regelmdflige p-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis. ii)=1). Nach Folgerung IV.3.5 muss ein k € N existieren, so dass

V.49

2P =[QE) QI = ¢(p)

T1.2.3, iii)
= p-1.

Aus Satz 1.3.7 folgt, dass p eine Fermat-Primzahl ist.
i)==>ii). Wir schreiben p = 2 + 1. Die Galois-Gruppe I" = Galg(Q(£ »)) 1st nach Satz
IV.4.10 zyklisch von der Ordnung 2. Wir wihlen einen Erzeuger y, und setzen

=2y, i=0,..k

Es gilt:

x le}=Iycliyc---clicly=T.

* # (i /T) =2,i=1,..,k.
Weiter sei

L :=Fix(I') :={ae Q) |IVyeli:y(@=a}, i=0,..k
Diese Teilkorper formen den Turm
Q) =LioLiy>---D2Li DLy D Q.

Wir zeigen

=

Aus der Gradformel in Aufgabe IV.2.8 und [Q({,) : Q] = 2% folgt dann Q = L und
[L,' . Li—l] = 2, i= 1, ,k
Fiir y € I' fiihren wir den Ringautomorphismus (vgl. Aufgabe A.1.7)

Li—l - Li’ i: 1, ,k

Y«: QUIXI — Qp)[x]
f=ao+a-x+--+a, X" +— y.(f):=v(a) +y@) x+---+vya,) - x"

ein. Hier gilt fiir i = 1, ..., k und ein Polynom f € Q({,)[x]:
Myel;: y«(f)=f) <<= (Die Koeflizienten von f liegen in L;).
Sei weiter

o:I'ixC, — C,

. — y(©@.

Die Standgruppe von ¢, ist trivial, so dass nach Satz 11.7.2 die Bahn I - ¢, genau 2
Elemente umfasst.
SchlieBlich sei

Vi) = | [(e=7)), i=0,..k

yeli
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IV.4. Kreisteilungspolynome

Das Polynom ¥; hat Grad 2~ und erfiillt
Vyeli: y.(¥) =¥,

so dass seine Koeffizienten in L; liegen, i = 0, ..., k. _

Fiiri € {1,...,k} ist das Polynom ¥; = ¢y + ¢; - x + --- + coi - X*  nicht invariant
unter I';_;, d.h. es existiert ein Index j € {O0,...,2¢7}, so dass cj ¢ Li_;. Damit gilt ¢; €
Li\L. |

k-

1V.4.12 Bemerkung. 1) Im Anschluss an Beispiel 1.3.9 haben wir bereits festgehalten, dass
65537 = 2% + 1 die grofite bekannte Fermat-Primzahl ist. Nach Satz IV.4.11 ist das
regelméfige 65 537-Eck konstruierbar. Ein etwas anders gelagertes Problem ist, die Kon-
struktion explizit durchzufiihren. Diesem Problem hat sich Johann Gustav Hermes (1846
- 1912) in seiner Dissertation, an der er angeblich {iber zehn Jahre lang gearbeitet hat,
gewidmet. Seine umfangreichen Berechnungen und Konstruktionen sind in einem Koffer
enthalten, der heutzutage an der Georg-August-Universitit zu Gottingen zu besichtigen
ist.

ii) Im Beweis der Implikation ,,ij)==1i)" tritt die Hauptidee der Galois-Theorie auf:
Fiir eine endliche Korpererweiterung k ¢ L mit Galois-Gruppe konnen wir jedem Zwi-
schenkorper k C K C L die Galois-Gruppe

Galg(L) c Gali(L)
zuordnen. Umgekehrt konnen wir einer Untergruppe I C Galy(L) den Fixkorper
Fix(I'"):={ae€ L|Vy eI’ :vy(a) =a}

zuweisen. Es gibt eine Klasse von endlichen Korpererweiterungen, die sinnigerweise als
Klasse der Galois-Erweiterungen bezeichnet wird, so dass fiir jede Korpererweiterung
in dieser Klasse die obigen Zuordnungen zueinander inverse Bijektionen darstellen. Dies
ist Bestandteil des Hauptsatzes der Galoistheorie ([12], §10).

Uber die Struktur endlicher Gruppen wei man sehr viel. Dieses Wissen kann man ein-
setzen, um Korpererweiterungen oder algebraische Gleichungen zu analysieren. Im obi-
gen Beweis ist das sehr gut zu erkennen: Die Galois-Gruppe des ,,Kreisteilungskorpers™
Q({,) ist sehr einfach. Wir haben sie durch Untergruppen I', C --- C Iy filtriert, so dass
#i2/T) = 2,0 = 1,..., k. Dieser Filtrierung steht die Filtrierung Q({,) = Ly D> --- D
Ly = Q durch Teilkorper mit [L;; : L;] =2,i =1, ..., k, gegeniiber.
1V.4.13 Aufgabe (Regelmdflige Polygone). Es seien m,n > 1 zwei teilerfremde positive
natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass das regelmiBige (m-n)-Eck genau dann mit Zirkel und

Lineal konstruierbar ist, wenn sowohl das regelmiBige m-Eck als auch das regelmifBige
n-Eck es sind.
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Uber Polynome

Ein groBer Teil der Algebra beschiftigt sich mit der Untersuchung von Nullstellen von
Polynomen. An dieser Stelle fassen wir einige grundlegende Eigenschaften der Polynom-
ringe in einer Verdnderlichen zusammen, die an verschiedenen Stellen in diesem Skript
benotigt werden. Man beachte die Gemeinsamkeiten der Teilbarkeitslehre im Ring Z der
ganzen Zahlen mit derjenigen im Polynomring k[x], k ein Korper.

A.1 Polynomdivision mit Rest

A.1.1 Definition. Es sei R ein Ring.
1) Ein Polynom iiber R ist eine Abbildung

f:N—R,

so dass
#HneN|f(n)+#0} < oo.

i1) Das Nullpolynom ist die Abbildung 0: N — R, n +— 0.
i11) Fiir ein Polynom f # 0 ist der Grad definiert als

Grad(f) :=max{n € N| f(n) # 0}.

Die Zahl f(Grad(f)) ist der Leitkoeffizient von f. Dem Nullpolynom weisen wir den Grad
—00 ZU.

Schreibweise. Es sei x eine Unbestimmte. Wir schreiben ein Polynom f vom Grad n > 0
in der Form!

f=fO=fO0)+f) - x+---+ f(n) x".
Weiter sei
R[x] :={f: N — R| f ist Polynom }.

'Die missbriuchliche Notation f(x) bitten wir zu entschuldigen. Sie ist dadurch gerechtfertigt, dass die
Interpretation eines Polynoms als Abbildung von der Menge der natiirlichen Zahlen N in den Korper & bei
den folgenden Uberlegungen in den Hintergrund tritt.
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Anhang A. Uber Polynome

iv) Fiir zwei Polynome f und g ist die Summe das Polynom
f+g:N — R
no— fn)+gn).
v) Das Produkt der Polynome f und g ist das Polynom
f-g¢N — R
n — f0)-gm)+f()-gn-D+---+ fn-1)-g(1) + f(n) - g(0).
A.1.2 Beispiel. Fiir ein Element a € k sei

fir N — &k
{a, fallsn =0

n 0, fallsn#0 °

Gemail der obigen Konventionen wird dieses Polynom mit a bezeichnet. Auf diese Weise
fassen wir k als Teilmenge von k[ x] auf.

A.1.3 Lemma. i) Das Tupel (R[x],0, 1, +, ) ist ein Ring.
ii) Es seien R ein Korper oder der Ring der ganzen Zahlen. Dann gilt

Grad(f - g) = Grad(f) + Grad(g)
fiir zwei vom Nullpolynom verschiedene Polynome f, g € R[x] \ {0}. Insbesondere gilt
R[x]* = R*
fiir die Einheiten in R[x].
Beweis. Ubung. O

A.1.4 Definition. Es sei R ein Ring. Der Ring R[x] ist der Polynomring in einer Verédnder-
lichen iiber R.

A.1.5 Satz (Polynomdivision mit Rest). Es seien k ein Korper und
f=ay+a - x+---+a,-xX", g=by+by-x+---+b,-X"#0
Polynome. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q, r € k[x], so dass
f=q-g+r und Grad(r) < Grad(g).
Beweis. Eindeutigkeit. Es seien g1, ¢», 11, 1> € k[x] Polynome, so dass

qg1-g+r=qy-g+r, und Grad(ry), Grad(r,) < Grad(g).

Es folgt
(g1 —q2)-g=r—rn.
Aus
Grad(r, — ry) < max{ Grad(r,), Grad(r,) } < Grad(g)
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und Lemma A.1.3, ii), folgt

qg1—-q=0, dh g =q.
Das beinhaltet weiter
1’1—1"2:0, d.h. ry = n.

Existenz. Falls Grad(g) = 0, dann setzen wir

q:= f, r:=0.

1
bo
Fiir Grad(g) > 0 beweisen wir die Aussage durch Induktion iiber n := Grad(f).

n < Grad(g). Hier setzen wir

q:=0, r:=f.
n — n+ 1. Wir haben n + 1 > Grad(g). Es seien

a
q = ZZH O und - fy = f g g
m

Dabei gilt
Grad(f1) < Grad(f).

Falls Grad(f;) < Grad(g), dann setzen wir g := ¢; und r := f;. Ansonsten finden wir auf
Grund der Induktionsvoraussetzung Polynome ¢,, r € k[x] mit

fi=q-g+r und Grad(r) < Grad(g).
Mit

f=a-g+fi=q-g+r q:=q+q,
haben wir die gewlinschte Zerlegung von f gefunden. O
A.1.6 Bemerkungen. 1) Der obige Beweis beschreibt den iiblichen Algorithmus zur Poly-
nomdivision (vgl. [16], Satz 3.6.3).

ii) Der Beweis funktioniert auch im Ring Z[x], falls wir voraussetzen, dass der Leit-
koeftizient b,, von g eine Einheit in Z ist, d.h. b,, = +1.

A.1.7 Aufgabe (Die universelle Eigenschaft des Polynomrings). Beweisen Sie: Es seien
R,S Ringe, ¢: R — S ein Homomorphismus und @ € §. Dann existiert genau ein
Homomorphismus ¢: R[x] — §, so dass

* YreR:o(r) = ¢(r),

* o(x) = a:
R—2—5§
| %
=1
R[x].
Schreibweise. Wenn ¢: R C S eine Inklusion ist, z.B. eine Korpererweiterung, dann sei
f(@) = e(f).
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A.1.8 Folgerung. Es seien R ein Korper oder der Ring der ganzen Zahlen und f € R|[x]
ein Polynom vom Grad n > 1. Falls a € R eine Nullstelle von f ist, d.h. f(a) = 0, dann
existiert ein Polynom g € R[x] vom Grad n — 1 mit

f=G-ao)-q

Beweis. Wir fiihren gemil} Satz A.1.5 und Bemerkung A.1.6, i), die Division von f durch
g := x — a durch. Es gibt dann eine Zahl r = ¢y € R, so dass

f=kx—-a) g+ co.

Es folgt, dass
co = fl@)—(a—a)-q(@) =0.
Das zeigt die Behauptung. O

A.1.9 Folgerung. Es seien k ein Korper, n € N, eine positive ganze Zahl und f € k[x]
ein Polynom vom Grad n, d.h.

f=ay+a -x+-+a,; - X" +a,-x"

mita; €k, i =0,...,n, und a, # 0. Dann hat f hochstens n verschiedene Nullstellen in k.

Beweis. Ubung. O

A.2 Irreduzible Polynome und der Satz von Gauf}

A.2.1 Definition. Es seien R ein Ring und R[x] der Polynomring in der Unbestimmten x
iiber R.
1) Ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom f € R[x] \ {0} ist reduzibel, wenn es
Polynome g, € R[x] \ R* mit
f=g8-h (A.T)

gibt. Wenn f nicht reduzibel ist, dann nennt man f irreduzibel.
ii) Es seien f, g € R[x] Polynome. Wir sagen, f feilt g, wenn ein Polynom & € R|[x]
mit
g=f-h
existiert.
Schreibweise. f|g.

A.2.2 Bemerkung. Es sei R ein Korper. Dann gilt
0 < Grad(g), Grad(h) < Grad(f)
in (A.1). Fiir Z ist z.B. das Polynom
2. x+2=2-(x+1)

reduzibel, denn2 ¢ Z* und x + 1 ¢ Z*.
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A.2.3 Definition. Ein Polynom
f(x)=ap+a;-x+---+a,- x"€Zx]
ist primitiv, wenn f # 0 und seine Koeffizienten keinen gemeinsamen Teiler haben:
(f # 0) A (¥p Primzahldk € {0, ....,n}: p 1t ap).

A.2.4 Lemma (GauB). Es seien f, g € Z[x] primitive Polynome. Dann ist auch das Poly-
nom f - g € Z[x] primitiv.

Beweis. Fiir ein Polynom & = cy+cy-x+---+c, X" € Z[x] und eine Primzahl p definieren
wir
(A, :=[col, + [e1l, - x + -+ [cul, - X" € Zp[x].

Man beachte:
* Die Abbildung
[y ZIx] — Z,[x]
h v+ [h],
ist ein Ringhomomorphismus. (Ubung.)
* Das Polynom £ ist genau dann primitiv, wenn [A4], # O fiir jede Primzahl p gilt.

Fiir jede Primzahl p gilt also [ f], # Ound [g], # 0. Da Z, ein Korper ist (Satz II1.2.8),
gilt nach Lemma A.1.3, ii), auch

Lf-gl, = f1,-[gl, # 0,

und wir erkennen, dass f - g primitiv ist. O

Wir betrachten die Ringinklusion Z[x] ¢ Q[x]. Fiir Polynome f, g € Z[x] konnen wir
die Fragen, ob das Polynom f das Polyom g teilt oder ob das Polynom f irreduzibel ist,
sowohl in Z[x] als auch in Q[x] stellen. Eine bemerkenswerte Beobachtung von Gaul3
besagt, dass das fiir ein primitives Polynom f keinen Unterschied macht:

A.2.5 Satz (GauB). Es seien f, g € Z[x] Polynome, und f sei primitiv.
1) Das Polynom f teilt das Polynom g genau dann in Z[x], wenn es dies in Q[x] tut.
i1) Das Polynom f ist genau dann als Polynom in Z|x] irreduzibel, wenn es als Poly-
nom in Q[x] irreduzibel ist.

Beweis. i) Wenn f|g in Z[x] gilt, dann haben wir offenbar auch f|g in Q[x].
Nun gebe es ein Polynom & € Q[x], so dass g = f - h. Es gibt dann ganze Zahlen
r,s > 0, so dass

* h'=*%-heZ[x],
* A’ primitiv ist,
*x ggT(r,s) = 1.
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Nach dem Lemma von Gau3 A.2.4 ist das Polynom f - A’ primitiv. Die Gleichung
r- g =9- f . h,

zeigt wegen ggT(r, s) = 1, dass r alle Koeffizienten von f - A’ teilt und deshalb r = 1 gilt.
Dies wiederum impliziert h = s - ' € Z[x].

ii) Da f primitiv ist, impliziert die Irreduzibilitit von f in Q[x] die Irreduzibilitéit von
fin Z[x] (vgl. Bemerkung A.2.2). Jetzt setzen wir voraus, dass f als Element von Z[x]
irreduzibel ist. Weiter seien g, h € Q[x] Polynome mit 0 < Grad(g), Grad(h) < Grad(f),
so dass

f=gh
Wie im Beweis von Teil 1) sei ¢ > 0 eine rationale Zahl, fiir die #// = ¢ - h ein primitives
Polynom in Z[x] ist. Da Q ein Korper ist, teilt auch 4’ das Polynom f in Q[x]. Teil i) zeigt
nun, dass /’|f auch in Z[x] gilt. Das widerspricht aber der Voraussetzung, dass f € Z[x]
irreduzibel ist. O
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